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Modulo 1

Limite, Continuidade e

Derivacao

Este modulo é dedicado, essencialmente, ao estudo das nocoes de li-
mite, continuidade e derivabilidade para fungoes reais de uma variavel real e
de propriedades basicas a elas relacionadas. Como as duas ultimas nogoes re-
pousam, fundamentalmente, na de limite, é entao claro que esta desempenha

um papel central no desenvolvimento do curso.

Optamos por introduzir o conceito de limite a partir daquele de seqiién-
cia convergente, por considerar este enfoque mais acessivel a um estudante
iniciante do que aquele baseado em épsilons e deltas, utilizado em

muitos livros.

Apoés definir a nogao de limite e obter algumas propriedades elemen-

tares de limites, dedicamos uma aula exclusivamente ao limite lim>2*% = 1.

z—0

Limites infinitos e limites no infinito sao também discutidos.

Estudamos as funcgoes continuas e algumas das suas propriedades ele-
mentares. Enunciamos também os teoremas de Weierstrass e do valor inter-
mediario, procurando real¢ar a importancia dos mesmos por meio de exem-
plos elucidativos.

Finalmente, estudamos as fungoes derivaveis e algumas das suas pro-

priedades elementares. Abordamos também o que se entende por derivacao

implicita, assim como o significado da derivada no contexto da Fisica.
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O limite de uma seqliéncia.

Aula 1 — O limite de uma seqiiéncia.

Objetivo

Compreender, a partir da discussao de exemplos concretos, o conceito
de seqiiéncia convergente. Este importante conceito sera utilizado para defi-
nirmos a nocao de limite, uma das nogoes fundamentais da Matematica, que

desempenhara um papel central em tudo que estudaremos a seguir.

Faca o seguinte esforco de abstracao: imagine que vocé esteja no seu
quarto a uma distancia de 1 metro de uma das paredes. Seu objetivo é tentar
chegar a parede percorrendo uma linha reta de maneira que, ao dar o primeiro
passo, vocé atinja a metade da distancia; ao dar o segundo passo, vocé atinja

a metade da distancia restante, e assim por diante. Assim, apds o primeiro

1
2

= 2% de metro da parede; apds o terceiro passo voceé estara a % = 2% de

passo voceé estara a 5 metro da parede; apds o segundo passo vocé estara a

1
4
metro da parede, e assim por diante.

Repetindo esse procedimento indefinidamente, vocé pode observar dois
fatos interessantes: o primeiro deles é que vocé nunca atingira efetivamente
a parede; e o segundo é que a distancia que o separa da parede se tornard
tao proxima de zero quanto vocé queira, bastando para isso que vocé dé um

numero suficientemente grande de passos.

1
Toiss7s de metro da

parede o que , convenhamos, é bem préximo. Entao, a partir do vigésimo

Por exemplo, imagine um ponto que esteja a 2% =

primeiro passo, vocé estard a uma distancia ainda menor da parede, pois

1 1 1 1 1 1 1 1

MODULO 1 - AULA 1

Referéncias: Aulas 10, 11 e
12 de Pré-Calculo.

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) foi talvez o
maior matematico francés da
primeira metade do século
XIX. Ele formulou as nogoes
modernas de limite,
continuidade e convergéncia
de séries, obtendo resultados
que marcaram uma nova
época para a Anélise
Matemadtica. Além de dar
uma defini¢ao rigorosa de
integral, foi ele que, em
1829, no seu Legons sur le
Calcul Différentiel, definiu
pela primeira vez uma
funcao complexa de

variavel complexa.

CEDERJ
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Lembre que se z >y > 0,

.1 1
entao 2 < v

O intervalo aberto de centro
a e raio 7 é o intervalo
(a=r,a+r).

CEDERJ

O limite de uma seqiiéncia.

O fenémeno que ocorre com os ntimeros

11 1 1 1
Y 27 227 237 247 ) 2n7 )

o qual acabamos de discutir intuitivamente, é bastante profundo e encerra

1

uma idéia central, que é a nocao de seqiiéncia convergente.

Nos exemplos a seguir, discutiremos a mesma idéia de forma
mais cuidadosa.
Exemplo 1.1

Consideremos a seqiiéncia

11 11 1
Y 27 37 47 57"‘7 n? n+1

1 , .. (ver a Figura 1.1),

também representada por (%)

0 111 1 1 1
65 4 3 2
Figura 1.1

Todos os elementos desta seqiiéncia sao maiores do que zero e se tor-
nam cada vez menores a medida que n cresce. Com essa segunda afirmacao
queremos dizer precisamente o seguinte: se n e m sao dois inteiros quaisquer,

comn >m > 1, entdo + < L.
n m

Tomemos agora um intervalo aberto de centro zero e raio pequeno, por

exemplo, WIO'
. . 1 1 . .
Para qualquer inteiro n > 100, temos :- < 15;. Isto implica que
% € (— Wlov ﬁ) para todo n > 101 (ver a Figura 1.2).

1 0 11 1
100 102 101 100

Figura 1.2

A bem da verdade, o que dissemos acima nao é uma exclusividade do

intervalo (— ﬁ, Wlo>' Com efeito, consideremos um intervalo (—r,r), onde

r > 0 é arbitrario. Em vista de uma propriedade muito importante, satisfeita
pelos nimeros reais, chamada propriedade arquimediana, existe um inteiro

m > 1 tal que % < r. Logo, para todo inteiro n > m, temos

1 1
<< —<<r.
n m




O limite de uma seqliéncia.

Conseqiientemente,

1
_e_’
— e (-r7)

para todo n > m. Esta afirmacao nos diz que, a partir de um certo instante,

todos os elementos da seqiiéncia pertencem ao intervalo (—r, 7).

Exemplo 1.2
Consideremos a seqiiéncia

1 1

1
? 167 9 27’1’ 2n+17 ?

| —

11
? 2 ? 4 )
também representada por (2%)”20 ou (2%)

Vocé ja percebeu que além dos elementos desta seqiiéncia serem todos
positivos, eles se tornam cada vez menores a medida que n cresce. Mais
precisamente, queremos dizer o seguinte: se n e m sao dois inteiros quaisquer
comn >m > 1, entao 2% < 2%,1 Realmente, 2" = 2(n—m)+m — gn—m gm -, om

1 1
y on < m-

pois 2"~ > 1 (visto que n —m > 0); logo

Note também que 2" > n para todo n > 1 (por exemplo, 2! = 2 > 1,
22=4>22=8>3,2"=16>4,---), fato este que pode ser justificado
lancando mao da férmula do binoémio de Newton estudada em Matematica

Discreta. De fato,

2“:(1+1)”:1+(T)+(Z>+...+(nﬁ2)+(nﬁl)+1>n,

pois (Tf) = n e todas as parcelas que aparecem na soma acima Sao numeros

inteiros maiores do que zero.

Tomemos agora um intervalo aberto de centro zero e raio pequeno, por

exemplo, Wlo' Como 2% = 64 e 27 = 128, temos 2% < Wlo para todo n > 7.
11

Isto implica que 2% € (— 00" ﬁ) para todo n > 7 (ver a Figura 1.3).

1
100

1 0
100

=T
N+
=T

Figura 1.3

Novamente, o que dissemos acima nao é uma exclusividade do intervalo

1 1 . . . ,
(— 109> m). Com efeito, consideremos o intervalo (—r,7), onde r > 0 é ar-

bitrario. Em vista da propriedade satisfeita pelos niimeros reais mencionada

MODULO 1 - AULA 1

Propriedade arquimediana:
Para todo r > 0 existe um
numero inteiro m > 1 tal

que % <r.

Usando o principio de
indugao finita, visto no
médulo 3 de Matemati-
ca Discreta, mostre que
2™ > n para todo n > 1.

A férmula do binémio de
Newton é: N
n
) = ( ) kbnfk
(a+0b) Z e
k=0
para todo n > 1.

CEDERJ
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O limite de uma seqiiéncia.

no exemplo anterior, existe um inteiro m > 1 tal que % < r. Como 2™ > m,
~ o1 1. 1
entao 4 < -3 logo, 5w <.

Mais ainda, para qualquer inteiro n > m, temos 2% < %m Assim,

57 € (—r,r) para todo n > m. Esta afirmacao nos diz que, a partir de
um certo instante, todos os elementos da seqiiéncia pertencem ao intervalo

(—r,7) (ver a Figura 1.4).

-r 0 1 1 r
Sm+15m

Figura 1.4

Exemplo 1.3

Consideremos a seqiiéncia

1 1 1 _1n+1 _1n+2
TR T (=1) , ( —l)-l , -+ (ver a Figura 1.5) ,
n n

N —
W =

também representada por <(713:+1) ou <ﬂ)
n>1

n

-1 1 211 o0 11 1 1
2 4 6 75 3
Figura 1.5

Todos os elementos desta seqiiéncia sao diferentes de zero, sendo po-

sitivos os elementos correspondentes a n impar (por exemplo, 1, %, %, o)
111
_5’_17_67...).

Vamos mostrar, como nos exemplos anteriores, que os elementos da seqiiéncia

e negativos aqueles correspondentes a n par (por exemplo,

se aproximam de zero quando n cresce. Com efeito, seja r um numero real
. . 1 . ~ (_1)m+1 .
positivo qualquer e seja m > 1 tal que -~ < r; entdo ~—— € (—r,), pois

(=ym+t 1 (=pm+ £y 5
———| = — (note que ~——— estara a esquerda de zero se m for par e a

direita de zero se m for fmpar). Além disso, se n > m,

‘ =)

_1\n+1
’(L < r para todo n > m,
n

Em resumo, acabamos de verificar que

ou seja, que # € (—r,r) para todo n > m (ver a Figura 1.6).




O limite de uma seqliéncia.

- (1™t 0 )™ r
m+2 m+1

Figura 1.6

Podemos entao afirmar que nos Exemplos 1.1, 1.2 e 1.3 ocorre um
mesmo fenomeno, a saber: para qualquer intervalo aberto I contendo zero
podemos determinar um inteiro m > 1 de modo que a partir do m-ésimo

elemento da seqiiéncia todos os outros elementos pertencem a I.

Exemplo 1.4

Consideremos a seqiiéncia

n n+1

T RIeur T (ver a Figura 1.7) ,
n n

Y Y AR

4 5
5 6

N —
[GCRN N
=~ w

também representada por (niﬂ)n21 ou (HLH)

NI +
wWIN +
Blow +
gl +
oo
[ERN

Figura 1.7

Todos os elementos desta seqiiéncia pertencem ao intervalo (0,1); em

particular, todos sao diferentes de 1. Notemos ainda que, como

n —
n+1 n

S|+HISIS
—_
—_

e como * se aproxima de zero quando n cresce, ¢ intuitivo que - se aproxima,
n n+1

de 1 quando n cresce.

Uma outra maneira de ver isso é a seguinte:

Notando que
n 1

n+l = n+i1

e lembrando que n+r1 decresce quando n cresce (como vimos no Exemplo 1.1),
n

n+1
vez que, a cada instante, estaremos diminuindo de 1 um numero cada vez

segue que os elementos da seqiiéncia crescem a medida que n cresce (uma

menor), apesar de nunca atingirem o valor 1.

MODULO 1 - AULA 1

CEDERJ
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Note que se r > 0 e
z € (—r, 1), entdo
l—ze(l—r1+4r).

lim z, = x lé-se:

n—o0
limite de x,, quando n tende
a infinito ¢ igual a z.
Pode-se provar que z, caso

exista, € tnico.

CEDERJ

O limite de uma seqiiéncia.

Além disso, qualquer intervalo aberto contendo 1 contém todos os

nimeros da forma ——- a partir de um certo instante, ja que qualquer in-
n+1 ’
tervalo aberto contendo zero contém todos os niimeros da forma #1 a partir

de um certo instante (como vimos no Exemplo 1.1).

O que vimos nos Exemplos 1.1, 1.2 e 1.3 caracteriza o fato de uma
seqiiéncia convergir para zero e o que vimos no Exemplo 1.4 caracteriza o

fato de uma seqiiéncia convergir para 1.

Os exemplos vistos anteriormente motivam a introducao do seguinte

conceito fundamental:

Definicdo 1.1 Sejam (w,),., (ou (z,)) uma seqiiéncia arbitraria de nimeros
reais (nos Exemplos 1.1, 1.2, 1.3 e 14, x, = %, T, = 2%, T, = (;lr)ln

respectivamente) e x um numero real . Diz-se que (z,,) converge

e
n_
n+1?
para x, € escreve-se lim x,, = x, quando para qualquer intervalo aberto [

n—o0

contendo x (por menor que ele seja) é possivel encontrar um inteiro m > 1,

Ty =

de modo que z,, € I para todo n > m.

Em outras palavras, (x,) converge para x quando, para todo r > 0 (por
menor que ele seja), existe um inteiro m > 1 tal que x,, € (x —r,z +r) para

todo n > m, ou seja, tal que |z, — x| < r para todo n > m.

Nos exemplos acima temos:

lim — =0, lim —=0 Ilim-——=0 e lim =1.
n—oo N n—oo 2™ n—o00 n n—oom + 1
Quando nao houver z € R para o qual uma determinada sequéncia
(x,) convirja, diz-se que (z,) diverge. Este é o caso da seqiiéncia do

exemplo a seguir.

Exemplo 1.5
Consideremos a seqiiéncia z,, = (—1)",n > 1.

Temos que x,, = 1 para n par e x,, = —1 para n impar. Dado qualquer
numero real x, com x # 1 e x # —1, é possivel encontrar um intervalo aberto

I contendo x tal que 1 ¢ I e —1 ¢ I ( ver a Figura 1.8, onde tomamos, por

exemplo, 0 < x < 1).

Figura 1.8




O limite de uma seqliéncia.

MODULO 1 -

E claro que z, ¢ I para todo n > 1. Portanto, (,) nio
converge para .

Por outro lado, (z,) ndo converge para 1 nem para-1. De fato, tomemos
um intervalo aberto J contendo 1 tal que —1 ¢ J (ver a Figura 1.9).

J

o~
(N 5

Figura 1.9

Como para todo n impar temos que z,, ¢ J, (x,) nao converge para 1.

Raciocinando de modo anélogo, verificamos que (x,) nao converge para -1.

Portanto, (z,) diverge.

O exemplo mais simples de seqiiéncia convergente é o seguinte:

Exemplo 1.6
Seja ¢ um numero real e consideremos a seqiiéncia x, = c¢ para todo
n=1,2,.... Entao é claro que lim z, = c.
n—od
Resumo

Voce acaba de ser apresentado a uma nogao bésica e fundamental, qual

seja, a de seqiiéncia convergente de niimeros reais.

Exercicios

1. Ache os limites das seqiiéncias (x,),>1 abaixo:

2n —1 1 1 211
(a) T = ”n D= Tha (e = (d)an = 2112

2. Encontre inteiros mq, mo > 1 tais que:
(-1
n2
(_1)n+1
n2

1
<mparan2m1;

- 1
10000

para n > mo.

3. Ache lim (vn+1—/n).

n—oo

4. Encontre inteiros mq, ms, mg > 1 tais que:

AULA 1

CEDERJ
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O limite de uma seqliéncia.

< — paran > mq;
10p - 1,

100

n

on

n 1

(b) 2—n<—paran2m2;
n 1
2—n<mparan2m3.

5. Mostre que

1 1 1
li e =0.
e ((n 12 Ty T (2n)2)
Sugestao: Observe que

1 n 1 R 1 < n < 1
(n+1)2  (n+2)? (2n)2 — (n+1)2 n

-

0<

Vv
n parcelas

Auto-avaliagao

Os exercicios desta aula tém por objetivo contribuir para o amadureci-
mento do conceito que acabamos de introduzir. Por esta razao, é sumamente
importante que voceé tenha resolvido a maioria deles. Se voceé sentiu alguma
dificuldade, releia os exemplos, pois eles contém os ingredientes para resolve-

los. Se persistir alguma duavida, nao hesite em consultar os tutores.




Operacdes com limites de seqiiéncias. A nocdo de limite.

Aula 2 — Operacoes com limites de

seqiiéncias. A nocao de limite.

Objetivos
Estudar operacoes com limites de seqiiéncias, tais como: soma, produto

e quociente.

Compreender o conceito de limite.

Na aula anterior introduzimos a nocao de limite de uma seqiiéncia de

nuimeros reais, a partir da discussao de alguns exemplos.

Nesta aula estudaremos algumas operagoes elementares com limites de
seqiléncias e introduziremos o conceito de limite, o qual desempenhara um

papel central em todo o nosso curso.

A titulo de motivacao, consideremos inicialmente um exemplo.

Exemplo 2.1
Seja

Raciocinando como na aula 1, é possivel concluir que lim a, = 0.

n—oo

Por outro lado, podemos escrever a,, = x,, +y,, onde x, = % e Yy = 2%

Além disso, ja sabemos que

lim z, = lim y, =0 .

n—oo n—oo

Portanto, acabamos de observar que

lim a, = lim (z, + y,) = lim z, + lim y,.

n—oo n—oo

Na verdade, o que ocorreu no exemplo acima nao é uma mera coin-

cidéncia, como mostra a proposicao a seguir.
Proposicao 2.1
Se lim z, =z e lim y, = y, entao

n—oo

n—~o0

lim (z, +yn) =2 + v.

n—oo

A validade desta proposicao decorre do fato de que

(@0 + yn) = (2 +y)| = (20 —2) + (Yo — Y)| < |20 — 2] + |0 — Y|

MODULO 1 -

AULA 2

Referéncia: Aula 1.

CEDERJ



Operacdes com limites de seqiiéncias. A nocdo de limite.

CALCULO | !

para todo n e do fato de que podemos tornar |z, — x|+ |y, — y| tdo préximo
de zero quanto queiramos desde que tomemos n suficientemente grande (pois

isto vale tanto para |z, — x| quanto para |y, — y|).

Voltemos a seqiiéncia

1 1
apn=—+—, n=12...,
n 2"

do Exemplo 2.1. Pela Proposigao 2.1, obtemos

. . I 1 .1 .1
lim a, = lim <—+—>: lim — 4+ lim — =0+0=0.

n—oo n—oo \N on

Exemplo 2.2
Seja

Entao a, = z, + y,, onde x,, =
Vimos, na aula 1, que

lmaz,=0 e limy,=1.

n—oo n—oo

Logo, pela Proposicao 2.1,

lim a, = lim (z, +y,) = lim z, + lim y, =04+ 1= 1.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Antes de enunciar outra proposicao, facamos uma observagao impor-

tante. Admitamos que uma seqiiéncia (z,),>1 convirja para z. Entdo, por

defini¢do, existe um inteiro m > 1 tal que |z, — x| < 1 para todo n > m (isto

significa que z,, € (r — 1,2 + 1) para todo n > m; ver a Figura 2.1).

X1 %o >2m+2 X )§(m+1 x+1
Figura 2.1
Conseqiientemente,
0| = [(2n — 2) + 2] < [zn — 2|+ |2| <1+ 2]

para todo n > m.

CEDERJ |




Operacdes com limites de seqiiéncias. A nocdo de limite.

MODULO 1 - AULA 2

Como, felizmente, s6 ha um ntmero finito de elementos da seqiiéncia
que podem nao ter valor absoluto menor do que 1+ |z| (quais sejam, z1, .. .,
ZTm-_1), podemos garantir que hd um nimero M > 0 tal que |z,| < M para
todo n > 1.

Proposicao 2.2

Se lim z, =z e lim y, =y, entao lim x,y, = zy.

n—oo n—o0o

Subtraindo e somando z,¥y, obtemos:
TplYn — XY = TplYn — TplY + Tpy — TY = xn(yn - y) + y(xn - l‘)

Por outro lado, acabamos de ver que existe M > 0 tal que |z,| < M

para todo n. Portanto, para todo n,
Tnyn — 2yl = |zayn —y) +y(z. — )| <
< Jzn(yn —y)l + ly(zn —2)| =
= |allyn =yl + lyllzn — 2| <

< My, —y| + yl|lzn — 2| .

Dafi resulta que lim z,y, = xy, jd& que podemos tornar M|y, — y| +
n—oo
ly||x,, — x| tdo préximo de zero quanto queiramos desde que tomemos n

suficientemente grande (pois isto vale tanto para |z, —x| quanto para |y, —yl|).

Facamos agora uma pausa para um comentario que nos parece rele-
vante. Acreditamos nao ser pertinente, neste momento,dar uma demons-
tracao rigorosa de certos resultados, tais como as Proposicoes 2.1 e 2.2. Por
outro lado, é importante que vocé se convenca de que elas sao verdadeiras; por
esta razao, incluimos um esboco da demonstracao de ambas as proposicoes.
Alias, voceé deve ter percebido que a demonstracao da segunda é bem mais
elaborada do que a da primeira.

Decorre da Proposicao 2.2 que, se lim z, = x e ¢ é um numero real

n—oo

arbitrario, entao

lim cx, = cz.
n—oo

Realmente, defina t,, = ¢ para todo n > 1. Como lim ¢, = ¢, segue

n—oo

da referida proposicao que

lim cx, = lim t,z, = ( lim tn)( lim xn) = cx.

n—~o0 n—~o0 n—oo n—~o0

CEDERJ
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Em particular, fazendo ¢ = —1, obtemos que
lim (—z,) = lim (=1)z, = —=z.

Suponhamos ainda que lim y, = y. Pela Proposicao 2.1, podemos
n—od

afirmar que

lim (z, — yn) = lim (2, + (—yn)) = lim 2, + lim (—y,) =z —y.

n—oo n—o0o n—oo

Exemplo 2.3
. _ ~ 2 _ 2
Se lim x, = x, entao lim z,” = z°.
n—oo n—od

De fato, pela Proposicao 2.2,

lim 2,2 = lim (z,2,) = ( lim xn)( lim xn) =z.z = 12

n—~o0 n—~o0 n—~o0 n—oo

Exemplo 2.4

Se lim z,, = x, entdo lim z,,° = 2°.

n—o0 n—o0o

De fato, usando a Proposicao 2.2 e o Exemplo 2.3, segue que

lim z,° = lim (z,%z,) = ( lim xn2)( lim xn) =2z =23
n—oo n—oo n—oo n—oo

Mais geralmente, para qualquer inteiro £ > 1, tem-se:

Exemplo 2.5
. o ~ . k _ k
Se lim z, =z, entao lim z,” = z”.
n—oo n—oo

O fato expresso no
Exemplo 2.5 decorre da
Proposigao 2.2 e do principio Exem plO 2.6
de inducao finita.
Seja p(x) = apmx™ + ap_12™ 1 + - - 4+ a1 + ap um polindémio arbitrério. Se
lim x, =z, entao lim p(x,) = p(x).
n—oo

n—~o0

De fato, em vista da Proposigao 2.1(e indugao), da Proposicao 2.2 e do

Exemplo 2.5, segue que

. . -1
lim p(z,) = lm (am®,™ + amo12,™ "+ + a1z, +ag) =
n—oo n—oo
= lim apz,™+ Um ap_12,™ '+ -+ lim a1z, + lim ap =
n—od n—oo n—oo n—oo

= am( lim xnm) + am_l( lim xnm_l) 4+ al( lim xn) +ag =

= ™+ Q2™ s+ ag = p(a) .

Temos ainda a seguinte

CEDERJ
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Proposicao 2.3
Se (y,) é uma seqiiéncia de nimeros reais nao nulos convergindo para um
nimero real y nao nulo, entao a seqiiéncia (yi) converge para é

n

N . .o L Na Proposigao 2.3 basta
Como conseqiiencia desta proposicao e da Proposicao 2.2 resulta que, supor y # 0, pois isto

se lim z,, =z e (y,) e y sdo como na Proposi¢ao 2.3, entao implica yn, # 0 a partir de

n—oo um certo n.

1 1 1
limﬁ: lim <xn-—>:(limxn)(lim _>:x._:£

n—~o0 yn n—~o0

Exemplo 2.7
: __n?-2 _
Seja&n—m, n—1,2,....
2-2 2
C — nn2 _ 1 - n2 d _ T d
omo a, = rontl 1t 3 n 1 poaemos escrever a, — , onde
2 n n2 n

xnzl—%eynzl%—%—i-#. Mas

lim z, = lim (1—%)2 liml—limzzl—():l

n—oo n—oo n n—oo n—oo M

. . 2 1 . .2 ) 1
lim y,, = lim 1+—+—2 =liml4+ lim —4+lm —=14+040=1.
n o n

Podemos entao concluir que

lim z,

3 n—oo 1
lim a,=—"——=—-=1.
n—o0 limy, 1
n—oo

Concluiremos esta aula introduzindo a nocao de limite. Mas antes,

vejamos mais dois exemplos.

Exemplo 2.8

Consideremos a fungao f(z) = z* definida para z € R, cujo grafico esbogamos

na Figura 2.2.

CEDERJ
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ﬂ

8

_8,

Figura 2.2

Como vimos no Exemplo 2.4, se tomarmos qualquer seqiiéncia (z;)

de numeros diferentes de 2 tal que lim z, = 2, teremos lim f(x,) =

lim z,® =23 =8.

n—~o0

Exemplo 2.9

Consideremos a funcao f, definida em R, dada por f(z)

n—~o0

f(z) =14 x se x > 0, cujo gréfico esbogamos na Figura 2.3.

1+

Sl

|
Sl

|
Sk ©

Figura 2.3

Sl

n—oo

rsex <0e
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Como ambas as seqiiéncias x,, = —% €Y, = % (n=1,2,...) convergem

para zero, a seqiiéncia (f(z,)) converge para zero (pois f(z,) = —=) ¢ a
seqiiéncia (f(y,)) converge para 1 (pois f(y,) =1+ ).

Conseqiientemente, nao podemos encontrar [ € R com a propriedade de
que, para toda seqiiéncia (z,) de nimeros diferentes de zero tal que lim z,, =

n—oo

0, se tenha lim f(x,) =1
n—oo
Introduzamos agora um conceito fundamental.

Definicdo 2.1 Sejam f: D — R, a € R tal que todo intervalo aberto con-
tendo a intercepte D —{a} el € R. Diz-se que f(x) tende a l quando = tende

a a, € escreve-se

lim f(x) =1,

r—a

quando para toda seqiiéncia (x,) de elementos de D tal que z, # a

para todo n e lim x, = a, tem-se lim f(z,) = [. Neste caso, diz-se que
n—oo n—oo

lim f(x) existe.

r—a

Quando nao houver um numero real [ satisfazendo a propriedade acima
descrita, diz-se que lim f(x) ndo existe.
T—a
A exigencia feita sobre a, na definicao acima, significa que hé pontos
de D diferentes de a tao proximos de a quanto queiramos. Isto ocorre, por
exemplo, se D é um intervalo nao trivial e a € D ou a é um extremo de D
(caso D # R). E importante também notar que, mesmo que a pertenca a D),

o valor de f em a é irrelevante para o estudo do conceito em questao.

Exemplo 2.10
Seja ¢ € R e definamos f(x) = ¢ para todo = € R. Entao, para todo a € R,
lim f(z) = c.

r—a

Exemplo 2.11

Consideremos a fungao f(z) = |z| definida para z € R, cujo grifico esbogamos
na Figura 2.4. Entao, para todo a € R,

lim f(2) = /(a).

r—a

MODULO 1 - AULA 2

lim f(z) =1 lé-se: limite de
r—a
f(z) quando z tende a a é

igual a [.

D representa o dominio da
funcao f. Pode-se provar
que [, caso exista, é tinico.

Um intervalo é nao trivial
quando nao se reduz a um
dnico elemento.

CEDERJ
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Para quaisquer x,y € R,

temos ||z — [y|| < |z — yl.

CEDERJ

Operacdes com limites de seqiiéncias. A nocdo de limite.

lal

Pl

Figura 2.4

Com efeito, vejamos que para qualquer seqiiéncia (x,) de nimeros re-
ais diferentes de a tal que lim z, = a, tem-se que lim |z,| = |a|, isto é,
n—oo n—oo

lim f(z,) = f(a). Isto pode ser justificado por meio da relacao

|n| = lal| < fzn —al

que é vélida para todo n (esta relagdo nos diz que a distancia entre |z,| e |a|
nunca ultrapassa aquela entre z,, e a). Com efeito, dado r > 0 arbitrério,
podemos encontrar um inteiro m > 1 tal que |z, — a| < r para todo n > m

(pois lim x,, = a). Portanto,
n—oo

[|zal = lal] < |zn —af <
para todo n > m. Isto mostra que lim |z,| = |al.
n—o0o
Assim, para todo @ € R, lim |z| = |a|. Em particular, lim5]x\ =
T—a T——

]—5\:5elirr(1)\x]:\0]:().

Exemplo 2.12

Consideremos um polinomio p qualquer. Entao, para todo a € R,

lim p(z) = p(a).

r—a

Com efeito, tomemos qualquer seqiiéncia (x,,) de nimeros reais diferen-

tes de a tal que lim z,, = a. Como vimos no Exemplo 2.6, lim p(x,) = p(a).
n—oo n—oo

Assim, lim p(z) = p(a).
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) ) 3
Em particular, hrq (23 —Tx) = (%) — 7(%) —

(L'—>5

lim (2% 4 62 — 5) = 324 (6 x 3) =5 = 9 + 18 = 5 = 22.

17 1-28 27
8 2

Exemplo 2.13

Consideremos a fungao f : R — {0} — R dada por f(z) = 0sex <0 e

f(z) = x se x > 0, cujo grafico esbocamos na Figura 2.5.

Figura 2.5

Se tomarmos qualquer seqiiéncia (z,) de nimeros reais nao nulos tal

que lim z,, = 0, teremos que lim f(x,) = 0. Assim, lin% f(z) =0.

n—~o0

Exemplo 2.14

Voltemos a funcao f : R — R do Exemplo 2.9. Vimos, no referido exemplo,
que existem duas seqiiéncias de ntmeros nao nulos, (z,) e (y,), tais que

lim z, = lim y, =0, lim f(x,) =0e¢ lim f(y,) = 1. Portanto,

n—~o0

lim f(z)

z—0

nao existe.

Resumo

Nesta aula voce estudou operagoes com limites de seqiiéncias e foi apre-

sentado a noc¢ao fundamental de limite.

MODULO 1 -

AULA 2
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Exercicios

1. Ache os limites das seqiiéncias (z,,),>1 abaixo:

nd+n-—1 n* 4 5n3 — 2

(2) @ 2n3 +TMn? + 1 (b) @ nd+1

. Mostre que lim z,, = 0 se, e somente se, lim |z,| = 0.

n—:o0 n—o0

. Dé um exemplo de uma seqiiéncia (z,,) divergente tal que a seqiiéncia

(|xn]) seja convergente.

. Se lim x, = z, use a defini¢do para mostrar que lim (—z,) = —=z.

n—~o0 n—oo

. Se lim z,, = 1, mostre que existe um inteiro m > 1 tal que z,, > % para

n—o0o

todo inteiro n > m. Em particular, os elementos da seqiiéncia (x,,) sao
maiores do que zero a partir de um certo instante.

Sugestao: Considere o intervalo aberto (%, %) de centro 1 e raio % e

aplique a definicao de limite de uma seqiiéncia.

. Se lim x, = x e x > 0, mostre que existe um inteiro m > 1 tal que

n—~o0

T, > 5 para todo inteiro n > m.

~ . . . s . . . l § z 3_93
Sugestao: Raciocine como no Exercicio 4, substituindo (2, 2) por (2, 5 )

e notando que (%, 37‘”) ¢ o intervalo aberto de centro x e raio Z.

. Calcule os seguintes limites:

(a) hII%](ZL‘S — 7z 4+ 9); (c) lir%(l + |z|);
2
: 4 3y. L rt—4
(b) lim (2% 4 227); (d) lim ——0-.

. Defina f: R—{1} = Rpor f(z)=|z|sex <le f(zx)=1sex> 1

(a) Esboce o grafico de f.

(b) Use (a) para intuir o valor de lirr% f(z) .

. Defina f: R—{0} = Rpor f(z)=zsex <0e f(z)=2a?sex>0.

(a) Esboce o grafico de f.

(b) Use (a) para intuir o valor de lir% f(z) .
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10. Defina f: R — R por f(z) =—1sex <2e f(z)=1se x> 2.

(a) Esboce o grafico de f.

(b) Mostre que lir% f(z) nado existe.

Desafio
Considere duas seqiiéncias (z,) e (y,) tais que lim z,, = 0 e existe
n—oo

M > 0 tal que |y,| < M para todo n. Mostre que lim z,y, = 0.
n—oo

Auto-avaliagao

Os resultados desta aula serao importantes para o estudo de limites, que
iniciamos nesta aula e retomaremos na préxima de maneira mais detalhada.
Por esta razao, s6 passe para a préxima aula quando tiver feito todos os
exercicios, que sao de dois tipos: os seis primeiros e o desafio versam sobre a
nocao de seqiiéncia convergente e os quatro ultimos sobre a nocao de limite.
Se vocé teve alguma divida releia a aula (bem como a anterior) e depois

retorne aos exercicios. Este procedimento pode ser muito 1til.

MODULO 1 - AULA 2
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| MODULO 1 - AULA 3

Aula 3 — Propriedades de limites. Limites

laterais.
Referéncias: Aulas 1 e 2, e
Objetivos aula 34 de Pré-Calculo.
Estudar propriedades elementares de limites, tais como: soma, produto,
quociente e confronto.

Compreender, a partir da discussao de exemplos concretos, a nocao de

limite lateral.

Iniciaremos esta aula estudando algumas propriedades béasicas de limi-
tes que contribuirao para simplificar o calculo dos mesmos, e a concluiremos
introduzindo a noc¢ao de limite lateral.

Dadas duas funcgoes f,g : D — R, podemos a elas associar uma nova
funcao, f + g, definida por (f + g)(x) = f(z) + g(z) para todo = € D. Por
exemplo, se f,g: R — R sao definidas por f(z) =1+ 2% e g(z) = 2*, entdo
(f +9)(x) = f(z) + g(z) = 1+ 2* + 2° para todo = € R.

Proposicao 3.1
Sejam f,g : D — R e a € R tal que todo intervalo aberto contendo a
intercepte D — {a}. Se

lim f(x) =1 e limg(z) =y,

r—a r—a

entao

r—a

Demonstragdo: Seja (z,,) uma seqiiéncia arbitraria de elementos de D tal que
x, # a para todo n e hm z, = a. Como hm f(z) =4, hm flzn) =1 e,

como lim g(x) = Iy, 11m g(xn) = ly. Pela Proposmao 2.1, obtemos:

lim (f +g)(xn) = T (f(za) + g(zn)) = lim f(z,) + lim g(an) =0+ L.

n—o0o n—oo n—o0o

Portanto, pela definigao de limite, lim(f + g)(z) = {1 + Iy, como

haviamos afirmado.

Exemplo 3.1

Calculemos hm2(1 —2° + |2)).

CEDERJ
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Para todo x € R, podemos escrever 1 — 2% + |z| = (f + g)(x), onde
f(z) =1-2%e g(z) = |z|. Além disso, j4 sabemos que lim2f(a:) =f(-2)=9
e limQQ(x) =g(—2) = 2.

Portanto, pela Proposicao 3.1,
lim, (1 — 2?4 z)) =9+2=11

Dadas duas funcoes f,g : D — R, podemos a elas associar uma nova
fungao, fg, definida por (fg)(z) = f(x)g(z) para todo = € D. Por exemplo,
se f,g: R — R sao definidas por f(z) = 2% e g(x) = senx, entdao (fg)(z) =

x*senzx para todo z € R.
Proposicao 3.2
Sejam f,g : D — R e a € R tal que todo intervalo aberto contendo a
intercepte D — {a}. Se
lim f(x) =1; e limg(z) =,

r—a r—a

entao

lim(fg)(z) = lils.

r—a

Demonstragdo: Argumentaremos como na demonstracao da Proposigao 3.1.
De fato, seja (x,) uma seqiiéncia arbitraria de elementos de D tal que z,, # a

para todo n e lim z, = a. Como lim f(z) = [;, lim f(x,) = [; e, como

lim g(z) = ls, lrilr?loog(a:n) = l. Pela Proposicao 2.2, obtemos:
lim (fg)(zn) = lim (f(zn)g(zn)) = (lim f(z,))(lim g(an)) = lila.

Portanto, pela definigao de limite, lim(fg)(z) = l1ls.

Exemplo 3.2
Calculemos lir%(yc2 + 3)2.

Para isto, consideremos o polinomio p(z) = z* + 3. J4 sabemos que

lim p(z) = p(0) = 3.

z—0

Portanto, pela Proposicao 3.2,

lim(2” + 3)* = lim(p(x))* = (lim p(z))(lim p(z)) = 3* = 9.

z—0 z—0 z—0 z—0

Vocé também poderia observar que

(z°+3)? =2' +62° +9

CEDERJ
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¢ um polinomio, para dai concluir que

lim(2* +3)>=0"+6 x 0> +9=9.

z—0

Exemplo 3.3
Calculemos hH(l)(IB2 +3)%,

Como no exemplo anterior, vocé poderia notar que (2% + 3)3 é um po-
linomio para obter o valor do limite. Ou entao, lancar mao da Proposicao 3.2

e do Exemplo 3.2. Senao vejamos:

lim (2% +3)* = lim (p(x))” = lim((p(x))*p(z)) =

x—0 x—0 xr—0
= (lir%(p(x))Q)(lir%p(x)) =3*x3=3"=217.

De modo geral, podemos afirmar que para todo inteiro k > 1,

lim (22 + 3)* = 3"
z—0
Este fato decorre da

Suponhamos lim f(x) =1 e 91313(11 g(x) = ly, sendo f e g duas fungoes Proposicio 3.2 ¢ do principio

de D em R e a como na defini¢ao de limite. Aplicando as Proposicoes 3.1 e de indugdo finita.
3.2, é possivel garantir que
limcf(z) = (limc)(lim f(z)) =cl; para todo c€R

r—a r—a r—a

(olhando ¢ como a fung¢ao constante e igual a c)

lim (f(2) = g(x)) = lm(f(z) + (=1)g(x)) =
= lim f(z) + lim(=1)g(z) = b —lo.

Temos ainda a seguinte . ;
Se lim g(z) =12 £0, é
r—a

possivel verificar que

g(x) # 0 para z € D — {a}
Sejam g : D — R e a € R tal que todo intervalo aberto contendo a intercepte préximo de a. Assim, faz
sentido considerar a fungao
é definida para z € D — {a}

Proposicao 3.3

D —{a}, e suponhamos g(x) # 0 para todo x € D. Se lim g(z) = ly e [ # 0,

entao préximo de a, e a conclusao
. 1 1 da Proposicao 3.3
lim (- |(z) = —. o
z—a \ g l2 permanece verdadeira.

No enunciado da Proposicao 3.3, é representa a funcao definida por

(é)(m) = ﬁ para todo z € D.

Notemos que a condicao de g nunca se anular em D nao implica, em
geral, que [y # 0. Por exemplo, a funcao g(z) = 22, definida em R — {0},
satisfaz g(x) > 0 para todo z € R — {0}; entretanto, lir% g(x)=0.

| CEDERJ
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A demonstracao da Proposicao 3.3 é analoga as das Proposicoes 3.1 e
3.2. Sugerimos que vocé a faca, lembrando que a Proposicao 2.3 deverd ser

utilizada.

Dada uma funcao f : D — R e sendo g como no enunciado da Pro-

posigao 3.3, representemos por 5 a funcao definida por (5)(95) = % para
todo * € D. Por exemplo, se f(z) = sen z e g(z) = 2* + 1, entdo
(%)(1’) = % = 2% para todo z € R.

Notando que 5 = fﬁ e supondo lim f(x) = [; e lim g(x) = Iy, com

ly # 0, podemos aplicar as Proposicoes 3.2 e 3.3 para garantir que

iy (5)@) = 1 (75) -

Exemplo 3.4

37 1
Calculemos lim ot
z—-3 x2+1

Para isto, consideremos os polinomios p(z) = > —7z+1 e q(z) = 2% +1,

o segundo dos quais nunca se anula. Entao

S—Tr+1
rofrtl (2) (x) para todo x € R.

2 +1 q
Como
lim p(z) = p(=3) = (=3 =T7(=3)+1=-5
e
lim g(x) = q(~3) = (-3 +1=10 £0.
segue que
o —=Tr+1 5 1
lm ———mMm— = —— = ——.
z—-3 2241 10 2
Exemplo 3.5
Calculemos lim 2\x| )
z—2 1% — 1
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Para isto, escrevamos x';i = (g)(x), onde f(z) = |z| e g(x) = 2% — 1.
Para todox € R—{—1,1} , 2> — 1 = (z — 1)(z + 1) # 0, isto é, g(z) # 0.
Além disso, lin% flx)=f(2)=2e lir%g(x) =g(2)=3#0.

Portanto,

A préxima proposicao, conhecida como propriedade do confronto, é

muito 1til para o calculo de certos limites. .
Na Proposigao 3.4 basta

supor f(z) < g(z) < h(z)

para x € D préximo de a.

Proposicao 3.4
Sejam f,g,h : D — R tais que f(z) < g(x) < h(x) para todo x € D e seja
a € R tal que todo intervalo aberto contendo a intercepte D — {a}. Se

lim f(x) = lim h(x) =,

r—a r—a

entao
lim g(z) = L.

r—a
Este resultado é bastante natural e intuitivo, e decorre do fato de que
se (un), (v,) e (wy,) sdo trés seqiiéncias tais que u, < v, < w, para todo n e
lim u, = lim w, = u, entao lim v, = u.

n—o0o n—oo n—oo

Exemplo 3.6

1
Vejamos que lin%)xcos<—) =0.
r— x

|=
~—
I

De fato, como |cosz| < 1 para todo x € R, segue que }x coS (1,

|| |cos ()] < || para todo z € R — {0}. Isto significa que

1
—lz| < xcos(—) < |z|
T

para todo z € R — {0}. Como lirr(l)(—\x]) = lirr(l)]x\ = 0, a Proposicao 3.4

1
lim x cos (—) =0.
x—0 x

Consideremos agora o seguinte

fornece

Exemplo 3.7
Seja f a funcao definida em R — {0} por f(z) =z sex <0e f(z) =22 +1

se x > 0, cujo gréafico é esbocado na Figura 3.1.
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Propriedades de limites. Limites laterais.

0 y» 1
Xn

Figura 3.1

Voceé ja deve ter percebido que liH(l) f(z) nao existe, o que pode ser

justificado da seguinte forma: as seqiiéncias (—%) e (%) convergem para zero,

a seqliencia (f (—%)) = (—%) converge para zero e a seqiiencia (f (%)) =

(# + 1) converge para 1.
Por outro lado, se tomarmos qualquer seqiiéncia (z,) de niimeros nega-

tivos tal que lim z, = 0, teremos lim f(z,) = lim z, = 0; e, se tomarmos
n—oo n—od n—od
qualquer seqiiéncia (y,) de nimeros positivos tal que lim y, = 0, teremos
n—od

lim f(y,) = lim (y,%> + 1) = 1. Isto significa que, se = se aproximar de
n—od n—od

zero apenas por valores menores do que zero, f(x) se aproximard de 0; e,
se = se aproximar de zero apenas por valores maiores do que zero, f(z) se

aproximara de 1.

Vamos a mais um exemplo, no qual ocorre um fenémeno parecido.

Exemplo 3.8
Seja f(x) = % para todo z € R — {0}.

Para todo z < 0, f(z) = % = =% = —1; e, para todo z > 0,
flz) = % = 27 = 1. Assim, o grafico de f ¢ , na verdade, muito simples

(ver a Figura 3.2).




Propriedades de limites. Limites laterais.

Figura 3.2

Como no Exemplo 3.7, hH(l) f(z) nado existe (justifique esta afirmagao

detalhadamente). Por outro lado, dada uma seqiiéncia (z,) qualquer tal que

x, < 0 para todo n e lim z,, = 0, tem-se f(x,) = —1 para todo n; logo,
lim f(z,) = —1. E, dada uma seqiiéncia (y,) qualquer tal que y, > 0 para

todo n e nhi& yn = 0, tem-se f(y,) = 1 para todo n; logo, nhj& flyn) = 1.

Vimos, nos Exemplos 3.7 e 3.8, que apesar de :lclil(l) f(z) ndo existir,
ocorre um fenomeno “simpatico”se nos restringirmos exclusivamente a valo-
res de x menores do que zero ou a valores de z maiores do que zero. Isto
caracteriza o fato dos limites laterais a esquerda e a direita existirem, para
ambas as funcgoes, quando z tende a zero. No caso da funcao f do Exem-
plo 3.7, o limite lateral & esquerda em questao (denotado por li%qi f(z)) é
zero e o limite lateral & direita em questao (denotado por xlirgl+ fw(;)) é 1. No
caso da funcao f do Exemplo 3.8, tem-se

lim f(z)=-1 e lim f(x)=1.

z—0~ z—0t

No caso geral, usaremos as notacoes

lim f(z) e lim f(x)

T—a~ z—at
para representar, respectivamente, os limites laterais a esquerda e a direita
de f em a.
Cabe mencionar que lim f(x) existe se, e somente se, os limites laterais
r—a
lim f(x)e lim f(x) existem e sdo iguais.
T—a~ z—at
Este fato poderia ser usado para garantir que, se f é a funcao do

Exemplo 2.13, entao lir% f(z) = 0. Com efeito, dada qualquer seqiiéncia

MODULO 1 - AULA 3

lim f(x) =1 1é-se: limite
Tr—a
de f(x) quando = tende a a
pela esquerda € igual a [.
lim f(xz)=11é-se: limite
z—at

de f(x) quando z tendo a a
pela direita é igual a [.

Para que lim f(z) faga
r—a

sentido, é preciso assegurar

que existam elementos

do dominio de f, menores do

que a, tao préximos de a

quanto desejarmos,

valendo observagao

ansloga para lim f(z).
r—a
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(x,) tal que z, < 0 para todo n e lim z, = 0, tem-se lim f(x,) = 0

(pois f(z,) = 0 para todo n); logo lim f(z) = 0. Por outro lado, dada
z—0~

uma seqiiéncia (y,) qualquer tal que y, > 0 para todo n e lim y, = 0,

tem-se lim f(y,) = lim y, = 0; logo, lim f(z) = 0. Conseqiientemente,
n—00 n—00 rz—0Tt
lim f(z) = 0.
z—0
Finalmente, observemos que as propriedades sobre limites, vistas nesta
aula, permanecem verdadeiras tanto para o limite lateral a esquerda quanto

para o limite lateral a direita.

Resumo

Nesta aula voceé estudou certas propriedades elementares de limites,

bem como a nocao de limite lateral.

Exercicios

1. Calcule os seguintes limites:

o 345 +T . 2 —5r+6
(a) 11151 RS (¢) lim ———;
z——1 %2 — 6x + 8 z—3 r—3
(@ =2 + 20 o1
b) lim : i .
(b) Jirg ot + 12 /2 (d) lim ——

2. Sejam k um inteiro positivo e a um numero real.

(a) Mostre que lim(z* — a*) = 0.

r—a
k_ ok
. T —a _
(b) Mostre que lim = ka* 1.
roa T —a
zk — a¥

k:

(c) Escrevendo z* — a (x — a) para x # a, obtenha (a) a

partir de (b).

xr—a
3. Use a definicao de limite para mostrar que

. 1
lim zcos <—) =0.
x—0 €T

4. (a) Use a defini¢ao de limite para mostrar que

z—0 €x z—0

1
lim 22 sen (—) =0 e limaz%senz =0.
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(b) Use a propriedade do confronto para mostrar que

. 1 .
limz?sen | — | =0 e lima%senz = 0.
z—0 €x z—0

5. Defina f : R—{0} - Rpor f(z) =2+ |z|sex <0e f(z) =2*+3se
x> 0.
(a) Esboce o grafico de f.
(b) Calcule lim f(z) e lim+ f(z).
z—0~ z—0
(¢) Decida se lin% f(z) existe.
6. Definag: R — R por g(x) = —2*+1sex<0,9(0)=0eg(r)=x+1
se v > 0.
(a) Esboce o grafico de g.
(b) Calcule lim g(z) e hI(I)1+ g(x).

z—0~

(¢) Decida se ilir(l] g(x) existe. Em caso afirmativo, }EIL% g(x) =g(0)7
7. Sejam f e g as fungoes dos Exercicios 5 e 6.

(a) Fornega lim (f+g)(x), lim (f+¢)(z), lim (fg)(x)e lim (fg)(w).

(b) Decida se iii%(f +9g)(z) e iﬁr})(fg)(x) existem.

8. Defina f: R—{0} — Rpor f(z) =2?4+x+2csex >0e f(x)=1—cx
se x < 0, onde ¢ é um numero real. Determine o valor de ¢ para que

liH(l) f(z) exista.

©

(a) Sejam f,g: D — Rea € R tal que todo intervalo aberto contendo
a intercepte D — {a}. Se lim f(z) = 0 e existe M > 0 tal que
lg(x)] < M para todo x € H?ou apenas para z € D préximo de
a), mostre que gljlggl(fg)(a:) = 0.

(b) Obtenha o Exemplo 3.6 e o Exercicio 4 a partir de (a).

Auto-avaliagao

As propriedades discutidas nesta aula serao usadas freqiientemente du-
rante o curso. Por esta razao, é importante que vocé tenha feito corretamente
os exercicios propostos, pois eles visam a assimilagao das referidas proprie-
dades. Caso haja alguma duvida nos exercicios, releia a aula com atencao e

depois volte a eles. Caso ainda persista alguma duvida, consulte os tutores.
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Aula 4 — Um limite fundamental.

Referéncias: Aula 3, e aula
Objetivos 34 de Pré-Célculo.

Compreender por que im*2% = 1 e ver algumas conseqiiéncias deste
p Smey )

fato.

Antes de justificar o objetivo desta aula, vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4.1

lim senz = 0 (= sen0) .

z—0

De fato, consideremos a func¢do f(x) = senz, cujo grafico esbogamos
na Figura 4.1.

wla
[V}

2

g, P 3w - 0

|
|
voly

Figura 4.1

Para qualquer seqiiéncia (x,,) tal que z,, < 0 para todo n e lim z, =0,

n—o0o

temos lim f(z,) = lim senz, = 0; logo, lim senx = 0. Por outro lado,
n—oo

n—o0 r—0~

para qualquer seqiiéncia (y,) tal que y, > 0 para todo n e lim y, = 0, temos

n—oo

lim f(y,) = nll_{go sen gy, = 0; logo, xlir(r)l+ senz = 0. Portanto, ilir(l) senz = 0.

n—oo

Exemplo 4.2

lim cosz = 1 (= cos0).

z—0

De fato, consideremos a func¢ao f(z) = cosz, cujo grafico esbogamos
na Figura 4.2.

Para qualquer seqiiéncia (z,) tal que z, < 0 para todo n e lim x, = 0,

n—oo

temos lim f(z,) = lim cosz, = 1; logo, lim cosz = 1. Por outro lado,
n—oo n—oo x—0—
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|
N

—or _ 3 0 ot

ol

Figura 4.2

para qualquer seqiiéncia (y,) tal que y, > 0 para todo n e lim y, = 0, temos

n—oo
lim f(y,) = lim cosy, = 0; logo lim cosz = 1. Portanto, lim cosz = 1.
n—00 n—00 z—0t z—0
Exemplo 4.3
limtgx = 0.
O dominio da funcao z—0 & 0
tangente ¢ o conjunto dos De fato, como tgx = =22 e como limsenx = 0 e lim cosz = 1, segue
z € R tais que cosz # 0. cosx z—0 x—0

do que vimos na aula 3 que

0
limtgx = 1= 0.

z—0

Teorema 4.1
. senx
lim =1.
x—0

Demonstracao: Provemos, inicialmente, que

. SeENn r
lim = 1.
z—0+t T

De fato, consideremos o < z < 7, e comparemos as areas dos triangulos
OAB e ODC e do setor circular ODB (ver a Figura 4.3).

C

Figura 4.3

senx cosx
2

BT obtemos
Ccos ™

Como a area do triangulo OAB é , a area do setor circular ODB

¢ 5 e a area do triangulo ODC é th“” = %

Sen x cos x T lsenzx

< < = .
2 2 2cosx
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Como senz > 0 para 0 < x < 7, segue que

1
<

cosxr < .
senax COs ™

Mas, pela Proposicao 3.3, temos

. 1 1 1

lim = — = —

z—0T COS & lim cosz 1
z—0t

=1.

Podemos entao aplicar a propriedade do confronto, vista na aula 3, para
concluir que

senx
lim = 1.
rz—0+t X
Portanto,
sen x 1 1 1
lim = lim T = = = 1.
z—0+t T z—0t lim 1

senx z—0t Sen

Mostremos agora que lim * = 1.
z—0~

De fato, como sen(—x) = —senz para todo = € R (a funcao seno é
impar), podemos escrever para z < 0,

senz  —senx  sen(—zx)
x —z —z
onde —x > 0. Logo,
. senx . sen(—x . seny
lim = lim g = lim =1.
z—0- X z—0— —x y—0t Yy

Em resumo, temos

. senx . senx
lim = lim =1.
z—0— X r—0t I
Conseqiientemente,
. senx
lim =1,
x—0

como queriamos demonstrar.

Vocé deve ter notado que, para provar o Teorema 4.1, nao poderiamos
passar ao limite no numerador (sen ) e no denominador (x) separadamente,

pois neste caso temos lin% senz = 0 (Exemplo 4.1) e limz = 0.
T— T—

Vamos dedicar o resto da aula a discutir alguns exemplos nos quais se
faz uso do Teorema 4.1.

MODULO 1 - AULA 4
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Exemplo 4.4
t

lim 2% = 1.

x—0

De fato, como cosx # 0 para todo = € (—%, %), podemos escrever

tgx  senw 1

T T COsS T

para todo x € (—%, g), x # 0. E possivel entao aplicar a Proposicao 3.2

para concluir que

£ 1
hmﬂz(hmsenx)(hm ):1><1:1.
z—0 z—0 I z—0 COS T

Exemplo 4.5

1—
lim —— % _ .
x—0 €x

De fato, observemos inicialmente que 1 + cosxz # 0 para todo x €

(—%, g) Entao, para todo x € (—g, g), x # 0, tem-se:

1 —cosx (1 —cosz)(l+cosx)
x x(1 4+ cosx) B

1 — cos’x

z(1 4+ cosx)

sen’zx

z(1 4+ cosx)

sen x 1

= senz- . .
T 1+cosx

Como
lim(1+4cosz) =1+ lirr(l)cosx =1+1=2,

z—0

a Proposicao 3.3 garante que

. 1 1
hm —_— = —.
z—0 14 cosx 2

Portanto, pela Proposicao 3.2,
1 ——cosx sen x 1
lim —— = (lim sen :Jc) (lim ) (lim 7) =
z—0 T z—0 xz—0 T z—0 1+ cosx

—0><1><1—O
— 5=0.
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Exemplo 4.6

. 1—rcosx 1
lim —— = —.
x—0 I‘Z 2

Realmente, como 14cos x # 0 para todo x € (—%, g), podemos escrever

l—cosx sen’z 1 (senyc)2 1

2 2 1+cosz x 1+ cosz

para todo x € (—%, %), x # 0.

Portanto, pela Proposicao 3.2,
. 1—coszx . senz . 1
lim —— = lim lim —m——— =
z—0 2 z—0 xT z—0 1+ cosx

. senzx . senx . 1
= (hm (hm ) (hm 7) =
z—0 T z—0 T z—0 1+ cosz

Exemplo 4.7

lim sen(z?)
x—0 €T

=0.

=g senx(f) para todo = # 0 e como lim 2* = 0,

z—0

sen(z?)

De fato, como

2 2
li 50 7) _ (m@(m%) _0x1=0.
z—0 x x—0 z—0 x

temos

Exemplo 4.8

sen
=1.

lim
T T — T
Com efeito, tendo em vista a igualdade

sen(z + w) = sen z cos w + sen w cos z,

valida para quaisquer z,w € R, segue que
sen(m —x) =sen(m + (—x)) = senm cos(—x) + cos wsen(—x) =
= —sen(—z) = —(—senz) = senzx
para todo = € R.

Conseqiientemente,

. senx . sen(m —x
lim = lim (7)
T T — T  aow T — T

Finalmente, como lim (7 — ) = 0, resulta do Teorema 4.1 que

T—T

i SR =)
T—T m—X
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Portanto,

Resumo

Nesta aula vocé estudou um limite muito importante e viu algumas

conseqiiéncias do mesmo.

Exercicios

1. Calcule os seguintes limites:

$2

(a) lim

a—0 senx

(b) lim

T—a r—a

3 2
(¢) lim I
z—0 tgx senx

Sugestao: Escreva

32 T \2
_— = 3< ) COST.
tgx senx sen x
tg(2z)
(d) :
z—0 sen(3x)
Sugestao: Escreva
tg(2z) 2 sen(2z) 3z 1

sen(3x) 3 2z  sen(3zx) cos(2x)

sen xr
xr —

e) lim ——S%82
(©) 2 4y s

Sugestao: Escreva

T — senz z 1
x+ % B Se:flx + COISCU
() 1im T e R - f0)
2—0 sen(bx)’ @ '
sen?(ax?)
(@) lim )R oy,
Sugestao: Escreva
sen’(az®) <sen(ax2))2
vt ax? '
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1—
(h) lir% M, a € R— {0} (use o Exemplo 4.6).
T— €T
(i) Tim 2082 te que Tim tex = 0)
Jm tgl‘ ote que xliglr gr = .
T Como secx = —— a funcao
(J> ilir(l) T2 ’ secante esc;c(;;q ﬁeﬁnida no
t 2 conjunto dos = € R tais
(k) lim & (ax) , a, beR— {0} que cosx # 0.

2—0 1 — cos(bx)
Sugestao: Escreva

tg?(ax) _ (sen(owc))2 1 + cos(bx)

1 — cos(bx) sen(bx) cos?(ax)
e use (f).
0 ilf(l) sec(owc)gc—2 sec(bat)7 0beR— {0}
Sugestao: Escreva
sec(ar) — sec(bx 1 1 —cos(ax) 1 — cos(bx
( )x2 = - (cos(ax))(cos(bx)) < x2( . x2( ))
e use (h) .

2. Calcule os seguintes limites:

sen z sen(3z) sen(5x)
(a) lim :
=0 tg(2z) tg(4x) tg(62)
Sugestao: Escreva

sen z sen(3z) sen(5Hzx) _
tg(2x) tg(4z) tg(6x)

_ (&x) . COS(QQ;)) <Sen(3m) -cos(4x)> (Sen(m) -008(696))

sen(2x sen(4x) sen(6z)

e use o Exercicio 1 (f) .

. T +senx
(b) lim 5 .
z—0 % —senx

3. Mostre que
, tg®(1 — ) 1
lim =-.
z—1 sen(l — ) sen?(1 — 22) 4

Sugestao: Escreva
tg3(1 — ) _
sen(l — x) sen?(1 — 22)

- cos?’(i —z) (1 4396)2 (Senl(l—;x)>2 (Senl(l_—x;))%
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4. Lembrando que cos(x — 7) = — cos x, mostre que

. 1+ cosx 1
lm —m— = —.
ior (z—m)2 2

5. Mostre que

) 1 — cos®z 3
llm ——mM8M— = —.
z—0 22 Sen x cosx 4

6. Mostre que

. sen(2? + 1) —sen(d)
lim . == = 0.
x—0 €T

Sugestao: Escreva

sen(z? 4+ 1) — sen(1)

T

|—=

sen(z?) cos(1) + cos(z?)sen (%) — sen(2)

T

- (rem () ¢ ()22,

Auto-avaliagao

Esta aula gira em torno de um resultado importante: lim** = 1.

.
Nos exercicios propostos, além de aplicar este resultado, vocé éltev% demons-
trar dominio das propriedades de limites bem como das propriedades basicas
das funcoes seno e cosseno. Varios dos exercicios sao acompanhados de su-
gestoes que facilitam a sua resolucao. Caso vocé tenha alguma dificuldade,

releia a aula 3.
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Aula 5 — Limites infinitos. Assintotas

verticais.
Referéncias: Aulas 34 e 40,
Objetivo de Pré-Célculo, e aulas 1 e 2.
Compreender o significado dos limites infinitos lim f(z) = Zoo ,
lim f(r) = o0 e lim f(z) = £o0

Nas aulas 1 e 2 estudamos a nocao de seqiiéncia convergente para, a

partir dela, definir o que se entende por

lim f(z) =1,

r—a

onde [ é um ntumero real

Nesta aula estudaremos o que se entende por

lim f(z) =400 e lim f(z) = —o0.

r—a r—a

Mas antes precisaremos introduzir as nogoes

lim z, =400 e lim x, = —oc.

n—~o0 n—~o0

A titulo de motivacgao, vejamos inicialmente alguns exemplos.

Exemplo 5.1
Consideremos a seqiiéncia z, =n, n=1,2,...

Dado qualquer nimero real M > 0 (por maior que ele seja), tomemos

r = % > 0. Pela propriedade arquimediana (lembrar a aula 1), existe um

inteiro m > 1 tal que % < r. Logo,

e daf resulta que z,, = n > M para todo inteiro n > m (ver a Figura 5.1).

0 M m m'+1 m4'-2

Figura 5.1
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Exemplo 5.2
Consideremos a seqiiéncia z, = n*, n=1,2,...

Dado qualquer nimero M > 0, seja m um inteiro tal que m > M.
Entao z,, = m? > m > M; logo, para todo inteiro n > m, tem-se x,, = n? >
m? > M (ver a Figura 5.2).

0 M M2 (m+1)? (m+2)>?

Figura 5.2

Exemplo 5.3
Consideremos a seqiiéncia x,, = /n, n =1,2,. ..

Dado qualquer ntimero M > 0, seja m um inteiro tal que m > M?2.
Entao z,, = /m > vVM? = M; logo, para todo inteiro n > m, tem-se
T = /n>+/m> M (ver a Figura 5.3).

Figura 5.3
Acab d iénci - = n? -
cabamos de ver que as sequenclas Ty n, Tp n- e Iy n

satisfazem a seguinte propriedade: dado qualquer M > 0 (por maior que ele
seja), podemos garantir que todos os z, sdo maiores do que M a partir de

um certo n.

Acreditamos ja estar preparados para a seguinte

Definicdo 5.1 Seja (z,) uma seqiiéncia de nimeros reais. Diz-se que

lim z, = +oco

lim z, = +oo lé-se: limite 00

n—oo
de z,, quando n tende a

infinito é igual se, para todo numero real M > 0, existe um inteiro m > 1 tal que z, > M
a mais infinito.
para todo n > m.

Por exemplo,

lim n = lim n? = lim /n = 400.

n—~o0 n—~o0 n—oo
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Por outro lado, se considerarmos as seqiiéncias vy, = —n, y, = —n? e
Yn = —y/n, 0 que vimos nos Exemplos 5.1,5.2 e 5.3 garante que, para todo
N < 0 (por menor que ele seja), existe um inteiro m > 1 tal que y, < N
para todo n > m. Ou, em outras palavras, dado qualquer niimero real N
menor do que zero, podemos garantir que todos os ¥, sao menores do que N

a partir de um certo n.

Isto motiva a seguinte

Defini¢do 5.2 Seja (x,) uma seqiiéncia de ntmeros reais. Diz-se que

lim z, = —oc lé-se: limite
lim Ty = —OO g;;i quando n tende a
n—00 infinito é igual a
menos infinito.
se, para todo numero real N < 0, existe um inteiro m > 1 tal que z, < N

para todo n > m.
Por exemplo,

lim (—n) = lim (—n?) = lim (—y/n) = —oo.

n—oo n—oo n—oo

Observamos, na aula 2, que para qualquer seqiiéncia (z,) convergente

é possivel encontrar um nimero M > 0 tal que |z,,| < M para todo n. Por

outro lado, se lim z, = 400 ou lim x,, = —o0, é claro que esta propriedade
~ . n—co .. n—00 . .
nao se verifica. Conseqiientemente, se lim z, = 400 ou lim x, = —o0,
n—oo n—oo

entao a seqiiéncia (z,) é divergente, isto é, nao convergente.
Mencionemos alguns fatos simples (mas uteis) que decorrem das de-

finigoes que acabamos de ver:

(a) lim z, = 400 se, e somente se, lim (—z,) = —oc.

n—~o0 n—~oo

(b) Se lim z, = lim y, = +oc0 e ¢ > 0, entdo lim (z, + y,) = +o0 e

. n—oo n—o00
lim cz, = +o0.
el Em (c) e (e) basta supor
. ~ . Tn > Yn a partir de
(c) Se x, >y, para todon e lim y, = 400, entao lim x, = +oo. R,

n—~o0 n—~o0

Como conseqiiéncia de (a), (b) e (c), obtém-se:

(d) Se lim z, = lim y, = —o0 e ¢ > 0, entdo lim (z, +y,) = —0 e
. n—oo n—oo n—od
lim cx, = —oc.
n—od
(e) Se x, >y, para todo n e lim z, = —oo, entao lim y, = —oo.
n—od n—od

CEDERJ
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Em (f) basta supor z,, >0 a
partir de um certo n e em
(g) basta supor z, <0 a
partir de um certo n.

CEDERJ
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Por exemplo, suponhamos lim z,, = lim y,, = —co. Por (a), lim (—z,)
n—oo n—oo n—oo

lim (—y,) = +o0; e por (b),

n—~o0

lim ((—=x,) + (=y,)) = lim (= (2, + y,)) = +o0.

n—~o0 n—oo

Logo, por (a),

lim (—(=(z, +yn))) = nhjgo(xn + Yn) = —00,

n—~o0

provando (d).

Outro fato que merece ser mencionado é o seguinte:

(f) Se x, > 0 para todo n, entdo lim z, = 0 se, e somente se, lim xi =
n—00 n—oo In
+00.
E facil ver que (f) equivale a:
(g) Se x, < 0 para todo n, entao lim x, = 0 se, e somente se, lim xi =

n—00 n—00
—0OQ.

Antes de atingir o objetivo desta aula, vejamos dois exemplos.

Exemplo 5.4

Consideremos a funcao f(x) = 1,%, definida para x € R — {0}, cujo gréfico

esbocamos na Figura 5.4.

Figura 5.4
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Olhando para o grafico de f é facil perceber que f(z) cresce cada vez

mais quando x se aproxima de zero.

Este fato pode ser expresso da seguinte forma: se tomarmos qualquer

seqiiéncia (x,) de nimeros diferentes de zero tal que lim x, = 0, teremos
n—oo
lim f(x,) = lim -5 = +o0 (realmente, como lim 2, = 0, entdo lim -1; =
n—ooTn z

n— 00 n— o0 n—oo "
+00 em vista de (f)).

Exemplo 5.5

Consideremos a fungao f(z) = %, definida para z € R — {0}, cujo gréfico

esbogamos na Figura 5.5.

Figura 5.5

Olhando para o gréfico de f é facil perceber que f(z) decresce cada vez
mais quando x se aproxima de zero por valores menores do que zero e que
f(z) cresce cada vez mais quando = se aproxima de zero por valores maiores
do que zero. Em particular, o comportamento da funcao deste exemplo para
valores de x préximos de zero é diferente do comportamento da funcao do

exemplo anterior para valores de x proximos de zero.

Os fatos que acabamos de ressaltar podem ser expressos da seguinte

forma: se tomarmos qualquer seqiiéncia (z,) tal que z, < 0 para todo n e

lim z, = 0, teremos lim f(z,) = lim - = —oo (isto segue de (g)); e se to-
marmos qualquer seqiiéncia (y,) tal que y, > 0 para todo n e lim y, =
0, teremos lim f(y,) = limyin = +4oo ( isto segue de (f)). Em geral,

temos a seguinte

| CEDERJ




CALCULO |

CEDERJ

Limites infinitos. Assintotas verticais.

Definicao 5.3 Sejam f: D — R e a € R tal que todo intervalo aberto con-
tendo a intercepte D — {a}. Diz-se que

lim f(z) = +oo (respectivamente lim f(z) = —oc0)

r—a r—a

se, para toda seqiiéncia (z,) de elementos de D tal que x,, # a para todo n e

lim z, = a, tem-se lim f(z,) = +oo (respectivamente lim f(z,) = —00).
Decorre de (a) que lim f(z) = +o00 se, e somente se, lim(—f(z)) = —oc.
Por exemplo, lirr(l]xi2 = +oo e lir%(— x—IQ) = —00.

De maneira completamente andloga, podemos definir o que se entende

por

lim f(z) =—o0, lim f(z)=+o0, lim f(z) =—oce lim f(z)=+o0.

T—a~ T—a~ T—a z—a™t

Por exemplo, lim L = —co e lim 1 = 400 .
_ T €T
z—0 z—0t

Diz-se que a reta vertical x = a é uma assintota vertical ao grdfico de

uma funcgao fse:

(a) lim f(z) = —oo ou lim f(z) = +o0

Tr—a~ T—a

ou

(b) lim f(x) =—00 ou 1im+f(x) = 400.

r—a™t T—a

Exemplo 5.6

Seja a um ndmero real arbitrario e consideremos a fungdo f : R — {a} — R

definida por f(z) = x—ia, cujo grafico esbocamos na Figura 5.6.

\__

Figura 5.6
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Como lim f(r) = —oo e lim f(z) = 400, a reta x = a é uma

assintota vertical ao gréfico de f.

Notemos que, pela propria definicao, apenas um destes dois fatos ja
seria suficiente para garantir que a reta x = a é uma assintota vertical ao

grafico de f. Vejamos um exemplo onde isto ocorre.

Exemplo 5.7

Consideremos a fun¢ao f, definida por f(z) = —zse # < 0 e f(z) = L se

x > 0, cujo grafico esbogamos na Figura 5.7.

Figura 5.7

Como lim f(z) = lim 1 = +00, a reta z = 0 é uma assintota vertical
z—07t z—0+t7%
ao grafico de f ( observemos que lim f(x) = 0).
z—0~
Como conseqiiéncia das propriedades de seqiiéncias vistas nesta aula,

podemos garantir a validade das seguintes propriedades:

(a) Se lim f(x) = lim g(x) = 400 e ¢ > 0, entao lim(f + g)(z) = 400 e

lim ef(x) = +oo.
(b) Se f(x) > g(x) para x préximo de a e limg(x) = 400, entdo

lim f(z) = +o0.

r—a

(c¢) Se lim f(z) = lim g(z) = —o0 e ¢ > 0, entdo im(f + g)(z) = —cc e

lim ¢f (z) = —oc.
(d) Se f(x) > g(z) para z préximo de a e lim f(x) = —oo, entdo
lim g(z) = —0c0.

r—a

CEDERJ
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(e) Se f(x) > 0 para x préximo de a, entdo lim f(z) = 0 se, e somente se,

T—a
1

lim 775 = +00.

(f) Se f(z) < 0 para x préximo de a, entao lim f(z) = 0 se, e somente se,

] L r—a
AT = O
Evidentemente, valem propriedades anédlogas para lim f (x) = —o0,
lim f(x) = +oo0, lim flz)=—oc0e lim f(z) = +oo.
Concluiremos esta aula com mais um exemplo.
Exemplo 5.8

Consideremos a funcdo f(x) = -%5, definida para z € R — {1}.

r—17

Se tomarmos qualquer seqiiéncia (z,) tal que x,, < 1 para todon e lim z, =

n—o0o

1, teremos lim —— = —oco. Logo, lim f(z,) = lim -%— = —oco. Assim,
nooo Tn—l n— o0 n—oo Tn—l

lim f(x) = —o0.

rz—1—

Por outro lado, se tomarmos qualquer seqiiéncia (y,) tal que y, > 1

para todo n e lim y, = 1, teremos lim — = +oco. Logo, lim f(y,) =

n— oo n—oo Jn L
lim - = +o00. Assim, lim f(z) = 4o0.
n—oo Yn— z—1t

A reta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f, que esbogcamos

apenas para x € [—1,2] — {1} (ver a Figura 5.8).

Figura 5.8

CEDERJ
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Resumo

Nesta aula vocé estudou a nocao de limite infinito e entendeu quando

a reta vertical x = a é uma assintota vertical ao grafico de uma funcao.

Exercicios
. —2
(a) Calcule lirgli f(z), lirglJr f(z) e lirr% f(z).

(b) A reta x = 2 é uma assintota vertical ao grafico de f?

2. Seja f(z) = 5, v € R—{1}.

L
(z —1)
(a) Calcule lir{{ f(z) e lir?+ f(z).
(b) A reta x =1 é uma assintota vertical ao grafico de f?
3. Seja f : R — R definida por f(z) = 22 se z < 0 e f(zr) = —— se
x > 0.
(a) Calcule 1i1(1)17 f(z) e lirél+ f(z).

(b) A reta z = 0 é uma assintota vertical ao gréfico de f?

4. Seja f : R — R definida por f(z) = —

f(I)ZﬁSGI>2

(a) Calcule lim f(z) e lim f(z).

T—2~ r—2t

(b) A reta x = 2 é uma assintota vertical ao grafico de f?

(x—22)2 sex <2 f(2)=0e

5. Seja a um nimero real arbitrario e defina f : R — {a} — R por f(x) =
% —a?

r—a
(a) Calcule lim f(x), lim, f(z) e lim f(x).

(b) A reta x = a é uma assintota vertical ao gréfico de f7

6. Ache as assintotas verticais ao grafico de f, caso existam, para as
funcoes f indicadas abaixo:
z+1 1 5 22 —1
2—1 T - !

1—x’
z*—5 x? X

-5 z—+/5

MODULO 1 -

AULA 5
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Auto-avaliagao

Como voceé deve ter observado, o estudo de limites infinitos contribui
para a compreensao do comportamento de funcoes. Devido a isto, s6 passe
para a préxima aula apos fazer todos os exercicios propostos, que se asse-
melham aos exemplos desta aula. Se voce sentiu dificuldade nos exercicios,

releia a aula com cuidado e depois retorne a eles.
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Aula 6 — Funcoes continuas. Propriedades.

Referéncias: Aulas 2 e 3.

Objetivos
Compreender a nocao de funcao continua.

Estudar propriedades elementares de fungoes continuas, tais como: soma,

produto, quociente e composicao.

Antes de introduzir o conceito no qual estaremos interessados nesta

aula, e em muitas outras que se seguirao, vejamos dois exemplos.

Exemplo 6.1

Consideremos a funcao f : R — R, definida por f(z) = 2*+1sex < 0e

f(x) = a3 se x > 0, cujo grafico esbocamos na Figura 6.1.

Figura 6.1

Como lim f(x) = lim (z* +1)=1= f(0) e lim f(z) = lim 2* =0,

z—0~ z—0~ z—0t z—0t
lim f(z) nao existe.
z—0

Exemplo 6.2

Consideremos a fungdo f : R — R, definida por f(z) = |z| se z # 1 e
f(1) =0, cujo grafico esbocamos na Figura 6.2.
Ja sabemos que lirr% f(z) = lirq |z| = |1| = 1. Entretanto, como f(1) =

0, lim f(x) # f(1).

Para a funcao f, do Exemplo 6.1, lir% f(z) nao existe, apesar dos li-
xTr—>

mites lim f(x) e lim+ f(z) existirem. Para a fungao f, do Exemplo 6.2,
z—0~ z—0

CEDERJ
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~®

Figura 6.2

glcl_{r% f(z) existe, apesar de ser diferente de f(1). Deste ponto de vista, o com-
portamento da funcao f, do Exemplo 6.1, para x proximo de 0 é diferente
do comportamento da funcao f, do Exemplo 6.2, para z proximo de 1. O
grafico da primeira fungao dd um “salto”’em x = 0 e o grafico da segunda
funcao tem um “buraco”’em x = 1. Em outras palavras, em ambos os casos,

os graficos nao sao continuos.

Nesta aula estaremos interessados naquelas funcoes cujos graficos sejam

continuos, algumas das quais ja apareceram nas aulas anteriores.

Definicdao 6.1 Sejam f: D — R e a € D. Dizse que f é continua em a se,

para qualquer seqiiéncia (z,) de elementos de D tal que lim z, = a, tem-se

n—oo

lim f(x,) = f(a).

n—oo

Na grande maioria dos exemplos relevantes e em todos os exemplos e
exercicios considerados neste curso ocorre que todo intervalo aberto contendo
a intercepta D — {a}. Neste caso, dizer que f é continua em a equivale a
dizer que lim f(z) = f(a) (lembrar a aula 2).

r—a
Diz-se que f ¢ continua em D se f é continua em todo a € D.

Vejamos alguns exemplos de fungoes continuas:

Exemplo 6.3
A fungdo f(x) = |z| é continua em R.

De fato, vimos no Exemplo 2.11 que, para todo a € R,

lim f(z) = lim |z| = |a| = f(a).

r—a r—a
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Exemplo 6.4

Todo polinomio p é uma funcao continua em R.

De fato, vimos no Exemplo 2.12 que, para todo a € R,

lim p(z) = p(a).

r—a

Exemplo 6.5

A fungdo f(z) = y/x é continua em seu dominio [0,400) (na Figura 6.3

esbogamos o grafico de f).

Figura 6.3

Vamos explicar porque

lim f(z) = lim/z = v/a = f(a)

r—a

no caso em que a > 0; o caso em que a = 0 é bem mais simples (faga
os detalhes). Realmente, seja (z,,) uma seqiiéncia arbitraria de elementos

de [0, +00) diferentes de a tal que lim z, = a. Como z,, —a = ( Tn —
Va) (y/zn + v/a), temos

|z, — al <

1
—L < —|r,—a
w/;15”—1—\/5_\/5‘

. , 1 ~
pois /T, ++v/a > y/a. Como podemos tornar os numeros %|xn — al tao

[Van = Val = B

préximos de zero quanto queiramos (ja que lim xz, = a), o mesmo vale para
n—oo
os ndimeros |\/Z, — v/a| em vista da desigualdade acima. Isto nos permite

concluir que
lim f(z,) = lim /z, = V.
n—oo n—oo
Portanto,

lim f(z) = f(a),

r—a

mostrando que f é continua em a.

CEDERJ
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Os dois fatos expressos no
Exemplo 6.9 também podem
ser justificados a partir de
propriedades das fungoes
seno e cosseno; ver H. L.
Guidorizzi, Um Curso de
Célculo, Volume 1.

CEDERJ m
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Raciocinando de maneira similar, mas trabalhando um pouco mais,

podemos garantir a validade dos dois exemplos a seguir.

Exemplo 6.6

Para cada inteiro k > 2 par, a fungao f(z) = ¥z é continua em seu dominio
[0,400). Ou seja, as fungdes /x, /z, Vx, /x, Yr,... sdo continuas em
0, +00).

Exemplo 6.7

Para cada inteiro & > 3 fmpar, a fungao f(z) = &z é continua em R. Ou
seja, as fungdes /z, /x, V/x, /xr, V/r,... sdo continuas em R.

Exemplo 6.8

A fungao f, do Exemplo 6.2, é continua em R—{1}, mas nao é continua em 1.
Com efeito, para cada a € R — {1},

lim f(x) = |a| = f(a),

r—a

como vimos no Exemplo 6.3; logo, f é continua em a.

Por outro lado, vimos no Exemplo 6.2 que lirq flz) =1#0= f(1).

Logo, f nao é continua em 1.

Exemplo 6.9

As fungoes seno e cosseno sao continuas em R.
Isto segue dos Exemplos 9.7 e 9.8 e da Proposicao 10.1.

Nas proximas proposigoes obteremos propriedades elementares de

funcoes continuas.

Proposi¢ado 6.1

Se f,g: D — R sao continuas em a € D, entao f + g e fg também o sao.

Demonstragdo: Seja (z,,) uma seqiiéncia arbitraria de elementos de D tal que

lim x,, = a. Pela continuidade de f e g em a, temos

n—oo

lim f(z,) = f(a) e lim g(x,) = g(a).

n—oo n—oo
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Usando as Proposicoes 2.1 e 2.2, obtemos
Jim (f +g)(an) = lim (f(zn) + g(2n)) =

= lim f(z,) + lim g(z,) =

n—oo

= fla) +g(a) =

= (f+9))

lim (fg)(z,) = lim (f(z,)g(zn)) =

n—:o0 n—oo

= (Jim f()) ( Jim glan)) =

n—oo

= [fla)g(a) =

= (fg)(a).

O que acabamos de verificar mostra que f 4+ g e fg sdao continuas em

a, como queriamos demonstrar.

Como conseqiiéncia da Proposicao 6.1 podemos assegurar que, para f
e g como na Proposicao 6.1 e para qualquer ¢ € R, as fungoes cf e f — g sao

continuas em a.

Exemplo 6.10

As fungoes fi(z) = Jx + senz, fo(xr) = Jasenx, f3(x) = senx + cosx
e fi(x) = (senz)(cosz) sdo continuas em R, pois as fungoes ¢;(x) = /z,

g2(x) = sen x e g3(x) = cosx sao continuas em R.

Exemplo 6.11

A funcao f(z) = |x|&/x 42 cos x é continua em [0, +00), pois a funcao g;(x) =
¥z é continua em [0, +00) e as fungoes go(z) = |z|, g3(z) = = e g4(x) = cosx
sao continuas em R (logo, em [0, 4+00)).

Proposicao 6.2

Se f,g: D — R sado continuas em a € D e g(x) # 0 para todo x € D, entao
f

g ¢ continua em a.

CEDERJ
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Demonstragdo: Seja (z,,) uma seqiiéncia arbitraria de elementos de D tal que

lim x,, = a. Pela continuidade de f e g em a, temos

n—oo

lim f(zn) = f(a) e lim g(z,) = g(a).

n—oo n—oo

Pelo visto na aula 2,

e (I oy g L) @) p@) N
(e (9

n=o0 \ g oo g(w,) N g(za) — g(a) — \g
Acabamos de verificar que 5 é continua em a, como queriamos
demonstrar.
Exemplo 6.12
A fungdo f(z) = 3747 ¢ continua em R, pois as fungoes gi(x) = senz e

ga(r) = 2* + 1 sdo continuas em R e go(z) > 1 > 0 para todo = € R.

A Proposicao 6.2 admite uma formulagao mais geral, a saber:

Se f,g: D — R sao continuas em a € D e g(a) # 0, entao 5 é continua

em a, sendo 5 definida no conjunto {z € D ; g(z) # 0}.

Exemplo 6.13

A funcao f(x) = ‘xl‘_c% é continua em R — {—1,1}.

Realmente, as fungoes g;(z) = |z| cosz e go(x) = 1 — 22 sao continuas
em R e go(x) # 0 para todo v € R — {—1,1}.

Exemplo 6.14

Se p e q sao dois polinomios, entao a funcao racional f = g é continua no

conjunto D = {z € R;q(x) # 0}.

Proposi¢ado 6.3
Sejam f: D — R continua em a € D e g: F — R tal que f(z) € E para
todo x € D e g é continua em f(a). Entao a fungao composta go f é continua

em a.

Demonstragdo : Seja (z,) uma seqiiéncia arbitraria de elementos de D tal
que lim x, = a. Pela continuidade de f em a, lim f(z,) = f(a); e, pela
n—00 n—=00

continuidade de g em f(a), lim g(f(x,)) = g(f(a)). Acabamos de ver que

lim (g o f)(zn) = (g0 f)(a),

n—~o0

provando que g o f é continua em a.

CEDERJ |
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Exemplo 6.15
A fungao f(x) = sen(x?) é continua em R.
De fato, as fungoes g;(z) = 2% e g2(x) = senx sdo continuas em R e

f = g2 0 g1 (realmente, para todo z € R, (g2 0 g1)(7) = g2(g1(x)) = go(2?) =
sen(z?) = f(x)).

Exemplo 6.16
A fungao f(x) = {/|z| é continua em R.

De fato, a funcao g, (z) = |z| é continua em R e a fungao g,(z) = /x é
continua em [0, +00). Além disso, g,(x) € [0, +00) para todo z € R. Como

f =g, 049, (realmente, para todo = € R, (g, 09,)(2) = 9,(9, (7)) = g, (|z[) =
Vx| = f(z)), a nossa afirmacao estd justificada.

Resumo

Nesta aula voceé foi apresentado a uma nogao fundamental, a de funcao
continua. Além disso, vocé estudou algumas propriedades elementares de

fungoes continuas.

Exercicios

1. Mostre que as fungoes tangente, cotangente, secante e cossecante sao

continuas em seus respectivos dominios.

2. Se f: D — R écontinua em D C R, mostre que a fungao | f| é continua
em D, onde |f| é definida por |f|(z) = |f(z)| para todo = € D.

3. Seja f: R — R definida por f(z) = —1sex <0e f(z) =1sexz >0.

Mostre que |f| é continua em R mas f nao o é.

Este exercicio mostra que a reciproca do exercicio anterior nao é ver-

dadeira em geral.

z—a 1?2+ a?  2a2

{’/T 5
4. Seja a € R — {0}. Mostre que lim sen(2x — a) \/m'

CEDERJ
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5. Determine em que pontos de seus dominios as fungoes f abaixo sao

continuas, justificando a sua resposta.

(a) f(z)=+va?2 -1, xz € (—o0,—1]U][L,+00).

5 4.2
(b) f@):%, TER.

2 _
(©) f(x):a;_??sexeR—{?)}ef(S):l.
(d) f(x):i;f sexz € R—{a} e f(a) =2a, onde a € R.

(e) f(z) = Jcosz , xR
i 2

) f(z)= > se x € [0,4+00) — {2} e f(2) = 4V8.
(g) f(x):msexek—m}efm):y

(h) f(z) = +/|senz|, z € R.

6. Determine que valor devemos atribuir a ¢ para que cada uma das

funcoes f abaixo seja continua em 1.

(@) flz) = ¢ ";3__11 creR—{1}e f(1)=c.
CV2r+3-5

Sugestao: Escreva

Vr—1 (v —1)(v2x + 3 +5) _1\/2x+3+\/5'

se x € [0,+00) — {1} e f(1) =c.

V2 3-v6  (Vart3-VB)(VIt3+vE) 2 Jatl

(¢) flx)= v -1 sexeR—{l}e f(1)=c.

xd—a?+x—1

7. Seja a > 0. Determine o valor de ¢ para que a fungao f : [0, +00) — R,

definida por f(z) = % se x £ ae f(a) = c, seja continua em a.

8. Determine o valor de ¢ para que a fungio f : [0,4+00) — R, definida

por f(z) = IJ;;/_EIQ se z € [0,1) e f(z) = ;’gig se ¢ € [1,400), seja

continua em 1.

9. Sejam a € Rer > 0, e sejam f,g,h : (a —r,a+ 1) — R tais que
f(z) < g(z) < h(z) para todo x € (a —r,a+71), f(a)=g(a)=h(a)e
f e h sao continuas em a. Mostre que g é continua em a.
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Funcbes continuas. Propriedades.

Auto-avaliagao

Nesta aula é introduzida a importante nocao de continuidade que de-
pende, fundamentalmente, da nocao de limite estudada nas aulas 2 e 3. Por
esta razao, as aulas 2 e 3 sao a base para o entendimento desta aula. S6
prossiga apés fazer todos os exercicios propostos, pois eles certamente con-
tribuem para a assimilacao do contetdo desta aula. Como sempre, consulte
os tutores quando achar necessario.

MODULO 1 - AULA 6
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Os teoremas de Weierstrass e do valor intermediario.

Aula 7 — Os teoremas de Weierstrass e do

valor intermediario.

Objetivo
Compreender o significado de dois resultados centrais a respeito das

fungoes continuas: os teoremas de Weierstrass e do valor intermediario.

Nesta aula enunciaremos dois teoremas importantes sobre fungoes conti-
nuas, os quais serao estudados mais profundamente na disciplina de Analise,
e procuraremos realcar a importancia dos mesmos apresentando algumas
aplicacgoes.

O primeiro teorema é muito longe de ser trivial, apesar da intuicao

indicar o contrario.

Teorema 7.1 (Weierstrass)
Se f:[a,b] — R é uma fungao continua em |[a, b], existem x1, x5 € [a, b] tais
que

fla1) < fz) < f(22)
para todo z € [a, b].
Este teorema nos diz que toda funcao continua f, definida em um in-

tervalo fechado e limitado [a, b], assume pelo menos um valor minimo (f(z1))

e pelo menos um valor maximo (f(x2)), como ilustramos na Figura 7.1.

f(x,)

f(x,

Figura 7.1

Assim, o conjunto f([a,b]) = {f(x);x € [a,b]}, imagem de [a,b] por f,
estd contido no intervalo [m, M], onde m = f(z1) e M = f(x3) pertencem

a f([a, b])-

MODULO 1 - AULA 7

Referéncia: Aula 6.

Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass (1815 - 1897),
notavel matematico alemao,
foi professor em Berlin por
muitos anos. Figura central
no desenvolvimento da
Analise Matematica, sempre
demonstrou preocupagao
com o rigor, tendo
desenvolvido (mas nao
publicado) uma introdugéo
ao sistema dos nimeros
reais. Fez importantes
contribuigoes & Analise Real
e Complexa, as Equagoes
Diferenciais e ao Célculo das
Variagoes. Deu um exemplo
de uma fungao continua em
toda a reta sem entretanto
ser derivavel em

algum ponto.

CEDERJ



CALCULO |

CEDERJ m

Os teoremas de Weierstrass e do valor intermediario.

O fato de f ser continua em [a,b] é essencial para a validade do Teo-
rema 7.1. Realmente, a fungao f : [—1,1] — R, definida por f(z) = —z se
1<z <0e f(z) =1se0 <2z <1, nio é continua em [—1,1] (pois ndo
é continua em 0) e f([—1,1]) = [0,4+00) (ver a Figura 5.7). Portanto, nao
existe xo € [—1,1] tal que f(x) < f(z2) para todo x € [—1,1].

Nos dois exemplos a seguir veremos que o fato de [a, b] ser um intervalo

fechado e limitado é essencial para a validade do Teorema 7.1.

Exemplo 7.1

Consideremos a fung¢ao continua f : (0,1] — R, definida por f(x) = % para

todo z € (0, 1], cujo grafico esbogamos na Figura 7.2.

Figura 7.2

Como f((0,1]) = [1,4+00), nao existe 5 € (0,1] tal que f(x) <
f(z2) para todo x € (0,1]. Notemos que, apesar de (0, 1] ser limitado, ele
nao ¢é fechado.

Exemplo 7.2

Consideremos a fungao continua f : (0,1) — R, definida por f(z) = z para

todo z € (0,1), cujo grafico esbocamos na Figura 7.3.
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Figura 7.3

Como f((0,1)) = (0,1), ndo existem zq1,z2 € (0,1) tais que f(x;) <
f(z) < f(xq) paratodo z € (0,1). Notemos que, apesar de (0, 1) ser limitado,

ele nao é fechado.

Vejamos uma aplicacao do Teorema 7.1.

Exemplo 7.3

Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua em [a, b] tal que f(x) > 0 para todo
x € |a,b]. Entao existe a > 0 tal que f(z) > a para todo x € |[a, b].

De fato, pelo Teorema 7.1 existe x; € [a,b] tal que f(x1) < f(x) para
todo z € [a,b]. Como f(x;) > 0, basta tomar o = f(z;) para concluir a

validade da nossa afirmagao.

Enunciemos, agora, o segundo teorema.

Teorema 7.2 (teorema do valor intermedidrio)
Se f :[a,b] — R é uma fungao continua em [a,b] e f(a) < v < f(b), existe
x € (a,b) tal que f(x) =1.

Como a continuidade de uma funcao arbitraria h equivale a continui-
dade de —h, o Teorema 7.2 seria equivalente aquele em que tivéssemos
a condicdo f(b) < 7 < f(a) em lugar da condigdo f(a) < v < f(b)
considerada.

Na Figura 7.4 apresentamos a interpretacao geométrica do significado

do teorema do valor intermediério.

MODULO 1 - AULA 7

Bernard Bolzano
(1781-1848), tcheco de
nascimento, foi professor de
filosofia da religido em
Praga, mas fez contribuigoes
profundas & Matematica,
entre elas o teorema do valor
intermedidrio. Assim como
Cauchy, foi um dos primeiros
a introduzir um alto nivel de
rigor no estudo da Anélise
Matematica. Seu tratado
sobre os paradoxos do
infinito s6 foi publicado apds

a sua morte.
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f(b)
Y
a /|
0 X b
f(a)
Figura 7.4

A continuidade de f é essencial para a validade do teorema do valor

intermediario, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 7.4

Consideremos a funcao f : [0,1] — R, definida por f(z) =0se 0 <z <ie
f(z) =1se % < x < 1, cujo gréafico esbocamos na Figura 7.5.

N

Figura 7.5

A funcdo f néo é continua em [0,1], j4 que nao é continua em % Se

tomarmos qualquer ndmero real v, com f(0) = 0 < v < 1 = f(1), nado é
possivel encontrar x € (0, 1) tal que f(z) = ~. Isto significa que a conclusao

do teorema do valor intermediario nao ¢ satisfeita pela funcao f.

Tomando v = 0 no Teorema 7.2, obtemos o seguinte resultado:
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Se f : [a,b] — R é uma funcao continua em [a,b] e f(a) < 0 < f(b),
existe x € (a,b) tal que f(z) = 0.

Geometricamente, isto significa que se o ponto (a, f(a)) esté abaixo do
eixo das abcissas e o ponto (b, f(b)) estd acima do eixo das abcissas, entao o

grafico de f corta o eixo das abscissas pelo menos uma vez (ver a Figura 7.6).

Figura 7.6

A bem da verdade, o resultado acima implica o Teorema 7.2 (e, por-
tanto, é equivalente a ele), como passamos a explicar. Com efeito, se-
jam f : [a,b] — R continua em [a,b] e f(a) < v < f(b), e definamos
g(x) = f(x) —~ para todo = € [a,b]; entdo g é continua em [a,b], como
diferenga de duas fungoes continuas em [a,b]. Além disso, g(a) = f(a) —7 <
0 < f(b) —v = g(b). Podemos entao aplicar o fato mencionado acima para
garantir a existéncia de = € (a, b) tal que g(z) = 0. Mas g(z) = 0 equivale a

f(x) =, provando assim o teorema do valor intermedidrio.

Exemplo 7.5
O polinémio p(z) = 23 + x — 1 possui uma raiz no intervalo (0,1).
De fato, temos p(0) = =1 < 0 < 1 = p(1). Como p é uma funcao

continua no intervalo [0,1], segue do teorema do valor intermedidrio que existe
x € (0,1) tal que p(x) = 0.

Exemplo 7.6

Um elemento z é dito um
ponto fixo de uma funcao f

Seja f : [0,1] — R uma funcdo continua em [0,1] tal que f(x) € [0, 1] para oo ) =

todo = € [0,1]. Entao existe x € [0,1] tal que f(x) = z, ou seja, f possui

pelo menos um ponto fixo.

CEDERJ




Os teoremas de Weierstrass e do valor intermediario.

CALCULO | !

Um subconjunto I de R é
um intervalo se, e somente
se, a seguinte propriedade é
satisfeita: para quaisquer
z,y € [ com z < y e para
qualquer z € R com

r < z<vy, tem-se z € I.

CEDERJ |

Geometricamente, isto significa que o grafico de f e a reta y = z se

cortam pelo menos uma vez; ver a Figura 7.7.

f(x)=x

Figura 7.7

Vamos dividir a demonstragao deste fato em dois casos:

19 caso: Se f(0) = 0 ou f(1) = 1, o resultado ¢ claro, bastando tomar
r=0oux=1

20 caso: Suponhamos f(0) # 0 e f(1) # 1. Entao, como f(0) > 0 e
f(1) <1, temos necessariamente f(0) > 0e f(1) < 1. Definamos ¢ : [0, 1] —
R por g(z) = f(z) — x para todo = € [0,1]. Entao g é continua em [0,1],

como diferenga de duas fungdes continuas em [0,1]. Além disso,
g(1) = F(1) — 1< 0 < £(0) = 0 = g(0).

Pelo teorema do valor intermedidrio, existe x € (0,1) tal que g(z) = 0. Mas
g(x) = 0 equivale a f(z) = x.
Assim, em ambos os casos, existe z € [0, 1] tal que f(z) = x. Isto prova

a nossa afirmagao.

Concluiremos esta aula com um comentario relevante. Consideremos
um intervalo nao trivial / de R e uma funcao f : I — R continua em [.
Afirmamos que f(I) = {f(x);x € I} é um intervalo.

De fato, sejam z,w € f(I), com z < w, e seja v € R tal que z < v < w.
Como z,w € f(I), existem x,y € I tais que f(z) = z e f(y) = w, sendo
x # y. Para fixar as idéias, suponhamos z < y. Como a fungao f é continua
no intervalo [z,y] e f(x) < v < f(y), o teorema do valor intermedidrio

garante a existéncia de t € (z,y) tal que f(¢f) = v. Como I é um intervalo,
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t € I; logo, v = f(t) € f(I). Como z e w sdo elementos arbitrarios de f(I),
acabamos de mostrar que f(I) é um intervalo.

Finalmente, tomemos uma fun¢do continua f : [a,b] — R. Pelo teo-
rema de Weierstrass, existem m, M € f([a,b]) tais que f([a,b]) C [m, M].
Mas, pelo que acabamos de ver, f([a,b]) é um intervalo. Conseqiientemente,

f([a’v b]) = [m7 M]

Acabamos de mostrar que a imagem de um intervalo fechado e limitado

por uma fungao continua é forcosamente um intervalo fechado e limitado.

Resumo

Nesta aula voceé foi apresentado a dois resultados muito importantes:
os teoremas de Weierstrass e do valor intermediario. Além disso, viu algumas

conseqiiéncias destes teoremas.

Exercicios

1. Seja f: [a,b] — R continua em [a,b]. Mostre que existe C' > 0 tal que
|f(z)] < C para todo = € [a, b].

Sugestao: Use o teorema de Weierstrass.

2. Seja T = {S‘;‘iﬁ) s x € [—1, 2]} Mostre que T' é um intervalo fechado

e limitado.

Sugestao: Considere a funcao f : [—1,2] — R, definida por f(z) =
sen(z?)

rt4+ 1"

3. Mostre que o polindémio z° + 3x — 2 tem uma raiz no intervalo (0,1).

1
4. Most iste x € (0,1) tal > = .
ostre que existe z € (0, 1) tal que x o
Sugestao: Considere a funcao f(x) = z° — T definida no intervalo
x

0,1].

5. Mostre que existe x € (g,w) tal que senz =z — 1.

Sugestao:

Considere a funcao f(x) = senz — = + 1 definida no intervalo [%, ﬂ.

6. Seja f : [0,1] — R continua em [0,1] tal que f(0) > 0 e f(1) < 1.
Mostre que existe z € (0, 1) tal que f(x) = /x.

Sugestao: Raciocine como no Exemplo 7.6.
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Auto-avaliagao

Nos exercicios desta aula voceé teve a oportunidade de perceber se en-
tendeu o significado dos dois teoremas nela enunciados. Use as sugestoes e

consulte os tutores para dirimir as eventuais davidas.
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Aula 8 — Limites no infinito. Assintotas

horizontais.
Referéncia: Aulas 34 e 40,
Objetivo de Pré-Calculo, e aula 5.
Compreender o significado dos limites no infinito $Erfoo flz) = —o0,
Jim f(z) = oo, lim f(z) = —co, lim f(z) = +oo, lim f(z)=1 e
xEIEloo f(z) =1

No estudo das nocoes

lim f(x) =1 e lim f(z) = £o0

r—a r—a

o que realmente interessa sao os valores f(x) para x préximo de a.

Nesta aula estudaremos o comportamento de fungoes quando a variavel
x cresce indefinidamente ou quando a variavel x decresce indefinidamente.

Como sempre, iniciaremos com um exemplo.

Exemplo 8.1

Seja k um inteiro, com k > 1, e consideremos a funcao f(x) = x*, definida
para z € R.

Como f(z) = 2* "'z > x para todo x > 1, pois 2*~! > 1 para todo
x > 1, segue que f(z) cresce indefinidamente a medida que z cresce indefi-
nidamente.

Além disso, para k par, a funcao f é par (isto é, f(—x) = f(x) para
todo x € R). Conseqiientemente, f(z) cresce indefinidamente a medida
que z decresce indefinidamente. E, para k impar, a funcao f é impar (isto
é, f(—x) = —f(z) para todo = € R). Conseqiientemente, f(z) decresce
indefinidamente a medida que x decresce indefinidamente. Na Figura 8.1

esbocamos o grafico de f para k =1,2,3,4¢ 5.

O que acabamos de observar no Exemplo 8.1 motiva a seguinte
Defini¢do 8.1 Seja f uma fungao definida em [d, 4+00). Diz-se que

lirf f(x) = —oo (respectivamente liril f(z) = 400)

se, para qualquer seqiiéncia (z,,) de elementos de [d, +00) tal que lim z, = +o0,

n—o0o

tem-se

lim f(x,) = —oco (respectivamente lim f(z,) = +00).

n—~o0
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Figura 8.1

Exemplo 8.2
Seja k um inteiro positivo qualquer. Entao
lim czf =400 se ¢>0 e lim e* = —0c0 se ¢ < 0.
T—+00 T—+00

Com efeito, seja (z,,) uma seqiiéncia qualquer tal que lim z,, = +00.
n—oo

Como z,, > 1 a partir de um certo n, segue que x,* > z,, a partir de

um certo n, e daf resulta que lim z,” = +00. Conseqiientemente,

n—oo
lim czx,* = 400 se ¢>0 e lim ez, = —00 se ¢ < 0.
n—oo n—od
Portanto,
lim czf =400 se ¢>0 e lim ex* = —oc0 se ¢ < 0.
T—+00 T——+00
Em particular,
lim 1527 = +oo e lim (—32'%) = —o0.

T——+00 T——+00

Defini¢do 8.2 Seja f uma fungao definida em (—oo,d]. Diz-se que

lim f(z) = —oo (respectivamente lim f(z) = +o0)

T—r—00 T—r—00
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se, para qualquer seqiiéncia (z,,) de elementos de (—oo, d] tal que lim x, = —o0,
n—oo
tem-se
lim f(z,) = —oco (respectivamente lim f(z,) = 400).
n—od n—00
Exemplo 8.3

Seja k um inteiro positivo par. Entao

lim cx* =400 se ¢>0 e lim ez’ = —00 se ¢ < 0.

r——00 r——00

Realmente, neste caso a fungiao f(z) = cx® é par para qualquer ¢ €

R — {0}. Portanto, a nossa afirmagao decorre do Exemplo 8.2.

Em particular,

lim 22° = +00 e lim (—72%) = —o0.

T— —00 T— —00

Exemplo 8.4

Seja k um inteiro positivo impar. Entao

lim c2*=—00 se ¢>0 e lim cz® =+0c0 se ¢<O0.
r——00 r——00
Realmente, neste caso a fungao f(r) = ca® é fmpar para qualquer

c € R — {0}. Portanto, a nossa afirmacao decorre do Exemplo 8.2.

Em particular,

lim v22° = —c0 e lim (—92°) = +oo.

Exemplo 8.5
Consideremos as fungbes f(z) = % e g(x) = ;712’ ambas definidas para
x € R—{0}.

E intuitivo que tanto f(z) quanto g(x) se aproximam de zero & medida
que z cresce indefinidamente ou a medida que z decresce indefinidamente,

como se pode visualizar nos gréficos de f e g (ver as Figuras 5.4 e 5.5).

Estes fatos podem ser expressos da seguinte forma: para qualquer
seqiiéncia (x,) de nimeros nao nulos tal que lim z,, = 400 e para qual-
n—oo

quer seqiiéncia (y,) de nimeros nao nulos tal que lim y, = —oo, tem-se
n—oo

lim f(x,) = lim f(y,) = lim g(x,) = lim g(y,) = 0.

n—~o0

AULA 8
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lim f(x)=11é-se: limite
xr—+00
de f(z) quando z tende a
mais infinito é igual a [.
Pode-se provar que [, caso

exista, é Unico.

lim f(xz)=11é-se: limite
Tr——00

de f(z) quando z tende a

menos infinito é igual a .

Pode-se provar que [, caso

exista, é Unico.

CEDERJ

O que acabamos de mencionar motiva as definigdes a seguir.

Defini¢do 8.3 Seja f uma funcao definida em [d,+00) e seja [ um ntumero
real. Diz-se que
lim f(z)=1

r—-+00

se, para qualquer seqiiéncia (z,) de elementos de [d, +00) tal que lim z,, =

n—o0o

+00, tem-se

lim f(x,) =1

n—~o0

Definicdo 8.4 Seja f uma funcao definida em (—oo,d| e seja [ um nimero
real. Diz-se que
lim f(x)=1

T—r—00

se, para qualquer seqiiéncia (z,) de elementos de (—o0, d] tal que lim z, =
n—od

—00, tem-se

lim f(z,) =1

n—o0o

Exemplo 8.6

Seja k um inteiro positivo. Entao

li ! li !
L L

Justificaremos a primeira afirmacao, deixando a segunda como exercicio.
Com efeito, seja (z,,) uma seqiiéncia de nimeros diferentes de zero tal que
nlljg(j r, = +0o. Como z, > 1 a partir de um certo n, segue que z,* > z,
a partir de um certo n (valendo a igualdade quando k£ = 1). Usando entao
propriedades vistas na aula 5, concluimos que lim ka = 0. Como (x,) é

n—oo=n

arbitraria, acabamos de verificar que

li - 0
m —; = U.
T—+00 xk

E possivel mostrar que:

(a) Se lim z, =z e lim y, = +o00, entao

n—oo n—oo
lim x,y, = +oo parax >0 e lim x,y, = —oc para x < 0.
n—oo n—oo
(b) Se lim z, =z e lim y, = —o0, entao
n—oo n—oo
lim x,y, = —oc parax >0 e lim x,y, = +oo para x < 0.
n—oo n—oo
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Exemplo 8.7

Seja p(r) = amx™ + ap_12™ 1+ -+ - + a1 + ap um polindémio, onde m > 1 e
an, 7 0. Entao

li = 1l m,

L) = B

Justifiquemos porque lim p(z) = lim a,z™. Com efeito, para todo
T——+00 T—+00

x € R— {0}, temos

A1 1 a 1 ap 1
p(x) = A" (1 + : k m—1 + _O_m) :
Ay T A, T A, T

Seja (x,) uma seqiiéncia arbitraria de numeros diferentes de zero tal

que lim z, = +o00. Como

n—o00
Am—1 1 ay 1 . Qo 1
lim — =---= lim — ;= lim — =0,
n—0o (U, In N—00 Uy Ty~ n—00 Uy, Lyp™
segue que
. gy —1 1 aq 1 Qo 1
n—oo Ay Tp QA T ™™ QA T™

Suponhamos a,, > 0. Pelo Exemplo 8.2, liril Ay = +00. Apli-
cando (a), obtemos lim p(z,) = 4+o00. Como (z,) é arbitraria, acabamos
de mostrar que liril p(r) = 4o00. Usando o mesmo raciocinio, obtemos

liril p(r) = —o0 se a, < 0.

A justificativa do fato de que

lim p(z) = lim a,z™

T——00 T——00

é completamente andloga, dependendo dos Exemplos 8.3 e 8.4 e de (b) (faga
os detalhes).

Em particular,

lim (—42® + 10022 +2) = lim (—42%) = —cc

T—+00 T—+00
e
lirf (—2z* 4+ 902° — 1) = lirf (—22%) = —oc0.
Exemplo 8.8

Consideremos a funcao racional
1(a) A ™ + Ay 2™ 4+ agr + ag
€Tr) =

bn.’ﬂn + bn,lx"*1 + -+ blx + bo

onde m e n sdo inteiros positivos, a,, # 0e b, # 0. Vamos estudar lim f(z).

r—F00

Y
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Para todo z € R — {0}, temos

Qyy—1 1 aq 1 Qo 1

ama™ | 1+ -+t =t ——

o) = Ay X A T A T
b 1+b"*11+ +bl 1 by 1

n:L'n — e i -

b, © b, =1 b, a"

Como, em vista do Exemplo 8.6,

_++_ )
Ay T Ay T™ Ay T™

1 1 1
lim (1+& ! “ o ):1

r—F00

e
Jim (1B P e ) o1
segue que
i )=l 2T~ i Fn

Temos entao trés casos a considerar:

1° caso: m > n.
Neste caso, =2™~" ¢ um polinomio de grau m —n > 1, e recaimos nos
n
Exemplos 8.2, 8.3 e 8.4.
20 caso: m = n.
am

Nest li = —.
este caso, lim (x) b,

30 caso: m < n

Neste caso, em vista do Exemplo 8.6, temos

. a _
lim —Zz™" = (.
r—+o00 bn

Portanto,

lim f(xz)=0.

r—+00

CEDERJ m
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Em particular,

205 — T2 .
im ———— = lim 2r = 4o0,
z—+oo 14 + 502 + 16 x—+400
r 205 — Tx? lim 9
im — = im 2r = —oo,
z——o0 4 + 50x + 16 T——00
. 725 — 10z 7
lim - _
z—+oo 200 4 52 + 30 2
e
. 2002t 4+ 12123 + 14 . 200
lim = lim — =0.
z—+oo [L‘5 —+ 1 r—+oo I

Diz-se que a reta horizontal y = [ é uma assintota horizontal ao grdfico
de uma funcao f, se

lim f(z)=1 ou Ilim f(z)=1

T—+00 T——00

Nesta aula, nos deparamos com varios exemplos em que aparecem

assintotas horizontais, como passamos a descrever.

Com efeito, pelo Exemplo 8.6, lim - = 0 para todo inteiro positivo k

r—+00
e para todo ¢ € R. Isto nos diz que a reta y = 0 é uma assintota horizontal ao
grafico de todas as fungdes f(x) = %, sendo k um inteiro positivo arbitrario

e ¢ um numero real arbitrario.

Vimos, no Exemplo 8.8, que para toda funcao racional f dada por

m m—1_ .
f(z) = %szimjzm—liiglliilio (onde m > 1, a,, # 0 e b, # 0), tem-se

Am

lim f(x)=—.

r—+00 bm

Isto nos diz que a reta y = %= é uma assintota horizontal ao gréafico de

bm
bal6rttl s s a1
1027 +922—62+5" entao a reta y = 5 = 5 € uma

assintota horizontal ao grafico de f.

f. Em particular, se f(x) =

Vimos também, no Exemplo 8.8, que para toda fungao racional dada

por f(z) = %, onde p(z) e ¢(x) sao polindmios de grau no minimo 1 tais

que o grau de p(z) é menor do que o grau de ¢(z), tem-se

2, @) =0
Isto nos diz que a reta y = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de

10122 +1000z+1

tais fungoes racionais. Em particular, se f(z) = 531

, entao a reta

y = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f.
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No préoximo exemplo o grafico da fungao considerada possui duas assintotas

horizontais.

Exemplo 8.9

Consideremos a funcao f(x) = —”“":;H, definida para x € R — {0}, e encontre-

mos as assintotas horizontais ao seu grafico.
2 . . 2
Para todo = > 0, f(z) = /&5 (pois Va? = z). Como lim = =

T——+00
1, segue que lirf flz)=vV1=1

2+l (pois Va2 = —z).

Por outro lado, para todo = < 0, f(z) = —

1‘2
Como lim ZH =1, segue que lim f(z) = —v/1= —1.
r—+00 r—+00
Podemos entao concluir que as retas y = 1 e y = —1 sao assintotas

horizontais ao grafico de f.

Resumo

Nesta aula vocé estudou a nogao de limite no infinito e entendeu quando

a reta horizontal y = [ é uma assintota horizontal ao grafico de uma funcao.

Exercicios

1. Calcule os seguintes limites:

(a) lim <2+§—i>; (b) lim (3—3>;

CEDERJ

T——00 xT 2 T——+00 3
x° + 9z 2® + 5z
d) 1 _—
(c) a—+oo 4® — 5023’ (d) r b A5 — 5023’
227 4+ 500« . 227 + 5002
(e) lim 3 ; (f) lim ——0
z—+o0 x84+ 1 z——00 I 900x
. 227 4+ 500x . 2/ 1
(&) lm 55003 (h) lim 4/ 75— 8
. o @2 N 92+ 1
() m 45— () Hm 4/ 50’
242 2
1) v (m) lim ——;

im —;
r—+oo 2% + 1
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(n) lim (z —Vz2+1); (o) lim (Vz+1—+x);

T——+00 T——+00
. VT +2 :
1 — 1 — 1).
(p) lim ———= (@) lim (z—vz+1)
Sugestoes:

Para (1): Para z > —1,

Vai+2 +2 2+ 2

2v+1  \ (2z+1)2  Vda2+da+1

Para (n): Para z € R,

e Vg1 B Ve D@ VRt D) -1

z+vVr?2+1 _x—l—\/xQ—i—l'

Para (0): Para z > 0,

VT e WA= VDT + V) 1

VI+1+yz Vot 14T

Para (p): Para z > 0,

Jr+2 1+ %
r+1 _\/§+%'

Para (q): Para z > 0,

(z—Vr+1l)(z+Ve+l) 2°—x+1 _:B—1+%
r+vr+1 _x+\/x+1—1_|__v9;+1‘

. Determine os valores de « e (3 para que:
241
[x i —aw—ﬂ} = 0;
r+1
3 2
1
(b) lim ax® + fr +z + 1
r——00 312 —x+2

r—+vVr+1=

. Seja p(z) = azx® + asx® + a1z + ap um polinémio de grau 3. Mostre

que existe pelo menos um = € R tal que p(z) = 0.

Sugestao: Suponha as > 0. Entao existem a,b € R tais que a <
bepla) <0 < p(b) (justifique esta afirmagao). Use o teorema do
valor intermedidrio para obter = € (a,b) tal que p(z) = 0 (justifique a

aplicabilidade do teorema).

. Decida se os graficos das funcoes dos itens (a), (c), (e), (g), (i), (1),
(n) e (p), do Exercicio 1, possuem assintotas horizontais, justificando a

sua resposta.

5|
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Limites no infinito. Assintotas horizontais.

Auto-avaliagao

Nos exercicios desta aula, os quais sao fortemente baseados nos exem-
plos discutidos na mesma, vocé verificou se compreendeu as nocoes nela in-
troduzidas. Cabe aqui mencionar que a referida compreensao é importante
para o estudo do comportamento de fungoes, como voceé vera no decorrer do

curso.
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Aula 9 — Funcoes derivaveis.

Referéncias: Aulas 15 e 16,
Objetivos de Pré-Célculo, e aulas 2, 3,

4eb.
Compreender a nocao de funcao derivavel.

Estudar a derivada de certas funcoes.

A nocao de funcao derivavel é uma das nocoes fundamentais da Ma-
tematica sendo, no contexto do nosso curso, a mais importante. Como voce
verda no médulo 2, ela se constitui em ferramenta indispensavel para o estudo
do comportamento de funcoes e do conseqiiente esbogo de seus graficos, bem
como para o estudo de maximos e minimos de fungdes. Além disso, ela re-
presenta a velocidade de um movimento, como tornaremos claro na aula 14.
Finalmente, a nocao de funcao derivavel esta intimamente ligada aquela de
funcao integravel, que sera estudada na ultima parte do curso.

Antes de introduzir a no¢ao de fungao derivavel, facamos algumas con-

sideracoes de carater geométrico.

Fixemos um elemento x do dominio de uma funcao f e vamos discutir
a seguinte pergunta: como achar a equacao da reta r tangente ao grafico de

f no ponto (z, f(x)) (ver a Figura 9.1).

e

Figura 9.1

Para determinar esta equagao, bastaria sabermos a inclinacao de r, pois

(x, f(x)) pertence a r. Como entdo poderiamos fazé-lo?

Para responder a esta nova pergunta, a cada elemento ¢ do dominio de
f, com t # x, associemos a reta s; secante ao grafico de f passando pelos
pontos (z, f(z)) e (t, f(t)) (ver a Figura 9.2), cuja inclinagao é w

CEDERJ
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Figura 9.2

Notemos que, quando t se aproxima de x, as retas secantes s; se aproxi-

mam da reta tangente r, cuja inclinacao gostariamos de encontrar. Como

. . ~ , t)— 7
a inclinacao de cada reta secante s; é w, ¢é natural se esperar que a

¢
inclinacao de r seja limM.

o t—x

As consideragoes acima motivam as defini¢oes a seguir.

Definicao 9.1 Sejam [ um intervalo nao trivial e f : I — R continua em

x € 1. A reta tangente ao grifico de f em (z, f(z)) é

a) a reta que passa por (z, f(x)) cuja inclinagao é lim==—= caso este
; 7 - inelinaci llt f(tii() ¢
limite exista (lembrar a Definigao 2.1),
ou
a reta vertical t = x (t variando em caso lim|~2—12 ) = 400,
(b) a reta vertical t = z (t variando em R), lim | /0= @) |

t—x

Se nem (a) nem (b) forem validos, diz-se que ndo eziste reta tangente
ao grifico de f em (z, f(x)).

Definicdo 9.2 Sejam [ um intervalo nao trivial, f : I — R e x € I. Diz-se

que f ¢é derivdvel em x se

existe. Neste caso, escrevemos

)t 1) =@

t—x t—x

e dizemos que f'(x) é a derivada de f em x.
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Notemos que, como

LSO = @) St h) — ()

t—x t—=x h—0 h

(pois podemos escrever t =z + h (h # 0), e t tender a x equivale a h tender

a zero), entao

o) — i L) = (@)

h—0 h

Notemos ainda que, se z é o extremo inferior de I, f'(z) = lim+ %ﬁ(@
t—x

Por outro lado, se x é o extremo superior de I, f'(z) = lim w

t—x—

Finalmente, diz-se que f é derivdvel em I se f é derivavel em todo
rel.

Em vista das Definicoes 9.1 e 9.2 segue que, se f é derivavel em x € I,

entdo a equagao da reta tangente ao gréfico de f no ponto (z, f(z)) é
y=[f(z)+ f(x)(t —2).

Dada uma fungao f: I — R, seja J = {z € I; f'(x)existe}. Fica entdo
determinada uma funcao definida em J, dita a derivada de f e denotada por

f', que a cada x € J associa a derivada de f em z, f'(x).

Dedicaremos o restante desta aula a discutir a derivabilidade de certas

funcoes.

Exemplo 9.1

Sejam ¢ € R e f(x) = ¢ para todo z € R (isto é, f é a fun¢ao constante e

igual a ¢) e estudemos a derivabilidade de f.

Seja x € R arbitrario. Para todo t € R, t # z, temos

-1
t—= ‘
Logo, f'(z) = llm%ﬁ@ = 0. Acabamos de mostrar que f é derivavel

em R e f'(z) = 0 para todo = € R.

Exemplo 9.2

Seja f(x) = x para todo € R e estudemos a derivabilidade de f.

Seja x € R arbitrario. Para todo t € R, t # z, temos
f&)—flz) _t—=

— =1.
t—2x t—2x

=
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Logo, f'(z) = %1_{2%5(@ = 1. Acabamos de mostrar que f é derivavel

em R e f'(x) = 1 para todo = € R.
Exemplo 9.3

Seja f(z) = x* para todo = € R e estudemos a derivabilidade de f.
Seja x € R arbitrario. Para todo t € R, t # z, temos

f) = flw) -2 (+2)(t—2)

pu— == = t .
t—x t—x t—x i
Logo, f'(z) = llm% = lim;_,(t + z) = 22. Acabamos de mostrar

que f é derivavel em R e f'(x) = 2z para todo z € R.

Os Exemplos 9.2 e 9.3 sao casos particulares do préximo exemplo.

Exemplo 9.4
Seja k um inteiro positivo e consideremos a fungao f(r) = a* para todo

x € R. Vamos estudar a derivabilidade de f.

Seja x € R arbitrario. Para todo t € R, ¢ # z, temos

ft)—flx) th — ok B (t —x) (tk*1 LR 2 k2 xkﬂ)

t—x t—x t—xo

— ék_l + tk_2.%' 4t tl’k_2 + l‘k_i‘
k parcelas

Logo,

o) g fO 1@

t—x t—x

= lim (tk_l T M et xk—l) _

t—x

= (lim tkil) + x(lim tk*Q) + - 4 xk*Q(limt) + a2kl =

t—ax t—ax t—x

= gy 24 4l 2h T =

— g_k;—l —f—l‘k_l 4o +.Tk_1 +$k_1 — k.xkfl.

g

~
k parcelas

Acabamos de mostrar que f é derivavel em R e f'(z) = ka*~! para
todo z € R.

CEDERJ |
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Em particular, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto
(z, f(z)) = (z,2*) &
y = o + (k2" 1) (t — z).
Exemplo 9.5

Seja f(z) = |z| para todo = € R e estudemos a derivabilidade de f.
Para todo = € R, x # 0, temos

f@) = fO) _Jaf _ ) 7o b
z—0 v 1 se z>0.
Logo,
— f(0 — f(0
CH@ A0 @) - fO)
z—0~ x—0 z—0t z—0
Conseqiientemente, lir%%_g(o) nao existe, ou seja, f nao é derivavel

em 0. Notemos, ainda, que nao ha reta tangente ao grafico de f no ponto
(0, f(0)) = (0,0) (observe que o grafico de f faz um“bico”no ponto (0,0); ver
a Figura 9.3).

IxI

Figura 9.3

Por outro lado, como f(z) = —x para todo z < 0, temos f'(z) = —1
para todo x < 0; e, como f(x) = z para todo x > 0, temos f'(x) = 1 para
todo x > 0.

Em particular, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto
(z, f(z)) = (z,]x]) €

y=—x—(t—2x) se <0

y=xz+(t—2x) se x>0.
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AULA 9

CEDERJ



Funcées derivdveis.

CALCULO | !

Exemplo 9.6
Seja f(z) = /x para todo x > 0 e estudemos a derivabilidade de f.

Para todo z € R, x > 0, temos

Conseqiientemente,
— f(0 1
z—0t x—0 z—0t /T

mostrando que f nao é derivavel em 0. Entretanto, hé reta tangente ao
grafico de f no ponto (0, f(0)) = (0,0), a saber, a reta vertical x = 0 (ver a
Figura 9.4).

Figura 9.4

Isto mostra que, em geral, a existéncia de reta tangente ao grafico de
uma fungao f no ponto (z, f(z)) ndo implica que f seja derivivel em z.

Vejamos, agora, que f é derivavel em todo = > 0. De fato, fixemos
x > 0. Para todo t > 0, t # x, temos

f(t) = f(=) V- 1

t—r  (Mi—vo)(Vi+ve) itz

Logo,

f(x) =1lim 7f(t) — f@) = lim (7\/Ei \/5) = %

t—x t—=x t—x
Em particular, se x > 0, a equacao da reta tangente ao grafico de f no

ponto (z, f(x)) = (v, /) é
y =+ ﬁ(t — ).

CEDERJ m
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Exemplo 9.7

Seja f(x) = senx para todo z € R e estudemos a derivabilidade de f.

Seja x € R arbitrario. Para todo h € R, h # 0, temos

flx+h)— f(x) sen(x + h) — senx

h h
~ (senh)(cosz) + (cosh)(senz) —senz
— - —
(senh) n (cosh—l)
= coszx sen x| —— ).
h h
Mas, como }llir%—sezh =1 (Teorema 4.1) e ]llirr(l)—cos;f_l = 0 (Exemplo 4.5),
concluimos que
. flx+h) = f(z)
/ _ —
P ==~
. senh . cosh—1
:cosx<hm )—i—senx(hmi) =
h—0 h h—0 h
= CcOoS .

Acabamos de mostrar que f é derivavel em R e f'(x) = cos z para todo
z € R.

Em particular, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto
(z, f(z)) = (z,senx) é
y=senz + (cosz)(t — ).

Exemplo 9.8

Seja f(x) = cosz para todo x € R e estudemos a derivabilidade de f.

Seja x € R arbitrario. Para todo h € R, h # 0, temos

flx+h)— f(x) cos(z + h) — cosx

h h

(cosh)(cosx) — (sen h)(senx) — cosx

h

= COSs <7COSZ_ 1) — senx<862h>.

Raciocinando como no exemplo anterior, obtemos

MODULO 1 -
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Acabamos de mostrar que f é deriviavel em R e f'(z) = —senx para
todo = € R.

Em particular, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto

(x, f(x)) = (z,cosx) é

y =cosx — (senx)(t — x).

Resumo

Nesta aula voceé foi apresentado a nocao fundamental de funcao de-

rivavel e estudou a derivabilidade de certas fungoes.

Exercicios

1. Ache a equacao da reta tangente ao gréafico de f em P para:
a) f(x) =2° e P=(2,f(2)); b) f(z) =senz e P = (3, f(5));
0) f(x) = cosz e P=(5,£(3): d) fa) =& e P=(8f()).
2. Seja f(x) = 2® — 7 para todo = € R. Use a definigao de derivada para

mostrar que f é derivavel em R.

3. Seja f(z) = 3+ 2cosx para todo x € R. Use a definicao de derivada
para mostrar que f é derivavel em R.

4. Seja f(z) = 2 + sen x para todo x € R. Use a definicao de derivada
para mostrar que f é derivavel em R.

Sugestao: Fixe r € R. Parat € R, t # x, tem-se

f@)— flz)  t*—a? N sen ¢t — sen T

t—2x t—2x t—x

5. Seja f(x) = y/x + cos x para todo x > 0. Use a definigdo para mostrar
que f'(x) existe para todo z > 0.

6. Seja f : R — R definida por f(z) = 2%cos (1) se z # 0 e f(0) = 0.
Mostre que f é derivavel em 0 e f/(0) = 0.

Sugestao: Para t # 0, tem-se

t—0 t

- o e G) o G)
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Seja a um numero real arbitrario. Construa uma funcao f : R — R
que seja derivavel em todo x € R, exceto em x = a, mas que seja

continua em a.

Sugestao: Inspire-se no Exemplo 9.5.

Seja f(x) = sen (bz) para todo x € R. Mostre que f é derivavel em R
e f'(x) = 5cos(bx) para todo = € R.

Sugestao: Fixe x € R. Parat € R, t # x, tem-se

ft)— f(x) _ sen (5t) —sen (5x) 5 Sen (5t) — sen (5x)
l—x t—x ot — dx

. Seja f: R — R definida por f(z) =x+1sex <le f(x) =—2x+4se

x > 1. Mostre que f nao é derivavel em 1, apesar de ser continua em 1.

Seja f : R — R definida por f(z) =2 +2sex <1le f(z) =2x+1se

x > 1. Mostre que f é derivavel em R.

Auto-avaliagao

Nos exercicios desta aula vocé percebeu se entendeu a nocao de deri-

vada. Sé prossiga apds fazer todos os exercicios propostos, ja que pratica-

mente tudo que veremos a seguir depende do conceito introduzido

nesta aula.
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Aula 10 — Propriedades de funcoes

derivaveis.

Referéncias: Aulas 2, 3, 6

Objetivos eo.
Compreender porque toda funcao derivavel é continua.
Estudar certas propriedades de fungoes derivaveis, tais como: soma,

produto e quociente.

Nesta aula prosseguiremos o estudo de fungoes derivaveis, iniciado na
aula anterior, provando algumas propriedades destas funcgoes. Primeira-
mente, provaremos que derivabilidade implica continuidade. Mais precisa-

mente, temos a seguinte

Proposicao 10.1
Sejam [ um intervalo nao trivial e f : [ — R uma fungao derivavel em x € I.

Entao f é continua em x.

Demonstracdo: Para todo t € I, t # x, podemos escrever

f(t) = f(=z)
1)~ 1) = O yy
Como Pm% = f'(z) e }im(t —x) = 0, segue da Proposigao 3.2
que
Bn(0) = J) = /) x 0 =0
Isto equivale a dizer que %im f(t) = f(z) mostrando que f é continua
em .

Vimos, no Exemplo 9.5, que a fungao f(z) = |z| (x € R) nao é de-
rivavel em 0, apesar de ser continua em 0. Isto mostra que a reciproca da

Proposicao 10.1 nao é verdadeira em geral.

Passemos, agora, ao estudo de certas propriedades elementares de funcoes

derivaveis.

Proposicao 10.2
Sejam [ um intervalo nao trivial e f,g : I — R duas fungoes derivaveis em

x € I. Entao f + g é derivavel em x e

(f +9)(z) = f'(x) + g'(2).
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Demonstracdo: Para todo t € I, t # x, temos:

f+9)O) - (F+9)) _ ) +9() = flx) —g(x)

t—=x t—x
) = S@) + (g — g(o)
t—x
f(t) = fl@) | g(t) —g(z)
- t—ux + t—ax

Como llm% = f(z)e %imw = ¢'(x), segue da Proposigao 3.1

que
lmgf+m@wwf+w@>

t—x t—x

= ['(z) + g'(x).

Isto mostra que f + g é derivavel em z e (f + g)'(z) = f'(x) + ¢'(x),

como haviamos afirmado.

Exemplo 10.1

Se f: I — R éderivavel em I e ¢ € R, entao a funcao h : I — R, definida
por h(x) = f(x) + ¢ para todo = € I, é derivdavel em [ e I/(z) = f'(x) para
todo x € I.

De fato, definamos g(x) = ¢ para todo = € I. E claro que h = f +g.
Além disso, pelo Exemplo 9.1, g é derivavel em [ e ¢'(x) = 0 para todo = € I.

Portanto, a nossa afirmacao ¢é conseqiiéncia imediata da Proposicao 10.2.

Exemplo 10.2

Seja k um inteiro positivo. Entao a fungao f : R — R, definida por f(z) =
z¥ + sen x para todo x € R, é derivavel em R e f'(x) = ka*~1 + cosx para
todo z € R.

De fato, definamos fi(z) = 2* e fo(z) = sen z para todo = € R; entdo
f = fi+ fo. Pelo Exemplo 9.4, f; é derivavel em R e f,'(z) = kz*~! para
todo x € R e pelo Exemplo 9.7, f, é derivavel em R e f5'(z) = cosz para

todo x € R. Logo, pela Proposi¢ao 10.2, f = f; + fo é derivavel em R e
(@)= (fi+ f2)(x) = fi'(x) + f'(z) = k2*~1 + cosz para todo z € R.

Exemplo 10.3
A funcdo f : R — R, definida por f(z) = sen x + cosz para todo x € R, é
derivavel em R e f'(x) = cosz — sen x para todo x € R.

Realmente, basta argumentar como no exemplo anterior, tendo em vista

os Exemplos 9.7 e 9.8 e a Proposicao 10.2.
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Proposicao 10.3
Sejam [ um intervalo nao trivial e f,¢g : I — R duas funcoes derivaveis em

x € 1. Entao fg é derivavel em z e
(f9)'(z) = f(x)g(x) + f(x)g'(x).

Demonstracdo: Para todo t € I, t # x, podemos escrever

(f9)t) — (fo)(x) _ f@)g(t) = flx)g(x) _

t—x t—x
_ f)g@) = f2)g(t) + f(x)g(t) — f(x)g(z) _
t—x
)
Como 11_{29(15) = g(x) pela Proposigao 10.1, %1_%%5(@ = f'(x) e
lij}g% = ¢'(x), segue das Proposigoes 3.1 e 3.2 que
ti OO =T _ oy ) 1 (g ()

Isto mostra que fg é derivdvel em x e (fg) (z) = f'(z)g(x)+ f(x)g'(x),

como haviamos afirmado.

Exemplo 10.4
Se f: I — R é derivavel em I e ¢ € R, entao a funcao h : I — R, definida
por h(x) = cf(x) para todo x € I, é derivavel em [ e h'(z) = cf’(z) para
todo x € I.

De fato, definamos g(x) = ¢ para todo = € I. E claro que h = fg. Pelo

Exemplo 9.1 e pela Proposicao 10.3, h é derivavel em [ e

W(x) = f(z)g(x) + f(z)g'(x) = cf'(x)

para todo x € I.
Como conseqiiéncia do Exemplo 9.4, resulta que se f(z) = cz* (onde k

é um inteiro positivo), entdo f'(x) = ckx*~1.

Exemplo 10.5

Seja p(r) = @™ + @p_12™ ' + -+ + a1z + ap um polindmio. Pela Pro-
posicao 10.2 (e indugao) e pelo que acabamos de ver, p é uma fungao derivével
em R e

P (z) = mapz™ "+ (m—1Dap_12™ 2+ +ay

para todo x € R.
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Em particular, se p(z) = 72° — 3z* + 92? — 10z + 5, entao p/(z) =
35z — 1223 + 182 — 10.

Exemplo 10.6

Seja k um inteiro positivo. Entao a fungao f : R — R, definida por f(z) =
rFsen x para todo x € R, é derivdvel em R e f'(z) = kx*"'sen x + 2* cosx
para todo x € R.

De fato, sejam fi(x) = 2% e fo(x) = sen x para todo r € R; entao
f = fifs. Pelos Exemplos 9.4 e 9.7 e pela Proposicao 10.3, podemos afirmar

que f é derivavel em R e
fl(x) = fi'(2) f2(x) + fi(z) fo (x) = ka"'sen o + ¥ cosx

para todo x € R.

Exemplo 10.7

A funcdo f : R — R, definida por f(x) = (sen x)(cosz) para todo =z € R, é
derivdvel em R e f’(z) = cos?z — sen’x para todo = € R.

De fato, sejam ¢;(z) = sen = e go(x) = cosx para todo = € R; entdo
f = g19>. Pelos Exemplos 9.7 e 9.8 e pela Proposicao 10.3, podemos afirmar

que f é derivavel em R e

f'(@) = g'(2)g2(x) + g1(2)g2 (x) =
= (coszx)(cosx) — (sen x)(sen x) =

= cos’r — sen’x

para todo x € R.

Exemplo 10.8

Sejam k£ um inteiro positivo, f : I — R derivavel em [ e definamos g : I — R
por g(z) = (f(z))* para todo x € I. Entdo g é derivavel em I e ¢'(z) =
k(f(z))*1f'(x) para todo z € I.

Verificaremos a afirmacao para k = 2 e k = 3. A validade da afirmagao
para todo inteiro positivo k decorre da Proposicao 10.3 e do principio de

inducao finita.
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Se k = 2, g(x) = (f(x))> = f(x)f(z) para todo z € I. Pela Pro-

posicao 10.3, g é derivavel em [ e

g'(x) = () f (@) + f(2) [ () = 2f () f'(2)

para todo x € I.
Se k =3, g(z) = (f(x))® = (f(z))*f(z). Pelo que acabamos de ver e

pela Proposicao 10.3, g é derivavel em [ e

g(@) = 2f(@)f'(@)f(x) + (f(2))*f (x) =
= 2(f(@)*f (=) + (f (2)*f'(x) =

= 3(f(@)*f'(x)

para todo x € I.

Como conseqiiéncia do Exemplo 10.8, obtemos:

Exemplo 10.9

Para todo inteiro positivo k, as fungdes f, g : R — R, definidas por f(x) =

(sen z)* e g(x) = (cosz)* para todo x € R, sdo derivdveis em R e
f'(z) = k(sen )" (cosz) e ¢'(x) = k(cosz)**(—sen x)
para todo x € R.

Proposicao 10.4
Sejam [ um intervalo nao trivial e f,g : I — R duas fungoes derivaveis em
x € I e suponhamos que g(x) # 0. Entao a fungao 5, definida para t € [

proximo de x, é derivavel em x e

(f)/ (2) f'(2)9(z) - fl2)g'(z)

9

Demonstracdo: Inicialmente, do fato de g ser continua em x (Proposi¢ao 10.1)
e nao se anular em x, resulta que existe um intervalo nao trivial J C I tal
que = € J e g(t) # 0 para todo ¢t € J. Assim sendo, faz sentido considerar a

funcao 5 definida em J.
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Para todo t € J, t # x, temos:

Qo-@)o_ -t

) g
t—uxo t—uxo

Como lim g( ) g(x) (Proposicao 10.1),

lim g(t)g(x) = g(x)g(z) = (g(x))* .

t—x

Pelas Proposicoes 3.1, 3.2 e 3.3, obtemos

lgn g(t tor L —x tmz  t—ux
9(x)f'(x) — f(z)g'(z)

Isto mostra que g é derivdvel em z e (g)/(x) = f/($)g(($) )( 2)9'2)  como
haviamos afirmado.

No caso particular em que f é a funcao constante e igual a 1, a Pro-

posicao 10.4 fornece
N @)
() =t

Seja f(x) = 14—1” para todo x € R e calculemos f'(x).

Exemplo 10.10

Com efeito, como 2% +2 > 2 > 0 para todo x € R, segue do Exem-
plo 10.5 e da Proposicao 10.4 que f é derivavel em R e
43
/ s —
f (I) - (.1'4 + 2)2
para todo x € R.

cepery HIY |
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Exemplo 10.11
Seja f(z) = ;%f‘f para todo z € R e calculemos f'(z).
Com efeito, como 22 +1 > 1 > 0 para todo z € R, segue dos Exem-
plos 10.5 e 10.9 e da Proposicao 10.4 que f é derivavel em R e
() 3(cos®z)(—sen z)(x? + 1) — (cos’z)(2x)
€Tr) =
(1-2 + 1)2
para todo x € R.
Exemplo 10.12
Seja f(z) = x;i’f para todo x € R — {—1,1} e calculemos f'(z).
Realmente, raciocinando como nos dois exemplos anteriores concluimos
que f é derivavel em R — {—1,1} e
() (72° — 3623) (2% — 1) — 2z(z" — 92%)
xr) =
@ =17
para todo z € R — {—1,1}.
Exemplo 10.13
Seja f(x) = tg x, definida para x € R,  # (2k+1)%, onde k € Z. Calculemos
/().

Como f(z) = %32, podemos raciocinar como nos exemplos acima para

garantir que f'(r) existe para todoz € R, v # 2k +1)5 (k€ Z) e
(cosx)(cosx) — (sen x)(—sen x)
fw) = 2 -
cos?x

_ cos’z +sen’r

N cos?x

—_— 1 —_—

~ cos?z

= sec’w
para todo z € R, » # (2k +1)5 (k € Z).

Acabamos de mostrar que a funcao tangente é derivavel, tendo por
derivada o quadrado da funcao secante.

Para concluir esta aula, observemos que os dominios das fungoes dos
Exemplos 10.12 e 10.13 nao sao intervalos, mas unioes de intervalos. Entre-
tanto, como a derivabilidade de uma funcao em um ponto é uma propriedade
local, para cada elemento do dominio destas funcoes podemos nos restringir
ao intervalo que o contém. Assim sendo, as afirmacoes feitas nos Exem-
plos 10.12 e 10.13 sao justificaveis a partir do que foi visto nesta aula.
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. Assuma que, se g : I — R é derivavel em = € I e g(x) # 0, entao ; é

Resumo

Nesta aula voceé aprendeu que toda funcao derivavel é continua, bem

como algumas propriedades elementares de fungoes derivaveis.

Exercicios

. Ache as derivadas das fungoes cotangente, secante e cossecante.

1

A
(g(x))2>

Sugestao: Use a Proposicao 10.3.

derivavel em x e (%)/(x) =

para obter a Proposi¢ao 10.4.

. Para cada inteiro negatico k, mostre que a funcao f(x) = z* é derivavel

em R — {0} e f/(z) = ka*! para todo z € R — {0}.

. Para cada uma das fungoes abaixo, encontre os pontos x para os quais

f'(z) existe e fornega f'(x).

I

(a) flz) =2+ o+ 1+x; (b)f(x):—7x9+i+$;
(€) f@) = v~ 1 (@) F2) = (1 — %) /7

(6) () = (o = 272 4 T)tg%: (1) f(@) = (V@) 'sen'a

(8) @) = = (b) f(x) = ——

) f) = 555 () fla) = T TP,
() £(a) = 10y/asen (20) — CEZIIOTE gy iy - BVE

(n) f(x) = sen x — Geosec  ; (0) flz) = &

(2? + z + 1)sen %x + /xcos>z
x® =2 '

(p) f(x) =

5. A reta tangente ao gréfico de f(z) = (z* + 2z + 11)y/z no ponto (1,14)

é paralela a reta y — 12x — 1 = 0?7 Justifique a sua resposta.

. Determine os valores de o e 3 para que os gréficos das fungoes f(z) =

&+ f sen’r e g(x) = 22— tenham a mesma reta tangente no ponto

T+Ccosx
P = (%,57?).

sen r — cosx’




Propriedades de funcées derivdveis.

7. Sejam f1, fo, f3 : I — R trés fungoes derivaveis em = € I. Mostre que
fi+ fo+ fs e fifafs sao derivaveis em x e forneca (f1 + fo+ f3)(x) e
(f1faf3) ().

8. (a) Mostre que a funcao f(z) = |z| sen z é derivavel em zero (note
que a Proposicao 10.3 nao pode ser usada, pois a funcao modulo

nao ¢ derivavel em zero).

(b) Mostre que (a) permanece verdadeiro para qualquer fungao f de-
finida em um intervalo aberto I contendo 0 por f(x) = |z| g(z)

para todo x € I, onde g : I — R é continua em 0 e g(0) = 0.

Auto-avaliagao

Nos exercicios desta aula voceé usou propriedades de fungoes derivaveis
para testar sua habilidade no célculo de derivadas. Caso tenha sentido dificul-
dades, releia a aula com atencao e depois volte aos exercicios. Se persistirem

as duvidas, nao hesite em consultar os tutores.

MODULO 1 -
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MODULO 1 - AULA 11

Aula 11 — Exercicios resolvidos.

Referéncias: Aulas 1 a 10.
Objetivo
Amadurecer os conceitos e resultados vistos até a aula 10 por meio de

exercicios resolvidos.

Exercicio 1 (Exercicio 5, da aula 1): Mostre que

lim (— ) =g
nmoo \ (n+ 1)2 @n)32)

Solugao: Primeiramente, notemos que

N BN N 1 on 1
(n+1)2 (2n)? — a

RS ) EA s s e NI § Efs

-

Vv
n parcelas

para todo n > 1.

Seja r > 0 arbitrario. Pela propriedade arquimediana, existe um inteiro

m > 1 tal que % < r. Portanto, para todo inteiro n > m, temos

1 1
— <0<7 —
g mri2 T e Sy

< <.

1
m

Isto mostra que

li ! + + L 0
m|———s+--- =0.
womo \ (n+ 1)2 (2n)?

Exercicio 2: (a) Seja (z,) uma seqiiéncia tal que z,, > 0 para todo n e

lim z,, = x. Mostre que = > 0.

n—oo

b) Sejam (x,) e (y,) duas seqiéncias tais que x, > y, para todo n,
(

lim x, =z e lim y, = y. Mostre que = > y.
n—oo

n—~o0

(c) Sejama € R, r >0, f,g: D =(a—r,a)U (a,a+r) — R tais que
f(z) > g(x) para todo z € D, lim f(x) = [; e lim g(x) = l5. Mostre que
Iy > 1.

Solugao: (a) Suponhamos z < 0, e tomemos um intervalo aberto I contendo

x tal que I C {t € R;t < 0} (por exemplo, [ = (x — %,x—l— %) = (%‘”,%)

serviria ). Como lim z,, = x, existe um inteiro m > 1 tal que x, € I para

n—~o0
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todo n > m. Dali resulta que z, < 0 para todo n > m, o que é absurdo.
Portanto, x > 0.

(b) Como z, — y, > 0 para todo n e lim (x, —y,) = x — ¥y, segue de

n—oo

(a) que x —y > 0, ou seja, > v.

(c) Seja (x,) uma seqiiéncia de elementos de D tal que lim z, = a.

n—oo

Como f(x,) > g(x,) para todo n, lim f(z,) = I (pois im f(x) = {1) e
lim g(x,) = Iy (pois lim g(x) = [3), segue de (b) que i1 > Is.

Exercicio 3: (Desafio, da aula 2): Sejam (z,) e (y,) duas seqiiéncias tais
que lim z, = 0 e existe M > 0 tal que |y,| < M para todo n. Mostre que

n—oo

lim z,y, = 0.

n—oo

Solugao: Com efeito, seja r > 0 arbitrario. Como lim x,, = 0 existe um
n—oo

inteiro m > 1 tal que |z,| < §; para todo n > m. Logo,

T

7

para todo n > m. Isto prova que lim z,y, = 0.
n—od

‘xnyn‘ = !%Hyn! < M=r

Exercicio 4: Mostre que nao existe @« € R para o qual hII(l) f(z) exista,
sendo f : R — {0} — R definida por f(z) = 2> — Tz +5a? se * < 0 e
f(x) =a3|z| + (. — 1)(senx) — 1 se z > 0.

Solucao: Para que liH(l) f(z) exista, é necessdrio e suficiente que lim f(z) e

z—0~

lim f(z) existam e sejam iguais. Ora,

z—0t
lim f(z) = lim (2 — 72+ 50%) =
x—0~ x—0~
= < lim ;1:2> — 7( lim x) + ( lim 5042> =
x—0~ r—0~ r—0~
= 5a?
e
. o . 3 . . o
lim flx) = lim (@*la] + (o~ Dfsen ) ~ 1) =

= 043< lim \x]) + (o — 1)( lim senx) + < lim —1) = —1.

z—0t z—0t z—0t
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Logo, lim f(z) e lim+ f(x) existem. Entretanto, como o > 0 para
z—0~ z—0
todo o € R, segue que 502 # —1 para todo o € R. Ou, em outras palavras,
para todo a € R,
li li )
lim f(z) # lim f(z)
Isto prova o desejado.
T+tgr— 1 1
Exercicio 5: Mostre que lim Vitige 3\/ tsenz —.
z—0 X 4
Solugao: Para todo x € [— T %), x # 0, temos:
VIittgar —1+senz
x3 N
- (WT+tgr—VI+senz)(yI+tge+1+senz)
23(y/T+tg x + /1 +sen z)
B tg x —sen x _
23(y/T+tg x + /1 +sen z)
B o —senw B
- 3(VIFtgz+ VI +senx)
B (sen x)(1 — cosz) B
23(cosx)(y/1T+ tg x + /1 + sen x)
~ senx 1 —coszx 1
zx 22 Trtgr+VI+sena
Como lim 2% — 1, lim1=¢®2 — % e
z—0 x—0 ¥
. 1 1
lim = ==
=0 /T+tgx++1+senx lirré(\/1+tgx+\/1+senx) 2
segue que
. VI+tgr—+1+senx 1 1 1
lim =1lX=-X=-==.
z—0 :L‘3 2 2 4
Exercicio 6: Mostre que
i 1 vr+1-1 0
im ( cos | — sen | ——— =0.
z—0t \/E \/5
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Solugao: Para todo x > 0, temos:

ViFi-1  (VaFl-D(aFi+1)
Vi VI(Va+T1+1)
x Va

Ve r1+1) Veri+l

Como }cos (ﬁ)‘ < 1 para todoz >0 e

v/ 1-1
lim sen (L) = lim sen (L) =sen (0 =0,
20+ NE3 z—0+ Vr+1+1
segue que
i 1 vr+1-1 0
im [ cos | — sen | —— | | =0.
z—0t \/E \/E
Exercicio 7: Sejam a,0 € R e defina f(z) = w para
x € R—{0}.

(a) Determine «v e [ para que a reta y = 3 seja uma assintota horizontal
ao grafico de f.

(b) Com os valores de « e 3 encontrados em (a), existe assintota vertical

ao grafico de f7 Justifique a sua resposta.

Solugao: (a) Para que a reta y = 3 seja uma assintota horizontal ao gréfico

de f devemos ter

lim f(x)=3 ou lim f(x)=3.

r——00 T—+00

Mas, para que isto ocorra, a s6 pode ser zero.

Realmente, se « > 0, lim f(z) = —cce lirf f(z) = +ooe sea <0,
lim f(z) =+4ocoe liril f(z) = —o0.
Logo, basta encontrar 8 para que
—B—1 4 —3—1 4
lim (=5 o + =3 ou lim (=5 Jo + =3.
r——00 T xr——+00 T

Mas, como lim Ef-1)atd —0 — 1, devemos ter —(F — 1 = 3, isto é,
z—+00 x
0= —4.
Em resumo, se « = 0 e = —4, areta y = 3 é uma assintota horizontal

ao grafico de f.
(b) Fazendo a = 0 e 3 = —4, obtemos f(x) = 3£,

T
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Portanto, para que uma reta vertical x = a seja uma assintota vertical
ao grafico de f, devemos ter
lim f(r) =—co ou lim f(z)=+o0
ou
lim f(z) = —0c0 ou lim f(z) = +o0.
Ora, se a # 0, lim% = %. Resta entao decidir se a reta x = 0 ¢
uma assintota vertical ao grafico de f. Mas, como
3rv44 EH 4
fla) =2 = =3+
X z Xz
para todo x # 0, temos:
. 4 ) 4
lim (34— | =—-00 e lim (34— | =+o0.
z—0~ T z—0t T
Conseqlientemente, a reta x = 0 é uma assintota vertical ao gréafico de f.
Exercicio 8: Sejam «,3 € R e defina f : [-3,3] — R por f(-3) = «,
f(z) = 479\7522—+7 se =3 <z < 3e f(3) =p. Determine « e [ para que f seja
continua em [—3, 3].
Solugao: Primeiramente, notemos que 4 —+/22 + 7 > 0 para todo -3 < z <
3. Realmente, se —3 <1 <3,0<22<9;logo, 7<a2?+7<9+7=16,0
que implica v/22 + 7 < v/16 = 4. Como as fungoes g;(x) = 9 — 2% e go(z) =
4 — /22 + 7 sdo continuas em (—3,3) e go(x) > 0 para todo z € (—3,3),
entdao f é continua em (—3, 3).
Para que f seja continua em —3 devemos ter lim3f(x) = f(-3) =a.
Mas, como f estd definida em [—3, 3], isto equivale a dizer que lém)+ f(z) = a.
r—(—3
Como
9 — 22
lim ) = lim ——— =
a—(=3)* f@) e—(=3)* 4 — a2 + 7
" (9 —2H)(4+ Va2 +7)
= 1m =
e=(=3)* (4= Va2 +T)(4+ Va2 +7)
" (9 —2H)(4+ Va2 +7)
= 11m =
z—(=3)* 9 — x2
= l%m)+(4 + V2 +7) =38,
z— (=3
concluimos que o = 8.
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Analogamente, para que f seja continua em 3 devemos ter

lim f(z) = f(3) = 3. Raciocinando como acima concluimos que = 8.
T—3~

Exercicio 9: Seja f(x) = x|z — 1| para todo x € R. Determine o conjunto

dos pontos onde f é derivével e fornega o valor de f’(z) para x neste conjunto.

Solugao: Para todo = € (—o0,1), [t — 1] =1 — =z, pois z — 1 < 0. Logo,
f(z) = z(1—2) = x—2?* para todo x € (—o0,1). Portanto, f é derivdvel em
(—o0,1) e f'(z) =1 — 2z para todo z € (—o0, 1). Por outro lado, para todo

€ (1,400), [t—1] =z —1, poisz—1 > 0. Logo, f(x) =x(z—1) =2? —x
para todo x € (1,400). Portanto, f é derivdvel em (1,+o00) e f/'(x) =2z —1
para todo = € (1, +00).

Resta-nos agora estudar a derivabilidade de f em 1. Para isto, devemos

decidir se hn% ; I existe.
Ora,
— f(1 — 72
lim 7f(x) () = lim T
z—1~ r—1 z—1- x — 1
— -1
= lim oz —1) lim (—z) = —1
z—1~ r—1 z—1~
e
— f(1 2 _
lim 710(95) ) = lim o
z—1t rx—1 z—1t v — 1
-1
= lim x(xf): lim z = 1.
z—1t x—1 z—1—
Dai resulta que hm ! (x) f W nzo existe, mostrando que f nao é derivavel
em 0.

Em resumo, f é derivavel em (—o0,1)(J(1, +00), sendo f'(z) =1—2z
se x € (—oo,1) e f'(zr) =22 —1sex € (1,400).

Exercicio 10: Sejam o, 3 € R e defina f : R — R por f(z) = az® + f2? se
x € (—00,2] e f(xr) =+Vx+2sex € (2,+00). Determine « e 3 para que f

seja derivavel em 2.

Solugao: Primeiramente, como a derivabilidade de f em 2 implica a con-
tinuidade de f em 2, devemos ter lir% f(z) = f(2) = 8a + 48. Como

lim+ fz) = lim+ Vr+2 = V4 = 2, aigualdade f(2) = 8a + 43 =
T—2 T—2

precisa ser verdadeira.
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Para que f'(2) exista, os limites laterais

— f(2 — f(2
L@ - F@) L T - )
T—2~ xr— 2 z—21 xr— 2
devem existir e ser iguais.
Ora,
— f(2 3 ) — (8 4
LS =T (e 05— (Sa48)
T—27 Tr — 2 T—27 xr — 2
3 _ 8 2 4
= lim « L + lim L =
T—2- T —2 x—2- T —2
3-8 24
— o (1lim + 4 lim a =
z—2- T — 2 z—2- & — 2
= 12a+ 40
(justifique a dltima igualdade a partir do que vocé ja sabe sobre derivada) e
 flo)—=f2) . NVr+2-2
lim ————~ = lim ——— =
x—2F xr — 2 x—2F Tr — 2
— im Vz+2+2) (Ve +2-2)
r—2+ (\/I+2+2)(ZE—2)
i r—2
= lim =
r—21 (\/[L‘ + 2+ 2)(.T — 2)
I 1
= 1im —— =
z—2T \/x + 2 -+ 2
1
= 7

Portanto, a igualdade 12«a + 406 = i precisa ser verdadeira.

Em resumo, as igualdades 8a + 40 = 2 e 12a 4+ 48 = i devem ser
satisfeitas. Mas, para que isto ocorra, sé6 podemos ter a = —1—76 e 3= 1—81
(justifique esta afirmagcao).

Resumo

Nesta aula vocé viu como resolver determinados exercicios usando o

que aprendeu até agora. Esperamos que ela possa incentiva-lo a retornar aos
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exercicios que, porventura, ainda nao tenha resolvido.
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Aula 12 — A regra da cadeia.

Referéncias: Aulas 9 e 10.
Objetivo
Compreender como calcular a derivada da composta de funcoes

derivaveis.

Vimos, na aula 6, que a composta de fungoes continuas é uma fungao
continua. Nesta aula estudaremos um resultado andlogo para funcoes de-

rivaveis, a regra da cadeia. Antes, vejamos trés exemplos.

Exemplo 12.1

Seja f(x) = x para todo x € R. Entao f é derivavel em R — {0} e
f(z) = %x’% para todo z € R — {0}.
Para todo = € R, x # 0, temos

f(x) = f(0) s

z—0 T

8
oo T

2

2 1 . 2 . . ~
sendo 23 = (x3)" > 0. Como hH(l)ZBB = 0, lim<% = +o00. Assim, f nao é
T— T T3

—0
derivavel em 0.
Suponhamos, agora, x # 0. Para todo t € R, t # x, temos

f0)—f@) V9T

t—2x t—x

Vi o

(Vi— Vo) (V2 + Vi + V)

1
V2 + 1y + Vat

Como
lin(VE + VEE+ Vi?) = (lim V) + (1 VEV) + (lim Vi?) =

= the/i@m%)jti’/ﬁ:
= Va4 Yz + V=
= 3Va? =323 £0,
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segue que
t) — 1 1
L0 =/@ _ L1
t—x t — T 3x§ 3
Acabamos de mostrar que f é derivavel em x e f'(x) = %;1:‘% = %x%_l.

Raciocinando como acima, obtemos:

Exemplo 12.2

Seja k um inteiro positivo par e definamos f(x) = ¢« para todo z > 0.
Entao f é derivavel em (0,+00) e f'(x) = Ly+~L para todo z € (0, +00).

k
Em particular, se f(z) = /z, entao f'(z) = ix%_l = ix_% para todo
z € (0,+00).
Exemplo 12.3

Seja k um inteiro positivo impar, k > 1, e definamos f(z) = &z para todo

x € R. Entao f éderivavel em R—{0} e f'(z) = %x%_l para todo z € R—{0}.

Em particular, se f(z) = ¥/, entao f'(z) =
re€R—{0}.

1..b-1 1,2
zws” " = x5 para todo

Proposi¢do 12.1 (regra da cadeia)
Sejam [ e J dois intervalos nao triviais, f : I — R derivavel em = € [ e
g:J — Rtal que f(t) € J paratodo t € I e g é derivavel em f(z). Entao a

funcao composta g o f é derivdvel em x e
(9o f)(x) =g (f(x)) f(2).

Como a demonstracao da proposicao é delicada, nao a apresentamos
aqui. Faremos a demonstracao supondo a seguinte condicao adicional satis-

feita (0 que nem sempre ocorre):

Existe um intervalo nao trivial I’ C I tal que x € I’ e f(t) # f(x) para
todot eI, t # x.

Para todo t € I, t # x, podemos escrever

(go f)t) = (go =) _ g(f() —9(f(x)) _

t—x t—=x
_ 9 @) —g(f(x) f@) - fl=z)
f(t) = flz) t—x
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pois estamos admitindo f(t) — f(x) # 0set € I' e t # x. Por outro lado,
como f é continua em x (Proposicao 10.1), 1ltim f(t) = f(x). Logo,
- g(f(1) —g(f(x) _
lim =g (f(x)),
e OB IR
pois g é derivavel em f(z). Como
. f(t)'_.f(x> _pl
i £ =2 = 70,
pois f ¢é derivavel em x, segue da Proposicao 3.2 que
_(gof){t) —(go f)x
tim DO =02 0E) _ gy )
—x — X

Isto mostra que go f é derivavel em z e (go f) (z) = ¢'(f(z))f'(2).
Exemplo 12.4
Seja p um polinémio arbitrario e consideremos a fun¢ao f(z) = sen (p(x))
para todo x € R. Entao f é derivavel em R e

f'(x) = p'(x) cos(p(x))
para todo x € R.

Com efeito, ja sabemos que p é derivavel em R e que a fungao fi(z) =
senz é derivavel em R e fi'(x) = cosz para todo x € R. Como f = fj op,
segue da regra da cadeia que f é derivavel em R e

f'(@) = (frop)(z) = fi'(p(z))p'(z) = p'(z) cos(p(x))

para todo x € R.

Em particular, se f(x) = sen(52% — 4z + 2), entao

f'(x) = (302° — 4) cos(5z°® — 4z + 2) .

Analogamente, temos :
Exemplo 12.5
Seja p um polindémio arbitrario e consideremos a funcao f(z) = cos(p(z))
para todo z € R. Entao f é derivavel em R e f'(z) = —p'(z)sen(p(x)) para
todo z € R (faga os detalhes).

Em particular, se f(z) = cos(9z* + 223 + 62?), entdo

f'(z) = —(362° + 62 4 127) sen (9z* 4 22° + 622).
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Exemplo 12.6

Seja f(x) = sen(cosz) para todo z € R. Entao f ¢é derivdvel em R e

f'(x) = (—sen x) cos(cos z) para todo = € R.

Com efeito, sejam fi(x) = cosz e fo(z) = senz para todo = € R; entao
f = foo fi. Pela regra da cadeia, f é derivavel em R e

f@) = (f20 fi)(z) =
= L (fil@)fi'(z) =
= (fy'(cosz)) (—senz) =

= (—senx)cos(cosx)
para todo x € R.
Em particular, f/(3) = (—senZ) cos(cosZ) = —cos0 = —1.

Analogamente, temos :

Exemplo 12.7

Seja f(x) = cos(senz) para todo z € R. Entao f ¢é derivdvel em R e

f'(x) = —(cosz)sen (sen z) para todo x € R (faga os detalhes).
Em particular, f'(3) = — (cos2) sen(sen %) = 0.
Exemplo 12.8

Seja f(x) = 3 para todo # € R. Entao f ¢ derivavel em R — {0} e f/(z) =
225! para todo # € R — {0}.

ol

x3. Entao f = fy 0 fi, pois
(f20 fi)(@) = fol fi(x)) = fo(a®) = (372)% = f(z) para todo x € R. J&
sabemos que f; é derivavel em R e fi'(x) = 2z para todo x € R e que f, é
derivdvel em R — {0} e fo/(x) = %x_% para todo z € R — {0}. Pela regra
da cadeia, f é derivavel em R — {0} (note que fi(z) = 0 se, e somente se,

r=0)e
fx) = f'(filx)fi'(x) =

Com efeito, sejam fi(z) = 2* e fo(x)

SIS

T

1., s

— — —3 2 —
S )

= gx_%'x = 2x_%+1 = gx_% = gx%_l
3 3 3 3
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para todo z € R — {0}.

Exemplo 12.9

Seja f(x) = 75 para todo x € R — {0}. Entéo f é derivdvel em R — {0} e
f'(x) = —127571 para todo = € R — {0}.

4
5

Com efeito, sejam f1(x) = 2~ para todo z € R—{0} e fo(z) = 25 para
todo = € R; entao f = fy o fi. J& sabemos que f; é derivavel em R — {0}
e fi'(z) = —4a=*' = —427° para todo r € R — {0} (Exercicio 3, da aula
10) e que fo é derivavel em R — {0} e fo/(z) = tz5! = la=5 para todo
x € R —{0}. Pela regra da cadeia, f é derivavel em R — {0} e

flx) = f'(file)fi'(z) =

4
5

— S )

para todo z € R — {0}.

Em geral, se considerarmos a funcio f(z) = z¢ (onde p e ¢ sdo inteiros
nao nulos), podemos garantir que f é derivavel em R — {0} e

flw) =t

para todo x € R — {0}. Além disso, para certos valores de p e ¢, podemos

até mesmo garantir que f é derivavel em R e
f(a) = !
q
para todo x € R.

Exemplo 12.10

Seja f(x) = cos (i‘;—‘jﬁ) para todo x € R. Entao f é derivavel em R e

Fa) = — (Sen ( sen @ )) <(cosx)(x2 +1) — (sen @(2@)

2241 (24 1)2

MODULO 1 -
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para todo x € R.

sen x
241

f = faof1. Ja sabemos que fy é derivéavel em R e fy'(z) = —sen z para todo

Com efeito, sejam fi(z) = e fo(x) = cosx para todo x € R; entao

x € R. E, pela Proposicao 10.4, f, é derivavel em R e

(cosz)(z* + 1) — (sen x)(2z)
(@ 1P

fl(z) =
para todo x € R. Pela regra da cadeia, f é derivavel em R e

) = (f20 i) (z) =

= f(fi@)fi'(x) =
o < sen xl) ((cosx)(a:2 (+ 1) —1)(sen :L’)(Q:L’)) )
x? + 7?2 +1)2

- (Sen (;sljrxl)) ((cos z)(” (4;211—1)(2sen x)(2x))

para todo x € R.

Exemplo 12.11

Seja f(x) = (2% — 225)%*tg (gg%il) para todo x € R. Entao f é derivavel em
R e
6 _ 9.5\ 2 2
x° — 2z soc? T
241 241

. . 2 ~
Primeiramente, como 0 < ——5 < 1 < § para todo z € R, entao a

fungao fo(x) = tg (xé”—il) esta definida para todo x € R. Além disso, fo é

f(z) = 2(2°—22°)(62° —102)tg (xzxj_ 1) +2x

para todo x € R.

derivével (como composta de duas funcoes derivaveis) e

o) :sec2< 2? )(%(ﬁﬂ)-ﬁ(%))z

2 +1 (224 1)?

2z 9 z?
= ——— sec
(@2 + 1)2 2+ 1

para todo x € R.
Por outro lado, a fungao fi(z) = (25 — 22°)? é derivdvel e fi'(z) =

2(x% — 225)(62° — 102*) para todo z € R (justifique esta afirmagao).
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Portanto, como f = fifs, segue da Proposicao 10.3 que f é derivavel
em R e
fl(@) = fi'(x) fo2) + fil2) f2 (2) =
2 6 _ Qb 2 72
-9 6 9 5 5 1 4 x 9 €z 2
(x x°)(6z 0z")tg (x2 1 + 2 1) =
para todo x € R.
Exemplo 12.12
Seja f(x) = cos®(Tz* — 13z + 6) para todo z € R. Entao f é derivavel em R
e

f(z) = 3 (cos*(Ta" — 13z + 6)) (—sen (72" — 13z + 6)) (282" — 13)
para todo x € R. Em particular, f’(0) = 39(cos*6)(sen 6).

Com efeito, sejam fi(z) = 72t —132+6, fo(x) = cosz e f3(x) = 23 para
todo z € R. Entao f = fzo fao fi, pois (fso fao fi)(z) = (fs0 fo)(fi()) =
(fs 0 f2)(Tz* — 13z + 6) = f3(fo(7T2* — 137+ 6)) = f3(cos(7x? — 13z + 6)) =
cos?(Tz* — 13z + 6) = f(z) para todo = € R.

J& sabemos que f1, f> e f3 sao derivaveis em R, sendo f;'(z) = 282313,
f2'(x) = —sen x e f3'(x) = 32% para todo x € R. Como

f=/fsofoofi=fs0(f20f1),
a regra da cadeia (aplicada duas vezes) garante que f ¢é derivavel em R e
f(z) = (fso(fao fi))(z)=
= f5' (f20 f1)(@)) (fao fi)'(z) =
= f3'(fo(h(@) ' (fi(2) [ (2) =
= f3'(fo(T2* — 132+ 6))(fo' (Tz* — 132 + 6))(282% — 13) =
= f3'(cos(7z* — 13z + 6))(—sen (7z* — 13z + 6))(282> — 13) =
= 3(cos?(Tz* — 137z +6)) (—sen (72z* — 13z + 6)) (282° — 13)
para todo x € R.
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Resumo

Nesta aula vocé aprendeu como derivar a composta de fungoes

derivavelis.

Exercicios

1. Derive as seguintes funcgoes:
(a) f(z) = sen’z ; (b) f(x) = sen (2?) ;

sen’zy _ sen (z%)

(c) f(x):m; (d) f(z) =
(e) f(x) = Va2 +x+1; (f) flz) = Vo + Va;

_ sen (cos(a?))

I

sen?x

_sen (cos’z)

® fo) == () fr) = 2L
() 1) = Yool T T ) 1) = XA,
(1) 7(0) = e (a%) +cosee (o) (m) f(a) = LT

(n) f(2) =t " + cosec’s ; (0) f(@) = ELED
(b) f(a) = Fsen (o~ 92 +.8) (@ o) = {2
() f2) = tg (a")sen’ cosa?) ; () f(a) = sem?(cos(a)

(t) f(z) = (VT + 27 — 522 + sen® (23 — 4x))° .
2. Seja f : R — R uma fungao derivavel em 0 tal que f(0) =0e f'(0) =2
e defina g(z) = sen (f(z)) para todo = € R.
(a) Mostre que g ¢é derivavel em 0 e ¢'(0) = 2.
(b) Ache a equagao da reta tangente ao gréfico de g no ponto (0, g(0)).

Sugestao para (a): Use a regra da cadeia.

3. Seja g(z) = f(z* + 3x). Calcule ¢/(1), sabendo que f : R — R ¢é
derivével em 4 e f'(4) = 1.

4. Seja f: R — R derivavel em R. Mostre que:

(a) f' é par se f é impar;

CEDERJ
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(b) f’' é impar se f é par.
Sugestao: Use a regra da cadeia, lembrando que f é par (respec-
tivamente impar) se f(—z) = f(x) para todo z € R (respectiva-
mente f(—z) = —f(x) para todo x € R).
5. Seja f(x) = tg (3 $22+1> para todo z € R.
(a) Mostre que f é derivdavel em R.
(b) Fornega f'(z).
(c¢) Ache a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (0, f(0)).
Auto-avaliagao
Na aula 10 e nesta aula foram estudadas as regras basicas de derivacao:
soma, produto, quociente e composi¢cao. S6 hd uma maneira de assimila-las:
exercitando a exaustao. Por esta razao, s passe para a proxima aula se tiver
feito todos os exercicios de ambas as aulas. Se houver alguma duvida, releia
ambas as aulas e/ou consulte os tutores.
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Aula 13 — Derivacao implicita.
Referéncias: Aulas 9, 10 e
Objetivo 12.

Compreender como se deriva implicitamente uma fungao que satisfaca

uma determinada equacgao.

Antes de entrar no assunto desta aula, vamos introduzir a notagao de
Leibniz para a derivada. Se para uma dada fungao f escrevermos y = f(x),
g—y’ serd usada para indicar a derivada

T lr=a
, indicard f’(a). Vejamos alguns exemplos.

dy ¢ opl =
7 representard f'(x). A notacao
dy

de y = f(z) em a, ou seja, 3¥| _

Exemplo 13.1

Se y = 25 — 22* + 72® — 2, entao

d d
£:6x5—8x3+21x2 e T

Exemplo 13.2

Se y = sen z, entao

Exemplo 13.3

_ 241

Se s = 5, entao

ds _2t(t' +5) - (P + D¢t 0+ 267 — 11 +10¢ . ds
dt (t* +5)2 B (t* +5)2 dt|,_,

=0.

Sob as hipéteses da Proposigao 10.2, escrevamos y = f(z), z = g(z) e
w=y+z=f(x)+g(x)=(f+g)(z). Entao

d d d
W (/@) =) + o) = 2 B

Sob as hipéteses da Proposigao 10.3, escrevamos y = f(z), z = g(z) e
w=yz = f(x)g(z) = (fg)(z). Entdo
d d d
= = (f9) (@) = f'(@)glx) + f(x)g' (@) = T2y
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Analogamente, sob as hipdteses da Proposi¢ao 10.4, escrevamos y =
flx), z=g(@)ew="2= % = <£) (x). Entao

(9(x))? 2

Finalmente, sob as hipéteses da Proposigao 12.1, escrevamos u = f(z)

dw _ (f) (o) = L @9(@) = f@)g'(@) _ gz~ v

dx E

ey =g(u) =g(f(z)) = (g0 f)(z). Entao
dy o o du dy du
Exemplo 13.4
Seja y = cos(y/x) e calculemos Y para todo x > 0.
De fato, escrevamos u = /z; entdo y = cos(u). Como % = —sen u e

du 1
dz — 2yz segue que

dy dy du _ (sen u)( 1
dr  du dr n 2\/x

sen (V@)

)Z_ 2\/5

Exemplo 13.5

Seja y = /sen x e calculemos Y para todo x € R tal que sen x # 0.

. 1
De fato, escrevamos u = sen z; entdao y = Ju = us. Como j—y =
1 1, —2 1 du h
loz—1 1, -5 1 _ ,du _
gUST = gU 3 = 7 ey, = CosT, segue que
dy dy du coszx cos T
- = - 7= 2 — 2
dx du dx 3us 3(sen x)E
dy cos% 0
Logo, 22| _. = r=3=0.
Tlr=5 3(sen Z)3
2
No préoximo exemplo vamos preparar o terreno para entrar no assunto
desta aula.
Exemplo 13.6

Consideremos a equacao 2 +y? = 1 que, como sabemos, representa o circulo
de centro (0,0) e raio 1. Queremos saber para que valores de x podemos
escrever y como uma fungao (derivavel) de z. Mais precisamente, queremos
encontrar uma fungao derivavel y = f(x) que satisfaga a equacao. No caso
em questao, devemos ter

y2:1—x2.
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Ha entao duas possibilidades para y:

y=filz) =VI—22 ou y= folx)=—V1-2%

Evidentemente, em ambos os casos, z ficard restrito ao intervalo (—1, 1).

Além disso, para todo z € (—1,1), temos

, _1 ool _ x _ .z
fi(z) =51 —a%)72(=22) i h@
e
, __1 _ 1o B —x .z
Fi(e) = == a2 20 = o= =
Portanto, Z—Z = —% em ambos 0s casos.

Observemos que, admitindo apenas a existéncia de y = f(x) satisfa-
zendo a equacao 2 + y? = 1, com f derivavel, serfamos capazes de achar g—z

em termos de x e y, mesmo que nao tivéssemos y = f(z) explicitamente.

Com efeito, derivando ambos os lados da equacao z2+y* = 1 em relacao

y _n ; 4 dy _
a x, obtemos 2x + 2y =0, isto é, v +y > =
Assim, g—y = -z
x Y
No caso, por exemplo, da equacio xy? + x + vy = 1, é complicado
escrever y explicitamente como funcao de z. Entretanto, admitindo que Quando dizemos que uma
y = f(z) seja uma funcdo derivével satisfazendo esta equagao, é bem mais f‘m‘;icf jegvzvel’ da varidvel
z, estd definida
simples encontrar uma expressao para Z—Z em termos de z e y, como podemos implicitamente por uma
- 0, est dmitind
constatar no préximo exemplo. cauagao, estamos adiitndo
a existéncia de uma tal
Em geral, dada uma equacao em x e y, pode ser dificil ou até mesmo fungdo sem, necessiriamente,
. , L. - .. . termos uma maneira
impossivel explicitar y como fun¢ao de . No entanto, admitindo que y seja explicita de espressé-la como
uma funcao derivdvel da varidvel x satisfazendo a equacao dada, podemos fungao de .

derivar a equacao em relacao a x para obter g—g. Neste caso, diremos que a
fungao estd dada (ou definida) implicitamente pela equagdo e que estamos

obtendo % por deriwagao implicita da equagao dada.

Exemplo 13.7

Seja y = f(x) uma fungao derivdvel dada implicitamente pela equacao zy? +

x +y = 1. Mostremos que j—z = gf;;ll se 2zy + 1 # 0.

De fato, como xy? + x +y = 1, derivando implicitamente obtemos

d d
L1t =0,

2
Q-2
y +xydx dx
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isto é,
dy dy
2
2ry—2> + = = —1
vt Iydx+dx ’
isto é,
dy 2
142 — = —y“ —1.
( xy)dx y

Assim, supondo 2xy + 1 # 0, segue que
dy —y? -1

dr  2zy+1

Exemplo 13.8

Sejam a > 0 e y = f(x), com y > 0, a fungdo dada implicitamente pela

equacao x? + y* = a®. Vamos encontrar a funcio f, a sua derivada, mostrar

que g—i = —% e achar a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto
(0, f(0)).

Primeiramente, como z? + y*> = d?, temos y = Va2 — 22 ou y =

—va? — 2. Como y > 0, segue que y = f(z) = va? — 22 para z no in-

tervalo (—a, a).
Pela regra da cadeia, vista na aula 12,

f(@) = % (* —a?)2 ! (~20) = Vazx_ixa N —f&

para todo x € (—a,a). Ou, na notagao de Leibniz,

dy «x
dr vy’
Poderiamos também obter a igualdade acima derivando implicitamente.

Realmente, como z% + y? = a?, obtemos

d d
97 + 2y£ —0, isto &, ﬁ - —g.

Finalmente, como f(0) = Va2 = a, entdo f/(0) = %| = -2
Portanto, a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (0, f(0)) =
(0,a) é

y = f(0)+ f(0)(z —0) = a.

Exemplo 13.9
A funcao derivavel y = f(x) é dada implicitamente pela equagao 3x3y —y* +
5x? = —5. Vamos determinar a equacao da reta tangente ao grafico de f no
ponto (1,2).
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Com efeito, como 323y — y* + 522 = —5, derivando implicitamente
obtemos

922y + 3x33—y — 4y3§—y + 102 = 0.
x x

Assim,
(32° — 4y3)@ = —(10x + 92°y)
dx '

Logo, se 323 — 41% # 0, tem-se

dy 10z + 9z%y
de 33 —4y3

Finalmente, substituindo x = 1 e y = 2 na igualdade acima, segue que

10+9x2 28 28

_dyl _ 5
Cdr|_, 3-4(23%  -29 29

T

f'()

Portanto, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto (1,2) é

28
—24+ 22—,
Yy +29(flf )

Exemplo 13.10

Sejam o, 3 € R e seja y = f(x) uma fungao derivavel definida implicitamente
pela equagdo © — fy = ay/x +y. Vamos achar « e § para que a inclinagdo
da reta tangente ao gréfico de f no ponto (6, 3) seja 1.

Primeiramente, como f(6) = 3, segue que 6 — 33 = a/6 + 3 = 3a, isto
é, a+ 3 = 2. Por outro lado, a inclinacao da reta tangente ao grafico de f
no ponto (6,3) é f'(6) = g—i g Como z — By — ay/r+y = 0, derivando
implicitamente obtemos

dy _ = .
Como estamos supondo %}xzﬁ = 1, segue da equacao acima que

o 2
1—48— —

26+3

Finalmente, das igualdades a+ 3 =2e g+ =1, vem a =

— 0, isto &, %—i—ﬂ:l.

N[O

efl=3.

Exemplo 13.11

Seja y = f(x) uma funcdo derivavel definida implicitamente pela equagao
% + y* + xy = 9. Vamos achar os pontos (z, f(z)) para os quais a reta

tangente ao grafico de f no ponto (z, f(z)) seja horizontal.

127

| MODULO 1 -

AULA 13

CEDERJ



Derivacdo implicita.

CALCULO | !

Com efeito, como é—Q + 9% 4+ 2y = 9, derivando implicitamente obtemos

2x dy dy
2 * yda:+y+xdx ’
isto é,

(x + 2y)j—9yc =—(z+vy).

Para que a reta tangente ao grafico de f no ponto (z, f(z)) = (z,y) seja
horizontal devemos ter g—g = f'(x) = 0. Em vista da igualdade acima, isto s6
pode ocorrer se x +y = 0, ou seja, se y = —zx. Mas, como %2 +y?+ay =9,
fazendo y = —x vem %2 + 22 —2%2=9; logo, 22 =18, isto é, x = 3v2 ou z =
—3v/2. Podemos entdo concluir que os pontos procurados sio (3v/2, —3v/2)

e (—3v/2,3v/2).

Resumo

Nesta aula vocé aprendeu como utilizar as regras bésicas de derivacao

para derivar implicitamente uma funcao definida por uma equagao.

Exercicios

1. Expresse g—i em termos de = e y, onde y = f(z) é uma fungao derivével

definida implicitamente por cada uma das seguintes equagoes:

(a) zy* + 3y =5 ; (b) 4+ 22y =22 + 7 ;
)y +y=ux; (d) 11y + cosz = 4y ;
(e) 22 —y*=9; )z’ +x+y=10;
1 1 ) )
(g);Jr;:l; (h) y? + 222y + 2 =0;
(i) 2?y? =2 —¢y?=0; (2’ —ay+y’ =1

2. Sendo y = f(z) uma func¢ao derivdvel dada implicitamente por cada
uma das equacoes abaixo, ache a equacao da reta tangente ao grafico
de f no ponto P indicado:

(a) (y—x)*=2x4+4, P
b)2>+ay—y? =1, P=(2,3);
P

(c)azy+5="Tx,
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3. A fungao derivavel y = f(z), y > 0, é dada implicitamente pela equagao
2?2 + 36y* = 10. Ache f(1) e a equagao da reta tangente ao grafico de
f no ponto (1, f(1)).

4. Considere a elipse “Z—Q + y—; = 1. Sendo (u,v) um ponto sobre a elipse tal

que v # 0, ache a equagao da reta tangente & mesma no ponto (u,v).

Sugestao: Considere y = f(z), f derivdvel e tal que f(u) = v, dada
implicitamente pela equagao % + %2 = 1. Determine a equacgao da reta
tangente ao grafico de f no ponto (u,v).

5. Considere o ramo da hipérbole zy = 1 onde z > 0. Sendo (u,v) um
ponto qualquer da hipérbole, com u > 0, mostre que a equacao da reta

tangente a mesma no ponto (u,v) é va + uy = 2.

Auto-avaliagao

Nos exercicios desta aula voceé teve a oportunidade de utilizar as regras
bésicas de derivacao, estudadas nas aulas 10 e 12, para derivar implicita-
mente determinadas funcoes. Mais uma vez, a importancia de tais regras

fica evidenciada.
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Aula 14 — Velocidade e aceleracao. Taxa de
variacao.
Referéncias: Aulas 9 e 13.
Objetivo

Estudar o significado da nocao de derivada no contexto da Fisica.

Nesta aula abordaremos o significado da nocao de derivada no con-
texto da Fisica como, alids, ja haviamos prometido na aula 9. Mas antes,

lembremos um fato bem conhecido dos aficionados pelo esporte.

Aqueles que acompanham o atletismo sabem que Carl Lewis foi um dos
maiores atletas de todos os tempos, tendo obtido o tempo de 9,92 segundos

para os 100 metros rasos.

Poderiamos, inicialmente, perguntar quantos metros ele percorreu em
cada segundo. Ora, se no instante t = 0 da partida ele estava na posicao

inicial e ap6s 9,92 segundos ele havia percorrido 100 metros, entao em média

100—0
9,92—0

10,08 metros por segundo. Esta foi a velocidade média por ele percorrida

ele percorreu metros por segundo, o que é aproximadamente igual a

entre os instantes t =0 et =9,92.

Agora, se perguntdssemos sua velocidade v(t) em cada instante ¢, a
resposta seria mais delicada. Realmente, suponhamos que descobrissemos
uma funcdo que em cada instante ¢ fornecesse a posi¢ao x(t) de Carl Lewis
na pista. Assim, para cada t e para cada h # 0, x(t + h) — z(t) seria o

z(t+h)—z(t)
h

deslocamento do corredor entre os instantes t et + h e seria a sua

velocidade média entre os instantes ¢ e ¢t + h (por exemplo, sua velocidade
média entre t = 0 e t = 9,92 foi de aproximadamente 10,08 metros por
segundo). Observemos ainda que, a medida que h # 0 se aproxima de zero,

w se aproximam da velocidade v(t) procurada.

z(t+h)—z(t)
-

as velocidades médias

Assim, seria natural admitir que v(t) coincidisse com limy, g

As consideracoes acima motivam a seguinte

Definicao 14.1 Suponhamos que uma particula se desloque sobre o eixo x
das abscissas de tal modo que x = z(t) represente a posigdo da particula no
instante ¢ (portanto, x é uma fungao que fornece a posi¢ao da particula em
cada instante). Para cadat e para cada h # 0, x(t+h)—x(t) é o deslocamento

z(t+h)—z(t)
h

da particula entre os instantes t e t + h e é a velocidade média da

particula entre os instantes ¢ e ¢ + h.
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A welocidade da particula no instante t, denotada por v(t), é definida

como sendo z'(t), caso z'(t) exista. Como

v(t) é também chamada a taxa de varia¢ao de z em relagdo ao tempo no

instante t.

Suponhamos que, para um certo instante t, v(s) exista para s em um
intervalo aberto contendo t. A aceleracdo da particula no instante ¢, denotada

por a(t), é definida como sendo v'(t), caso v'(t) exista. Como

a(t) é também chamada a taxa de variagdo de v em rela¢do ao tempo no

instante ¢.

Exemplo 14.1

Consideremos uma particula que cai sob influéncia exclusiva da gravidade.
Dados experimentais mostram que a posicao da particula no instante ¢ é dada
Gt?

por x = x(t) = =-, onde G ¢ a constante gravitacional. Vamos encontrar a

velocidade da particula no instante t e a aceleracao da particula no instante ¢.

De fato, como z(t) = GTtQ, a velocidade da particula no instante t é

v(t) = 2/(t) = Gt e a aceleragao da particula no instante ¢ é a(t) = v'(t) = G.

Exemplo 14.2

Uma particula se move sobre o eixo x das abscissas de modo que a posicao
r da mesma no instante ¢ seja dada por z = z(t) = 1 + 3, sendo x medida

em metros e ¢ em segundos. Vamos determinar:
(a) a posigao da particula nos instantes t =0, t =1et = 2;
(b) a velocidade da particula no instante t;

(c) a aceleragao da particula no instante t.

(a) Como z(0) = 1, z(1) = 2 e z(2) = 9, a particula estard 1 metro a
direita da origem no instante ¢ = 0, 2 metros a direita da origem no
instante £ = 1 e 9 metros a direita da origem no instante t = 2 (ver a
Figura 14.1).
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Figura 14.1

(b) Como z(t) = 1+ 3, entao v(t) = 2/(t) = 3t>. Assim, a velocidade da

particula no instante ¢ é de 3t* m/s.

(c) Como v(t) = 3t?, entdao a(t) = v/(t) = 6t. Assim, a aceleragao da

particula no instante ¢ é de 6¢ m/s>.

Exemplo 14.3

Um objeto se move em linha reta, a partir de um ponto P, de modo que a

sua posigao (medida em metros) é dada por z(t) =2t se 0 <t <2, z(t) =4

se 2 <t<3e x(t) =—2t+ 10 se 3 <t < 5. Determinemos a velocidade
do objeto.
E facil ver que 2 ¢ derivavel em [0,5] — {2,3}, sendo #/(t) = 2 se

0<t<22(t)=0se2<t<3ea(t)=—-2se3 <t <5 Portanto,
v(t)=2se0<t<2,v(t)=0se2<t<3ev(t)=—-2se3<t<5h, sendo
a velocidade medida em metros por segundo. Observemos que o objeto se
afasta do ponto P nos primeiros 2 segundos, depois fica parado por 1 segundo

e nos ultimos 2 segundos retorna ao ponto P.

Exemplo 14.4

Um quadrado se expande de tal maneira que seu lado varia a razao de 5
cm/s. Determinemos a taxa de variagdo de sua drea no instante em que o

lado do quadrado possua 6 cm de comprimento.

Representemos por x = z(t) o comprimento do lado do quadrado no

2

instante t. Logo, A(z) = z* representa a area do quadrado em funcao do

lado z do quadrado.

Para todo t temos

dA  dA dx

dt — dr dt’
Mas, como % = 2x e como nos ¢ dado que ‘fl—f = b para todo t, con-
cluimos que % = 10z(t) para todo ¢t. Em particular, quando z(t) = 6, vem

dA __
dd — ().

Assim, a taxa de variacao procurada é de 60 cm?/s.
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Exemplo 14.5

Um ponto se move ao longo do grafico de y = z° em direcao & origem, de modo
que sua abscissa x varia a razao de 2 unidades por segundo. Determinemos

a taxa de variacao da ordenada y do ponto, quando x = 4.

Temos que x = z(t) e nos é dado que ‘é—f = —2 para todo t. Sabemos

ainda que y = y(z) = 2°. Portanto,

dy dy dx

dt — dx dt
para todo t. Como 2 = 5z, conclufmos que % = —10(z(t))* para todo ¢.
Em particular, quando x(t) = 4, vem fli—i’ = —10.4* = —2560.

Assim, a ordenada y do ponto decresce a taxa de 2560 unidades por

segundo quando x = 4 unidades.

Exemplo 14.6

Um cilindro é comprimido lateralmente e se alonga de tal modo que o raio
da base decresce a uma taxa de 2 cm/s e a altura cresce a uma taxa de 5
cm/s. Vamos achar a taxa de variagao segundo a qual o volume do cilindro

varia quando o raio da base mede 6 cm e a altura 8 cm.

Com efeito, representemos por r = r(t) o raio da base do cilindro e por

h = h(t) a altura do cilindro (ver a Figura 14.2). Sao fornecidas as seguintes

i Seg: 4 — _ dh _
informagoes: & = —2 e % = 5 para todo t.

.............
------------
-----
. .
. e,
o o,

Figura 14.2

Como o volume V = V (¢) do cilindro é V = 7r?h, temos

Yo <2r%h i %) = (50 ()? — 4r(t)h(1))

para todo t.
CEDERJ |
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Em particular, quando r(¢) = 6 e h(t) = 8, vem

av

%:7r(5><62—4><6><8):7r(180—192):—127r.

Assim, o volume do cilindro decresce a taxa de 127 cm?/s quando o

raio da base mede 6 cm e a altura mede 8 cm.

Exemplo 14.7

Dois trens saem de uma mesma estacao com 3 horas de diferenca. O primeiro
trem se desloca para o norte a uma velocidade de 100 km/h e o segundo para
o leste a uma velocidade de 60 km/h, sendo que o segundo saiu 3 horas
depois do primeiro. Determinemos a taxa de variacao da distancia entre os

dois trens 2 horas depois do segundo haver partido.

Representemos por x = xz(t) a posicao do segundo trem a sair, por
y = y(t) a posigdo do primeiro trem a sair e por z = z(t) a distancia entre

os dois trens (ver a Figura 14.3); entdo 22 = z* + y°.

NORTE

z
y
ESTAGAO LESTE
X
Figura 14.3
Sao fornecidas as seguintes informacoes: % = 100 para todo t > 0 e

4 — 60 para todo ¢ > 3, sendo y(0) = 0 e z(3) = 0 ( lembrar que o segundo
trem partiu 3 horas depois do primeiro).

Como 2% = 2? + 2, segue que

dz dx dy
zdt xdt + ydt Oz + 200y,
ou seja,
dz _ 60x(t) +100y(?)
dt 2(t)

para todo t > 3.
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Notemos que, 2 horas apos o segundo trem ter saido, ele estard a 60x2 =
120 km da estacao. Por outro lado, o primeiro ja tera saido ha 5 horas,
estando portanto a 100 x 5 = 500 km da estacdo. Logo, z(5) = 120 e
y(5) = 500. Assim, a distancia entre os dois trens é z(5) = v/1207 + 5007.

Conseqiientemente,

dz|  60x(5) +100y(5) (60 x 120) + (100 x 500)
dt|,_s 2(5) V1202 + 5002

¢ a taxa de variagao procurada.

m/h

Resumo

Nesta aula voce aprendeu o significado da nocao de derivada no contexto

da Fisica.

Exercicios

1. O comprimento do lado de um quadrado esta crescendo a razao de 7,5
cm/s. Ache a taxa de crescimento da drea do quadrado no instante em

que o lado mede 37,5 cm.

_1
244

abscissa x varia a razao de 3 unidades por segundo. Determine a taxa

2. Um ponto se move ao longo do grafico de y = de modo que sua

de variacao de sua ordenada y quando z = 2.

3. Dois lados paralelos de um retangulo aumentam a razao de 2 cm/s, mas
os outros dois lados diminuem de tal modo que a figura permanega um
retangulo de 4rea constante e igual a 50 cm?. Ache a velocidade com

que o perimetro varia quando o lado que aumenta mede 5 cm.

4. Uma escada com 13 m de comprimento estd apoiada em uma parede
vertical alta. No instante tg, a extremidade inferior, que se encontra
a bm da parede, esta escorregando e se afastando da parede a uma

velocidade de 2 m/s.

(a) A que velocidade o topo da escada esta escorregando no instante
to?

(b) Um homem estd sobre a escada, a 8 m do solo, no instante .

Com que velocidade ele se aproxima do solo?
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5. Uma fonte luminosa se aproxima perpendicularmente de uma parede
com velocidade constante de 2 m/s, projetando uma imagem circular
sobre esta. Sabendo que a abertura do facho de luz é de 7 rd, calcule a
velocidade com que a area iluminada na parede esta diminuindo quando

a fonte estd a 1 m da parede.

6. Um triangulo ABC, no plano zy, tem o vértice A fixo no ponto (0, 0),
1

= O

vértice B se move para a direita no eixo z das abscissas a partir do

angulo reto no vértice B e o vértice C sobre o grafico de y =

ponto (1,0). Sabendo que em um instante g a velocidade do vértice B
é de 1 m/s e a sua posicao é de 2 m, calcule a taxa de variagao da édrea

do triangulo no instante t;.

7. Um homem de 1,80 m de altura corre, em linha reta, em direcao a um
muro a razao de 4 m/s. Diretamente atras dele, a 40 metros do muro,
esta um refletor, 3 metros acima do chao. Calcule a velocidade com que
o comprimento da sombra do homem estd variando no muro quando
ele estiver no meio do caminho entre o refletor e 0 muro. A sombra

estd aumentando ou diminuindo?

8. Um cone esta inscrito em uma esfera de raio R. Se o raio da esfera esta
aumentando a razao de 0,9 cm/s e a altura do cone estd aumentando
a razao de 0,8 cm/s, determine a razao com que o volume do cone esta
aumentando quando a altura do cone mede % cm e o raio da esfera
mede 1 cm.

Auto-avaliagao

Apos ter feito os exercicios desta aula, vocé certamente assimilou melhor
o contetido da mesma. Caso tenha havido alguma duvida, releia os exemplos

e depois volte aos exercicios.
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Aula 15 — Exercicios resolvidos.

Referéncias: Aulas 1 a 10 e
Objetivo 12, 13 e 14.

Amadurecer os conceitos e resultados vistos até agora, dando énfase ao

contetido sobre derivacao.

Exercicio 1: Mostre que lirr(l)sen(%) nao existe.
Tr—

Solucgao: Se lirr(l)sen(i) existisse, haveria um unico numero real [ com a
Tr—
seguinte propriedade: para toda seqiiéncia (x,,) de nimeros diferentes de zero

1

Tn

)) convergiria para [. Vejamos
1

convergindo para zero, a seqiiéncia (sen(

que isto nao ocorre. Realmente, consideremos as seqiiéncias ¥, =

S+2nm

(n=0,1,2,...) ez, = m (n=0,1,2,...). Entao lim y, = lim 2, = 0.
2 n—oo n—oo

Por outro lado, como sen(yin) = sen(g + 2n7r) =1le sen(i) = sen(%T +

2nm) = —1 paran =0,1,2,..., entdo lim sen(yin) =1le lim sen(i) = —1.

Conseqiientemente, limsen(l) nao existe.
z—0 x

Exercicio 2: Seja f : R — R definida por f(z) = 2%cos (1) se 2 # 0 e
f(0) = 0. Mostre que f é derivavel em R e forneca a derivada f’ de f.

Solugao: Inicialmente, vejamos que f é derivavel em (. Realmente,

lim M = lim M = lim x cos (l) =0,

x—0 xr — 0 z—0 x x—0 x

como ja sabemos. Isto mostra que f é derivavel em 0 e f/(0) = 0.

Vejamos, agora, que f é derivavel em R—{0}. Realmente, consideremos
fi(z) = L para todo € R — {0} e fy(x) = cosx para todo z € R (é claro
que (foo fi)(z) = cos (1) se  # 0); fi ¢ derivavel em R — {0} e fi'(z) =
—— para todo € R — {0} e f5 ¢ derivdvel em R e f5'(z) = —sen z para
todo z € R.

Pela regra da cadeia, fy o f1 é derivdavel em R — {0} e

UbOﬁY@ﬂszUNI»ﬁ%@==%ﬁa(1)

T

para todo z € R — {0}. Mas, como
flar) = aeos (2 ) = 2(f20 fi)(x)
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para todo x € R — {0}, concluimos que f é derivavel em R — {0} (como

produto de duas fungdes derivaveis em R — {0}) e

fl(x) =2x(fao fi)(x) +2*(fao fi)(z) =
= 2x cos(%) + 22 <$ sen(%)) =

1 1
=2z cos(—) + sen(—)
T T

para todo z € R — {0}.

Em resumo, f é deriviavel em R, sendo sua derivada f’ dada por f'(z) =
2z cos(L) +sen(L) se x £ 0 e f/(0) = 0.
Exercicio 3: Sendo f como no Exercicio 2, mostre que a funcao f’ nao é

continua em 0.

Este exercicio mostra que, em geral, a derivabilidade de uma funcao

nao implica a continuidade de sua derivada.

Solucgao: Afirmamos que
lim ()

nao existe. Realmente, se este limite existisse, da igualdade

f'(x) = 2z cos G) = sen G) (z #0)

e do fato de lim 2x cos (l) existir, resultaria que lim sen(l
rz—0 x z—0

gc) existiria. Mas

isto nao ocorre, como vimos no Exercicio 1.

Portanto, f’ nao é continua em 0.

Exercicio 4: Ache um niimero inteiro n tal que o polindémio p(z) = x* —x+3

possua uma raiz no intervalo (n,n + 1).

Solugao: Com efeito, notemos que p(—2) = (=2)*> — (=2) +3 = =3 < 0
ep(—1) = (-1)* = (=1)+3 =3 > 0. Como p é uma fungao continua em
[—2,—1] e p(—=2) < 0 < p(—1), segue do teorema do valor intermedidrio
que existe x € (—2,—1) tal que p(z) = 0. Basta entdo tomar n = —2

para concluir.

Exercicio 5: Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes continuas tais que
f(a) < g(a) e f(b) > g(b). Mostre que existe z € (a,b) tal que f(x) = g(z).
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Solugao: De fato, consideremos a funcao f—g que, como ja vimos, é continua
em [a, b] (lembremos que (f — g)(t) = f(t) — g(t) para todo t € [a,b]). Como

(f —9g)(a) = f(a) —g(a) <0< f(b) — g(b) = (f — g)(b),

segue do teorema do valor intermedidrio que existe = € (a,b) tal que (f —
g)(z) = 0. Finalmente, como (f — g)(z) = 0 equivale a f(z) = g(z), a nossa

afirmagao estd demonstrada.

Exercicio 6: Considere a funcao f : R — R definida por f(z) = 2*sex <0
e f(x) =z se x > 0, cujo grafico esbogamos na Figura 15.1. Mostre que f

nao é derivavel em 0 e que nao existe reta tangente ao grafico de f no ponto

(0, f(0)) = (0,0).

Figura 15.1
Solugao: De fato, como
— f(0 2
lim (@ f()zlim—:limx:0
r—0~ x—0 z—0—- T rz—0~
¢ 0
fim 28O T 1o,
z—0t x—0 z—0t T z—0t

entao lim Lg(o)

z—0

como o0s limites laterais

nao existe. Logo, f nao é derivavel em 0. Além disso,

L T@ =) @) = (0)
z—0~ x—0 z—0t z—0
existem mas sao diferentes, nao existe reta tangente ao grafico de f no

ponto (0, 0).
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Exercicio 7: Sendo f(z) = sen3<c‘1’i(zj)>, calcule f'(x) para todo z € R e
fornega f'(1).

Solugao: Definamos fi(x) = C(fi(ij)

r € R. Entao f = f3 o fy o fi. Realmente, para todo = € R,

, fo(x) = senz e f3(x) = 2 para todo

(fsofao fi)(z) = (fso fo)(filz)) =

= (fsof2) (M)

1+t
()
- ofen (7))

= sen® (Cos(xg)) = f(a).

1+ 24

Como f1, fa e f3 sdo derivaveis em R (justifique porque f; é derivavel

em R), a regra da cadeia garante que f é derivavel em R e

cos(z?)
1424

(@) = (oo foo 1) (@) = (Fso o) (@) A'(@) = (fuo fo) ( ) A (@)

para todo x € R.

Por outro lado,

—2wsen (¢?) —4a®cos(2?)  2wsen (2°) + 42° cos(2?)
(1+ z4)? B (1+ 2*)?

fil(x) =

(f30 fo)'(z) = f5'(f2(2)) o' (x) = 3(fa(x))?(cos ) = 3(sen’z)(cos x)

para todo x € R.

Portanto,

re) = (o () o) -

1+
_ 2z sen (2?) + 4a® cos(z?) con? cos(z?) o cos(z?)
(1+ z4)? 14 2t 14 2t
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para todo x € R. Em particular, fazendo x = 1, obtemos
3 cos 1 cos 1
f'(1) = —"(2sen 1 + 4cos1)sen? cos =
4 2 2
sen 1 cos 1 cos 1
=-3 + cos 1 | sen? cos .
2 2 2
Exercicio 8 (Exercicio 4, da aula 13): Considere a elipse %2 + %2 = 1. Sendo
(u,v) um ponto sobre a elipse tal que v # 0, ache a equagao da reta tangente
& mesma no ponto (u,v).
Solugao: Seja y = f(z) uma fungao deriviavel dada implicitamente pela
equagcao ’%42 + % =1 tal que f(u) = v. Derivando implicitamente, obtemos
2 2ydy ) y dy x
— 4+ —=—=0, istoé, =—=——.
4 9 dx 9dx 4
Logo, se y # 0,
dy 9«
de 4y’

Portanto, a equacao da reta tangente ao gréfico de f no ponto (u, f(u)) =
(u,v), que coincide com a equagao da reta tangente a elipse % + % =1no
ponto (u,v), é

dy
v+ —= Tr—u
Y=ot Gl (z —u)
Mas Z—z oy = —% 2. Assim, a equacao da reta em questao ¢
9u
=v——(x—u),
y )
isto é,
Qux + dvy = 9u? + 4v* = 36,
isto é,
ur vy
S T A
9
Exercicio 9: Um triangulo ABC esta inscrito em um semi-circulo de diametro
AC = 10 cm, como mostra a Figura 15.2. Sabendo que o vértice B varia
sobre o semi-circulo e que o lado AB aumenta & razao de 2 cm/s, determine
a taxa de variacao da area do triangulo no instante em que o lado AB mede
8 cm.
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Figura 15.2

Solugao: Sejam = = z(t) e y = y(t) os comprimentos dos catetos AB e BC

da triangulo retangulo ABC. Como z? + y? = 100, temos

dx dy
20— + 2 0
SPTIRE T
isto é,
dx dy
t)— t)— =20
para todo t. Como Ccllf = % para todo t, temos
3 dy
t t =0
Salt) + 50
para todo t. Além disso, quando z(t) = 8, y(t) = /100 — 8 = /36 = 6;
logo, 6dy = —2 X 8= —12, isto é, Zlg = —2.

Seja S = S( ) a drea do triangulo ABC. Como S = %, entao

a5 _Lde,  dy)
at ~ 2lat? T
isto é,
dsS 1lrdx dy
22— Dyt ) =2
dt Q[dty( )+l )dt}’
para todo t. Portanto, quando z(t) = 8, podemos finalmente afirmar que
as 173 7
= = 5[5 X 6+ 8 x (—2)] =

Assim, a area do triangulo ABC' decresce a uma taxa de % cm? /s quando
o lado AB mede 8 cm.

Exercicio 10: Um cone circular reto é obtido girando-se um triangulo
retangulo de hipotenusa constante e igual a 6 cm em torno de um de seus
catetos. Determine a taxa de variacao do volume do cone no instante em que

a altura do cone seja de 2v/5 cm e esteja aumentando & razio de 2cm/s.
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Figura 15.3
Solugao: Sejam x = z(t) e y = y(t) os catetos do triangulo mencionado no
enunciado do exercicio, como indicado na Figura 15.3.
Como 22 + y? = 36, temos
dx dy
20— + 2 0
SPTI T
isto é,
dx dy
t)— +y(t)—= =0
() +y(t) -,
para todo t. Como ‘fg = 2 para todo ¢, temos
x
2 0
) +2y(t) =
para todo ¢. Além disso, quando y(t) = 2v/5, 2(t) = 1/36 — (2v/5)% = /16 =
4; logo, 4d‘” +44/5 = 0, isto é, d—f = —/5.
Seja V = V(t) o volume do cone em questao. Entao V = —7rx y. Logo,
v m [ dx y+ dy}
R — xroT—
dt 3 dt
isto é,
av dx dy
T ey / 2—}
— = 2 |20()Z0y(0) + (2(1)*
para todo t. Portanto, quando y(t) = 2v/5, obtemos
av
%:g [2><4>< (—=v/5) x (2v/5) + 42 ><2] — 167
Assim, o volume do cone decresce a uma taxa de 167 cm®/s quando
sua altura é de 2¢/5 cm.
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Resumo

Esta aula certamente contribuiu para solidificar a sua compreensao do
conceito de derivada, criando condicoes para que voceé volte aos exercicios que

ainda nao tenha feito e habilitando-o a prosseguir o curso com seguranca.
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