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Resumo

No presente trabalho apresentamos a demonstracao do seguinte resultado
abaixo, devido a John Franks, a qual pode ser encontrada no artigo J. Franks,
Realizing Rotation Vectors for Torus Homeomorphisms, Transactions of the
American Mathematical Society, v. 311, n. 1 (1989), p. 107-115.

Considere p(F') o conjunto de rotacao para o levantamento F' do home-
omorfismo f : T? — T2, o qual é homotépico a aplicacao identidade. Se
um vetor v estd contido no interior de p(F') e tém ambas as coordenadas
racionais, entao existe um ponto p € R? tal que w(p) € T? é um ponto
periddico para f e

. F'p)-p
v= lim ———

n—00 n

(1)

Palavras-chave: Conjunto de Rotacao; Dinamica; Ponto fixo; Ponto per-
iodico; Recorréncia por cadeia; Componentes d-transitivas; e-cadeias; atrator-
repulsor; fungao de Lyapounov Completa; Homeomorfismo do Toro.



Abstract

In the present work we give a proof of the following resulted below due to
John Franks, which can be found in an article by the same author, entitled
Realizing Rotation Vectors for Torus Homeomorphisms, Transactions of the
American Mathematical Society, v. 311, n. 1 (1989), p. 107-115.

Consider the rotation set p(F) for a lift ' of a homeomorphism f : T2 —
T2, which is homotopic to identity. If a vector v lies in the interior of p(F')
and has both coordinates rational, then there is p € R? such that 7(p) € T?
is a periodic point for f and

F*(p) —
v = lim —(p) P

n—00 n

(2)

Keywords: Rotation Set; Dynamics; Fixed point; Periodic point; Chain Re-
current; d-transitive components; e-chain; attractor-repeller; Complete Lya-
pounov Function; Torus Homeomorphisms.
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Introducao

No presente trabalho apresentamos a demonstracao do seguinte resultado,
devido a John Franks: Considere p(F") o conjunto de rotagao para o levanta-
mento F do homeomorfismo f : 7% — T2, o qual é homotépico a aplicacao
identidade. Se um vetor v estd contido no interior de p(F') e tém ambas as

coordenadas racionais, entdo existe um ponto periédico z € T? com a pro-
Fq(l'()) — 2o

priedade que = v onde xy € R? é um levantamento qualquer de

x e q é o periodo de .
Essa dissertagao baseia-se no artigo “Realizing Rotation Vectors For Torus
Homeomorphisms” de John Franks ([Fr89]).

No primeiro capitulo apresentamos as definicoes e propriedades da e-
cadeia, dos pontos recorrentes por cadeia, dos atratores e repulsores, as com-
ponentes J-transitivas e transitivas por cadeia, e é feita uma demonstracao
da existéncia da funcao de Lyapounov completa para homeomorfismos se-
gundo o artigo do John Franks, "A variation on the Poincaré-Birkhoff The-
orem”([Fr88]). Além disso, é demonstrada uma caracterizagdo do conjunto
dos pontos recorrentes por cadeia em relacao aos conjuntos de atratores e
repulsores da funcao f, e também uma demonstracao de uma caracteriza-
¢ao das componentes d-transitivas com respeito a uma funcao de Lyapounov
Completa conveniente para f.

No segundo capitulo introduzimos o conceito de conjunto de rotacao para
homeomorfismos do toro e apresentamos algumas de suas propriedades se-
gundo o artigo de Michal Misiurewicz e Krystyna Ziemian, "Rotations Sets
for Maps of Tori”([MZ]). E ainda para fechar esse capitulo fazemos o caso
O-transitivo do resultado principal que serda de grande importancia na de-
monstracao do caso geral que é o nosso teorema principal.

No 1ultimo capitulo é feito uma primeira secao com conceitos que serao
abordados na demonstracao da proposicao que diz que se temos quatro ve-
tores que s@o pontos extremos do p(F) e o zero esta contido no interior do
fecho convexo desses vetores, entao F' possui um ponto fixo. E deste resultado
segue, de maneira bem simples, o resultado que queremos demonstrar.



Capitulo 1

Recorréncia e Existéncia da
Funcao de Lyapounov

1.1 A e-cadeia e os pontos recorrentes por
cadeia

No que se segue consideraremos f : X — X como sendo um homeomorfismo
onde X é um espago métrico compacto.

Definicao 1.1 (e-cadeia). Uma e-cadeia para f € uma sequéncia xy, T, . . . T,
de ponto de X tais que
d(f(l'i),$i+1) <e€ (11)

para 1 <1< n—1

Se x1 = x, diremos que a e-cadeia € periddica. E dizemos que um ponto
x € X € recorrente por cadeia se para todo € > 0 existem um n = n(e) € N
e uma e-cadeia x1,Ts,...T, tais que r1 = x, = x. O conjunto de pontos
recorrentes por cadeia serd chamado de conjunto recorrente por cadeia de f
e serd denotado por R ou R(f).

Proposicao 1.1. R ¢é compacto e invariante por f.

Demonstracao. Provemos primeiro que R é compacto.

Como R C X e X é compacto, entao para mostrar que R é compacto
basta mostrar que R é fechado.

Seja (z,) C R uma sequéncia convergente, tal que x, — x. Mostremos
que x é um ponto recorrente por cadeia.

Tome ¢ > 0 qualquer e um 0 < § << 5.

Como f é continua existe um 0 < §; << 9 tal que



f(Bs,(x)) € Bs(f(x)) (1.2)

Como x,, — x, existe um ny € N tal que x,, € Bs, (). Como z,, € R,

entao existe uma J-cadeia yi, ..., Y, onde Y3 = Y, = Tp,-

Assim, 21 = T,20 = Y2,23 = Y3, - -, Zm-1 = Ym—1, Zm = T € uma e-cadeia
para f onde z; = z,, = x. De fato,

e Temos,

d(f(z1), 22) = d(f(2),y2) < d(f(@), f(zny)) + d(f(Tny), y2)
€ €
< d+o<-+-=
+ 5 + 3 €

pois x,, € By, (x) implica, por (1.2), que f(zn,) € Bs(f(z)) € y1,...,Ym €
uma d-cadeia para f onde y; = Y, = Tp,-
e Se2< i< n—2entao

d(f(zi), ziv1) = d(f(Ys), yiz1) <6 < e

pois Y1, ..., Ym € uma d-cadeia para f onde y; = Yp, = Tp,-
o LK,

d(f(zm-1), 2m) = d(f(ym-1),2) < d(f(Ym-1); Tny) + d(Zny, )
< S4d<o+=¢

2 2
pois x,, € Bs (x) C Bs(x) e yi,...,Ym € uma d-cadeia para f onde y; =
Ym = Ty -
Logo, a sequéncia z1, ..., z, que definimos acima ¢ de fato uma e-cadeia

para f onde z; = 2, = x.
Como ¢ > 0 foi tomado de modo arbitrario obtemos que x € R.

Provemos agora que R é invariante por f.
Seja x € R qualquer, queremos mostrar que f(z) € R, isto é, que f(x) é
um ponto recorrente por cadeia.

€ , , .
Tome € > 0 qualquer e 0 < § << 3 Como f é continua, existe um

0 < 01 << 0 tal que

f(Bs,(f(2))) € Bs(f*(x)) (1.3)
Agora, como = € R, existe uma d;-cadeia 1, ..., z, onde r; =z, = T.

Temos que y; = f(x), Y2 = T3,Y3 = Tay -+, Yn_1 = Ty = T, Y, = f(x) é
uma e-cadeia para f onde y; =y, = f(z). De fato,
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e Temos,

d(f(y1),y2) = d(f*(x),23) < d(f*(@), f(22)) + d(f(2), 23)

< 5+§1<6+5<§+%:£

por (1.3)

pois d(f(z),z2) < &
para f.
e Se2<i1<n—1,

d(f(yi>’yi+1) = d(f(xz), l‘i+1) < 51 <d<e

0is x1,...,x, ¢ uma d;-cadeia para f.
7 )
[ J I )’

f(xs) € Bs(f*(z)) e x1,...,x, é6 uma §;-cadeia

d(f(Yn-1),yn) = d(f(z), f(2x)) =0 <

Portanto, y1,...,y, que definimos acima é de fato uma e-cadeia para f
onde y; =y, = f(z), ou seja, f(x) € R. O

1.2 Atratores, repulsores e o R( f)

Definicao 1.2. Diremos que um subconjunto compacto A C X € um atrator
de f se existe uma vizinhanca aberta U de A tal que:

fO) cUeA=()f(0)

n>=0
Essa tal vizinhanca U de A serd chamada de vizinhanca isolada de A.

Proposicao 1.2. Se tomarmosV = X —U e A* = Nso [V V) tem-se que
A* é um atrator de f~' com vizinhanca isolada V.

Demonstragdo. Como V. C X e X é compacto, temos que V é compacto.
Logo, como f~! é continua, para cada n € N, tem-se que f~"(V) é compacto.
Dai, temos que A* é compacto.

Suponhamos, por absurdo, que f~*(V) € V, entdo existe um z € V tal
que f~'(z) ndo pertence a V.= X — U. Assim, f~'(z) € U. Mas, como
r=f(f ()€ f(U) c U temos que z € U, absurdo.

Logo,f~1(V) C V. E, assim, concluimos o desejado. O

Observacao 1.1.



1. Temos que A* independe da escolha da vizinhanga isolada U para A.
2. E facil ver que f(A) = A e f(A*) = A*.

Definigao 1.3. O conjunto A* é chamado de dual repulsor de A.

Lema 1.1. O conjunto de atratores de f € enumerdvel.

Demonstracao. Seja B = {V,,}>°, uma base enumeravel para a topologia de
X.

Seja A um atrator de f com vizinhanga isolada U.

Como U ¢ aberto, entao U = J,.,, Vi tal que V) € B para todo A € L.

Assim, como A C U = |J,.,, Vi e A é compacto, entao existem Ay, ..., A\x €
Ltaisque AC V), U...UV,, CU =,V
Afirmagao: A =(,50 ["(U) = Nyso "V, U UV, ).

Como V), U.. .UV}, C U, temos, claramente, que [, f"(Va, U...UV),) C
mn20 fn(U)

Sejaye AC Vy, U...UV,,. Agora, como f"(A) = A para todo n > 0,
entdo y € A= f"(A) C f*(Va, U...UV),) para todo n > 0.

LOgO? ﬂn}() fn(U) - ﬂn}O fn(v)\l Uu...u V>\k)

Portanto, pela afirmacao acima, a quantidade de atratores é no maximo a
quantidade de subconjuntos finitos de B que é enumeravel. Logo, o conjunto
de atratores de f é enumeravel. O]

Lema 1.2. Sejam {A,}5°, os atratores de f e {AX}>° | os seus respectivos
duais repulsores. Entao:

o0

R(f) = [(A, U A})

n=1

Demonstragdo. Provar que R(f) C (.—,(A, U A%) é equivalente a provar
que se x ¢ (A, U Af)) para algum m € N, entao x ¢ R(f).

Considere = ¢ A,, U A* para algum m € N. Seja U uma vizinhanga
isolada de A,,.

Como = ¢ A, UA! entdox ¢ A, ex ¢ A

3 *
L Assim, como z ¢ A’ |

*
m:*

temos que existe um ng € N tal que x ¢ (X —U) o que implica que
x € f™(U), pois f™(X) C f(X —U) U f~™(U). Seja n; o menor
natural tal que x € f~™"(U).

Observe que f~™1(U) = f~™(U) (pois f é um homeomorfismo) e, com isso
podemos substituir vizinhanga isolada U pela vizinhanca isolada f~"(U),



pois F(/ " (T)) = £ (FT)) € £ (U) g S0) = Mo S ()
(..c™MU)cfYU)c...c f(U)cU).

Assim, podemos assumir que z € U—f(U), poisz € f(f~"(U)) contradiz
a minimalidade de n;.

Podemos tomar €5 > 0 tal que toda eg-cadeiade z ax, x1 = x, 29, ...,2, =
r, tem-se que x3 € f2(U) (observe que isto segue do fato de z € U, U é aberto
e f é continua).

1

Tome 1 = d(X — f(U), f2(U)>0ec = imin{so,el}.

Afirmacao: Nao podemos ter uma e-cadeia comecgando e terminando em z.

Para isso primeiro vamos mostrar que nao podemos ter uma e-cadeia de
um ponto de f*(U) a um ponto de X — f(U).

De fato, suponhamos, por absurdo, que existe uma e-cadeia 21, 22, ..., 2,
para f tal que z; € f2(U) e z, € X — f(U).

Assim, temos que z; € f2(U) C f(U) o que implica que f(z1) € f2(U).
Observe que X —U C X — f(U).

Temos que zo € f(U), pois se 2o € X — f(U) entdo d(f(z1),22) > €1,
absurdo, pois como z1, ..., z, é uma e-cadeia tem-se que d(f(21),22) < & <
5 .

51. Logo, z» € f(U) entao f(z) € f2(U).

Temos que z3 € f(U), pois se z3 € X — f(U) entao d(f(z2),23) = €1,
absurdo, pois como z1,..., 2, é uma e-cadeia tem-se que d(f(z2),23) < € <
€ .

31. Logo, 23 € f(U) entao f(z3) € f2(U).

Continuando esse processo chegaremos que z, 1 € f(U) o que implica

que f(z,—1) € f2(U). Logo, d(f(zn_1),2n) = €1, pois 2z, € X — f(U), mas
€

d(f(zn-1),2n) < € < 31 porque zi,...,z, é uma e-cadeia para f. Assim,

terfamos que ter z, € X — f(U) NU o que é uma contradigao.

Logo, nao existe e-cadeia de um ponto de f?(U) a um ponto de X — f(U).

Portanto, como toda e-cadeia de x a x é uma eg-cadeia de x a x, e toda

go-cadeia passa por f2(U), entdo, pelo que acabamos de provar, nao pode
existir e-cadeia de x a x, pois x € X — f(U), o que conclui a afirmagao.

Entdo, temos que x ndo é um ponto recorrente por cadeia, isto é, x ¢

R(f).
Com isso, mostramos que R(f) C (7, (A, U A%)

Seja, agora, x € [ (A, U A¥) queremos mostrar que x é um ponto
recorrente por cadeia, isto é, x € R(f).

Suponhamos, por absurdo, que x ¢ R(f), entao existe um gy > 0 tal que
nao existe gg-cadeia de x a si mesmo.



Dado ¢ > 0 defina:
Qz,e) ={y € X | 3 e-cadeia de z a y}

Afirmagao: V = Q(z,g0) é aberto.

De fato, seja y € V, temos que existe uma eg-cadeia y; = =, 92, ...,y =y
de x a y.

Tome ¢ > 0 tal que d+d(f(yn-1),y) < €0 (isto é possivel, pois d(f(yn—1),y) <
£0)-
Seja z € B(y,0). Agora, tem-se que y; = x,¥s, ..., Yn_1, 2 € uma go-cadeia
de z a z, pois d(f (Yn-1), 2) < d(f(yn-1),y)+d(y,2) < d(f(Yn-1),y)+0 < &0,
e portanto z € V.

Concluimos assim que V é aberto.

Afirmacao:f(V) CV

z € V entdo existe (2,) C V tal que z, — z.

Como f é continua existe § < gy tal que f(B(z,0)) C B(f(2),¢0)-

Como z, — z tem-se que existe ng € N tal que z,, € B(z,d) N V. Dai,
existe uma eyp-cadeia x; = x,..., T, = 2,, para f.

Assim, temos que 1 = x,Ta, ..., Ty = Zny, Tni1 = f(2) é uma gp-cadeia
para f de z a f(z), pois como z,, € B(z,d) = f(zn,) € B(f(2),£0) 0 que
implica que d(f(zn,), f(2)) < €o. Logo, f(z) € V.

Desde modo, temos que A = (1, f*(V) é um atrator de f com vizi-
nhanca isolada V.

Agora, como z € [ (A, U A?) temos que ou z € A ou z € A*. Como
AcC f(V)cVeax ¢V (pois, por suposicio, ndo existe eo-cadeia de x a si
mesmo) tem-se que x ¢ A. Logo, x € A*.

Considere w(z) como sendo os pontos limites do conjunto { f*(z) | n > 0}.
Como A* é fechado e x € A* temos que w(x) C A*.

Mas, w(z) C V. De fato, se y € w(x) entao existe Ny C N infinito tal que
(f™(x))men, converge para y. Dai, existe um mq € Ny tal que d(f™(x),y) <
go. Assim, x, f(z),..., f™ Yz),y é uma gy-cadeia para f de z a y, isto
implica que y € V.

Portanto, w(x) C V N A* | contradigao! Logo, = € R(f).

Provamos, assim, que [~ (A, UA%) C R(f).

Concluimos, portanto, que R(f) =\, (A, U A}).

Defina a seguinte relagao em R(f):

xr~y<Ve>0,3 uma e-cadeia de x ay e outra de y a x.

7



E f4cil verificar que a relacao definida acima é uma relagao de equivaléncia
em R(f).

Definigao 1.4. As classes de equivaléncia em R(f) relativas a relagdo de
equivaléncia acima sao chamadas de componentes transitivas por cadeia.

Proposigao 1.3. Sejam z,y € R(f). Entao, x ey estdo em uma mesma
componente trasitiva por cadeia se, e somente se, nao existe um atrator A
de ftal quex € Aeye A* ouy e A ex € A%

Demonstra¢ao. Suponhamos que x e y estao em uma mesma componente
transitiva por cadeia.
Seja A um atrator de f qualquer com vizinhanga isolada U.
Suponhamos que © € A (o caso em que x € A* é andlogo). Tome ¢ =

d(X —=U, f(U)) >0 (¢ >0 pois f(U) CU).
Afirmacgao: Nao podemos ter uma g—cadeia de um ponto de f(U) a um ponto
de X —U. .

De fato, suponhamos, por absurdo, que exista uma E—cadeia 21522y« Zn

para f tal que z; € f(U) ez, € X = U.
Como z; € f(U) C U entao f(z1) € f(U). Temos que 2z, € U, pois se
29 € X — U terfamos que d(f(z1),22) = € que entra em contradi¢do com o
£

fato de 21, ..., z, ser uma E—Cadeia.

Como 2z, € U temos que f(z3) € f(U). Novamente, temos que z3 € U,
pois se z3 € X — U terfamos que d(f(22),23) = € o que contradiz o fato de

& .
Z1y ..., Zp SET UmMa §—cadela.

Continuando esse argumento chegamos que z, 1 € U.
Assim, como z,.1 € U, entdo f(z,-1) € f(U), e como z, € X —U
temos que d(f(zn_1), 2n) = €, mas isto contradiz o fato de 2y, ..., 2, ser uma

€
§—cadeia para f.

€
Portanto, nao pode existir §—cadeia de um ponto de f(U) a um ponto de
X -U.

Agora, como A C f(U) e A* € X — U temos que ndo existe g—cadeia de

um ponto de A a um ponto de A*.

Pelo lema 1.2, y € R(f) = (,—,(A, U A%) onde {A4,}52, sdo todos os
atratores de f e {A}}>°, os seus respectivos duais repulsores. Logo, y €
AU A*.

Como x e y estao em uma mesma componente transitiva por cadeia, temos
que para todo € > 0 existe uma e-cadeia de x a y e outra de y a x. Assim,



pelo que acabamos de mostrar acima, y € A (pois = € A).

Suponhamos, agora, que nao existe atrator A para f tal que r € A e
y€e A*oux € A* e y € A. Essa hipotese é equivalente a : Dado um atrator
A de f qualquer, entao x € A se, e somente se, y € A.

Tome € > 0 qualquer. Considere o seguinte conjunto

V =Q(x,e) ={z € X | Je-cadeia de z a z}

Observe que xz € V| pois x é um ponto recorrente por cadeia.

Como vimos na demonstragao do lema 1.2, Ag = (1,5 f "(V) é um atrator
para f com vizinhanca isolada V.

Pelo lema 1.2, temos que x € AgUAj. Agora, como x € V', entao x € Ay.
E, por hipétese, x € Ag se, e s6 se, y € Ag. Logo, y € Ay C V, isto é, existe
uma e-cadeia de = a y.

Por um argumento similar encontramos, também, uma e-cadeia de y a x.

Como ¢ > 0 foi tomado de modo arbitrario, concluimos que = e y estao
em uma mesma componente transitiva por cadeia. ]

1.3 A existéncia da funcao de Lyapounov com-
pleta

Definicao 1.5. Uma funcdo continua g : X — R € dita uma funcao de
Lyapounov completa para f: X — X se satisfaz:

1. Se x ndo pertence a R(f) entdo g(f(z)) < g(x);

2. Se x,y € R(f) entdo g(x) = g(y) & = ~ y (isto é, < estao em uma
mesma componente transitiva por cadeia);

3. g(R(f)) € um compacto que ndo é denso em nenhum subconjunto de

R.

Chamaremos os elementos de g(R(f)) de valores criticos de g. E os pontos
que nao sao valores criticos serao chamados de valores requlares.

Lema 1.3. Dado A um atrator de [ existe uma fun¢ao continua g : X —
[0,1] tal que g71(0) = A, g7 '(1) = A* e g € estritamente decrescente nas
orbitas de f dos pontos de X — (AU A*).

Demonstra¢ao. Sejam A um atrator de f com vizinhanca isolada U e A* o
seu respectivo dual repulsor.



Defina gy : X — [0, 1] por

_ d(z,A)
90(*) = T0D) + dw, A7)

Seja g1(x) = sup{go(f™(z)) | n = 0}. Temos:
1) g1(X) C [0,1], pois go(X) C [0, 1]
2) Ql(ff(l")) <gi(z), Ve e X

De fato, como

{90(f/"(f(x))) [ n =0} C{go(f"(x)) [n >0}, Ve € X

Logo;

sup{go(f"(f(2))) | n = 0} <sup{go(f"(2)) | n > 0}, Ve € X

Dai, temos que ¢1(f(x)) < ¢1(x),Vx € X.
3) ¢1 é continua em X.

De fato, primeiro vamos mostrar que g; é continua em AU A*.

Sejax € A e (x))ken uma sequénica em X tal que 2, — x quando k — oo.
Assim;

lim gi(w) = lim supgo(f"(z))

k—o0 >0
. a(f (), A)
= L G ), A) + d(f (), A7)

=0

pois a partir de um certo indice, teremos que z, € U e A é um atrator de f,
e portanto d(f™(xy), A) — 0 quando n — co.
Assim;
Jim gi(z4) = 0= gi(2)

pois d(f™(x),A) = 0.

Logo, g1 é continua em z. Portanto, g; é continua em A.

Agora, sejam y € A* e (yr)ren uma sequéncia em X tal que yp — y
quando k — oo. Assim, segue, de maneira similar ao que fizemos acima, que:

: _ : d(f”(yk)7A) . .
o) = i O G A) + d(pr . A7)~ =9

Logo, g1 é continua em y. Portanto, ¢g; é continua em A*.
Provamos, assim, que ¢; é continua em A U A*.

Seja agora, N = U — f(U) C U C U, entdo f*(N) C f*(U),Vn € N.
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Sejam z € N e r =inf{go(y) | y € N}.

Tome ny > 0 tal que go(f™(N)) C [0, 5] sempre que n > ny.
Portanto, para cada x € N, tem-se

gi1(z) = max {go(f"())}

0<n<no

pois para todo n > ng temos que go(f"(N)) C [0, 5].
Assim, temos que g; é continua em N.

Observe que |72 f*(N) =X — (AU A*).

Temos, entao, por esta observagao e pelo fato de g; ser continua em N,
que g; é continua em X — (AU A*).

Com isto concluimos que g; é continua em X.

Definimos g : X — [0, 1] por

Z gl 2n+1

Essa funcgao esta bem definida, pois

N RN |
Zgl 2n+l < ZQn-H < ZQn-ﬁ-l =1

n=0 n=0

Observe que g é continua, pois é uma série de funcoes continuas uniforme-
mente convergente.
Afirmagao: g=1(0) = A.

De fato, seja © € A entao f"(z) € A,¥Vn € N, e assim, tem-se que
d(f"(z),A) = 0,¥n € N. Dali,

=0

n(oYy — d(f"m (x), A)

Logo, g(z) =0, isto é, = € g_l(O). Provamos, assim, que A C g~1(0).
Agora, se x € ¢g7'(0), entdao g(z) = 0, logo, como g;(f™(x)) € [0, 1] para
todo n € N, temos que g;(f"(z)) = 0 para todo n € N. Assim;

sup go(f"*™(x)) = 0,¥n >0

m 20

Dai, go(f°°(z)) = go(x) = 0, entdo d(x, A) = 0, e portanto = € A.
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Assim, ¢g71(0) C A, o que conclui que g71(0) = A.

Afirmagao: g~(1) = A*
De fato, seja x € A*, entao
n d(fm " (z), A)
AN = G ), A) ¢ d(fr (@), )
para todo n > 0, pois d(f*(x), A*) = 0 (z € A* o que implica f*(x) €
A* Yk > 0).
Assim,

=1

Logo, = € g~!(1). Portanto, A* C g~*(1).
Agora, seja x € g~ (1), ou seja, g(:c) = 1. Logo,

Z 91 2n+1

temos que :

Mg

2n+1 (1—=a(f*(x)) =0
n=0

Como 0 < ¢1(f"(z)) < 1,Vn > 0, entdo 0 < 1 — g1 (f"(z)) < 1,Vn > 0.
Assim, 1 — go(f(x)) = 0,Yn > 0, isto 6, ga(f"(x)) = 1 para todo n > 0.
Assim,

. (@), A)
m>0 d(frm(x), A) + d(frm (), A*)

e com isso ¢ € A*.
Logo, g~'(1) C A*. Portanto, A* = g~*(1).

=1,Vn=>0

Também;

b= 3Bl e

on+1 =

9(f(x)) -

para todo x € X, pois, pelo provado anteriormente, g, (f(y)) < g(y),Vy € X.
Afirmagao: Temos que g(f(x)) = g(x) se, e somente se, z € AU A*

De fato, se z € A entao, como f(A) = A, tem-se que g(x) =0 = g(f(x)).
Se x € A* entdo, como f(A*) = A*, temos que g(x) =1 = g(f(x)).

Agora, se g(f(x)) = g(z) temos que z € AU A*.

Assim, g(f(x)) < g(x) para todo z € X — (AU A*). O
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Teorema 1.1. Se f : X — X € um homeomorfismo onde X € um espaco

métrico compacto, entao existe uma funcao de Lyapounov completa g : X —
R para f.

Demonstracao. Pelo lema 1.1, sabemos que o conjunto de atratores para f,
{A,}°°,, é enumeravel.

Pelo lema 1.3, temos que, para cada n € N, existe uma funcao continua
gn : X — [0,1] tal que g;'(0) = A,, g,'(1) = A e g, ¢é estritamente
decrescente por f em X — (A, UA?), onde, para cada n, A é o dual repulsor
de A,,.

Seja g : X — R definida por

o0

g(z) =Y 29;:,5%)

Afirmacgao: A série acima converge uniformemente.

De fato, temos que

2 2 2
‘3_ngn(x)| = 3_,1’971(1’)‘ < 3—n,vn eN

pois g,(X) C [0,1],Vn € N.
Dai e do fato que 3% >0,YneNe) *, 3% converge, temos que a série
> one | 2 gn(x) é normalmente convergente, e assim, pelo teste de Weierstrass,

tem-se que a série >, % gn(x) é uniformemente convergente.

Como, para cada = € X, g(x) é uma série uniformemente converegente
temos que a sequéncia das reduzidas é uma sequéncia de fungoes continuas
uniformemente convergente, e portanto g estd bem definida e é continua em

X

Afirmacao 1: Se x ¢ R(f), entao g(f(x)) < g(x).
De fato, se © ¢ R(f), entdo existe algum ¢ € N tal que = ¢ (A4; U A}),

logo g(f(x)) < g(x).

Afirmagao 2: g(R(f)) é um compacto que nao é denso em nenhum sub-
conjunto de R.

Com efeito, se x € R(f) entao z € (4, UA?),Vn € N, portanto para cada
n > 1 temos que ou g,(x) = 0 ou g,(x) = 1. Dai, temos, para cada n > 1,
que ou 2g,(z) = 0 ou 2g,(z) = 2, e portanto g(z) € C onde C é o conjunto
de Cantor.

Logo, g(R(f)) C C, portanto g(R(f)) é um compacto que nao é denso
em nenhum subconjunto de R.
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Afirmagao 3: Se x,y € R(f) entdo g(x) = g(y) se, e somente se, = e y
estao na mesma componente transitiva por cadeia.
(=): Se z,y € R(f) e g(x) = g(y) entao

o0

> o gule) ~ guln) = 0

n=1

logo, |gn(z) — gn(y)| = 0,¥n > 1 entdo g,(x) = gn(y),¥n > 1.
Para n € N qualquer, temos que z € A,, ou z € A’.
Se x € A, ,entdo g,(r) = 0 o que implica que g,(y) = 0, entdo y € A,,.
Se x € A%, entao g,(z) =1, o que implica que g,(y) = 1, entdo y € Af.
Assim, para qualquer n > 1 temos que

reA, &ye A,

portanto, nao existe nenhum atrator de f, A, tal que z € A ey € A* ou
x € A* ey € A satisfazendo g(x) = g(y), e assim, pela proposicao 1.3, tem-se
que x e y estao em uma mesma componente transitiva por cadeia.

(<): Se x e y estdo em uma mesma componente transitiva por cadeia, entao,
pela proposicao 1.3, tem-se, para cada n € N:

reEA, syeAi,

*

Assim, para cadan € N, ou x,y € A, ou z,y € A, isto é, ou g,(z) =
0 = ga(y) ou gn(z) = 1 = gy(y). Portanto, g,(z) = ga(y),Vn € N, o que
implica que g(x) = g(y).

Concluimos, assim, pelas afirmacgoes 1, 2 e 3 que ¢ é uma funcao de
Lyapounov completa para f.
]
1.4 As componetes /-transitivas e o R(f)

Definigao 1.6. Dado um 6 > 0 fizo dizemos que x,y € R(f) sdo d-equivalentes,

5 : .
e denotamos por x ~ vy, se existe uma d-cadeia de x a y e outra de y a x.

Observacao 1.2. A relagdo 2 definida acima € uma relagao de equivaléncia

em R(f).
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Definigao 1.7. Chamaremos de componentes d-transitivas de R(f) as classes

de equivaléncia definidas por 2.
Proposicao 1.4. As componentes d-transitivas de [ sdo invariantes por f.

Demonstracao. Dada uma componente d-transitiva A queremos mostrar que
f(A) C A

Seja x € A qualquer. Vamos mostrar que para todo y € A existe uma
d-cadeia de f(x) ay e outradey a f(z), e com isso provaremos que f(z) € A.

Tome y € A qualquer e 0 < § < %. Pela continuidade da f, existe um
0< 0" < ¢ tal que f(B(f(z),0")) C B(f*(x),d).

Seja © = g, x1,...,T, = x uma § -cadeia para f, e essa § -cadeia existe,
pois 2 € R(f). Logo, como d(f(z),21) <&, temos que d(f(z1), f>(x)) <6 .
Assim,

d(f*(x),22) < d(f*(x), f(21)) +d(f(21,22) <6 +0 <20 <6

Portanto, f(x),zs,...,z, = x é uma d-cadeia para f. Agora, como x,y €
A existe uma d-cadeia x = yg, Y1, ..., Ym = y de x ay para f. Assim, juntando
essas duas d-cadeias temos que f(z),Z2,...,Tn = T = Yo, Y1, ,Ym = Y ¢
uma d-cadeia de f(z) a y para f.

Seja agora y = Yo, Y, - - -, Y, = T a d-cadeia para f de y a x, essa J-cadeia
existe pois 7,y € A. Assim, y =y, ¥y, --, ¥, = T, f(r) é uma d-cadeia de y
a f(x) para f.

Como y foi tomado de modo arbitrario em A temos que f(x) € A. Por-
tanto, f(A) C A.

O

Definicao 1.8. Diremos que um conjunto compacto e invariante por f, A,
€ d-transitivo se para todo x,y € A, x € d-equivalente a y, isto €, x 2 Y.

Lema 1.4. Dados 6 > 0 e um homeomorfismo f : X — X onde X é um
espaco métrico compacto, entdo o numero de componentes d-transitivas de

R(f) € finito.

Demonstracao. Afirmacao 1: Uma componente d-transitiva é uma uniao de
componentes transitivas por cadeia.

Com efeito, seja C' uma componente d-transitiva qualquer de R(f). Como
a unido de todas as componentes transitivas por cadeia de R(f) é R(f), temos
que:

ccya

AEL
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onde para cada A € L o C é uma componente transitiva por cadeia e CNCy, #
0.

Seja € (J,ep O, entdo existe um Ay € L tal que z € C),. Como
C'NC)y, # 0 temos que existe z € C' N C),. Assim, para todo y € C tem-se
que y é d-equivalente a z. Por outro lado, como z, z € ', temos que z ~ z,
em particular, z é d-equivalente a z. Portanto, para todo y € C' tem-se que
y é d-equivalente a x, isto é, x € C. Logo,

Jancc
AEL
Concluimos assim que C' = (J,.; Cx.

Afirmacgao 2: Duas componentes transitivas por cadeia que estao em com-
ponentes d-transitivas distintas estao separadas por uma distancia de pelo
menos 0.

De fato, sejam C' e C’; duas componentes transitivas por cadeia que estao
em componentes d-transitivas distintas C' e C', respectivamente.

Suponhamos, por absurdo, que d(C’,\,C’;) < 6, isto é, existem pontos
relyeyé€e C’; tais que d(z,y) < 9.

Tome e > 0 suficientemente pequeno tal que e+d(x,y) < 0. Tome z € C),
qualquer diferente de x. Como z, z pertencem a componente transitiva por
cadeia C'y, temos que existe uma e-cadeia de x a z e outra de z a z. Seja
Z=2x,..,T, = ae-cadeia de z a x.

Afirmagdo (a): Temos que z = 1, ..., 2,1,y é uma d-cadeia de z a y.
De fato, se 1 < i < n— 2 temos que d(f(x;),xi11) < & < J, pois Ty, ..., Ty,
é uma e-cadeia para f, e

d(f(zn-1),y) < d(f(zn-1),2) +d(z,y) <e+d(r,y) <o
Agora, tome 2z € C;/z qualquer diferente de y. Como y, z pertencem a
componente transitiva por cadeia C’;, temos que existe uma e-cadeia de y a
2 eoutrade 2 ay. Seja z =1y1,...,ym =y a e-cadeia de 2’ a y.

Afirmagdo (b): Temos que 2° = yi,. .., Ym—1, 2 ¢ uma d-cadeia de 2" a x.
De fato, se 1 < i < m—2temos que d(f(y;),yir1) <& <9, POiS Y1, - -, Ym
¢ uma e-cadeia para f. E

d(f(Z/mfl)’x) < d(f(ymfﬁ?y) + d(&?,y) <&+ d(.ﬁC,y) <9

!/ /

(c): Sejam x = 2),..., 2, = z a b-cadeiade x a z ey =y,,...,y, = 2 a
S-cadeia de y a 2.
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, Assim, de (a), (b) e (c)/temo,s que 2 = &1, g, -, Tn1,Y = y'l,ly;, Y=
z éuma d-cadeiade za z,e2 =Y1,...,Yn-1,T = T1,Tq,...,T, = 2 é UMa
6-cadeia de z' a z. Deste modo z e 2’ pertencem a mesma componente o-
transitiva, contradicdo, pois z € C\, C C e 2’ € Cl; Cc C'eCeC sao
componentes J-transitivas distintas.

Portanto, temos que se duas componentes transitivas por cadeia estao
em componentes d-transitivas distintas entao elas estao seperadas por uma
distancia de pelo menos 9.

Suponhamos, por absurdo, que existam infinitas componentes d-transitivas,
entao existiriam infinitos subconjuntos de X, onde quaisquer dois desses sub-
conjuntos estao separados por uma distancia de pelo menos § > 0. Portanto,
terfamos que diamX = oo, absurdo, pois X é compacto e logo o seu diametro
é finito.

Assim, concluimos que existe apenas um nimero finito de componentes
)-transitivas.

]

Teorema 1.2. Dados 6 > 0 e um homeomorfismo f : X — X onde X €
um espago métrico compacto, existem uma fun¢ao de Lyapounov completa
g: X — R para f e valores requlares de g, co < ¢1 < ... < ¢,, tais que se
A = R(f)Ng Y ([eii1, ci]), entdo {Ai}1<icn SG0 as componentes d-transitivas
de f.

Demonstracdo. Sejam Ai, Ao, ..., A, as componentes d-transitivas de f. Ob-
serve que, pelo lema anterior, existe apenas um ntumero finito de componentes
O-transitivas.

Afirmacgao 1: Podemos ordenar as componentes Ay, As, ..., A, de modo que
se ¢ < j, entao nao existe d-cadeia de A; a A;.

De fato, como A; e Ay sd0 componentes d-transitivas distintas, temos que
ou nao existe d-cadeia de A; a Ay ou nao existe d-cadeia de Ay a A;. Assim,
reorganizando os indices, se necessario, teremos que nao existe d-cadeia de
Al a AQ.

Comparemos, agora, A, As e A3. Para isso vamos primeiro comparar Ag
e A3. Como sao componentes d-transitivas distintas temos que ou nao existe
0-cadeia de Ay a A3 ou nao existe d-cadeia de Az a A;. No primeiro caso,
a arrumacao seria Ay, A e Az, no segundo caso, ainda teremos a sequéncia
A1, A3 e Ay e assim ainda devemos comparar A; e A3, e assim como A; e
A3 sao componentes d-transitivas distintas, temos que ou nao existe d-cadeia
de Ay a Az, ou nao existe d-cadeia de Az a A;. Assim, teremos apenas as
seguintes sequéncias aonde satisfazem a condicao desejada: ou A;, As e As,
ou Ay, A3 e Ay, ou A3, Ay e Ay. Portanto, reorganizando os indices, se
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necessario, temos que se 7,7 = 1,2,3 e i < j, entao nao existe d-cadeia de A;
a Aj.

Como o nimero de comonentes d-transitivas é finito temos que podemos
continuar esse processo de comparacao até que consigamos ordenar as com-

ponentes Ay, Ao, ..., A, de modo que se ¢ < j, entdao nao existe d-cadeia de

Seja U; = {z € X; 3 0-cadeia de A; a z}.
Afirmagdo 2: (a) U; é aberto e (b) f(U;) C U;
(a) Com efeito, seja z € U; qualquer, entao existe um y € A; tal que existe
uma d-cadeia de y a z, seja y = x1, X9, ..., T, = 2 essa o-cadeia.

Tome ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que d(f(x,_1), 2)+¢ < ¢ (observe
que um tal € existe pois d(f(x,-1),z) < 0). Vamos mostrar que B(z,¢) C U;.
Para isso, tome x € B(z,¢) qualquer. Temos que, y = x1,%2,...,Tp 1,2 é
uma J-cadeia de y a x, pois

d(f(zp-1),2) <d(f(zn-1),2) +d(z,2) < d(f(zp-1),2) +e <9

Assim, tem-se que x € U;. Portanto, como x foi tomado de modo arbitrario
em B(z,¢), temos que B(z,¢) C U;. Dai, concluimos que U; é aberto.
(b) Seja z € U; qualquer. Como f é continua, existe um ¢ > 0 tal que
f(B(z,¢)) C B(f(2),6). Como z € U;, entdo existe 2y € B(z,e) N U,
logo f(zo) B(f(z),9), isto é, d(f(z0, f(2)) < 6. Como 2y € U;, existe
um y € A; tal que existe uma d-cadeia y = y1,ya, ..., Ym = 20 de y a 2.
Assim, ¥ = Y1, Ym-1,Ym = 20, f(2) é uma d-cadeia de y a f(z), pois
d(f(z0, f(2)) < 0. Logo, existe uma d-cadeia de A; a f(2), isto implica que
f(2) € U;. Portanto, f(U;) C Us.

Sejam agora,

A= (@) A= () F (X -

n=0 n=0

temos que A; e A é um par atrator-repulsor para cada i =1,...,n.
Afirmacdao 3: N; C A;.
Pelo Lema 1.2 temos que R(f) =\ _ (A, U A%,). Assim,

AiCOAk: ﬁA UAL) C A UA
= m=1

Agora, como A; C U; e A¥ C X —Uj; temos que A\;NAF = (), portanto A; C A;.
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Pelo Lema 1.3, temos, para cada ¢ = 1,...,n, que existe uma funcao
continua g; : X — [0,1] tal que 4; = ¢;'(0), 47 = g;7'(1) e g;(f(x)) <
gi(z),Vor e X — (A; U AY)

Afirmagao 4: Se i < j entdo A; C A}. Portanto, g;(A;) = {1}.

De fato, se ¢ < j entao pela afirmacao 1 nao existe d-cadeia de A; a A,
e como U; = {z € X;3 d-cadeia de A; a z} temos que A; NU; = 0. Logo,
Aj c X -U.

Pela proposicao 1.4, f(A;) C A;, logo

Ay C A = A C ) = s ) € I (Ay) =

Dai,
A Cfi ) ) Ay C
Portanto, A; C f7"(A;),Vn > 0.
Agora, como A; C X — U, temos que A; C f7"(A;) C f(X —-U;) C
(X = T;) para todo n > 0. Logo, Aj C 50/ (X =T;) = A;. E,
também, como A} = g;'(1), tem-se que g;(A;) = {1}.

Seja
M) = 3 2l

Afirmagao 5: h(f(z)) < h(z),Vz € X.

Como, para todo i = 1,...,n, ¢;(f(x)) < gi(x) para todo x € X, temos
que h(f(z)) < h(x),Vz € X.
Afirmagao 6: Parax € R(f) = J;_, A, h(x) é um inteiro par entre 0 e 2"1.

De fato, seja = € R(f), entao existe um i € {1,...,n} tal que x € A;.
Assim;

(%)

A\

2gi(2) + ...+ 2" g, (2))

0 < h(z) = 201(x) + 22ga(2) + ... + 2" gn()

< 201 424... 427

= 2"(1+1+ - )

= 5+t o

< on ) — 9n(9 :2n+1'
() =20

pois g;(z) € [0, 1] para todo i = 1,...,n e para todo z € X. Dali, temos que
h(x) € [0,2""1],Vz € R(f). E ainda, por (*), temos que h(x) é um niimero
par para todo x € R(f).
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Ainda nos resta mostrar que h(z) é um nimero inteiro para todo = €
R(f). Temos que R(f) = U, Ai = (A U AL) C A U A;VE =
1,...,n. Assim, para cada = € R(f) e cada k € {1,...,n}, temos que ou
x € Ay ou x € Aj, isto implica que ou gix(z) = 0 ou gi(xz) = 1. Portanto,
para cada © € R(f), tem-se que h(z) = > | 2'g;(x) é um ntmero inteiro,
pois para cada k = 1,...,n ou 2¥gy(x) = 0 ou 2¥gy(x) = 2.

Afirmagao 7: Se x,y € R(f), temos que h(z) = h(y) se, e somente se,
gi(z) =gi(y),Yi=1,...,n.

Com efeito, a implicagao (<) é imediata pela definicdo de h. Provemos
entdo a implicagao (=).

Suponhamos que h(z) = h(y). Logo;

201(x) + 22ga(x) + ... 4+ 2"gn(x) = 201(y) + 2°02(y) + ... + 2"gn(v)

onde para cada i = 1,...,n, tem-se g;(x) = 0 ou 1 e ¢g;(y) = 0 ou 1, pois
x,y € R(f). Ainda, temos, pela afirmagao provada acima, que h(z) e h(y)
sao inteiros pares entre 0 e 2"+,

Sejam {k; < ks < ... <ks} C{l,...,n}taisquegy,(z) =1eks,..., ky
{1,...,n} distintos tais que gi,(x) = 0. E sejam {ry < ry < ... <1} C
{1,...,n} tais que g,,(y) = 1 e ryq,...,mn € {1,...,n} distintos tais que
9r.(y) = 0. Daf,

okt 4 4ok = om4 4 om
(1. 42y = 21442

Assim, se ky # r; terlamos que um numero par seria igual a um numero
)
impar, absurdo! Logo, k1 = 1. Dal,

2P 42k = 2 2
2P (14 ... 42M ) = 271+, +277)

Assim, se ky # ro teriamos que um numero par seria igual a um nimero
impar, absurdo! Logo, ko = 5.

Como esse processo é finito chegaremos que s = [ e que k; = r;,Vi =
1,...,s. Logo, gi,(z) = gr,(y) = g5, (y),Vi=1,...,s.

E ainda,

gk5+1 (I) -
gks+2 (:U) =



Portanto, g;(z) = gi(y),Vi=1,...,n.

Note que se i < j, x € A; ey € Aj, entdo h(x) # h(y) visto que
9i(x) # gi(y), pois A; C A; e Aj C A7

Afirmagao 8: Seja gy : X — [0, 1] uma fungao de Lyapounov completa para f
dada pelo teorema 1.1. Entao g : X — [0, 1] definida por g(z) = go(x) + h(z)
¢é a funcao de Lyapounov completa desejada.
(8.1): A funcdo g definida acima é uma fungao de Lyapounov completa.
(i) Se x & R(f) entao g(f(x)) < g(x).

Como gy é uma fungao de Lyapounov completa, temos que go(f(z)) <
go(z),Yx ¢ R(f). Também, pelo que provamos anteriormente h(f(x)) <
h(z),Vx € X. Assim;

9(f(x)) = go(f () + h(f(2)) < go(x) + h(x) = g(x), Yz ¢ R(f)

o que conclui (i).
(ii) Se z,y € R(f), entdao g(z) = g(y) se, e somente se,  ~ y.

Provemos primeiramente a implicacdo (=). Sejam k,l € Z, tais que
h(z) = 2k e h(y) = 2l (j& vimos anteriormente que h(z) com = € R(f) é um
inteiro par entre 0 e 2"™). Entdo, como g(z) = g(y), tem-se:

2(k = 1) =2k =2l = h(z) — h(y) = go(y) — go(z)

E, como go(z), go(y) € [0, 1], temos que [go(y) — go(x)| < 1. Logo, 2|k — 1| =
190(y) — go(@)| < 1.

Concluimos, assim, que, k = [ o que implica que h(z) = h(y). Dai e do
fato que g(z) = g(y), temos que go(z) = go(y), agora, como gy é Lyapounov
completa, isto implica que x ~ y.

Reciprocamente, suponhamos que z ~ y. Como gy é Lyapounov completa
temos que go(x) = go(y). Assim, para mostrar que g(x) = g(y) basta mostrar
que h(z) = h(y).

Suponhamos, por absurdo, que h(z) # h(y), entdo existe algum i €
{1,...,n} tal que g;(z) # g:(y). Logo, ou g;(z) =0e g;(y) =1 ou g;(x) =1
e gi(y) =0,isto é,oux € A; ey € Af ouz € Af ey € A;, isto contradiz a
proposicao 1.3, pois © ~ .

Portanto, h(z) = h(y) o que implica que g(z) = g(y).

(iii) g(R(f)) é¢ um compacto que nao ¢ denso em nenhum subconjunto de R.

De fato, temos que a gg é continua, pois é uma funcao de Lyapounov
completa. Também, h é continua, pois as gis o sdo. Logo, ¢g ¢ continua, e
como R(f) é compacto tem-se que g(R(f)) é compacto.
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Agora, para cada x € R(f) temos que g(z) = go(z) + h(z), onde h(x) é
um inteiro par entre 0 e 2"*1,

Seja {p1 < p2 < ... < pm} 0 conjunto de todos os nimeros inteiros pares
entre 0 e 2", Assim;

g(R(f)) C go(R(f))+h(R(f)) C go(R(f))+p1Ugo(R(f))+p2U. . .Ugo(R(f)+Pm

Como go(R(f)) ndo é denso em nenhum subconjunto de R e (go(R(f)) +
p1) N (go(R(f)) +p2) N ... O (go(R(f) + pm) = O temos que (go(R(f)) +
p1); (9o(R(f)) +p2),-- -, (90(R(f) + pm) ndo sdo densos em nenhum subcon-
junto de R e, portanto, g(R(f)) ndo é denso em nenhum subconjunto de R.

Assim, de (i), (ii) e (iii), temos que g é uma fungao de Lyapounov com-
pleta para f.

(8.2) Existem valores regulares para g, ¢ < ¢; < ... < ¢,, tais que A; =
R(f) N g H([eimr, cil).
(i) Se i # j entao g(A;) Ng(A;) = 0.

Suponhamos, por absurdo, que existam ¢ < j pertencentes a {1,...,n}
tais que existe z € g(A;) N g(A;). Logo, existem z; € A; e z; € A; tais que
g9(x;) =z = g(x;).

Agora, como z;,x; € R(f), g é uma funcdo de Lyapounov completa e
g(x;) = g(z;), temos que z; ~ x;, absurdo, pois como i < j tem-se que
A; C A e A; C A;, logo, pela proposigao 1.3, tem-se nao se pode ter x; ~ x;.

Portanto, se i # j entao g(A;) N g(A;) = 0.

(ii) Temos que, se x € A; e y € A, com i # j, tem-se que h(x) # h(y).
Podemos supor sem perda de generalidade que ¢ < j e o resultado segue
pelo fato de que A; C A; e Aj C A

(iii) Temos que se x,y € A; para algum ¢ = 1,...,n, entdo h(x) = h(y).
Assim, para cadai = 1,...,n, existe um inteiro positivo k; tal que g(A;) C
[2k;, 2k;+1]. Observe que por (i), (ii) e (iii) tem-se que os intervalos [2k;, 2k;+
1] sdo dois a dois disjuntos e nenhum desses intervalos intersecta nenhum dos
intervalos da forma (2k; +1,2k; +2) com i = 1,...,n. Logo, todos os pontos
desses intervalos (2k;+1, 2k;+2), com i = 1, ..., n, sdo valores regulares para
g. Deste modo, tome ¢; € (2k;+1,2k; +2), temos, reordenando se necessario,

os A;’ s, obtemos os valores regulares ¢y < ... < ¢, da maneira desejada.
m

Observacao 1.3. Observe, pelo teorema acima, que as componentes d-transitivas
de f sao compactas.
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Capitulo 2

A existéncia de d-cadeias
periodicas

2.1 Conjunto de rotacao

Definigao 2.1 (conjunto de rotagao). Sejam f : T? — T? um homeomor-
fismo homotdpico a aplicacdo identidade e F : R? — R? um lenvantamento
para f. O conjunto de rotagao para F' € o conjunto dos pontos de acumulagao
do sequinte subconjunto de R?

Fo () —
%L@ERzeneZJr} (2.1)

{

e denotamos esse conjunto por p(F).

Se v € p(F), entao existem sequéncias r; € R?2 en; € Z, com lim;_,o, n; =
400 , tais que:

lim w — v
i—00 n;

Exceto quando explicitado contrario trataremos o conjunto de rotagao
para F', p(F), como na hipdteses da definigao 2.1. Observando que na refe-
réncia [MZ] podemos definir o conjundo de rotagao para aplica¢oes continuas
F :R™ — R™ tais que F(x + k) = F(z) + k para todo k € Z™ da maneira
analoga da definicao 2.1.

Proposicao 2.1. Temos que

p(F) = () (U &(#))

n2l k>n
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Demonstragao. Seja v € p(F), entdo existem uma sequéncia estritamente
crescente (n;)iey C N tal que n; — oo quando i — oo e uma sequéncia
(75)ien C R? tais que:
1—00 n;
Para cada n > 1 existe i tal que n;, > n. Assim, para todo 7 > iy tem-se
que n; = n;, = n o que implica que

o U{F " lre R

F*(z) —x —_— .
Logo, v € Uk?”{T | v € R?} = U5, Ki(F) para cada n > 1, isto
é7 CAS mn>1(Uk>n Kk(‘F))
Portanto, provamos que p(F) C (1,5, (U, Ki(F)).

Seja y € (V,50(Upsn Ki(F)) entao y € Uy, Ki(F) = A, V0 > 1

Deste modo, para cada n > 1, existe uma sequéncia (y") C A, que
converge para y. Existe uma sequéncia (y;) que converge para y tal que, para
cada [ > 1, temos que y; € A;. Logo, y € p(F).

Portanto, (5 (Uys, Kk(F)) C p(F). O

Observagao 2.1. Observe que pelo fato de F*(x)—x = F*(x+1)—(z+1),VI €
72 temos que:

Ky(F) ={——F—— (> \xe[x[}
onde I = [0,1]. Portanto, Ky(F) € compacto.

Exemplo 2.1. Seja v € R? qualquer. Defina F, : R?> — R? da sequinte
maneira
Fy(z)=z+4w

temos que F, é um levantamento de um homeomorfismo do toro T?, chamado
rotagao de angulo v. Tem-se que p(F,) = {v}

De fato, se tomarmos o homeomorfismo f, : T? — T? definido por f, =
7o F,on ! onde m : R? — T? € aplicacdo de recobrimento, entao F, é um
levantamento desse homeomorfismo.

Provemos que p(F,) = {v}. Temos, para cadan € N e z € R?, que:

F'(z)—z Frli(z4+v)—2z F'"2(z+2v) Z+nv—z

—= g =.,... = —— =90
n n n n

Logo, p(F,) = {v}.
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Proposigao 2.2. Seja F : R?* — R? uma aplicagdo continua tal que F(x +
k) = F(x) + k para todo k € Z*. Sejam p € Z* e q € N entdo p(F? — p) =
ap(F) — p.

Demonstracao. Seja v € p(F7 — p) entao existem sequéncias (z;);en C R e
(n;)ien C N tais que n; — oo e

(£ —p)" (@) — @

lim =
1—00 ni
Entao;
Fii(x;) —nip —a; . F(x;) —
1—00 n’L 71— 00 n’L
q 10 qan; q
Fami T;) —X;
= vquimL—peqp(F)—p
oo qmn;
Fri(a;) —a;
pois lim; (@) — € p(F).
an;

Dai, temos que p(F9 — p) C qp(F) — p.

Agora, seja v € p(F') entao existem sequéncias (;);eny C R e (n;)ieny C N
tais que n; — oo e

lim —F”(xz) Ty
1—00 n;

Seja k; a parte inteira de 2. Note que existe uma constante M > 0
tal que para todo z € R? e 0 < 7 < g — 1, |[F"(2) — z|| < M, pois como
para cada inteiro 0 < 7 < ¢ — 1, temos que F"(z + 1) = F"(2) 4+ | tem-se
que ||F" —id| = max,epe ||F"(2) — 2| = max.cp x| F"(2) — z||. Escreva

n; — qgk; = r. Entao:

<
e nonye W
Fri(e) —a  F%(x) —
g e e FRe) - o
qk; qk;
_ (ng — r)(F" (x;) — x;) — na(F™ () — 25)
S sOL I+
i1dR;
1
T %H(Fqki“(mi) — ;) — (F™(z;) — z;)||
ro F(r) — 1 ks .
e [ S A— FT Fq T i _ Fq i i
o | o | + o [ F7(F (24)) (i)
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Agora, como ||M|| — ||vl, . 0, — — 0 quando i — oo e
U qk; qk;

[ (F 9 (a)) — F™ (x)|| < M, temos que:

Fri(g.) — . Fai(r.) — 1.
v = lim —(x,) Ti lim —(xz) i
1 FOFi () — 1.
= v:—lim( ) @) — @
q im0 ki
FO)ki () — x;
= zlinc:lo( )(kx) x:qv
F1—p)Fi(a;) —a;
Portanto, gp(F) —p C p(F? —p).
Concluimos, assim, o desejado. O

Observagao 2.2. Seja A um conjunto qualquer denotaremos por Conv(A)
o fecho convero de A.

Lema 2.1. Temos que p(F') estd contido no fecho convero de K,(F) para
todo n € N*

Demonstrag¢ao. Fixemos n € N* e um vetor v € p(F'). Queremos mostrar que
v € Conv(K,(F)). Como Conv(K,(F)) é fechado para mostrar o desejado é
suficiente mostrar que existe uma sequéncia em K, (F') que converge para v.
Tome ¢ > 0 qualquer. Como v € p(F') existem sequéncias (n;);en de
nimeros naturais onde n; — oo quando i — 00 e (;)ien € R? tais que:

llm ———— =
1—00 n;

Para cada 7, podemos escrever:

Bleon n%:z_;(mw%m - @) 4 o (T (P @) — F7(2,)
- - :_;<F”<F”’f<a:i>> = E) 4 (FT (R ) = F ()
_ g(nn— T)ZZ:(F"(F"]C(%Z-)TE - F”k(:ci)) . %(FT(F‘I”(%)T) - Fq”(:vz-))
- -0 Z<F(F(),f = Fe), | 2 )~ ),
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onde ¢ e r sao respectivamente o quociente e o resto da divisao euclidiana de
n; por mn.
Para cada 7, considere o seguinte vetor

< FU(E (@) — P ()

n

MQ

( )

v =

=

k=0

Pela definigao de K, (F), temos que v; é uma combinagcao linear de vetores
de K, (F). Logo, v; é uma sequéncia em Conv(K,(F)).

) 1, .
Seja M = sup;¢;c, H;(FZ — 1d)||so-

Assim;
D Il e
r r FT(F™(x;)) — F(x;)

.
< ;(H%H + |

< —(M+M)=30

Logo, v; == v onde (v3)ien C Conv(K,(F)) e portanto v € Conv(K,(F)).
Concluimos, assim, que p(F) C Conv(K,(F)),Vn € N*. O

Proposicao 2.3. Temos que o conjunto de rotagio p(F') € conezo.

Demonstragao. Pelolema 2.1, p(F) estd contido no conjunto compacto Conv(K;(F)).
Agora, como p(F) é fechado temos que p(F') é compacto.
Suponhamos, por absurdo, que p(F) nao é conexo. Entdo existem con-
juntos fechados A e B disjuntos tais que p(F) = AU B, e portanto, A e B
sao também compactos.
Assim, existem vizinhancas abertas U e V' de respectivamente A e B tais
que U e V sdo compactos e disjuntos. Temos, assim, que d(U, V) =0>0.
Tome v € A e w € B. Pela definiao de p(F), existem sequéncias de

naturais n; —s oo, k; % 50 e sequéncias de pontos de R? (z;)sen © (yj)jen
tais que:

Fri(x;) — x; FFi () — v
v = lim —(x )@ ,w = lim —(yj) Yi
1—00 n; j—o0 kj

Como o conjunto K;(F') é compacto, temos que existe M > 0 tal que

IF(t) — || < M,Vt € R,
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Assim, se z € R? e t = F(2) tem-se:

Fri(z) =z F'(2) == Fit)—z t—=

n+1 n n+1
Ft)—z F(t)—=z Flt)—z t—=z
< - [+ - |
n+1 n
1 1L F@E) — ¢
< ||F(t) — -
1F) = 2lll—— =~ +

1 1 M
< IR -2l - ——=) +

Temos;

[F" T (z) — 2 < 1" 2) = PR () + 1F™(2) = F* @)l + -+ [ F(2) = 2]
= [F(F"(2)) = F"(2)l| + [IF(F" ) (2) = F" ()l + ... + [|F(2) — 2]
< (n+1)M

o que implica que:

Fl(2)—2z F™(2)—=z 1, (n+1)M 2M
n - < (R = =2
n+1 n n n+1l n
Agora, como p(F) esta contido no aberto U U V', entao existe N € N tal
F"(z) —
que ﬂ € U UV para todon > N e para todo z € R2,
n
Fri(x:) — xs
Tome ¢ tal que < d,n; = N, M € U. Tome j tal que
n; n;
F*i(y.) — v,
l{j > n; e M eV.
kj
Visto que
Fril(zy) —a;  F™(x;) — 5 2M  2M — —
)z ) Zoy 22wy
n+1 n n n;
F™(x;) — x;
para todo n > n;, tem-se que M e U,Vn = n;.
n
FFi(z;) — a;
Em particular, % eU.
J
Tome uma curva ligando x; com y;. A imagem desta curva pela aplicagao
Fki —id Fki(x;) — 2, FEi(y.) — 1.
2 7% ¢ uma curva ligando M € U com M eV, que
kj kj kj
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comtradiz o fato que € UUYV para todo n > N e para todo

z € R%
Portanto, p(F') é conexo. O

Fr(z) —z

Proposicao 2.4. O conjunto p(F) € convexo.

Usaremos a proposi¢ao acima no préoximo capitulo. Para uma prova dessa
proposigao consultar a referéncia [MZ].

2.2 A existéncia de J)-cadeias periddicas

Para provar o lema 2.3 abaixo usaremos os dois resultados a seguir sem
demonstra-los.

Teorema 2.1. Sejam Iy, F,, ..., F,, conjuntos finitos de pontos do R? dis-
Juntos nao vazios e seja U um subconjunto aberto do plano que contém uma

vizinhanga convera de cada um dos conjuntos I; com j = 1,...,m. Entao,
se C' > \%, existem arcos poligonais disjuntos Ay, As. ..., A, (podendo ser

degenerados) tais que F; C A; C U e diamA; < CdiamF;,¥j=1,...,m
Para uma demonstragao consultar a referéncia [Ox].

Lema 2.2 (Lema de Brouwer’s para translagio de arcos). Seja h : R? — R?
um homeomorfismo livre de pontos fixos que preserva orientacao. FEntao h
nao possui ponto periodico.

Para uma demonstragao consultar a referéncia [Br].

A seguir assumiremos sempre que f : T2 — T2 é um homeomorfismo
homotdpico & aplicacio identidade e F' : R? — R? é um levantamento de f,
isto é, se m : R? — T2 é a aplicacao de recobrimento entdao mo F = f o .

Lema 2.3. Se F ndo tem pontos fixos, entao existe um € > 0 tal que nao
existem e-cadeias periodicas para F'.

Demonstracao. Seja § = mingege ||F(z) — z||. Esse minimo é assumido, pois
cada k,l € Z, temos que 0y = ming gy1)xp41] | F(x) — || é assumido e sao
todos iguais. Logo, 0 = dx, Vk,l € Z.
Agora, como F', por hipdtese, nao possui pontos fixos temos que § > 0.
Suponhamos, por absurdo, que para todo £ > 0 existe uma e-cadeia
periédica para F'. Tome C > \% ee=ry= %
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Seja z = 2,21, .-+, 2n_1,2n, = 2 uma e-cadeia periédica para F. Sejam
Fy={z1,F(20)}, Fo = {20, F(21)}, ..., Fy = {zn, F(2n_1) }. Temos que ||z; —
F(zi_1)|| < e =, pois 2, ..., 2, ¢ uma e-cadeia periddica para F.

Pelo Teorema 2.1, temos, tomando U um subconjunto aberto do plano
que contém uma vizinhanga convexa de cada um dos Fjs (isto é possivel visto
que cada um dos FJs é finito), que existem arcos poligonais a4, ..., a, dois
a dois disjuntos tais que F; C a; C U e diama; < CdiamF;,Vj =1,...,n.
Dai;

J
diama; < CdiamF; < Cl|z; — F(zj-1)|| < Cy < 05 =46,Vj=1,...,n.

isto é, diama; < 6,Vj = 1,...,n. Observe que o arco a; é o segmento que
liga F(zj_1) a zj, paracada j =1,...,n.

Por isotopia numa vizinhanca desses arcos nés podemos construir uma
pertubacao G de F satisfazendo:

(1) ||[F(z) — G(x)|| < 0,Vx € R?
(2) G(Zi_l) = Z;

Agora, temos que z é um ponto peridédico de G com periodo n, pois
G"'(z) = G"YG(2) = G"(z) = G"3G(z)) = G"%z) = ... =
G(zp-1) = 20 = 2.

Agora, pelo Lema 2.2, como G possui um ponto periddico, tem-se que G
possui um ponto fixo p. Entao;

1E(p)=pll < 1E @) =GPHIGE)—pl = 1F@)-GHp)| < 6 = min || F(z)—]

absurdo!
Portanto, existe um ¢ > 0 tal que nao existem e-cadeia peridédicas para
F. m

Lema 2.4. Seja A um subconjunto compacto de R(f), invariante por f e
0-transitivo. Entdo existe uma constante K > 0 tal que para qualquer xg
eyo € N ex € 7l (xg), existe uma d-cadeia para F de x a um ponto
y €1 Yyo) com |y — || < K.

Demonstragdo. Fixe w € 7w 1(A) e defina, para cada n € N*, o seguinte
conjunto

Qn = {z € A|3 d-cadeia para f de m(w) a z de comprimento < n}

Observe que Q; C Q2 C ... CQ, C ....
Afirmacao 1: @, é aberto em A.

De fato, seja z € @), entao existe um d-cadeia para f, 7(w) = x1, 29, ..., Tp_1, Ty =

z onde m < n. Tome € > 0 suficientemente pequeno tal que d(f(z,,-1),2) +
£ < 6. Vamos mostrar que B(z,e) N A C Q.
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Seja y € B(z,e) N A. Temos que 7(w) = z1,x9,...,ZTm_1,y tem compri-
mento m < n e é uma J-cadeia para f, pois d(f(zm-1),y) < d(f(Xm-1),2) +
d(y, z) < d(f(xm-1),2) +€ < 6. Logo, y € Q.

Portanto, B(z,e) N A C @,, e com isso, temos que @, é aberto em A.

Afirmacdo 2: A = U@1 Qn.
Com efeito, como qualquer dois pontos de A sao d-equivalentes e m(w) €
A, temos que A C |J,,5, @n-
Por outro lado, observe que @, C A,Vn > 1. Portanto, {J,5, @n C A.
Concluimos, assim, que A = Un>1 Qn.

Afirmacgao 3: Existe N € N* tal que A = Q.

De fato, como A é compacto e U@l (@, ¢ uma cobertura aberta de A,
temos que A possui uma subcobertura finita, isto €, existem ny,no, ..., ng €
N* tais que A = Q,, UQ,,,U. . .UQ,, . Agora, como )y C Qa C ... C Q, C ...,
entdo tomando N = max;;<x{n;} teremos que A = Q.

Portanto, dado yy € A = Qx existe uma J-cadeia de 7m(w) a yo de com-
primento menor que N.

Agora, levantando essa d-cadeia para R?, comegando de 7(w), nés obte-
mos uma d-cadeia para F de w a algum y € T yo), sejaw = Ty, To, ..., Ty =
Yy essa d-cadeia.

Seja P = sup,cp: || F(v) —/v||.

Como a é-cadeia de w a y tem comprimento menor que N tem-se:

lw =y | < llor— @l + lo2 — 23l + .. + [[2m—2 — Tt | + [Tt — Tl
< [[F(21) — o[ + [[F(z1) — 22l + .+ |F(@m-1) — 2| +
I E(@m-1) — |
< (IF@@1) =2l + oo+ [[F(@me1) = 2mal]) + (1F(21) — 22| +

HIF(w2) — 2l + .+ [ F(@m1) — 2ml])
< (m=1)P+(m—=1)0 <m(P+0) < N(P+9).

Dai, |w —y'|| < C1 = N(P + ).

Por um argumento similar tomando, em vez de @, H, = {z € A|3 ¢-
cadeia para [ de z a m(w) de comprimento < n}, temos que U, H, ¢ uma
cobertura aberta de A que, por sua vez, como Hy C Hy C ... C H, C ...
e A é compacto tem-se que existe N' € N* tal que A = Hy. Dai, dado
rg € A = H, existe uma J-cadeia para f de xy a m(w) de comprimento
menor que N'. Agora, levantando essa d-cadeia para R?, nés obtemos uma
d-cadeia para F' de um ponto ' € 7 '(xy) a w. Da mesma forma, chegamos

que ||z —w|| < N'(P+6) = Cs.
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Agora, juntando a d-cadeia de =" a w e a d-cadeia de w a y' obtemos uma
S-cadeia de 2" a 3y onde:

ly =2l <lly —wl+ o' —wl| < Ci+Co =K

Agora, dado x € 7Y (zg) transladamos a J-cadeia de 2" a y' pelo vetor
inteiro  — x’ e assim obtemos uma §- Cadela de z ay, onde y =y + (m —
que satisfaz m(y) = Yo € ly —z|| = ||y — 2| < K. (Note que z — 2" é um
vetor inteiro, pois z,z € 7~ (), isto é, estdao na mesma fibra). [l

Definicao 2.2. Sejam A C T? wm subconjunto compacto e invariante por
f:T? — T? e F um levantamento de f. Chamaremos de conjunto de
rotagio de F' sobre A, e denotaremos por p(F,A), o conjunto dos pontos de
acumulagao do sequinte conjunto

Fr(z) —x

{ |7(z) € A,n > 0} (2.2)

O teorema a seguir serd utilizado, sem demonstracao, na prova da proposicao
2.5.

Teorema 2.2. Um ponto estd no interior do fecho convexo de um conjunto
do plano se, e so se, estd no interior do fecho convexo de quatro ou menos
pontos do conjunto.

Para uma prova consultar a referéncia [HDK].

Proposigao 2.5. Seja A C T? um subconjunto compacto de R(f), invariante
por [ e suponha que para algum 6 > 0 tem-se que A é d-transitivo. Se o
zero esta no interior do fecho convexo de p(F,\), entao existe uma §-cadeia
periodica para F'.

Demonstracao. Como, por hipdtese, o zero esta no interior do fecho convexo
de p(F,A), pelo teorema 2.2, temos que existem vetores vy, vs,v3 € v4 em
p(F, A) tais que o zero estd no interior do fecho convexo desses vetores.

Escolha, para cada ¢« = 1,...,4, vizinhancas U; de v; suficientemente
pequenas de modo que se v € U para cada 1 e {1 2 3,4}, tem-se que o zero
continua no interior do fecho convexo de v}, vy, Vg, Vy.

Fixe 20 € A e 2 € 77!(z2). Como v, € p(F A), entdo existe z; em R? e

ng J—
n; > i tais que 7(z;) € A e lim;_ F(n# = 0.
7

Agora, pelo lema 2.4, temos que existe um ponto z; € 7~ (7(z})) tal que

existe uma d-cadeia de z a z; e ||z; — z|| < K para algum K > 0. Devemos
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verificar que lim;,_,., ————— = wv;. Para isso, observe que para cada
1y

z; € 1 (mw(x))) existe (m;, m;) € Z2 tal que x; = x; + (my, m;). Assim,

o Frw) — e F (g () — @ — ()
= lim e (ZE;) + (mia m;) - ZE; - (mz,m;)
= lim —Fni (x;) _ x; =

1—00 n; 1

Como 2y € A, m(F" (z;)) = f™(m(x;)) € A (pois A é invariante por f) e
Fri(x;) € 7l (m (f"( ;))) temos, pelo lema 2.4, que ex1ste uma J- cadela de
F™i(x;) a um ponto z; € 7 (z0) e || F™(2;) — le < K" para algum K" > 0.

Tome K = max{K , K"}. Assim, temos que existem z; € R? e n; > i
tais que:

(1) lim; o

(2) Existe uma d-cadeia de z a x; com ||x; — z|| < K

(3) Existe uma d-cadeia de f™(x;) a z; € 7' (2) com || F™i(x;) — z|| < K
Observe que juntando a d-cadeia de z a x;, o segmento de érbita de z; a

F™i(x;) e a §-cadeia de F™(z;) a z;, obtemos uma d-cadeia para F de z a z;.
Temos, de (1), (2) e (3), que:

) — @ v (pois vy € p(F,A\))

2z, — 2z  FMi(z) — 2, — 2 — F™i(x) + 2

1=

. /
o lmell N 2K
/ /
. — Fi(pr) — 1 L
Logo, lim;_, 42 lim; o i) — = v;. Dai, como lim;_, i

!
e U.
n;
. ’ . . .
Seja wy = zZ; —Zemp = n;. Observe, pelo visto acima, que existe uma

z
vy € Uy, podemos escolher i suficientemente grande tal que —

w
d-cadeia de z a z + w; tal que e Ui.
my

Como z;, z € m (), temos que 7(2;) = 7(z) = 2 e, portanto, w; = z,—z
¢ um vetor inteiro em R2.

De maneira andloga, encontramos vetores inteiros ws, w3 e wy e numeros
naturals ma, m3 € my tais que existem od-cadeias de z a z +w;, 1 = 2,3,4 ¢
que—EUZ,Z—Q 3,4.

7
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Agora, como o zero estd no interior do fecho convexo de vy, v, v3,v4 €

% e U;,1=1,2,3,4, temos que o zero esta no interior do fecho convexo de
(2

ﬁ, ﬂ, %, ﬂ. Disto e do fato que wi, wy, w3 € wy serem vetores inteiros

m1 Mo Mg My

de R?, temos que existem inteiros positivos nao nulos A, B,C e D tais que

Aw1 —|— ng —I— ng —|— Dw4 = O

Sabemos que existe uma J-cadeia de z a z + w;. Transladando essa 9-
cadeia pelo vetor inteiro w; obtemos uma d-cadeia de z+w,; a z+2w,. Agora,
transladando essa nova d-cadeia pelo vetor w; obtemos, agora, uma d-cadeia
de z + 2w; a z + 3w;. Continuando esse processo encontramos uma d-cadeia
de z 4+ kw; a z 4+ (k+ 1)w; para cada k =0,1,..., A — 1. Agora, juntando
essas 0-cadeias obtemos uma d-cadeia de z a z + Aw;.

Por esse mesmo processo, encontramos d-cadeias de z a z + Bws, de z a
z+ Cws e de z a z + Dwy, pelo fato de existirem as d-cadeias de z a z + ws,
de zaz+wsedezaz+w,.

Transladando a d-cadeia de z a z + Aw; pelo vetor inteiro Bwsy obtemos
uma o-cadeia de z + Bwy a z + Aw; + Bw,. Juntando a d-cadeia de z a
2+ Bws e a d-cadeia de z + Bwsy a z + Aw, + Bwy obtemos uma d-cadeia de
z a z 4+ Aw; + Bw,. Transladando essa nova d-cadeia pelo vetor inteiro C'ws
obtemos uma J-cadeia de z + Cws a z + Aw; + Bws + Cws. Agora, juntando
a 0-cadeia de z a z 4+ C'ws com essa nova d-cadeia obtemos uma d-cadeia de z
a z + Aw; + Bws + Cws. Transladando essa nova d-cadeia pelo vetor inteiro
Dw, obtemos uma d-cadeia de z + Dwy a z + Aw; + Bws + Cws + Dwy.
Finalmente, juntando a d-cadeia de z a z + Dw, como essa nova d-cadeia
obtemos um d-cadeia de z a z + Aw; + Bwy + Cws + Dwy = z como o
desejado.

m
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Capitulo 3

A existéncia de pontos
periodicos

3.1 Conceitos preliminares

3.1.1 Sobre inclinacao

Definicao 3.1. Seja v uma curva simples fechada essencial no toro vamos
definir a inclinacao de v como sendo a inclinacdo do segmento de reta que
liga as extremidades de algum levantamento de 7.

Observacao 3.1. A inclinagcdo de v independe da escolha do levantamento
de 7.

Lema 3.1. Dada uma curva simples fechada essencial no toro , v, a incli-
nacao dessa curva € racional.

Demonstra¢ao. Tome 7 um levantamento de v e r a reta que é homotépica
a 7. Temos que 7(0) — (1) é um inteiro, logo a inclinagdo do segmento de
reta que liga esses pontos tem inclinagao racional

Portanto, concluimos que v dever ter inclinacao racional. O]

3.1.2 Sobre indice

Nesta subsecao iremos definir o indice de uma aplicacao continua e resultado
sobre isso. Para uma prova consultar as referéncias [M], [B] e [BG].

Definicao 3.2. Sejam M e N wvariedades de mesma dimensdo e seja f :
M — N uma aplicagdo diferencidvel onde M € compacta e N € conexa.
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Definimos o grau de f com respeito ao valor reqular y:

deg(fiy)= Y sinaldf,

zef~(y)

onde sinal de df, € +1 se df, preserva orientacao e —1 se df, inverte orien-
tacao.

A seguir sempre, a menos de mencao contraria, consideraremos M" e N
variedades de mesma dimensao onde M é compacta e N é conexa.

Pode-se mostrar que deg(f;y) independe da escolha da escolha do valor
regular y.

Definigao 3.3. Definimos o grau de f como sendo deg(f) = deg(f;y) onde
y € um valor reqular de f qualquer.

Lema 3.2. Dado uma aplicacio g, € C*(M™ N™) existe um aberto U C
C?*(M™,N™) contendo g, tal que para todo go € U tem-se que deg(gi,y) =
deg(g2,y) para todo y valor reqular comum de g; e gs.

Pelo lema 3.2, podemos fazer a seguinte definigao.

Definicao 3.4. Seja f: M™ — N™ uma aplicagao continua ey € N quais-
quer. Definimos o grau de f mo ponto y como sendo

deg(f;y) = deg(g;y)

onde g € uma aprorimacao de f diferenciavel tal que y € um valor reqular de
g.

Teorema 3.1. Se f,g € C*(M™ N"™) sao homotdpicas entio deg(f) =
deg(g).

Observacao 3.2. Vamos denotar por Fix(f) como sendo o conjunto de
pontos fizos de f.

Definigao 3.5. Sejam f: M — M wuma aplicagio continua e I' C Fix(f).
Seja vy : St — M tal que y(S"HNT =0 e v(S™ ) € difeomorfo ao bordo
de um disco fechado D C M n—dimensional.

Vamos considerar primeiramente o caso em que M = R"™. Neste caso,
considere a sequinte aplicacao:

(S y(S" ) — gt
flz) -z

T =

1f () — ]
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Deste modo definimos o indice de f em relagao a I" por
Ind(f;T) = deg(vy)

Agora, considere M uma variedade n—dimensional qualquer. Seja ¢ :
M — V C M uma parametrizagao com I' C V' e onde f(x) # x para todo
x €V —T'. Deste modo definimos o indice de f em relagao a T por

Ind(f;T) = Ind(¢™" o fod, ¢_1(F))

Observagao 3.3. O Ind(f;T") independe da escolha da curvay com as referi-
das propriedades da defini¢io acima. Portanto, Ind(f;I') € invariante por
homotopia.

Proposicao 3.1. Sejam f : T? — T? uma aplicagcio continua que preserva
orientagdo e I' C Fiz(f). Seja D C T? um disco topoldgico tal que T C D,
IDNFix(f)=0 e f(D) C D. Entao Ind(f;T') = +1.

Definigao 3.6. Seja f : T? — T? um homeomorfismo. Dados pontos fizos
p1 epy de f em T? dizemos que estao em uma mesma classe de Nielsen de f
se para todo levantamento F de f que fiza os pontos de 7= (p1), F também
fiza os pontos de = (ps).

Iremos usar o seguinte teorema abaixo na demonstracao da proposicao da
proxima se¢ao. Para uma prova consultar referéncia [B].

Teorema 3.2. Se f : T? — T? um homeomorfismo homotdpico a uma apli-
cagao sem pontos fixos, entdo a soma dos indices de todos os pontos fixos em
qualquer uma classe de Nielsen para f dada € zero.

3.2 O teorema principal

Como anteriormente estamos considerando f : 7% — T2 um homeomorfismo
homotdpico & aplicacao identidade e F' : R? — R? um levantamento de f.

Proposicao 3.2. Sejam vy, v9,v3 € vy pontos extremos do conjunto convexro
p(F) onde o zero estd no interior do fecho convexo desses vetores. Entao F
possui um ponto fixo.

Demonstracao. Por resultados de [MZ], sendo v; é um ponto extremo do
conjunto convexo p(F) existe um ponto nao errante x; € T? tal que se x €
7 (z;) tem-se que:

FM(z) —x

lim ———— =,
n—oo n
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Usaremos apenas o fato que um tal x; existe com z; € R(f).

Para mostrar que F' tem um ponto fixo é suficiente, pelo lema 2.3, mostrar
que para todo § > 0 existe uma d-cadeia periddica para F.

Dado 6 > 0, seja R(f) = A UAyU...UA,, uma decomposigao de R(f)
por componentes J-transitivas dada no teorema 1.2, e seja g : T? — R uma
funcao de Lyapounov completa compativel com esta decomposicao, dada por
esse mesmo teorema.

Nés vamos mostrar que existem um A; da decomposi¢do do R(f) dada
acima e pontos Y1, y2, ys € Y4 em A; tais que sempre que y € 7 (y;) tem-se:

Fr(y) —
lim (y) —y

n— o0 n

=; € p(F, AJ)

para cada ¢ = 1,2, 3,4.
Agora, como zero esta contido no interior de Conv({vy, v, v3,v4}) € este
por sua vez estd contido em Conv(p(F,A;)) entdo 0 € intConv(p(F,A;)).
Deste modo, pela proposicao 2.5, existe uma d-cadeia peridédica para F'.
Como para todo > 0 encontramos uma, d-cadeia periédica para F', entao,
pelo lema 2.3, tem-se que F' tem um ponto fixo.
Assim para demonstrarmos o desejado devemos encontrar o tal A; e os
tais y1, Y2, Y3, Ya € A;.

(I) Queremos escolher uma aproximagao gy : T — R de g e valores regulares
€y < ¢y < ... < cp tais que as variedades com bordo M; = g5 '((—o0,¢])
satisfazem:

(1) f(M;) C int(M;)
(2) Az C M; — M;_4

Para isso sejam dy < dy < ... < d,, os valores regulares de g tais que
A= R(f) N g (i1, di]).
Escolha vizinhancas Vg, Vi, ..., V,, respectivamente dos valores regulares

do, dy, ..., dy, que nao interceptam g(R(f)).
Vamos tomar a aproximacao gy : T2 — R de g da seguinte forma:

(i) go(z) = g(x) para todo = € R(f).

(ii) go ¢ de classe C*™ nas vizinhangas ¢~ (V1), g7 (Va), ..., g (Vin).
(iii) Se x ¢ R(f) entao go(f(z)) < go(x).
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Pelo teorema de Sard, tem-se que o conjunto de valores regulares (no
sentido diferencidvel) de gy é denso em go(g~ (Vi) U ... U g *(V;,)). Dali,
para cada vizinhanca V;, existe um valor regular (no sentido diferencidvel)
para g, ¢;, contido nessa vizinhanca. Como as vizinhancas Vi,...,V,, nao
interceptam g(R(f)) entdo esses valores regulares no sentido diferencidvel
para gy sao ainda valores regulares no sentido de Lyapounov. Além disso,
A = R(f)ng ! ([dimr,di]) = R(f) N gy ([eior,ci]) e er < ... < ¢y, pois
g(x) = go(x), para todo x € R(f), para cada i = 1,...,m, temos que V; ndo
intercepta o g(R(f)) e ¢; € V;.

Agora, como, para cada ¢ = 1,...,m, ¢; € um valor regular para gy entao
tem-se que g, '(¢;) é uma subvariedade compacta de T? de codimensao 1.

Deste modo, temos que gg é também uma funcao de Lyapounov completa
para f.

Provemos, para cada i = 1,...,m, que f(M;) C int(M;) e A\; C M; —
M;_4.

(1) f(M;) Cint(M;).

De fato, seja x € M;.

Se x ¢ R(f), entio golf(z)) < go(x) < ci. Logo, f(x) € gy ((~00,¢1)) =

Se x € R(f), entdo x € A; para algum j = 1,...,m. Se j < i, entdo
¢; < ¢;, como A; é invariante por f, temos que f(x) € A; C gy ((—00,¢]), 0
que implica que go(f(x)) < ¢; < ¢; e, portanto, f(z) € intM;. Sei = j, entdo
f(x) € A; CintM;. E, finalmente, ndo podemos ter j > ¢, pois = € A; N M;,
mas se j > i, tem-se que A; N M; = 0.

Portanto, em qualquer caso, temos que f(x) € intM;. Logo, f(M;) C
intM;.

De fato, sabemos que g; ' ([ci_1,i]) N R(f) = A,;. Assim;

N = gy ([cio1, @) N R()
(90 (=00, c])) = gg (=00, ¢ia])) N R(S)
(90 (=00, ci]) N R(f)) — (g5 (=00, cia]) N R(f)) € M; — M;_,

(IT) Considere, para cada i = 2,...,m, N; = M; — M;_;. Temos que, M; —
M;_1 = g5 ((ci—1,ci]) e com isso N; = g5 ' ([ci—1, ¢]). Dai,

NiNNi_1 = g5 (cii1) paracadai=2,...,m
NNN,=0sek#iek#i+1l
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Pela Forma Local das Submersoes, para cada i = 1,...,m, temos que
9o ' (¢;) é uma unido finita de circulos.

(TIT) Nenhum dos circulos em g5 ' ({c1, c2, ..., cm}) é essencial em T2, isto
é, uma curva simples fechada nao homotopicamente trivial.

De fato, suponhamos, por absurdo, que exista um circulo v pertencente
a gy ({c1,¢a,. .., cm}) que é essencial. Temos que existe um j = 1,...,m tal
que 7y esta contida na fronteira de M;.
Afirmagao: Temos que M; deve conter uma outra componente de fronteira
isotopica a .

Primeiramente observe que M; deve conter outra componente de fronteira
essencial, pois se nao existisse poderiamos construir um caminho ligando um
ponto de M; a um ponto que nao estd em M; sem passar pela fronteira de
M; (isso é possivel, pois se ndo existir uma outra componente de fronteira de
M; essencial, entao as outras tinicas possiveis componentes de fronteira de
M; sao um numero finito de circulos nao essenciais). Logo, v nao seria uma
componente de fronteira de M;, absurdo! Portanto, existe outra componente
de fronteira 7 essencial além da 7.

Agora, devemos ter que 4 ¢é isétopica a «y, pois caso contrario v e v
teriam inclinacoes diferentes e quando olharmos os seus levantamentos no
plano essas curvas devem de cruzar, e portanto v e 4 teriam um ponto de
intersecdo, o que contradiz o fato de v e 4" serem componentes de fronteira
de M;. Portando, v e ~' seriam isotdpicas.

Observe que poderia haver alguns circulos nao essenciais na fronteira de
Mj.

Pela afirmagao acima, temos que A; é um anel topoldgico essencial (talvez
com alguns discos removidos) em T2

Seja J\Z € 7 !(M;) um levantamento de M.

Podemos escolher um levantamento Fy de f tal que FO(J\ij) C ]\z
Temos que, ]\Af] é uma faixa infinita (talvez com buracos) com inclinagao
racional, onde a inclinagao dessa faixa significa a inclinacao do levantamento
de uma de suas componentes de bordo que é essencial. (Veja Lema 3.1)
F'(z) —z
n

Afirmagao: Se para algum z € R? existe lim,,_ o = v entao v

deve estar em uma reta de mesma inclina¢ao que M;.

Dividiremos essa prova em dois casos.
Caso 1: x € M;
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F'(z) — =z

n —

passa por x e tem a mesma inclinagao da faixa M;.

Suponhamos, por absurdo, que v ¢ r. (Note que estamos olhando v como
um vetor baseado em z)

Observe que F(z) = Fy(x) + w onde w é um vetor inteiro, portanto

Fj(z) —x

n —
Assim, existe um n; € N tal que Fj)* (z) vai estar fora da faixa M; o que

Seja x € ]\Z tal que existe lim,,_. = v. Seja r a reta que

v—w = lim,_ . Assim, temos que v —w ¢ r.

contradiz o fato de M; ser invariante por Fy.
Mostraremos agora o segundo caso.

Caso 2: © ¢ ]\/Zj
Segue de maneira andloga ao caso 1 observando que para todo n € N o
Fi'(x) deve estar contido em uma faixa delimitada por dois tranladados de

M; consecutivos.

F(z) —x
Considerando que para todo z € R? tal que existe lim,,_ L =0
n

tem-se que v estd em uma reta de mesma inclinacao de J\Afj temos que vy, va, U3
e vy tém a mesma inclinacao de ]\A/[/J Assim, v1,v9,v3 € v4 estao em uma
mesma reta, pois p(F) é conexo e com isso 0 zero nao pode estar no interior
do fecho convexo desse quatro vetores, absurdo!

Portanto, nenhum desses circulos pode ser essencial.

Deste modo, g5 ({c1,...,cn}) é formado por circulos nio essenciais, e
) 0 ) ) )
assim cada um desses circulos determina um tnico disco “suave™no T°2.

(IV) O complementar da unido dos discos cujos bordos sdo determinados
por g5 '({c1,...,cn}) consiste do interior de um tnico N; dos N;.

Portanto, o complementar do intN; em T2 consiste de um conjunto finito
de discos, digamos Dy, Ds, ..., D,.
Podemos enumerar esses discos de modo que
DiCMjsel<i<s

D, CT?—-M;ses<i<r

Temos também:

() (D) € Up_y(Di) se 1 < i < s.
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(i) f7HD;) C Upesir (D) se s <i <7

Pelo que vimos inicialmente, existe um ponto nao errante x; € 72 tal que

sex €1 Yxy)
n
v, = lim M
n—oo n

Fixe um tal x € 7= ().

(V) Se z1 nao esta em A;, vamos mostrar que existe outro ponto y; € A;
tal que sempre que y € 7 !(y;) tem-se

o = lim W) Y
n—o0 n

Por um argumento similar ao que faremos agora podemos encontrar s, y3
e y4 como desejado e portanto temos completada a prova.

Suponhamos que z; ¢ A;. Pelo que vimos no comego da demonstra-
cdo, temos que z; € R(f). Como z; ¢ A; = R(f) N gy'([cj_1,¢]) e
z1 € R(f) entdao z1 ¢ gy ' ([cj_1,¢;]) = Nj. Logo, z; € T? — intN;. E como
T? —intN; = Dy UDyU...UD, entao x; € D, para algum p € {1,...,7}.

Deste modo temos os dois seguinte casos:

Caso 1: 1 € D, onde 1 < p < s.

Como x; é um ponto nao errante entdo existe um ¢ > 0 tal que f9(D,) N
D, # 0. Dai e do fato que f9 é continua, D,, é conexo e f9(D,) C |Jr_, D,
temos que f4(D,) C D,.

Seja D um levantamento de D, contendo x. Dai, existe um vetor inteiro
w tal que F4(D) C D + w. Defina G(z) = F(z) — w para todo z € R%
Logo, G(D) C D o que implica, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, que
G possui um ponto fixo zyg € D.

Temos que

Fna — Fna _
oy = fim @) g M) — A w

pois
F™(zy) — w
lim —( 0) 0 = lim E——
n—oo ng n—o0 ng n—00 ng q q
Fri(z) — o D
€ +
ng ngq
w Fz)—x w
—),Vn € N e dai tem-se, fazendo n — oo, que v; = lim,,_, L = —.
q ng q

e como F™(x) € D+ nw,¥Yn € N implica que
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Caso 2: x1 € D, onde s <p <r.

Procede de maneira andloga ao caso 1 utilizando em vez da funcao f a
funcao f~! e assim encontramos um ponto fixo para funcao G, zy, com as
mesmas propriedades.

Afirmagao: Existe um ponto fixo para G em 7 !(N;).

Para isso procuraremos um ponto fixo para f? em N;.

Primeiro observe que f? é homotopica a aplicacao identidade, pois a f o
é. Agora, como a identidade é homotdpica a uma aplicacao sem ponto fixos
temos que a f? é homotdpica a uma aplicagao sem pontos fixos.

Considere B o conjunto de pontos fixos de f? que estao na mesma classe de
Nielsen de 7(z) onde 2y é o ponto fixo da G que encontramos anteriormente.

Se nenhum dos pontos de B pertence a N; entao devem pertencer entao
a T? — N, que é igual a uniao do interior dos discos Dy, D, ..., D, entao
B C U;_, Dy. E assim, para cada i = 1,...,r, se B; ¢ um levantamento de

D; entao ou G(D;) C D; ou G_l(a) c D, ou G(D;) N D; = 0.

A contribuigdo de D; para o indice é de +1 ou 0, pela proposi¢ao 3.1.
Observe que pelo menos um D;’s contribui com +1.

Por isto e pelo que vimos acima sobre B, temos que o indice do conjunto
de pontos fixos de f? que estao na mesma classe de Nielsen de 7(zg) é positivo,
absurdo, pois f9 é homotdpica a uma aplicagao sem pontos fixos e, portanto,
a soma dos indices do conjunto de pontos fixos em qualquer classe de Nielsen
para f? é zero pelo teorema 3.2.

Logo, existe um ponto fixo y; € N; de f? na classe de Nielsen de 7(2p).

Visto que 7, estd na mesma classe de Nielsen de 7(z), se y € 7 (y;)
entdo G(y) = y.

Logo,
Fra(g) — Fna(y) —
vy = lim i) - = lim My -y € p(F,A))
pois
e _ Gn . Gn .
limM:lim (y) + nw y:limm—i-gzg

Portanto, y; ¢ um ponto periédico de f em N, logo y; € A;.
Fazendo o mesmo argumento encontramos y2,ys € y4 em A; desejados,
completando com isso a nossa demonstragao.

]
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Teorema 3.3. Sejam f : T? — T? um homeomorfismo homotdpico a apli-
cacio identidade e F : R?> — R? um levantamento de f. Se v é um vetor
com coordenadas racionais contido no interior de p(F'), entdo existe um ponto
p € R? tal que w(p) € T? é um ponto periddico para f e

F*(p) —
v = lim —(p) P

n—00 n

(3.1)

Demonstracao. Como v é um vetor de coordenadas racionais em R?, entdo
existem r, s, q € Z com m.d.c.(r,s,q) = 1 tais que v = (C, f).
Seja G : R? — R? definida por G(z) = F9(x) — (r,s). Observe que se
G possui um ponto p fixo, entao esse ponto é o ponto procurado. De fato,
temos que G(p) = F9(p) — (r,s) = p o que implica F(p) = p+ (r,s).
Afirmacao: f"om =mo F™ para todon € N
Provemos por indugao sobre n.
(1) J& é conhecido que for =mo F
(2) Suponhamos que é verdade para k, provemos que vale para k + 1.
Como vale para k temos que f*om = mo FF. Assim,

ToF" =goF*oF =fforoF =ffofor=f"onr

logo temos que a afirmacao é verdadeira.

Assim,
fUm(p)) = n(F(p)) = w(p+ (r,s)) = 7(p)
isto é, m(p) é um ponto periddico para f.
Além disso,
lim m — lim % = lim G™(p) + m(r,s) —p _ (r,5) —

pois p é um ponto fixo da G.

Portanto, devemos encontrar um ponto fixo para G.
Pela proposicao 2.2, temos que p(G) = gp(F) — (r,s). Como (i,f)
q q

estd no interior de p(F'), temos que o zero estd no interior de p(G), pois
rs
0= q(a 5) —(r,s) € qp(F) — (1, 5) = p(G).
Agora, como p(G) é fechado e convexo, pelo teorema 2.2, temos que
existem pontos extremos vy, ve,v3 € vy de p(G) tais que o zero estd contido

no interior do fecho convexo formado por esses vetores.
Dai, pela proposicao 3.2, temos que GG possui um ponto fixo p. O]

44



Bibliografia

[Br] M. Brown, A new proof of Brouwer’s lemma on translation arcs, Hous-
ton J. Math. 10, 3541, 1984.

[B] R. F. Brown, The Lefschetz Fized Point Theorem, Scott, Foresman and
Company, Glenview, Illinois, 1971.

[BG] K. Burns and M. Gidea, Differential Geometry and Topology with a
view to Dynamical Systems, Studies in advanced Mathematics; CHAP-
MAN and HALL/CRC (2005).

[Fa] A. Fathi, An orbit closing proof of Brouwer’s lemma on translation arcs,
Enseign. Math. 33, 315-322, 1987.

[F] B.  Frangois, Ensembles  de  rotations  des  homéomor-
phismes du tore T? ~ Notas de curso, http://www.math.u-
psud.fr/ leroux/ENSEIGNEMENT /2006/M2/cours-2-grenoble06.pdf,
2007.

[Fr88] J. Franks, A wvariation on the Poincaré-Birkhoff Theorem, Hamilto-
nian Dynamics, Contemp. Math., Amer. Math. Soc., Providence, R.I.,
111-116, 1988.

[Fr89] J. Franks, Realizing Rotation vector for torus homeomorphisms, Trans.
Amer. Math. Soc. 311, n. 1, 107-115, 1989.

[HDK] H. Hadwiger; H. Debrunner e V. Klee, Combinatorial geometry in the
plane, Holt Rinehart and Winston, New York, 1964.

[L93] E. L. Lima, Grupo Fundamental e Espagos de Recobrimento, Projeto
Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 1993.

[L04] E. L. Lima, Curso de Andlise Vol. 1, v.1, 11 ed, Projeto Euclides,
IMPA, Rio de Janeiro, 2004.

45



[LO5] E. L. Lima, Curso de Andlise Vol. 2, v. 2, Projeto Euclides, IMPA,
Rio de Janeiro, 2005.

[M] J. W. Milnor, Topology from the differentiable viewpoint, The University
Press of Virginia, 1965.

[MZ] M. Misiurewicz e K. Ziemian, Rotation sets for maps of tori, J. London
Math. Soc. (2), 490-506, 1989.

[Ox] J. Oxtoby, Diameters of arcs and gerrymandering problem, Amer.
Math. Monthly 84, 155-162, 1977.

46



