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RESUMO

Seja f um homeomorfismo que preserva a orientacao de R? sem ponto fixo.
O Teorema de Brouwer de Translacao no Plano afirma que cada ponto xg €
R? est4 contido num Dominio de Translacdo por f, ou seja, um subconjunto
aberto conexo de R? cujo bordo ¢ LU f(L) onde L ¢ imagem de um mergulho
préprio de R em R?, tal que L separa f(L) e f~1(L). Além disso provamos
a existéncia de uma funcao g : R*> — R tal que g(f(z)) < g(x),Vx € R



Abstract

Let f be an orientation-preserving homeomorphism of R? which is fixed
point free. The Brouwer plane translation theorem asserts that every x, € R?
is contained in a Domain of Translation for f,i.e. an open connected subset
of R?, whose boundary is LU f(L) where L is the image of a proper embedding
of R in R?, such that L separates f(L) and f~!(L). In addition we show that
there is a function g : R*> — R such that g(f(z)) < g(x),Vz € R2.



Introducao

Nessa dissertacao investigamos homeomorfismos sem ponto fixo que preser-
vam a orientacao do plano e damos uma pequena prova do Teorema de
Translagao no Plano de Brouwer. A demonstragao original de Brouwer pode
ser encontrada em [3]. Algumas das histérias interessantes desse resultado as-
sim como algumas simplificacoes da prova de Brouwer podem ser encontradas
em [2].

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados béasicos sobre homotopia
da identidade em R? e, em seguida, sobre certas condicoes construimos uma
funcao de Lyapounov g : R? — R associada a uma funcao continua f : R? —
R2. No Capitulo 2 apresentamos alguns resultados sobre pontos recorrentes
por cadeia para homeomorfismos f de R? sem pontos fixos e que preservam
a orientacao. O resultado central é o Teorema 2.2 que assegura que para
tais homeomorfismos, dado qualquer z; € R?, existe um aberto U tal que
UcC fYU)exy€ f7Y(U) — U. Finalmente, no Capitulo 3, apresentamos a
prova do Teorema de Brouwer de translagao no Plano.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados de que precis-
aremos para a demonstragao do teorema de Brouwer.

Definicao 1.1. Se o : I — R? € uma curva suave parametrizada reqular,
a fungao s : I — R dada por s(t) = ftl; | &(s) || ds é chamada fung¢ao
comprimento de arco da curva a partir de ty, onde, ty € I.

Definicao 1.2. Dizemos que uma curva reqular o : I — R? estd parametrizada
pelo comprimento de arco se ft';l | &/(s) || ds = t; — to, para quaisquer
to,t1 € I, ty < ty. Isto €, o comprimento de arco da curva o de ty a ty €
wqual a t; — to.

Definicao 1.3. Uma curva reqular o : I — R? € dita parametrizada pro-
porcional ao comprimento de arco quando existe uma constante ¢ > 0 de
modo que ft';l || &/(s) || ds = c(t; — to), para quaisquer to,t; € I, to < t.

Teorema 1.1 (Teorema de Sard). Seja g : R? — R uma funcgdo de classe
C. Entao o conjunto dos valores requlares de g é denso em R.

Definicao 1.4. Uma homotopia entre as aplicacoes f,g : R? — R? de
classe C* é uma aplicagdo continua h : [0,1] x R? — R? tal que, para todo
r € R?, tem-se h(0,z) = f(x), h(1,2) = g(z). Se f e g sao difeomorfismos
e para cada t € [0,1], hy(x) = h(t,z) também é um difeomorfismo, entdo
dizemos que h € uma isotopia entre f e g.

Perceba que ser isotépico a é uma relagao de equivaléncia. De fato, temos
que esta relacao tem as seguintes propriedades:

1. Reflexiva:

Para vermos que um difeomorfismo f : R? — R? ¢ isotépico a si
mesmo basta tomarmos h,(z) = f(z),Vt, e notarmos que ho(z) =
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hi(z) = f(z) e que hy(x) é um difeomorfismo para todo t € |0, 1],
logo h ¢ isotopia entre f e f.

2. Simétrica:

Se tivermos os difeomorfismos f, g : R? — R? tal que f é isotépico a
g entdo existe uma isotopia h;(z) tal que ho(z) = f(z), hi(x) = g(x) e
hi(z) é um difeomorfismo para t € [0,1]. Tomando h'(¢,z) = h(1—t,x)
notamos que hy(z) = hy(z) = g(x), b (z) = ho(x) = f(x) e que hi(z) =
h(1 —t,x) é um difeomorfismo se tomarmos ¢ € [0, 1]. Com isso temos
que h’' é uma isotopia entre g e f.

3. Transitiva:

Sejam f, g, h : R? — R? difeomorfismos tal que f é isotépico a g e g é
isotopico a h. Entao f é isotépico a h. Com efeito, existe uma isotopia
hi(z) tal que ho(x) = f(z),hi(z) = g(x) e hy(x) é um difeomorfismo
para t € [0, 1] e outra isotopia hj(x) tal que h{(x) = g(x), b (z) = h(x)
e hj(z) é um difeomorfismo para t € [0,1]. Agora consideremos a
seguinte aplicacao:

— he(2t, ), telo,
hy(z) = { ((26,2) iy [1 i]
2

Perceba que o(x) = ho() = f(2),hy(x) = hi(z) = hiy(x) = g(x) e
hi(z) = hjy(z) = h(x), além de termos que h, é um difeomorfismo para
todo t € [0,1], por conta das definicées de h; e hj. Desta forma temos
que h; é uma isotopia entre f e h.

Seguimos com resultados necessarios sobre isotopia.

Lema 1.1. Sejam D C R? um disco topoldgico aberto e convexo , p,q € D e
o segmento de reta I : [0,1] — D ligando p a q. Entao existe uma isotopia
he, t € 10,1] ao longo de T tal que hg = Id, hi(p) = q e hy(x) = x,Vt € [0, 1]
e para todo x € R? — D.

Demonstragao. Considere a funcao f : R? — [0, 00) de classe C™ tal que
f(z)=0,YreR?*—De f(x) >0,Vz € D.

A partir do campo vetorial constante definido por X (z) = ¢ —p, Vr € R?,
construimos o campo C* definido por X'(z) = f(z)X (z). Pela defini¢ao de
f notamos que D é o suporte do campo X', isto é, D é o fecho do conjunto
{r € R?| X'(x) # 2} . Temos que D C D, ou seja, o suporte de X' estd
contido num compacto, donde se conclui que o fluxo associado a X’ esta
definido em R x R2.



Se tomarmos ¢;(p),t € R, como a 6rbita de p, teremos que po(p) = p e
¢¢(p) tenderd ao bordo de D quando t — o0, pois, do contrério, a 6rbita de
p tenderia para o interior de D e assim o campo X' teria uma singularidade, o
que seria um absurdo, ja que o campo Y é produto de um valor real positivo
por um campo constante. Desse modo, necessariamente existe um ¢’ > 0 tal
que @y (p) = ¢, o que significa que existe uma isotopia h; com as propriedades
desejadas. Para obté-la basta tomarmos a aplicacao h : [0, 1] x R? — R? que
leva (t, z) em hy(x), que é definida por hy; = ¢, pois temos que hy = @ = Id,
hi = v e hi(p) = pu(p) = q. O

Definigao 1.5. Seja hy : [0,1] x R? — R? uma isotopia. O conjunto N ¢
dito suporte de hy quando h; € identidade fora de N.

Corolario 1.1. Sejam D C R? um disco topoldgico aberto, p,q € int(D)
e uma poligonal T : [0,1] — D ligando p a q. Entdo existe uma isotopia

he,t € [0,1] ao longo de T' com suporte numa vizinhanga N C D de T tal que
ho =1d e hy(p) = q.

Demonstracao. Como I' é uma poligonal, entao existem pontos tg, t1, ..., t,
onde I' nao é diferenciavel. Podemos supor que I' nao é diferenciavel somente
em ty € (0,1), o caso geral é analogo. Sendo assim, seja I'(0) = p, I'(to) = r
el'(1) =gq.

Considere N7 e Ny abertos convexos contidos em D e contendo respecti-
vamente os segmentos I'g = I'([0, ¢9]) e I'y = I'([to, 1]). Pelo lema 1.1 existem
isotopias ¢; e ¥, t € [0,1], ao longo respectivamente de I'y e I'y tal que
wo = o = Id, p1(p) =1, ¥1(r) = q e p(x) = x, para todo t € [0,1] e todo
r € R? — N; e ¢y(x) =z, para todo t € [0,1] e todo z € R? — N.

Seja N = N; U Ny. Defina hy = ¢ o ¢, t € [0,1]. Note que ho(z) =
g o po(x) = Yo(x) = 2,V € R% Para todo z € R*? — N, tem-se que
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he(x) = ¥y 0 i) = tu(x) = 2,Vt € [0,1] e ha(p) = 1(e1(p)) = ¥a(r) = ¢.
Deste modo, temos a isotopia procurada. O

Dado um homeomorfismo f : R?> — R? que preserva a orientacao do
plano, uma nog¢ao muito importante na demonstracao do Teorema de Brouwer
de Translagao no Plano é a de uma funcdo g como construida no lema a
seguir. Ela também é utilizada como auxilio na construcao de uma funcao
de Lyapounov g para f, que faremos na seqiiéncia como resultado adicional.

Lema 1.2. Sejam f : R? — R? um homeomorfismo que preserva a ori-
entacao do plano e U C R? aberto tal que U C f~Y(U). Entdo existe uma
fungdo g : R* — [0, 1] de classe C™ tal que:

1. g se anula em U;
2.g=1emY =R2— f~1U);
3. g(x) € (0,1) no complementar de UUY ;

4. 9(f(2)) < g(2), Yo € R* e g(f(x)) < g(x),Yo € [1(U) = U.

Demonstragdo. Defina go(z) como uma funcao de classe C> em R? que é nao-
negativa e se anula exatamente em U. Do mesmo modo, seja também gy ()
uma funcio de classe C* em R? que é nao-negativa e se anula exatamente
em Y e assim defina

__l@)

go(x) + g1(x)

Notamos que, como g, € g; sao suaves e o denominador de g nao se
anula, temos que g é suave. Dado que gy se anula exatamente em U e
g1 = 0 em Y, segue que g se anula precisamente em U e é identicamente
igual a 1 precisamente em Y, assim como esta estritamente entre 0 e 1 no
complementar de U UY em R? (j4 que o denomidor da equagao é maior que
o numerador necessariamente).

Concluimos que g(f(z)) < g(x), pois pelas definigoes de f, go e g1, cheg-
amos a:

g(z) =

1. se z, f(x) € Y entdo g(f(x)) = g(z) = 1;
2. sexeY e f(zx)e fHU) temos que g(f(z)) € [0,1) e g(x) = 1;

3.sex € f7HU)—U entdo f(z) € U e dai g(x) € (0,1) e g(f(x)) =0,
logo g(f()) < g(2);

4. se v € U entdo f(z) € U e assim g(f(z)) = g(x) = 0.
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]

Observe que, no lema anterior, se r € f‘l(U) — U entdo g(z) € (0,1)
e neste caso temos que f(x) € U — f(U) C U, logo g(f(z)) = 0. Também
notamos que g(f~'(x)) = 1 se g(x) € (0,1) ja que, desta forma, teriamos

ze f~YU)-U.

Definicao 1.6. Seja f : R? — R? um homeomorfismo sem ponto fizo que
preserva a orientacdo do plano. Uma funcdo g : R? — R ¢ denominada
funcao de Lyapounov para f quando g(f(z)) < g(x) para todo x no plano.

Lema 1.3. Seja f : R?> — R? um homeomorfismo sem ponto fixzo que
preserva a orientacao do plano tal que para qualquer ponto y no plano existe
um aberto U tal que U C f~1(U) ey € f~HU)—U. Entdo existe uma fungdo
go continua tal que go(x) < 1,V € R?, de Lyapounov para f.

Demonstragao. O que o lema 1.2 nos diz é que se f : R? — R? é um
homeomorfismo que preserva orientacao do plano tal que para qualquer ponto
y no plano existe um aberto U tal que U C f*(U) ey € f71(U)-U
entao para cada y podemos construir uma fungio g, : R? — [0,1] e tomar
um aberto U, contendo y tal que g,(f(x)) < g,(z) para todo z € R? e
gy(f(z)) < gy(x) para todo x em U,,. Entao a familia de conjuntos {U, } é uma
cobertura do plano donde podemos escolher uma subcobertura localmente
finita e enumeravel {U,,}°,. Seja U; = Uy, e g; = gy,- A questdo agora é
encontrar uma funcao de Lyapounov g para f.
Defina a funcao go : R? — R por

o G gZ(I)
_; ;

Note que, como a imagem de qualquer ponto por g; é menor ou igual a 1
para todo i« € N, podemos afirmar que

(1.1)

Assim temos que cada termo da série

ig(l’)

(1.2)

oo
¢ menor ou igual a cada termo de mesmo indice da série geométrica g 5
i=1
Logo, como ambas as séries possuem todos os termos nao-negativos e a série

11



geométrica é convergente, pelo critério de comparacao de séries temos que
a série 1.2 é convergente e, em particular, possui limite menor ou igual a 1
(limite da série geométrica), para todo z. Isso prova que go(x) < 1.

Claramente, dado qualquer € > 0, existe ng € N tal que Vn > ng, e
escrevendo

tem-se R,(r) < e, para todo x, o que significa que a série 1.2 converge
uniformemente para go. E como temos que cada termo desta soma é uma
funcao continua, concluimos que go também é continua.

Nos resta provar que gg ¢ de Lyapounov. Para isso basta notar que, para
todo z existe um numero finito de abertos U, contendo z, logo para tais
indices k temos que gx(f(x)) < gr(x), o que nos conduz a desigualdade

gk(Jz‘lgw)) - gk;;f)

e assim, go(f(x)) < go(z), como queriamos demonstrar.
[

No préximo capitulo provaremos que, se f é um homeomorfismo de R?,
sem pontos fixos e que preserva a orientacao, entao para qualquer ponto y no
plano podemos construir esse aberto U tal que U C f~*(U) ey € f~1(U)-U.
Esse serd um passo fundamental na demonstracao do Teorema de Brouwer.
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Capitulo 2

Homeomorfismos sem pontos
fixos e recorréencia

Neste capitulo apresentaremos alguns importantes resultados sobre homeo-
morfismos sem pontos fixos, que serao uteis na demonstracao do teorema de
translacao no plano de Brouwer.

Na demonstracao da proposicao a seguir, utilizaremos o teorema abaixo,
cuja prova pode ser encontrada em [3].

Teorema 2.1. Seja f : R? — R? um homeomorfismo que preserva a ori-
entagao do plano. Se f tem um ponto periodico entao f tem um ponto fizo.

Proposicao 2.1. Seja f : R?> — R2 um homeomorfismo sem ponto fixo
que preserva a orientac¢ao do plano e D um disco topologico aberto tal que

f(D)ND = 0. Entio f/(D)N f/(D) =0 sempre que i # j.

Demonstragdo. Se f{(D) N f/(D) # () para algum i # j entdo, sendo f
homeomorfismo, se tomarmos ng = i — j teremos que f™ (D) N D # (). Seja
n o menor inteiro positivo tal que f*(D)N D # (. Seja x € DN f~"(D);
logo f"(x) € f*(D)N D e entao x, f"(x) € D; e escolha um arco poligonal
[' € D ligando f"(z) a x.

Escolha uma vizinhanca N de I" sucientemente pequena que esteja contida
em D. Do corolario 1.1 podemos tomar uma isotopia com suporte em N
que leva f™(z) ao longo de I" a = e entdo construimos um homeomorfismo
h : R? — R? com suporte em N satisfazendo h(f™(z)) = z. Seja fi = foh.
Note que, fora de D, como h é identidade, entao f; = f e, como f nao tem
ponto fixo, segue que f; nao tem ponto fixo fora de D. Também percebemos
que f; nao tem ponto fixo em D pois fi(D) = f(D), que é disjunto de
D. Mas se z — [*(x) entio fi(z) = f(h(2)) = [(h(f"(z))) = f(x), logo
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fiz) = f"(x) = z, ou seja, f; tem um ponto periédico, o que contradiz o
teorema 2.1.
]

Definicao 2.1. Uma e-cadeia de x ay por f € uma seqiiéncia x = x1,Ta, ..., Ty,
de pontos em X tal que

| f(z;) —zip1 ||<e para 1 <i<n-—1,

I fzn) —y l<e.

Lema 2.1. Se existe uma e-cadeia y = x1,%2,...,x, = Yy, de y a y, entao
podemos tomd-la de maneira que para i,j ¢ {1,n} tem-se que x; # x;, para
i #j e fz;) # ;.
Demonstragao. Se existirem indices ¢,7 € 2,..,n—1 tal que f(z;) = z;
entao tome x; tal que || f(z;) — )| < e e | f(z}) — x4l < e. Entao se
substituirmos z; por z na seqiiéncia acima, ainda teremos uma e-cadeia de
yay.

Caso 2 = f(w) ou f()) = x} para algum k € 2,...,n — 1 entdo repeti-
mos o processo acima e o faremos sempre que necessario até obtermos uma
e-cadeia conforme desejado. ]

Proposigao 2.2. Seja f : R?> — R? wm homeomorfismo que preserva a
orientag¢ao do plano tal que || f(z) —z ||> d > 0 para todo x. FEntao, se
0 < e <4, ndo existe uma e-cadeia de y a y para qualquer y € R2.

Demonstracao. Suponha que exista tal e-cadeia y = x1, 29, ...,2, = vy, de y
a . Se necessario faremos algumas alteracoes nestes pontos para obtermos
uma e-cadeia como a do lema 2.1.

Assim, como || f(x) — zx41 ||< €, para cada k consideremos o segmento
de reta v, ligando f(xy) a xxy1. Tomemos parametrizagoes desses segmentos,
Y @ [0,1] — R2, tal que eles sejam proporcionais ao comprimento de arco.
Se necessario, alteraremos levemente esses mergulhos para que estes sejam
caminhos poligonais parametrizados proporcionais ao comprimento de arco
tal que vi(s) # vj(s),Vs € [0,1] e i # j.

Seja § = minl|vi(s) — v;(s)|,Vs € [0,1],Vi # j. Tome um inteiro N

1 0 . .
tal que i < 7 Entdo os segmentos v ([5H, %]),1 <i < N,1 <k <n
€

tém comprimento menor que N pois a parametrizacao ¢ proporcional ao

comprimento de arco. Mais ainda: por conta do ¢ tomado temos que os

arcos Y([5F, %), 1 < k < n, sdo disjuntos dois a dois.
Pelo corolario 1.1, para cada ¢ entre 1 e N, podemos construir uma iso-

topia hy (i) : R*> — R? tal que:
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1. O suporte de h;(i) estda contido na unido de pequenas vizinhangas dis-
juntas de v, ([5F, 5]), 1 < k < n,

2. || (i)(z) — 2z ||< ¢/N,Vx € R?,

3. ha(D)(n(FH) = wm(F), L < k<.

Agora defina h : R? — R? como h = hi(N) o hy(N — 1) o ... o hy(1).
Entao, claramente, || h(z) — z ||< ¢,Vz € R? e h(f(zx)) = x141. Entdo o
homeomorfismo g = ho f tem xq, xs, ..., x,, como érbita periddica. Veja:

T =Y

g(w1) = h(f(21)) = 2
9*(x1) = g(w2) = h(f(22)) = 3
93(951) = g(x3) = h(f(r3)) = 24

9" N(@1) = g(xn) = b(f(Tn1)) = 2n = 21 =y
Logo, existe w € R? tal que g(w) = w. Assim, pela desigualdade trian-
gular, temos:

0 < [l flw) —w <] f(w) —g(w) [| + ]| g(w) —w |
= | g(w) = fw) [I=[l (f(w)) = f(w) < e <6

Isto implica em uma contradicao.
Entao nao existe e-cadeia de y a y por f tal que 0 < e < 4.

Agora provaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Se f : R?2 — R? € homeomorfismo sem ponto fixo que
preserva a orientagcdo do plano entdo para todo xo € R? existe um aberto

U tal que f~Y(U) DU exq € f~YU)-U.

Antes de demonstrar o teorema, note que ele garante para cada vizinhanca
U,, a existéncia de uma fungio g,, : R* — R conforme o lema 1.2.

O teorema serda demonstrado numa seqiiéncia de cinco lemas. Para tais
demonstragoes, precisaremos da seguinte defini¢ao:

Definicao 2.2. Seja I um arco mergulhado ligando dois pontos mo plano.
Para € > 0 defina U(g) como o conjunto dos pontos y € R? tal que existe
x €1 e uma e-cadeia de x a y.
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Note que U(g) # ). Para ver isto basta tomar, para qualquer = € I, um
ponto y € R? tal que || f(z) —y ||< € e assim temos que z é uma e-cadeia de
x ay, ouseja, y € Ule).

Também temos que U(e) é aberto, pois se y € U(e) temos que existe
um x € I e uma seqiiéncia x = x,Ts, ..., T, de pontos em R? tais que
| f(z;) —xi1 ||[<eparal<i<n-—1,e| f(z,) —y|[<e. Seja
0 =| f(z,) —y ||< € e tome ¢’ tal que § + ¢’ < ¢ e considere a bola aberta
By(y). Sey' € By(y) entao || f(zn) =y < flzn) =y [+ 1y -9 lI<
J+ 0" < e, logo xy,...,x, ¢ uma e-cadeia de x a y', portanto By (y) C Ul(e).

Lema 2.2. Seja f : R?> — R? um homeomorfismo sem ponto fixo que
preserva a orientacao do plano. Para todo ponto xy € R? existe um arco
de translagdo, isto €, um arco mergulhado I que liga o a f(xo) tal que

F)N I ={f(x0)}.

Para demonstrar esse lema observamos que um homeomorfismo que preserva
a orientacao do plano sem ponto fixo é sempre diferencialmente conjugado a
um homeomorfismo que move cada ponto a uma distancia minimo uniforme.
Precisamente, temos o

Lema 2.3. Seja f : R? — R? um homeomorfismo que preserva a orientacdio
do plano sem ponto fivo. Entdo existe um difeomorfismo h : R? — R? tal
que f1 = ho foh™! satisfaz || fi(z) — z| > 1 para todo x € R?.

Demonstragao. Seja B, = {z | || = ||< r}. Tome uma funcao ¢ : [0,00] — R
tal que ¢(t) > 1 para todo t, ¢'(t) > 0 para t > 0, e tao grande que
> max .
0> 5\ e
- : : < 1
Note que uma tal fungao sempre existe, pois fun¢do g(r) = max § ———————
A\ Te— @)

é crescente, monotona e continua em r € [0,00) e é claro que com essas pro-
priedades podemos encontrar uma funcao suave com derivada positiva que é
maior que g.

Defina um difeomorfismo h : R? — R? por h(r,0) = (r¢(r),0), onde
r e 6 estao em coordenadas polares. A matriz de Dh, g com respeito a
base ortonormal {0/0r, (1/r)(0/00)} em (r,0) e {0/0r, (1/r¢(r))(0/00)} em
h(r,0) é

( o(r) +Or¢>’(r) ¢2~> ) .

Com isso a matriz de Dh 1 ﬁca da forma:
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0 b
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Se considerarmos a norma do maximo da soma das linhas para matrizes
teremos que

R
Dh_ 2.1
Mostraremos que || h(f(x))—h(z) ||> 1 para todo x. Se isso nao ocorresse

existiria um z tal que || h(f (xo)) h(zo) ||< 1. Pelo teorema do valor médio
aplicado ao difeomorfismo h~!

I f (o) — o [I<|| DA " [[Il A(f(x0)) — k(o) I<|| Db, |

onde p é um ponto do segmento de reta ligando h(xg) e h(f(zo)). Entao,
pela desigualdade (2.1) acima,

1
| f(xo) — o [I< o0 < o o= f(2) | (2.2)
onde r =|| h7*(p) ||. Mas, como || Dh™! ||< 1, h~' é uma contragio e

deste modo || zo — h™(p) ||<|| h(xo) — p ||< 1. Entdo zg € B,;; quando
r=|| h=1(p) ||. Isso contradiz (2.2).
Segue que || h(f(z)) — h(z) ||> 1 para todo z. Se fi = ho foh™! entao
| ) — 2 =l BUF @) = (B (@) =] B(F(E) = () > 1.
[

Demonstracao do lema 2.2. Para xy € R?, seja B, o disco fechado centrado
em xo e de raio t, e tome r o supremo de t tal que B; N f(B;) = 0. Os
discos B, e f(B,) se intersectam, mas seus interiores sao disjuntos. Escolha
y € B, N f(B,). Como, em particular, y € f(B,) entao f~'(y) € B, e logo
podemos definir .J; como sendo o arco radial em B, do seu centro zg a f~(y).
Tomemos também J, como o arco radial de zy a y. Perceba que y é ponto
comum dos arcos Jy e f(J1) (j& que, como os extremos de J; sao f~!(y) e
Tg, seus extremos sdo y e f(xg)), assim, defina I como sendo a unido de Jo
e f(J1), o arco que liga xy a f(z9). Dessa maneira, os extremos do arco
f7YI) serao zg e f~'(xp), logo, como os interiores dos conjuntos B,, f(B,)
e f71(B,) sao disjuntos dois a dois (j4 que, pela proposi¢do 2.1 temos que
f(B,) N f~4(B,) =0), temos que I e f~'(I) se intersectam somente em ,
assim [ e f([) se intersectam somente em f(xy). Com isso construimos um
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arco translagdo mergulhado I de 2y a f(x¢) com a propriedade de I e f(I)
terem apenas o ponto f(zp) em comum.

]

Lema 2.4. Seja agora o conjunto U(e) como definido anteriormente. Nas
condigoes do lema 2.2 temos que f(I) C U(e),Ve > 0.

Demonstragao. Tome y' € f(I). Temos que existe y € I tal que f(y) =
y'. Como f é continua entdo para qualquer ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que se
| x —y ||< d entao || f(x) — f(y) ||[< e, ouseja || f(x) —y ||<e. Tomando
x € I dessa forma, segue que x é uma e-cadeia de x a ¢/, isto é, ' € U(e).
]

Lema 2.5. Também sobre as condicoes do lema 2.2, temos que existe g > 0
tal que f~X(I)NU(gg) = 0.

Demonstracao. O objetivo dessa demonstracao é mostrar que se g9 é sufi-
cientemente pequeno e existe uma eg-cadeia yq, ys, ...,y do ponto y; de [ a
um ponto z € f~1(I) entao é possivel alterar f para um homeomorfismo f;
tal que existe um ndmero positivo § <|| fi(z)—z || para todo x e f; tem uma
g1-cadeia periddica de y; por um valor £; < §. E isso contradiz a proposi¢ao
2.2, garantindo entao que a ep-cadeia de y; a z nao pode existir. Obtemos
assim que f~HI)NU(gy) = 0.

Suponha, conforme lema 2.3, que || f(z) —z ||> 1,Vz € R?. Como na
prova do lema 2.2 seja xy o centro do disco B,. Tome um disco geométrico
P centrado em x suficientemente pequeno tal que

diam(P) < % e diam(f(P)) < i (2.3)

Sejam Ky = I —int(f(P)) e Ky = I —int(P) subarcos compactos de [ e

09 < 1 tal que existam vizinhancas compactas N; de K; de maneira que:

dist(N;, 1 (Ny)) > 09, para i=1,2. (2.4)
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Escolha gy < min {Z’ 550} e suponha por absurdo que f~1(I)NU(gy) #

(), ou seja, que existe uma ep-cadeia y1, Y, ..., Yn, de y; em I a um ponto z €
f7X(I). Perturbando yi, s, ..., yn levemente, se necessario, podemos assumir
que y; estd no interior de I e nenhum dos pontos {yz, ..., Yn, f(¥1), -, f(yn)}
estd em 1.

Feito isto, consideremos primeiramente o caso em que y; € P U f(P) e
z € PU f~}(P). Temos entao as seguintes possibilidades:

1. yl,ZGP

Por 2.3 temos que || z — y1 [|< § e, pela definicdo de go-cadeia, segue
aue || f(yn) — = [|< 3, logo:

1 1 1
| £ ) = I<I F ) =2 I+ N2 =m < 5+ =75

Logo , se e; = %, entao yi, Y, ..., Y, serda uma ei-cadeia de y; a y; por
f
2. y1 € f(P),z€e P
1 1

Como, por 2.3, terfamos || f(z) — w1 ||< 7 < 3 = €1, j& que nesse

caso f(z) estaria em f(P), entdo bastaria tomar yi,ys, ..., Yn, 2 COMO
g1-cadeia periddica para e; = % por f.

3. y1€Pze f1(P)

Assim, f(z) € P, logo, do mesmo modo que no item precedente,
|| f(2) — 11 ||< €1 e cairfamos no caso anterior.

4y € f(P),z € f7H(P)

Ja que terfamos || f(2) — f(2) [=0<er e f2(2) — w1 ||< T < &1, pois
f?(z) € f(P), entao chegarfamos a 41, ¥, ..., Yn, 2, f(2) como &;-cadeia
de y; a y; por f.
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Em cada um dos casos anteriores basta tomar f; = f e 6 = 1 para chegar
numa contradi¢ao da proposi¢ao 2.2, ja que || f(x) —z ||> 1.

Os Unicos casos que restam analisar sao quando o subarco I ligando y; e
f(2) estd inteiramente em K; ou inteiramente em K. Como ambos 0s casos
sdo similares, assumamos o primeiro. Sendo assim z € f~1(I) — P.

Seja h : R? — R? um homeomorfismo satisfazendo h(f(z)) = y; e com
suporte numa vizinhanca de K; tao pequeno que esté contido em N; assim
como é disjunto de {ya, ..., Yn, [(¥1), -, f(yn)}. Defina f; = ho f. Como
fi(z) = h(f(2)) = w1 e fily)) = f(h(y:)) = f(y;) para 1 < i < n, pois y; estd
no complementar do suporte de h, onde ela é a identidade, entao temos que
| i) =y [<eoparal <i<n—1lel filyn) — 2 [|=]l 2 — 2 [[= 0 < o,
ou seja, Y1, Ya, ---, Yn, 2 € uma gp-cadeia periddica de y; a y;.

O que resta para obter uma contradi¢ao da proposicao 2.2 é mostrar que
| fi(z) —x ||> d para todo x.

Pela escolha de Ny e §y em 2.4 notamos que || fi(x) —x ||> &y se €
F7YNy). Se x ¢ f71(Ny) entao f(x) ¢ Ny. Sendo h = Id fora de Ny, segue
que fi(z) = f(h(z)) = f(x) e assim || fi(z) —x ||> 1 > &y. Portanto temos
que || fi(x) —z ||> dy para todo xg, o que significa que se tomarmos &, = &g
e 0 = Jp chegaremos que yi,ys, ..., Yn, 2 ¢ gg-cadeia de y; a y; por f1, o que
seria uma contradicao por 2.2.

Entao f~1(I)NU(g) = 0.

Concluindo o teorema 2.2 temos o seguinte:

Lema 2.6. Ainda sobre as condigoes do lema 2.2, temos que U(%) C f~HU(2)).

Demonstragdo. Denotamos U = U(%). Tome W = f(U) e note que, como
f é um homeomorfismo, f(U) = f(U). Basta mostrar que W C U pois,
assim, teremos que U = f~Y{(W) C f~Y(U). Paray € W, f~1(y) € U, logo,
s6 precisamos escolher um ponto w em U tao préximo de f~!(y) tal que
f(w) esteja a uma distancia menor que % de y, ou seja, escolhemos ¢ tal
que |lw — f~'(y)|| < ¢ implica em ||f(w) —y|| < . Feito isso, dado que
w € U, temos que para algum 2 € [ existe uma %-cadeia z = 1, %9, ..., Tp
de z ao ponto w com ||w — f~'(y)|| < §. Entao a seqiiéncia 1, g, ..., T, w é
uma P-cadeia de z a y, ou seja, y € U, o que significa que W C U. Assim
U c f~Y0).

O
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Capitulo 3

O Teorema de Brouwer

Definicao 3.1. Um dominio de translagao para f é um subconjunto D aberto
de R? cujo bordo é LU f(L), onde L é a imagem de um mergulho préprio de
R em R2, tal que L separa f(L) e f~Y(L).

Um fato importante para um dominio de translacao D é que o conjunto
V =Uf™(D),n € Z, é aberto e invariante por f.

De fato, se x € V entdo existe uma linha mergulhada L', que é da forma
f*(L), para alguma k € Z, tal que = pertence ao interior de um subconjunto
de V' com bordos f~*(L') e f(L'), logo existe § > 0 tal que a bola aberta
Bs(x) esté contida nesse conjunto, entao Bs(x) C V, o que indica que V' é
aberto. Naturalmente, f(V') C V, e temos que V é invariante por f.

E importante observar que nem sempre o conjunto V' acima serd todo o
plano. Considere, por exemplo, o fluxo (;) como na figura abaixo.

A
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Considerando f(x) = ¢;i(x) e 0 conjunto D como o conjunto de bordos L e
f(L) como na figura, notamos que V serd um semi-plano do R?. Esse exemplo
mostra que um homeomorfismo sem ponto fixo que preserva a orientacao do
plano em geral nao é conjugado a translagao no plano.

Observacao: Note que pelo lema 2.2, para cada 2y € R?, podemos
construir um arco de translagao I de ¢ a f(zo). Sejam U = U(%) o aberto
associado a I conforme o capitulo anterior e g : R — [0, 1] a fungao como no
lema 1.2 associado ao aberto U. Sendo assim, temos que, como U C U(gg) e
f~H(I)NU(gp) = O (pelo lema 2.5) entdo também teremos que f~1(I)NU = (.
Além disso, pelo lema 2.4 também vale a inclusdo f(I) C U, assim como
temos que U C f~1(U), pelo teorema 2.2.

Agora ja podemos demonstrar o Teorema de Translacao no Plano de
Brouwer. Um esboco do que faremos a seguir é escolher convenientemente
um valor regular ¢ de g de maneira que uma componente conexa L de g~*(c)
é homeomorfa a reta real e é disjunta de sua imagem tanto por f como por
/71, de maneira que o pertence ao aberto cujo bordo é L U f~(L), o que
nos dara o dominio de translagao procurado.

Teorema 3.1. [Teorema de Brouwer de translagdo no plano] Seja f : R* —
R? um homeomorfismo sem ponto firo e que preserva a orientagdo. Entdo
todo ponto xy € R? estd em algum dominio de translacdo por f.

Demonstragdo. Sejam I e U conforme a observacao acima. Dado que f~1(I)N
U = () e g é estritamente positiva fora de U, o minimo de g restrito & f (1) é
positivo. Pelo teorema de Sard podemos escolher um valor regular ¢ € (0, 1)
de g que é menor que esse minimo. Considere a subvariedade g~!((—o0, c])
de R2.

Note que, como f(I) C ¢g~1(0), temos que f(I) estd contido no interior
de uma componente conexa M de g~!((—o0, c]).

Mostremos que f(M) C M. Com efeito, dado que M C f~1(U), visto
que fora de f~}(U) tem-se que g = 1, segue que f(M) C ¢g~1(0), donde
f(M) C int(g~((—o0,])). Agora suponha por absurdo que f(M) nao esteja
contido em M, ou seja, que existe x € M com f(z) ¢ M. Tome um camimho
Jem M de x a f(xg). Segue que f(J) é um caminho ligando f?(zo) a f(z).
Como toda componente conexa do bordo de M é uma componente conexa
de g7'(c), ela é uma subvariedade fechada de R? de dimensao 1 (isto segue,
por exemplo, da forma local das submersoes, que pode ser encontrado em
[7]), ou seja, um circulo ou uma cépia de R mergulhada, assim, separa R?
em duas componentes conexas, portanto f(J) é um caminho que atravessa
uma componente conexa de R? — g7!((—o0, c]), o que seria um absurdo pois
f(M) Cint(g'((—o0,c])). Entao f(M) C M, na verdade f(M) C int(M),
visto que f(M) C g1(0).

o
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Pela escolha de ¢, o arco f~1(I) é disjunto de M, entao =y ¢ M. Note que
qualquer componente do bordo de M é o bordo inteiro de uma componente do
seu complementar. Considere N a componente do complementar de M que
contém xy. Como [ é um arco que conecta x¢ € int(N) a f(xg) € int(M),
temos que [ intersecta o bordo L de N. Note que, como xy € int(N), segue
que o arco f~1(I) estd inteiramente contido em N, ja que g(f~'(x)) > ¢,V €
I. Afirmamos que f~'(N) C int(N). De fato, se para algum y € N tem-
se que f~'(y) ¢ int(N), se considerarmos um caminho J em N que liga
r a vy, entao f~1(J) é um caminho ligando f~!(zy) a f~'(y) e, portanto,
atravessa M. Logo, como f(f~1(J)) = J, terfamos uma contradigao pois
f(M) C int(M). Entao f~*(N) C N, e como f~*(N) C g~'(1), temos que
f7YN) C int(N).

Como f(OM) C f(M) C int(M) entao f(L) C int(M). Também,
f~YL) C int(N), pois f~H(N) C int(N). Segue que L, f(L) e f~*(L) sdo
disjuntos e L separa f(L) de f~(L).

Note agora que L nao pode ser compacta, isto é, L é uma copia mergul-
hada de R. Com efeito, caso contrario, L seria o bordo de um disco D e ou
M C D ou N = D. No primeiro caso terfamos f(D) C D e no segundo
f~Y(D) c D. Note que o primeiro caso valeria pois, se houvesse algum ponto
2 em uma componente conexa N’ do complementar de M em D tal que
f(x) € N entao f~1(N')NN # 0, o que implicaria em N'N f~1(N) # 0, logo
N' NN # 0, o que seria uma contradicao. Mas, dessa maneira, em ambos
os casos f teria um ponto fixo, segundo o teorema do ponto fixo de Brouwer
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(que pode ser encontrado em [7]).
Para ver que zg estd num dominio de translacao bordado por L e f~1(L)

note que f~(I) contém zy e um ponto de f~!(L), mas nenhum ponto de L,
enquanto I contém zy e um ponto de L, mas nenhum ponto de f~!(L) (pois

F(I) C int(M)).

fl(xo)
f(1) (L)

f(-”"o)

X0

0!
)
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