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1.2 Grupos Solúveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 A Função Crescimento para Grupos 18

2.1 A Função Crescimento e suas Propriedades . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Crescimento de Subgrupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3 Crescimento de alguns Grupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 Crescimento de Grupos Solúveis 29
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Introdução

Em 1968 Milnor publica em [7] dois resultados relacionando a curvatura de var-

iedades riemannianas ao crescimento de seu grupo fundamental.

Com base nestes resultados, Wolf publica em [16], também em 1968, mais alguns

resultados envolvendo curvatura de variedades riemannianas, além de mostrar que

todo grupo nilpotente finitamente gerado tem crescimento polinomial, no sentido

definido por Milnor em [7]. Neste mesmo artigo, Wolf também mostra que todo

grupo finitamente gerado que possui um subgrupo nilpotente de ı́ndice finito tem

crescimento polinomial, além de garantir que todo grupo polićıclico de crescimento

não exponencial possui um tal subgrupo nilpotente.

Ainda em 1968, como parte da resposta à pergunta proposta em [8], Milnor mostra

que todo grupo solúvel finitamente gerado ou tem crescimento exponencial ou possui

um subgrupo nilpotente de ı́ndice finito.

Outro resultado interessante foi dado por Bass [1] em 1972, que utilizando as idéias

propostas por Wolf em [16], construiu dois polinômios de mesmo grau limitando a

função crescimento para todo grupo nilpotente finitamente gerado.

A partir destes resultados (dados por Wolf e Milnor) conjecturou-se que todo grupo

finitamente gerado de crescimento não exponencial possui um subgrupo nilpotente de

ı́ndice finito.

Ainda em 1972 J. Tits garante a veracidade desta conjectura para grupos lineares

mostrando em [14] que todo grupo linear ou tem um subgrupo nilpotente de ı́ndice

finito ou possui um subgrupo livre não abeliano de ı́ndice finito.

Uma resposta mais geral à conjectura de Milnor-Wolf só foi dada por M. Gromov
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em 1981. Em [4], Gromov mostra que todo grupo finitamente gerado de crescimento

polinomial possui um subgrupo nilpotente de ı́ndice finito. Para mostrar isso, Gro-

mov constrói uma sequência decrescente de espaços métricos e mostra que alguma

subsequência é convergente no caso do grupo (infinito) ter crescimento polinomial.

As notas à seguir têm o objetivo de apresentar parte dos resultados mencionados

em [1], [7], [9], [15], [16] e [17].

No caṕıtulo 1, apresentamos as definições básicas que permitem um bom entendi-

mento dos caṕıtulos seguintes.

A partir do caṕıtulo 2, definimos a função crescimento para grupos finitamente

gerados, dando alguns exemplos e analisando o crescimento de subgrupos.

Dedicamos o caṕıtulo 3 ao Teorema de Bass-Wolf que garante que todo grupo

nilpotente finitamente gerado tem crescimento polinomial e ao Teorema de Milnor-

Wolf que caracteriza a função crescimento para todo grupo solúvel finitamente gerado.

Pretend́ıamos apresentar o Teorema de Gromov usando as idéias propostas em [17]

onde os autores, utilizando argumentos de análise não standard, constroem o mesmo

espaço métrico associado a um subgrupo finitamente gerado dado por Gromov em

[4]. Apesar de termos entendido as demonstrações de três das seis propriedades do

espaço em questão, não foi posśıvel, por falta de tempo, finalizá-las e ao mesmo

tempo escrever um texto compreenśıvel sobre os argumentos de análise não standard

utilizados para as demonstrações das propriedades em questão. Por esse motivo,

resolvemos não fazer a construção do espaço métrico mencionado e sim, admitir sua

existência e provar o Teorema de Gromov.



Caṕıtulo 1

Grupos

Este primeiro caṕıtulo é dedicado às definições básicas de grupos, necessárias para

o entendimento dos caṕıtulos posteriores.

Algumas demonstrações deste caṕıtulo são omitidas por serem fatos elementares

ou por exigirem conceitos que não serão utlizados no decorrer dos caṕıtulos.

1.1 Grupos - Definições Básicas

Definição 1.1.1. Um conjunto G com uma operação

(a, b) ∈ G×G 7→ ab ∈ G

é um grupo se as condições seguintes são satisfeitas:

(i) A operação é associativa, isto é, a(bc) = (ab)c, ∀ a, b, c ∈ G;

(ii) Existe um elemento neutro, isto é, ∃ 1 ∈ G tal que 1a = a1 = a, ∀ a ∈ G;

(iii) Todo elemento é inverśıvel, isto é, ∀ a ∈ G,∃ b ∈ G tal que ab = ba = 1.
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O grupo é dito abeliano ou comutativo se:

(iv) A operação é comutativa, isto é, ab = ba ∀ a, b ∈ G.

Definição 1.1.2. Seja H um subconjunto de G. Se H for um grupo com a operação

de G então H é dito um subgrupo de G e será denotado por H ≤ G.

Por exemplo, dado um grupo G, o subconjunto Z(G) = {g ∈ G; ga = ag, ∀ a ∈ G} é

um subgrupo de G, chamado o centro de G.

Sejam H ≤ G e g ∈ G então o conjunto

gH = {gh; h ∈ H}

é chamado classe lateral à esquerda de H em G.

De forma análoga, definimos a classe lateral à direita de H em G.

A função

gH 7→ Hg−1

é uma bijeção. Portanto, toda afirmação válida para classes à esquerda é válida para

classes à direita e vice-versa.

O número das distintas classes laterais à esquerda de H em G é chamado o ı́ndice

de H em G e será denotado por (G : H).

Proposição 1.1.1. Sejam G um grupo e K,H subgrupos de G tais que K ≤ H ≤ G.

Então (G : K) = (G : H)(H : K).

Demonstração. Pode ser encontrada em [12].
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Proposição 1.1.2. A interseção finita de subgrupos de ı́ndice finito em um grupo G

tem ı́ndice finito em G.

Demonstração. Pode ser encontrada em [10].

Se para todo elemento g ∈ G tivermos

gH = Hg ⇔ gHg−1 = H ⇔ ghg−1 ∈ H, ∀ h ∈ H,

diremos que H é um subgrupo normal em G e denotaremos isto por H C G.

Seja H C G então o conjunto G/H = {gH; g ∈ G} é um grupo com a seguinte

operação

(xH, yH) 7→ (xy)H

e é chamado o grupo quociente de G por H.

Sejam G e K dois grupos. Chamamos de homomorfismo de grupos a toda função

ϕ : G → K

que preserve a operação dos grupos, isto é,

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),∀ a, b ∈ G

Se ϕ é um homomorfismo bijetor diremos que ϕ é um isomorfismo e que G e K

são grupos isomorfos e denotaremos G w K.

O conjunto

ker(ϕ) = {g ∈ G; ϕ(g) = 1K}
é um subgrupo normal de G, chamado núcleo de ϕ.

O conjunto

Im(ϕ) = {ϕ(g); g ∈ G}
é um subgrupo de K, chamado imagem de ϕ.

Seja N um subgrupo normal em um grupo G então a função ϕ : G → G/N dada

por ϕ(g) = gN é um homomorfismo de grupos e o chamaremos de homomorfismo

canônico.
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Teorema 1.1.1. Sejam G, H grupos e ϕ : G 7→ H um homomorfismo. Então

Im(ϕ) w G/Ker(ϕ).

Este teorema é conhecido como Teorema dos Homomorfismos e sua demonstração

pode ser encontrada, por exemplo, em [10].

Definição 1.1.3. Sejam G um grupo e S ⊆ G. Dizemos que S é um conjunto de

geradores de G, se todo elemento de G pode ser expresso como um produto finito de

elementos de S ∪ S−1. Se S é finito, dizemos que G é finitamente gerado.

Denotaremos G =< S >.

Seja G um grupo finitamente gerado. Um conjunto finito S ⊆ G de menor cardinali-

dade tal que G =< S > chamaremos de conjunto minimal de geradores de G.

Se S é composto por um único elemento e G =< S >, dizemos que G é um grupo

ćıclico.

Definição 1.1.4. Se G é um grupo então

G′ =< [g1, g2]; g1, g2 ∈ G >

onde [g1, g2] = g1g2g
−1
1 g−1

2 , é um subgrupo de G chamado o subgrupo dos comutadores

ou subgrupo derivado de G.

Proposição 1.1.3. Seja G um grupo então G′ é o menor subgrupo normal em G tal

que G/G′ é abeliano.

Demonstração. De fato, se g1, g2 ∈ G então g1g2g
−1
1 g−1

2 ∈ G′, donde G/G′ é abeliano.

Agora, seja H um subgrupo de G tal que G/H é abeliano. Então para quaisquer

g, h ∈ G, ghg−1h−1 ∈ H, donde G′ ⊆ H.
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Proposição 1.1.4. Um grupo finitamente gerado tem somente um número finito de

subgrupos de um dado ı́ndice finito j.

Demonstração. Sejam G um grupo com geradores a1, ..., an e H um subgrupo de G

tal que (G : H) = j.

Denotemos por

H = K1, K2, ..., Kj (1.1.1)

as distintas classes laterais à esquerda de H em G.

Se g ∈ G, então gK1, ..., gKj é uma permutação de (1.1.1), que denotaremos por

P (g).

Assim, obtemos uma função ϕ,

ϕ(g) = P (g), g ∈ G (1.1.2)

de G no grupo simétrico Sj. Isto é um homomorfismo, ou seja,

P (g1g2) = P (g1)P (g2).

O homomorfismo ϕ está completamente determinado pelas imagens dos elementos

a1, ..., an. Consequentemente, existe um número finito de homomorfismos de G em Sj,

no máximo (j!)n. No entanto, o homomorfismo ϕ introduzido em (1.1.2) determina

unicamente H, porque um elemento g ∈ H se, e somente se, a permutação P (g) deixa

a classe K1 invariante.

Portanto, um grupo G gerado por n elementos não contém mais que (j!)n subgru-

pos de ı́ndice j.

Proposição 1.1.5. Seja H um subgrupo de ı́ndice finito de um grupo finitamente

gerado G. Então H é finitamente gerado.

Demonstração. Sejam S um conjunto finito de geradores de G e {1 = t1, ..., ti} um

conjunto de representantes das classes laterais à direita de H em G.

Dado g ∈ G, tjg ∈ G donde tjg ≡ tk mod(H) para algum k ∈ {1, 2, ..., i} e assim,

definamos

Htjg = Ht(j)g



8

onde j 7→ (j)g é uma permutação tal que (j)g = k.

Dáı, obtém-se

tjg = h(j, g)t(j)g (1.1.3)

onde h(j, g) ∈ H.

Fixemos a ∈ H arbitrário, então a = y1...yk onde yl ∈ S ∪ S−1.

Aplicando (1.1.3), repetidamente, obtemos

a = t1a = h(1, y1)h((1)y1, y2)...h((...(1)y1)y2)...)yk−1, yk)t(1)a

Mas, Ht(1)a = Ht1a = Ha = H, pois a ∈ H.

Dáı, t(1)a ≡ 1mod(H) donde {h(j, y); 1 ≤ j ≤ i, y ∈ S ∪ S−1} gera H.

Definição 1.1.5. Seja S um conjunto, possivelmente infinito, de śımbolos difer-

entes. Uma palavra em S é toda expressão finita da forma sδ1
i1

sδ2
i2

...sδk
ik

, onde δi ∈ Z e

si1 , ..., sik ∈ S.

Definição 1.1.6. Um grupo abeliano finitamente gerado é dito abeliano livre se

existe um inteiro r ≥ 0 tal que G ' Zr. O inteiro r é denominado o posto de G.

Em particular, a cardinalidade de todo conjunto minimal de geradores de um

grupo abeliano livre G é igual ao posto de G.

Pelo Teorema da Decomposição Primária todo grupo abeliano finitamente gerado

pode ser escrito como a soma direta de sua parte de torção e sua parte livre.

Dáı, o posto de um grupo abeliano finitamente gerado é definido como sendo o

posto de sua parte livre e será denotado por r(G).

Definição 1.1.7. Sejam F um grupo, X um conjunto não vazio e f : X → F uma

função. Então F é dito um grupo livre em X se a cada função h de X em um grupo

G existir um único homomorfismo ϕ : F → G tal que h = ϕ ◦ f .

Definição 1.1.8. Seja X um conjunto e S uma famı́lia de palavras em X. Um

grupo G tem gerador X e relação S se G w F/R, onde F é um grupo livre em X e

R é o subgrupo normal de F gerado por S.
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O par (X, S) é chamado uma apresentação de G e denotado por

G =< X | S >

Na prática, é mais conveniente listar os geradores de G e definir relações si(x) = 1,

si ∈ S (onde i pertence a um conjunto finito de ı́ndices) e x ∈ X, isto é,

G =< X | si(x) = 1, si ∈ S >

Definição 1.1.9. Um grupo é dito finitamente apresentado se ele tem uma apresen-

tação finita < X | S >, isto é, uma apresentação em que X e S são conjuntos finitos.

Em outras palavras, quando o grupo pode ser representado por um conjunto finito

de geradores e um conjunto finito de relações.

Proposição 1.1.6. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal em G. Se N e G/N

são finitamente apresentados então G é também finitamente apresentado.

Demonstração. Seja ϕ : G → G/N o homomorfismo canônico.

N é gerado por um subconjunto finito {y1, ..., yr} sujeito a um número finito de

relações ui(y1, ..., yr) = 1, i = 1, ..., s.

G/N é gerado por um subconjunto finito {x1N, ..., xtN} sujeito a um número

finito de relações vi(x1N, ..., xtN) = 1, i = 1, ..., m.

Então G é gerado por {x1, ..., xt, y1, ..., yr} e estes geradores satisfazem relações da

forma (1):





ui(y) = 1 se i = 1, ..., s

vi(x) = λi(y) se i = 1, ..., m

xjyix
−1
j = µij(y) se i = 1, ..., s

x−1
j yixj = vij(y) se j = 1, ..., m

onde x = (x1, ..., xt), y = (y1, ..., yr) e as duas últimas igualdades representam a nor-

malidade de N em G.

Afirmação: (1) é um conjunto de relações para G associado ao conjunto

{x1, ..., xt, y1, ..., yr}.
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Para estabelecer isto, seja {ξ1, ..., ξt, η1, ..., ηr} um conjunto de śımbolos em cor-

respondência injetiva com {x1, ..., xt, y1, ..., yr} e considere o grupo Γ gerado por

{ξ1, ..., ξt, η1, ..., ηr} sujeito às relações obtidas em (1), substituindo xi por ξi e yj

por ηj para cada i, j.

Temos um homomorfismo sobrejetor π : Γ → G enviando ξi em xi e ηj em yj para

cada i, j. Mostraremos que K = ker(π) é trivial. Seja ∆ =< η1, ..., ηr >. O terceiro

e quarto conjunto das relações em (1) mostram que ∆ C Γ e a apresentação de G/N

mostra que π induz um isomorfismo de Γ/∆ em G/N . Assim K ≤ ∆. Então , se

a ∈ K podemos expressar a da forma a = w(η1, ..., ηr). Dáı,

1 = π(a) = w(y1, ..., yr)

Como as relações ui(y), i = 1, ..., s são um conjunto de relações de N em {yi, ..., yr}
a relação w(y1, ..., yr) = 1 é uma consequência das relações ui(y) = 1, i = 1, ..., s.

Como ui(η1, ..., ηr) = 1, para i = 1, ..., s segue-se que w(η1, ..., ηr) = 1. Dáı a = 1 e

K = {1}. E portanto, Γ w G.

1.2 Grupos Solúveis

Nesta seção apresentaremos a definição e algumas propriedades básicas dos gru-

pos solúveis e, então estudaremos duas classes particulares de grupos solúveis: gru-

pos nilpotentes e grupos polićıclicos. E veremos no próximo caṕıtulo que existe uma

relação fundamental entre a função crescimento de um grupo e seus subgrupos nilpo-

tentes de ı́ndice finito (quando tais subgrupos existirem).

Antes, porém, façamos algumas definições:

Definição 1.2.1. Uma série subnormal de um grupo G é uma coleção finita de

subgrupos {Gi}1≤i≤n de G tais que

G = G1 B G2 B ... B Gn B Gn+1 = {1} (1.2.1)

Se Gi C G para todo i = 2, ..., n a série (1.2.1) é chamada série normal de G.
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Se Gi/Gi+1 é um grupo abeliano para todo i = 2, ..., n + 1 dizemos que (1.2.1) é

uma série solúvel.

Se Gi/Gi+1 ⊂ Z(G/Gi+1) dizemos que (1.2.1) é uma série central.

Se Gi+1 = [G,Gi] dizemos que (1.2.1) é uma série central inferior de G, onde

[G,Gi] =< {[g, gi]; g ∈ G, gi ∈ Gi} >

E, neste caso, (1.2.1) é uma série normal.

Se Gi/Gi+1 é um grupo ćıclico para todo i = 2, ..., n+1 dizemos que (1.2.1) é uma

série ćıclica.

Se H e K são dois subgrupos de um grupo G, definimos seu subgrupo de comuta-

dores por [H, K] =< hkh−1k−1; h ∈ H, k ∈ K >. Definimos, por indução, G(0) = G e

G(i+1) = [G(i), G(i)], isto é, G(i+1) é o subgrupo dos comutadores do grupo G(i), para

todo i = 0, 1, 2, ....

Lema 1.2.1. Sejam G um grupo e x, y ∈ G. Se x, y comutam com [x, y] então

[x, y]n = [xn, y] = [x, yn]

para todo n ∈ Z.

Demonstração. Primeiro, provemos para n não negativo, por indução.

A igualdade é trivial para n = 0.

Suponhamos o resultado válido para n > 0. Então, por hipótese

[x, y]n[x, y] = x[x, y]nyx−1y−1

E pela hipótese de indução, temos

[x, y]n[x, y] = x[xn, y]yx−1y−1 = x(xnyx−ny−1)yx−1y−1

Portanto,

[x, y]n[x, y] = [xn+1, y].

Agora, x[x, y] = [x, y]x, por hipótese, então xxyx−1y−1 = xyx−1y−1x, isto é,

[x, y]−1 = [y, x−1] = [x−1, y].
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Logo, se n ≥ 0,

[x, y]−n = [x−1, y]n = [x−n, y].

Definição 1.2.2. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. O conjunto

NG(H) = {g ∈ G; gHg−1 = H}

chama-se o normalizador de H em G.

Proposição 1.2.1. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Então NG(H) admite

as seguintes propriedades:

(i) H ¢ NG(H);

(ii) NG(H) = G ⇔ H ¢ G;

(iii) H ¢ K ≤ G ⇒ K ⊆ NG(H).

Demonstração. Pode ser encontrada em [10].

Proposição 1.2.2. Seja G um grupo. As seguintes condições são equivalentes:

(i) O grupo G possui uma série solúvel.

(ii) Existe um inteiro n tal que G(n) = {1}.

Demonstração. Pode ser encontrada em [10].

Definição 1.2.3. Um grupo G é dito solúvel se ele satisfaz alguma das condições

equivalentes da Proposição 1.2.2.

Teorema 1.2.1. Seja G um grupo.

(i) Seja H um subgrupo de G. Se G é solúvel, então H é solúvel.

(ii) Seja H um subgrupo normal de G. Então o grupo G é solúvel se, e somente

se, os grupos H e G/H são solúveis.

Demonstração. Pode ser encontrada em [10].
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Proposição 1.2.3. Seja G um grupo. As seguintes condições são equivalentes:

(i) G possui uma série central.

(ii) G possui uma série central inferior.

Demonstração. (i)⇒ (ii) Seja G = G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gk+1 = {1} uma série central

para G, e sejam, g ∈ G e gi ∈ Gi. Como Gi/Gi+1 ⊆ Z(G/Gi+1) segue-se que

ggig
−1g−1

i ∈ Gi+1 e logo, [G,Gi] ⊆ Gi+1.

Se denotarmos Hi = [G, Gi] ⊆ Gi+1 temos Hi+1 = [G,Gi+1] ⊂ [G,Gi] = Hi. Em

particular, Hk = [G,Gk] ⊂ Gk+1 = {1}. Portanto, G = H1 ⊃ H2 ⊃ ... ⊃ Hk = {1} é

uma série central inferior para G.

(ii)⇒ (i) Seja G = G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gk+1 = {1} uma série central inferior de G.

Se g ∈ G e gi ∈ Gi então, como [g, gi] ∈ Gi+1 temos [g−1, gi]Gi+1 = Gi+1. Logo,

Gi/Gi+1 ⊂ Z(G/Gi+1) e portanto, G possui uma série central.

Definição 1.2.4. Um grupo G é dito nilpotente se ele satisfaz alguma das condições

equivalentes da Proposição 1.2.3. Em particular, todo grupo nilpotente é solúvel.

Definição 1.2.5. Seja (Gi)i∈N uma série central inferior de G. O primeiro k ≥ 1 tal

que Gk = {1} é chamado o ı́ndice de nilpotência de G.

Todo grupo nilpotente com ı́ndice de nilpotência 1 é abeliano.

Proposição 1.2.4. Seja G um grupo nilpotente e H um subgrupo de G. Então:

(i) H é nilpotente.

(ii) Se H é um subgrupo próprio de G então H está propriamente contido em seu

normalizador.

(iii) Todo subgrupo próprio maximal de G é normal em G.

Demonstração. Sejam G = G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gk+1 = {1} uma série central de G e H

um subgrupo.

Para (i), basta tomar Hi = Gi ∩ H e logo, H = H1 ⊃ H2 ⊃ ... ⊃ Hk+1 = {1} é

uma série central para H.

(ii) Suponhamos que H seja um subgrupo próprio de G.

Considere o inteiro j ∈ {0, ..., k} tal que Gj+1 ⊂ H e Gj * H.
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Como [G,Gj] ⊂ Gj+1, temos

[H, Gj] ⊂ [G,Gj] ⊂ Gj+1 ⊂ H

e logo, existe α ∈ Gj\H tal que [H, α] ⊆ H, isto é,

αHα−1 = H

e portanto, H  NG(H).

(iii) Se H é um subgrupo maximal de G, segue-se de (ii) que NG(H) = G e

portanto, pela Proposição 1.2.1, H ¢ G.

Definição 1.2.6. Seja p um primo e G um grupo. G é dito um p-grupo se para

todo g ∈ G existe um k ∈ N tal que gpk
= 1.

Proposição 1.2.5. Todo p-grupo finito é nilpotente.

Demonstração. Pode ser encontrada em [10].

A Proposição 1.2.5 não é verdadeira se G não for um p-grupo finito.

Por exemplo, se G =
∞∏

n=3

D2n , onde D2n é o grupo diedral de ordem 2n.

G é um 2-grupo, porém não é nilpotente.

Proposição 1.2.6. Seja G um grupo nilpotente com série central inferior G = G1 ⊇
G2 ⊇ ... ⊇ Gk−1 ⊇ Gk = {1}. Então [Gi, Gj] ⊂ Gi+j.

Demonstração. Pode ser encontrada em [10] ou [13].

Definição 1.2.7. Seja G um grupo abeliano. Diz-se que os elementos g1, ..., gn ∈ G

são linearmente independentes sobre Z se a equação gm1
1 ...gmn

n = 1G só for posśıvel

quando todos os mj ∈ Z forem nulos.

Proposição 1.2.7. Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado com série cen-

tral inferior G = G1 ) G2 ) ... ) Gs+1 = {1}. Então existem conjuntos Tk =

{τk,1, ..., τk,rk
} ⊂ Gk tais que:

(i) Se ϕk : Gk → Gk/Gk+1 denota a projeção canônica então {ϕk(τk,1), ..., ϕk(τk,rk
)}

é um conjunto linearmente independente sobre Z de geradores para Gk/Gk+1;

(ii) Se k > 1 então todo τk,t ∈ Tk é da forma
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[τ1,i, τk−1,j] com τ1,i ∈ T1 e τk−1,j ∈ Tk−1.

(iii) T1 gera G.

Demonstração. Provemos (i) e (ii) por indução sobre k.

Sendo G finitamente gerado, cada quociente Gk/Gk+1 é finitamente gerado.

Para construir T1, tome um conjunto linearmente independente de geradores

{a1, ..., ar1} de G/G2 e escolha, arbitrariamente, τ1,i ∈ ϕ−1(ai).

Seja k > 1 e suponha constrúıdos T1, ..., Tk−1 satisfazendo (i) e (ii).

Sejam ∆ = G/Gk+1, δ : G → ∆ o homomorfismo canônico e ∆t = δ(Gt).

Seja St = {σt,1, ..., σt,rt} onde σt,m = δ(τt,m), 1 ≤ t ≤ k − 1.

Se v ∈ ∆k então v é um produto de comutadores [α, β] com α ∈ ∆ e β ∈ ∆k−1.

Note que, se α′ ∈ α∆k e β′ ∈ β∆k então [α′, β′] ∈ [α, β]∆k.

Suponha então, α = σa1
1,1...σ

an
1,n e β = σb1

k−1,1...σ
brk−1

k−1,rk
, sendo ai, bj ∈ Z, σ1,i ∈ S1 e

σk−1,j ∈ Sk−1.

Como Sk−1 ⊂ ∆k−1 e ∆k é central em ∆, segue-se que σk−1,j∆k ∈ Z(∆/∆k),

donde [σ1,i, σk−1,j]∆k = ∆k, qualquer que seja σi ∈ ∆.

Portanto,

[α, β]∆k = [
n∏

i=1

σai
1,i,

rk−1∏
j=1

σ
bj

k−1,j]∆k = ∆k =
∏
i,j

[σ1,i, σk−1,j]
aibj∆k.

Logo,

[α, β] ≡
∏
i,j

[σ1,i, σk−1,j]
aibj mod(∆k)

isto é, ∆k é gerado por [σ1,i, σk−1,j]. Em outras palavras, Gk/Gk+1 é gerado por

ϕk([τ1,i, τk−1,j]).

Agora, escolha um subconjunto linearmente independente sobre Z de geradores

para Gk/Gk+1 e defina Tk = {τk;1, ..., τk,rk
}, obtendo o resultado.

Em particular, T1 gera G.
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Definição 1.2.8. Um grupo G é dito polićıclico se possui uma série ćıclica.

Proposição 1.2.8. Todo grupo polićıclico tem apresentação finita. Em particular,

todo grupo polićıclico é finitamente gerado.

Demonstração. Seja G = G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gk+1 = {1} uma série ćıclica de G. Como

Gk é ćıclico, temos que Gk−1/Gk e Gk têm apresentações finitas e pela Proposição

1.1.6 segue-se que Gk−1 tem apresentação finita. Agora, Gk−1 e Gk−2/Gk−1 têm

apresentações finitas, donde, novamente pela Proposição 1.1.6, Gk−2 tem apresentação

finita. Argumentando da mesma maneira vemos que Gi tem apresentação finita, para

todo i ∈ {1, 2, ..., k}. Portanto, G tem apresentação finita.

Proposição 1.2.9. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal em G. As seguintes

afirmações são equivalentes.

(i) G é polićıclico;

(ii) H e G/H são polićıclicos.

Demonstração. (i)⇒ (ii) Seja G = G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gk = {1} uma série ćıclica de G.

Sendo H um subgrupo de G, defina, para cada i natural, Hi = H ∩Gi.

Note que Hi+1 = H ∩ Gi+1 ⊂ H ∩ Gi = Hi e é fácil notar que Hi+1 ¢ Hi. Pelo

Teorema dos Homomorfismos

Hi

Hi+1

=
Hi

(Hi ∩Gi+1)
' HiGi+1

Gi+1

que é um subgrupo do grupo ćıclico Gi/Gi+1. Portanto,

H = H1 ⊃ H2 ⊃ ... ⊃ Hk = {1}

é uma série ćıclica de H.

Sendo H ¢ G, considere os subgrupos GiH de G. Como Gi+1 ¢ Gi segue-se que

Gi+1H ¢ GiH, o homomorfismo canônico ϕi : Gi → GiH/H está bem definido e

ker ϕi = Hi. Logo pelo Teorema dos Homomorfismos, Gi/Hi ' GiH/H.

Como Gi+1 ⊂ Gi segue-se que Gi+1H/H ⊂ GiH/H. Note, ainda, que

Gi+1/Hi+1 ⊃ Gi+1/Hi
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e logo,
(GiH/H)

(Gi+1H/H)
' (Gi/Hi)

(Gi+1/Hi+1)
⊂ (Gi/Hi)

(Gi+1/Hi)
' Gi/Gi+1

e como todo subgrupo de um grupo ćıclico é ćıclico, segue-se que G/H é polićıclico.

(ii) ⇒(i) Sendo G/H polićıclico, existem subgrupos G2, ..., Gk−1 de G, contendo

H e tais que a série G/H = G1/H ⊃ G2/H ⊃ ... ⊃ Gk−1/H ⊃ Gk/H = {H} é uma

série ćıclica.

Por outro lado, como H é polićıclico, existem subgrupos H2, ..., Hs tais que a série

H = H1 ⊃ H2 ⊃ ... ⊃ Hs+1 = {1} é ćıclica.

Então, a série G = G1 ⊃ ... ⊃ Gk−1 = H1 ⊃ H2 ⊃ ... ⊃ Hs+1 = {1} é uma séire

ćıclica de G. Donde G é polićıclico.

Observação 1.2.1. Note que para mostrar que H é um grupo polićıclico, não uti-

lizamos o fato de H ser normal em G. Portanto, todo subgrupo de um grupo polićıclico

é polićıclico.

Proposição 1.2.10. Um grupo abeliano é polićıclico se, e somente se, é finitamente

gerado.

Demonstração. Pela Proposição 1.2.8, basta provar que se A é um grupo abeliano

finitamente gerado então A é polićıclico.

De fato, se A =< a1, ..., an > então

A =< a1, ..., an >⊃< a1, ..., an−1 >⊃ ... ⊃< a1, a2 >⊃< a1 >⊃ {1}

é uma série ćıclica de A.



Caṕıtulo 2

A Função Crescimento para

Grupos

Neste caṕıtulo definiremos a função crescimento para um grupo finitamente ger-

ado, mencionando algumas propriedades e dando alguns exemplos. Definiremos dois

tipos de crescimento de grupos que têm importância fundamental para os objetivos

propostos. Também explicitaremos a função crescimento para uma classe particular

de grupos.

2.1 A Função Crescimento e suas Propriedades

Dedicamos esta seção à definição da função crescimento para grupos finitamente

gerados, suas propriedades e alguns exemplos simples.

Definição 2.1.1. Seja G um grupo gerado por um conjunto finito S. Suponha que,

se s ∈ S então s−1 ∈ S. A função comprimento

`S : G → N

18
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relativa a S é definida por

`S(g) = min{n ∈ N; g = s1...sn, si ∈ S};

isto é, o comprimento da menor palavra em S representando g.

Por definição, `S(1) = 0 e a função comprimento, que depende do conjunto finito

S, admite a seguinte propriedade:

Se g, h ∈ G, então `S(gh) ≤ `S(g) + `S(h).

Definição 2.1.2. Seja G um grupo gerado por um conjunto finito S. A função

crescimento

γS : N→ N

relativa a S é definida por

γS(m) = Card{g ∈ G; lS(g) ≤ m};

isto é, o número de elementos distintos de G expressos como palavras de comprimento

menor que, ou igual a m em S.

Lema 2.1.1. A função crescimento admite as seguintes propriedades:

(i) γS(0) = 1;

(ii)γS(m + n) ≤ γS(m)γS(n);

(iii) γS(m) ≤ γS(1)m.

Demonstração. Para (i), basta notar que o único elemento de comprimento nulo em

G é o elemento neutro.

Para (ii), considere T (i) = {g ∈ G; `S(g) = i} para todo i ∈ N e assim,

γS(m) =
m∑

i=0

c(i),

onde c(i) = Card T (i).

Dados g, h ∈ G temos c(i + j) ≤ c(i)c(j), para quaisquer i, j ∈ N.
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Sejam m < n naturais fixados, então

γS(m + n) =
m+n∑
i=0

c(i) =
m∑

i=0

c(i) +
n−1∑

i=m+1

c(i) + c(n) + ... + c(m + n)

≤ γS(m) +
n−1∑

i=m+1

c(i) + (1 + c(1) + ... + c(m))c(n)

= γS(m)(1 + c(n)) +
n−1∑

i=m+1

c(i)

≤ γS(m)(1 + c(n)) + γS(m)
n−1∑
i=1

c(i) = γS(m)γS(n)

provando (ii).

Provemos (iii) por indução em m.

A asserção é óbvia para m = 0. Suponha, então a afimação válida para m > 0.

Então, por (ii) e pela hipótese de indução,

γS(m + 1) ≤ γS(m)γS(1) ≤ γS(1)mγS(1) = γS(1)m+1.

Exemplos.

1) Seja G = Z× Z e S = {(1, 0), (0, 1)}. Então γS(m) = 2m2 + 2m + 1.

Demonstração. De fato, provemos a afirmação por indução em m.

O resultado é óbvio para m = 0.

Suponhamos o resultado válido para m− 1 e seja T = {g ∈ G; lS(g) = m}. Então

pela definição de função crescimento,

γS(m) = γS(m− 1) + Card(T ).

Se g ∈ G então existem inteiros r e s tais que g = r(1, 0) + s(0, 1).

Pela definição de comprimento de uma palavra, a cardinalidade de T é exatamente

o número de soluções inteiras da equação

| r | + | s |= m (2.1.1)
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Se r, s ∈ N então, por combinações repetidas, existem m + 1 soluções inteiras não

negativas para a equação

r + s = m. (2.1.2)

Note que uma parte das soluções da equação (2.1.1) são soluções de (2.1.2) em

Z. Assim, se (r, s) é solução de (2.1.1) e (2.1.2) então (−r,−s) também é solução de

(2.1.1). As demais soluções de (2.1.1) são das formas (±r,∓s), sendo r e s inteiros

não nulos que, em quantidade, são iguais ao número de soluções do tipo (±r,±s),

sendo r e s inteiros não nulos. Observe que se r ou s é nulo então (r, s) é solução de

(2.1.1) se, e somente se, r = 0 e s = m ou vice-versa, sendo que (2.1.1) possui quatro

soluções deste tipo. Portanto, Card(T ) = 2(m + 1) + 2(m + 1)− 4 = 4m.

Assim, pela hipótese de indução,

γS(m) = 2(m− 1)2 + 2(m− 1) + 1 + 4m = 2m2 + 2m + 1.

2) Seja G um grupo livre e S = {a, b}, a 6= b então γS(m) = 2.3m − 1.

Demonstração. Como no exemplo (1), provaremos esta afirmação por indução em m.

De fato, a asserção é óbvia para m = 0.

Suponhamos a afirmação válida para m−1 e, mantendo a notação anterior, temos

γS(m) = γS(m− 1) + Card(T )

Sendo G livre e gerado por dois elementos segue-se, indutivamente, que existem 4.3m−1

elementos de comprimento m em G, pois cada elemento de comprimento m − 1 em

S dá origem (quando operado com um elemento de S) a outros três de comprimento

m em S.

Assim, pela hipótese de indução, temos

γS(m) = 2.3m−1 − 1 + 4.3m−1 = 2.3m − 1.
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Proposição 2.1.1. A sequência xm = γS(m)
1
m é convergente.

Demonstração. De fato, para t fixado em N, ponha k = m
t

+ 1, assim

γS(m) ≤ γS(kt) ≤ γS(t)k = γS(t)
m
t

+1.

Dáı,

γS(m)
1
m ≤ γS(t)

1
t
+ 1

m

Logo,

lim
m→∞

sup γS(m)
1
m ≤ γS(t)

1
t (2.1.3)

para todo t fixado.

Em particular,

lim
m→∞

sup γS(m)
1
m ≤ γS(1) = 2 Card(S) + 1 ∈ N.

Donde lim
m→∞

sup γS(m)
1
m não pode ser infinito.

Então, por 2.1.3, temos

lim
m→∞

sup γS(m)
1
m ≤ inf

t∈N{γS(t)
1
t } ≤ lim

m→∞
inf γS(m)

1
m

logo, lim
m→∞

sup γS(m)
1
m = lim

m→∞
inf γS(m)

1
m e portanto, a sequência (xm)m∈N é con-

vergente.

Observação 2.1.1. Pela Proposição 2.1.1,

eS = lim
m→∞

γS(m)
1
m

sempre existe e eS ≥ 1.
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Lema 2.1.2. Sejam S e T subconjuntos finitos de um grupo finitamente gerado G e

suponha < T >⊆< S >. Então existe um inteiro a > 0 tal que γT (m) ≤ γS(am) para

todo m ≥ 0.

Demonstração. Basta tomar a = max{lT (s); s ∈ S}.

Definição 2.1.3. Dizemos que um grupo G, gerado por um subconjunto finito S,

tem crescimento exponencial se existem uma constante a ∈ R+ e m0 ∈ N tais que

γS(m) ≥ am para todo m ≥ m0.

Observação 2.1.2. Pelo Lema 2.1.2 esta definição não depende do conjunto finito

de geradores.

Lema 2.1.3. Seja G um grupo gerado por um conjunto finito S e tal que eS > 1.

Então G tem crescimento exponencial.

Demonstração. Existe a > 1 tal que γS(m)
1
m ≥ a para todo m suficientemente grande.

E dáı,

γS(m) ≥ am

donde G tem crescimento exponencial.

Definição 2.1.4. Dizemos que um grupo G, gerado por um subconjunto finito S,

tem crescimento polinomial de grau ≤ d (d ∈ N) se existe uma constante c ∈ R+ tal

que

γS(m) ≤ cmd

para todo m ≥ 1.
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2.2 Crescimento de Subgrupos

Nesta seção daremos condições necessárias e suficientes para que um grupo tenha

o mesmo tipo de crescimento que alguns de seus subgrupos.

Sejam G um grupo e H um subgrupo. Escolha um conjunto U de representantes

das classes G/H com 1 ∈ U . Para cada s ∈ G ponha s = s∗hs (s∗ ∈ U e hs ∈ H).

Se s, t ∈ G então

st = (st)∗hst

Por outro lado,

st = st∗ht = (st)∗hst∗ht

e dáı,

hst = hst∗ht.

Por indução em m segue que

hs1...sm = hs1(s2...sm)∗hs2(s3...sm)∗ ...hsm−1s∗mhsm (2.2.1)

Se s ∈ G e u ∈ U , temos

1 = hu = hss−1u = hs(s−1u)∗hs−1u∗hu = hs(s−1u)∗hs−1u

Donde,

hs−1u = h−1
s(s−1u)∗ (2.2.2)

Lema 2.2.1. Seja S um conjunto de geradores para G e seja V = {hsu; s ∈ S, u ∈ U}.
Então H =< V >.
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Demonstração. Se h ∈ H ponha h = s1...sm, onde si ∈ S ∪ S−1 para cada i =

1, 2, ...,m.

Como h ∈ H temos h = 1.hs1...sm = hs1...sm que, por (2.2.1), é um produto finito

de elementos hsiui
com ui ∈ U . Mas, por (2.2.2), temos

hs−1
i ui

= h−1

si(s
−1
i ui)∗

então cada hsiui
∈ V ∪ V −1.

Suponha agora, S finito e que H tenha ı́ndice finito em G.

Logo, U e V são finitos. De (2.2.1) e (2.2.2) vemos que se g ∈ G e `S(g) = m

então `V (hg) ≤ m.

Como g = g∗hg, com g∗ ∈ Uehg ∈ H, temos

γS(m) = Card{g ∈ G; `S(g) ≤ m}
≤ Card{g∗ ∈ U ; `S(g∗) ≤ m}. Card{hg ∈ H; `S(hg) ≤ m}
≤ (Card U)γV (m)

isto é,

γS(m) ≤ (G : H)γV (m) (2.2.3)

Extráındo-se a raiz m-ésima de ambos lados de (2.2.3) segue-se que

eS(G) = eV (H).

Combinando os lemas 2.1.2 e 2.1.3 obtemos a seguinte:

Proposição 2.2.1. Sejam G um grupo finitamente gerado e H um subgrupo de ı́ndice

finito em G. Então

G tem crescimento exponencial se, e somente se, H tem crescimento exponencial.

G tem crescimento polinomial de grau ≤ d se, e somente se, H tem crescimento

polinomial de grau ≤ d.
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2.3 Crescimento de alguns Grupos

Iniciaremos esta seção determinando a função crescimento de alguns grupos.

Vimos na seção 2.1 (exemplo 1) que se G = Z × Z e S = {(1, 0), (0, 1)}, então

γS(m) = 2m2 + 2m + 1, ou seja, G tem crescimento polinomial de grau 2. Mais

geralmente, temos a seguinte

Proposição 2.3.1. Seja S = {s1, s2, ..., sn} um conjunto minimal de geradores para

um grupo abeliano livre de posto n. Então

γS(m) =
n∑

l=0

2l

(
n

l

)(
m

l

)
.

Demonstração. Para todo inteiro l ≥ 0 denotemos por Pl a função inteira não negativa

dada por P0(m) = 1 para todo inteiro m ≥ 0 e Pl(m), l > 0, o número de sequências

distintas (a1, ..., al) de inteiros positivos com a1+...+al ≤ m. Note que P0(m) =

(
m

0

)
.

Se l > 0, então para cada Pl(m) a sequência (a1, ..., al) dá origem a um subconjunto

{a1, a1+a2, ..., a1+a2+ ...+al} de {1, 2, ..., m} de cardinalidade l. Consequentemente,

se um subconjunto de cardinalidade l em {1, 2, ..., m} é colocado em ordem ascendente,

ele pode ser visto da forma {a1, a1 + a2, ..., a1 + a2 + ... + al}. Portanto, em geral,

Pl(m) =

(
m

l

)
. Em particular, Pl é um polinômio em m de grau l com coeficientes

inteiros e não negativos.

Observe que γS(m) =
n∑

l=0

Nl(m), onde Nl(m) é o número de expressões distintas

sa1
j1

...san
jn

, com
∑ | ai |≤ m, tal que exatamente l dos a,

is são não nulos.

Seja U = {u1, ..., ul}, onde ui ∈ S, alguns dos

(
n

l

)
subconjuntos de S com

exatamente l elementos.

Por definição de Pl existem precisamente Pl(m) elementos distintos da forma

ua1
1 ...ual

l com ai > 0 e
∑

ai ≤ m. Permutando os sinais de ai vemos que existem

precisamente 2lPl(m) elementos ua1
1 ...ual

l , distintos com ai 6= 0 e
∑ | ai |≤ m.

Assim,

Nl(m) = 2l

(
n

l

)
Pl(m) = 2l

(
n

l

)(
m

l

)
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completando a prova da proposição.

Em particular, todo grupo abeliano livre de posto finito n tem crescimento polino-

mial de grau n.

Note também que a Proposição 2.3.1 garante que para todo n natural existe um

grupo de crescimento polinomial de grau n.

No exemplo 2 da seção 2.1 mostramos que se G é um grupo livre com geradores

{a, b} então γS(m) = 2.3m − 1, ou seja, G tem crescimento exponencial. Mais geral-

mente, temos a

Proposição 2.3.2. Seja S = {s1, s2, ..., sn} um conjunto minimal de geradores para

um grupo livre não abeliano. Então

γS(m) =
n(2n− 1)m − 1

n− 1
.

Antes de provarmos a Proposição 2.3.2, provemos a seguinte

Afirmação: Seja G um grupo livre não abeliano gerado por S = {s1, ..., sn}. Então G

possui 2n(2n− 1)m−1 elementos distintos de comprimento m em S para cada m ∈ N.

Demonstração. Provemos a afirmação por indução em m.

Como Card(S ∪ S−1) = 2n, a afirmação é verdadeira para m = 1.

Suponhamos que G possua 2n(2n − 1)m−2 elementos distintos de comprimento

m− 1 em S.

Fixado, arbitrariamente, um elemento de G de comprimento m − 1 em S e

operando-o com cada elemento de S ∪ S−1 obtemos 2n − 1 elementos distintos de

G de comprimento m em S.

Aplicando este método a cada elemento de G de comprimento m−1 em S obtemos

um total de 2n(2n − 1)m−2(2n − 1) = 2n(2n − 1)m−1 elementos distintos de G de

comprimento m em S.
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Agora, provemos a Proposição 2.3.2 por indução em m.

Demonstração. A proposição é óbvia para m = 0.

Suponhamos a proposição válida para m− 1 e seja T = {g ∈ G; lS(g) = m}. Pela

definição de função crescimento,

γS(m) = γS(m− 1) + Card(T )

Pela afirmação anterior, Card(T ) = 2n(2n− 1)m−1 e pela hipótese de indução,

γS(m) =
n(2n− 1)m−1 − 1

n− 1
+ 2n(2n− 1)m−1 =

n(2n− 1)m − 1

n− 1
.



Caṕıtulo 3

Crescimento de Grupos Solúveis

Como já foi dito, este caṕıtulo é dedicado à prova dos Teoremas de Bass-Wolf e

Milnor-Wolf.

Dedicamos a seção 3.1 ao Teorema de Bass-Wolf que garante o crescimento poli-

nomial para todo grupo nilpotente finitamente gerado.

Faremos então, a prova do Teorema de Milnor que garante que todo grupo solúvel

finitamente gerado que não é polićıclico tem crescimento exponencial.

Na seção 3.2 omitiremos a prova do Teorema de Wolf, cujo ferramental envolvido

não é tratado nestas notas.

3.1 Crescimento de Grupos Nilpotentes

Como já foi dito, esta seção é dedicada ao Teorema de Bass-Wolf, que segue como

corolário de duas proposições.

A primeira proposição, devida a J. A. Wolf, foi demonstrada em [16] em 1968.

Neste artigo, Wolf mostra que todo grupo nilpotente finitamente gerado tem a função

crescimento limitada por dois polinômios de graus diferentes.

Mais tarde, em 1972, fixado um grupo nilpotente finitamente gerado, Bass con-

strói, em [1], dois polinômios de mesmo grau que limitam a função crescimento deste

grupo; porém, a demonstração da cota superior ocupa cinco páginas no artigo origial,

29
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o que a torna demasiadamente pesada. Quase uma década mais tarde, em 1981, J.

Tits publica em [15] e como apêndice em [4] uma prova indutiva para o Teorema de

Bass-Wolf, utilizando, essencialmente, as mesmas idéias propostas em [1].

A demonstração da Proposição 3.1.1 segue as mesmas linhas de idéias dadas por

Bass em [1], enquanto que a Proposição 3.1.2 segue a idéia proposta por J. Tits em

[15].

Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado, com série central infeiror G =

G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gs+1 = {1}.
Na Proposição 1.2.7 mostramos que se T1 é um conjunto finito de G, cuja imagem,

pelo homomorfismo canônico, gera G1/G2 e se definirmos indutivamente Th+1 =

{[s, t]; s ∈ T1, t ∈ Ti}, então Th é um subconjunto finito de Gh cuja imagem gera

Gh/Gh+1. Em particular, segue-se que T1 gera G.

Para a próxima proposição e seu resultado precedente, fixemos tais subconjuntos.

Lema 3.1.1. Sejam h, m e n inteiros tais que h ≥ 1, m > 0 e | n |≤ mh. Se t ∈ Th

então existe um elemento t(n) ∈ Gh tal que t(n) ≡ tn mod(Gh+1) e `T1(t
(n)) ≤ 8h−1m.

Demonstração. Definindo t(−n) = (t(n))−1 basta verificar o Lema para o caso n ≥ 0.
Provemos o resultado por indução em h.
Se h = 1, tome t(n) = tn e o Lema segue-se.
Suponha, então, a asserção verdadeira para h > 1.
Sejam u ∈ Th+1 e 0 ≤ n ≤ mh+1.
Se n < m, tome t(n) = tn; do contrário, pelo algoŕıtmo de Euclides, existem

inteiros a, b tais que
n = am + b com 0 ≤ b < m

Como am ≤ am + b ≤ mh+1, tem-se a ≤ mh.
Pela hipótese de indução, existe t(a) ∈ Gh tal que

t(a) ≡ ta mod(Gh+1) e `T1(t
(a)) ≤ 8h−1m.

Seja u = [s, t] para algum s ∈ T1 e algum t ∈ Th.
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Como uGh+2 ∈ Gh+1/Gh+2 ⊂ Z(G/Gh+2) e s, t comutam com com u módulo Gh+2

temos pelo Lema 1.2.1:

un = [s, t]am+b = [s, t]am[s, t]b ≡ [sm, t(a)][sb, t] mod(Gh+2)

Tomando u(n) = [sm, t(a)][sb, t] ≡ un mod(Gh+2) tem-se

`T1(u
(n)) = 2m + 2`T1(t

(a)) + 2b + 2`T1(t) ≤ 4m + 4.8h−1m = 4(1 + 8h−1)m ≤ 8hm.

Concluindo o lema.

Proposição 3.1.1. Seja G um grupo nilpotente, gerado por um conjunto finito S,
com série central inferior

G = G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gp ⊃ Gp+1 = {1}

Então para todo m ∈ N, P (m) ≤ γS(m) onde P ∈ Z[X] tem grau ≤
p∑

h=1

hrh e

rh = r(Gh/Gh+1).

Demonstração. Fixado m > 0, para cada h ≥ 1 escolha elementos th1 , ..., thrh
∈ Th

que sejam linearmente independentes módulo Gh+1.
Considere o conjunto

Sh = {tq1

h1
...t

qrh
hrh

; | qi |≤ mh para 1 ≤ i ≤ rh}

Pela escolha dos ti, para cada h, existem (2mh + 1)rh elementos distintos em Sh,
sendo cada um deles de comprimento no máximo rh8

h−1m em T1, pelo Lema 3.1.1.

Afirmação: A aplicação “produto”ψ : S1 × ...× Sp → G é injetiva.
Com efeito, basta notar que se a, b ∈ S1× ...×Sp e ψ(a) = a1...ap = b1...bp = ψ(b)

então b−1
1 a1 = b2...bpa

−1
p ...a−1

2 ∈ G2, visto que bi, a
−1
i ∈ G2 para todo i ≥ 2. Assim,

b−1
1 a1 ≡ 1 mod G2, mas pela escolha dos ti, obtém-se que b−1

1 a1 = 1. Repetindo este
argumento para b−1

2 a2, ..., b
−1
p ap segue que a = b, concluindo a afirmação.

Portando a imagem de ψ possui P (m) =

p∏

h=1

(2mh + 1)rh elementos distintos de

comprimento no máximo (

p∑

h=1

8h−1rh)m = cm em T1 e portanto

P (m) ≤ γT1(cm) ≤ γT1(c)γT1(m).
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Note que P é um polinômio em Z[X] cujo termo principal é 2emd, onde e =

p∑

h=1

rh

e d =

p∑

h=1

hrh.

O próximo resultado, que seguirá as mesmas idéias propostas em [15], resultará

na existência de um polinômio Q ∈ R[X] de grau ≤ d tal que γS(m) ≤ Q(m) e

então concluir-se-á que todo grupo nilpotente finitamente gerado tem crescimento

polinomial de grau ≤ d, onde d =

p∑

h=1

hrh.

(Note que d depende do grupo nilpotente finitamente gerado fixado.)

Para este fim, consideremos as seguintes definições.

Seja G um grupo nilpotente e seja G = G1 ⊇ G2 ⊇ ... ⊇ Gk = {1} uma série

central para G tal que [Gi, Gj] ⊂ Gi+j (por exemplo, uma série central inferior ).

Definição 3.1.1. Por um conjunto de f-geradores de G (relativo à cadeia de sub-
grupos (Gi)1≤i≤k), entendemos como um subconjunto de geradores E de G tal que
Ei = E ∩Gi gera Gi para todo i.

Definição 3.1.2. Seja E ′
i = E −Ei+1. Definimos o f-comprimento de uma palavra,

em elementos de E ∪ E−1, como uma sequência crescente (n1, n2, ...) onde ni é o
número de contribuições de E ′

i ∪ (E ′
i)
−1 para a palavra.

Definição 3.1.3. Dizemos que um elemento de G tem f-comprimento ≤ (r1, r2, ...),
com ri ∈ R+, se ele pode ser expresso como uma palavra de f-comprimento (n1, n2, ...),
com ni ≤ ri.

Assumindo E finito, denotemos por fc(r1, r2, ...) o número de elementos em G de

f-comprimento ≤ (r1, r2, ...).

Se fc
′ é uma função definida do mesmo modo como fc, mas partindo de outro

conjunto de f-geradores finito então existem constantes não nulas a, b ∈ R+ tais que

fc(ar1, ar2, ...) ≤f c′(r1, r2, ...) ≤f c(br1, br2, ...) para toda sequência (ri).

Definição 3.1.4. Dizemos que o grupo G tem f-crescimento polinomial de grau ≤ d
se existe uma constante c ∈ R+ tal que, para todo r ∈ R+, tem-se

fc(r, r
2, r3, ...) ≤ crd + 1
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Sejam G um grupo nilpotente finitamente gerado e

G = G1 ⊇ G2 ⊇ ... ⊇ Gp ⊇ Gp+1 = {1}

uma série central de G tal que [Gi, Gj] ⊂ Gi+j.

Sejam a = max{i; Gi = G} e m = min{Card(S); Ga/Ga+1 =< S >}.

(?) Seja E um conjunto de f-geradores de G satisfazendo as seguintes condições:

(i) [x, y] ∈ E, quaisquer que sejam x, y ∈ E ∪ E−1;

(ii) Card(E ′
a) = m;

(iii) se x ∈ E ′
a tal que para algum p ∈ N, xp ∈ Ga+1 então para o menor natural

n tal que xn ∈ Ga+1 tem-se xn ∈ Ea.

Observação 3.1.1. Note que a existência de um tal conjunto de f-geradores depende
do fato de G ser um grupo nilpotente.

Tomemos, arbitrariamente, y ∈ E ′
a e denotemos por G(y) o subgrupo de G gerado

por Ea − {y}.
Pelas definições de E e E ′

a, temos:

E = Ea ⊃ Ea+1 ⊃ Ea+2 ⊃ ... ⊃ Ep ⊃ Ep+1 = {1}

E = E ′
p ⊃ E ′

p−1 ⊃ ... ⊃ E ′
a+2 ⊃ E ′

a+1 ⊃ E ′
a ⊃ E ′

a−1 = {1}

Lema 3.1.2. Se w é uma palavra de f-comprimento (n1, n2, ..., np) em E ∪ E−1 e se
(y1, y2, ..., yp) é a contribuição de {y, y−1} para w (isto é, yi = y ou y−1 para todo
i, e p ≤ na) então para 0 ≤ q ≤ p existe uma palavra wq representando o mesmo
elemento w de G e com a mesma contribuição de {y, y−1} iniciando por y1y2...yq e
cujo f-comprimento (n′1, n

′
2, ..., n

′
p) satisfaz:

n′i ≤ ni + qni−a +

(
q

2

)
ni−2a + ...
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Demonstração. Provemos por indução em q.
A afirmação é óbvia para q = 0.
Suponhamos o lema válido para palavras cuja contribuição de {y, y−1} seja q − 1

e seja w uma palavra cuja contribuição de {y, y−1} seja q. Pela hipótese de indução
existe uma palavra wq−1 iniciando com y1y2...yq−1 e de f-comprimento (n′′1, n

′′
2, ..., n

′′
p),

representando w e satisfazendo:

n′′i ≤ ni + (q − 1)ni−a +

(
q − 1

2

)
ni−2a + ...

Considere uma ocorrência yq de {y, y−1} em wq−1, digamos

wq−1 = y1y2...yq−1sj...slyq...st

Temos slyq = yqsl[s
−1
l , y−1

q ]. Como [s−1
l , y−1

q ] ∈ Ea, por (?) (i), e [s−1
l , y−1

q ] ∈ Ga+i,

para algum i, segue que [s−1
l , y−1

q ] ∈ Ea ∩Ga+i = Ea+i.

Substituindo slyq por yqsl[s
−1
l , y−1

q ] em wq−1 não mudamos o número de con-
tribuição de {y, y−1} para wq−1 e movemos yq um passo à esquerda, ao custo de
um termo extra [s−1

l , y−1
q ] (possivelmente a identidade). Assim, se s−1

l ∈ Ei−a então

[s−1
l , y−1

q ] ∈ Ei e, eventualmente, dando uma contribuição de E ′
i. Aplicando esta

operação, tantas vezes quanto necessário, constrúımos uma nova palavra wq inician-
do por y1y2...yq e de f-comprimento (n′1, n

′
2, ..., n

′
p) tal que n′i ≤ n′′i + n′′i−a (tendo a

igualdade quando n′′i−a = 0, isto é, quando wq não tem contribuição de E ′
i−a).

Assim,

n′i ≤ ni +

(
q − 1

1

)
ni−a +

(
q − 1

2

)
ni−2a + ...+ni−a +

(
q − 1

1

)
ni−2a +

(
q − 1

2

)
ni−3a + ...

n′i ≤ ni + (

(
q − 1

1

)
+ 1)ni−a + (

(
q − 1

1

)
+

(
q − 1

2

)
)ni−2a + ...

Portanto,

n′i ≤ ni + qni−a +

(
q

2

)
ni−2a + ...
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Lema 3.1.3. Seja G(y) =< Ea − {y} >. Então:

(1) G(y) é um subgrupo normal em G;

(2) Ga = G(y) ⊃ Ga+1 ⊃ ... ⊃ Gp+1 = {1} é uma série central para G(y) e [Ga, Gj] ⊂
Ga+j.

Demonstração. (1) Como y ∈ E ′
a e Card(E ′

a) = m segue-se que yG(y) 6= G(y). Logo,
G(y) é um subgrupo próprio e maximal de G.

Sendo G nilpotente, segue-se pela Proposição 1.2.4 que G(y) ¢ G.
Para (2), note que, como Gi/Gi+1 ⊂ Z(G/Gi+1) temos que, dado xGi+1 ∈

Gi/Gi+1, então xGi+1 comuta com todo elemento de G/Gi+1, em particular, comuta
com os elementos de G(y)/Gi+1 e logo xGi+1 ∈ Z(G(y)/Gi+1), donde Gi/Gi+1 ⊂
Z(G(y)/Gi+1).

Agora, [Ga, Gj] ⊂ [Ga, Gj] ⊂ Ga+j.

Em particular, o Lema 3.1.2 vale para a série de G(y) dada em (2).

Proposição 3.1.2. Sejam G um grupo nilpotente finitamente gerado e

G = G1 ⊇ G2 ⊇ ... ⊇ Gp ⊇ Gp+1 = {1}

uma série central para G tal que [Gi, Gj] ⊂ Gi+j. Se di denota o posto do grupo

abeliano Gi/Gi+1 então o grupo G tem f-crescimento polinomial de grau ≤
p∑

i=1

idi.

Antes de demonstrarmos a Proposição 3.1.2 demonstremos o seguinte

Lema 3.1.4. Seja (a,m) ∈ N2 tal que

a = max{i; Gi = G} e m = min{Card(S); Ga/Ga+1 =< S >}.
Se a Proposição 3.1.2 é verdadeira para (a,m) então a Proposição 3.1.2 também é
verdadeira para (a− 1,m + 1) ∈ N2, onde

a− 1 = max{i; Gi = G} e m + 1 = min{Card(S); Ga−1/Ga =< S >}.
Demonstração. Seja G 6= {1} um grupo nilpotente finitamente gerado tal que

a− 1 = max{i; Gi = G} e m + 1 = min{Card(S); Ga/Ga+1 =< S >}.



36

Sendo Ea−1 um conjunto finito de f-geradores para Ga−1 satisfazendo as condições
em (?), seja G(y) =< Ea−1 − {y} > para algum y ∈ E ′

a−1 escolhido aleatoriamente.
Pelo Lema 3.1.3, G(y) é um subgrupo normal em Ga−1 e

G(y) = Ha ⊃ Ha+1 ⊃ ... ⊃ Hp+2 = {1}
é uma série central para G(y) tal que [Hi, Hj] ⊂ Hi+j, onde Gi = Hi+1, ∀ i ≥ a.

Como todo grupo abeliano finitamente gerado pode ser decomposto como a soma
direta de grupos ćıclicos, podemos escrever

Ga−1/Ga = Ga−1/G(y)⊕G(y)/Ga (3.1.1)

onde Ga−1/G(y) é ćıclico e G(y)/Ga é abeliano finitamente gerado, e note que

r(Ga−1/Ga) = r(Ga−1/G(y)) + r(G(y)/Ga) (3.1.2)

Assumindo ni ≤ ri (para algum r ∈ R+), tomando q = p ≤ ra−1, majorando
(

q
j

)

por qj (≤ r(a−1)j) (no Lema 3.1.2) e denotando e = min{i; Gi = {1}}, deduzimos do
Lema 3.1.2 que:

(*) todo elemento g ∈ G de f-comprimento ≤ (r, r2, ...) pode ser escrito como
g = ysg′, onde | s |≤ ra−1 e g′ é um elemento de G(y) e de f-comprimento

≤ (er− | s |, er2− | s |, ...).
Se G/G(y) é infinito, segue de (3.1.1) que da−1 = 1+k, onde k = r(G(y)/Ga) ≤ m.
Como min{Card(S); G(y)/Ga =< S >} = m, temos por hipótese que a Proposição

3.1.2 vale para G(y) o que implica na existência de uma constante c′ ∈ R+ tal que o

número de posśıveis escolhas para g′ é majorado por c′rd−a+1 + 1, onde d =

p∑
i=a−1

idi.

Como existem no máximo 2ra−1 + 1 valores admisśıveis para s, temos

fc(r, r
2, r3, ...) ≤ (c′rd−a+1 + 1)(2ra−1 + 1)

donde G tem f-crescimento polinomial de grau ≤
p∑

i=a−1

idi.

Se G/G(y) é finito, isto é, tem ordem t < ∞, segue-se de (3.1.2) que r(G/Ga) =
r(G(y)/Ga).

Novamente, pelo Lema 3.1.2, podemos reescrever g ∈ G como ysg1, onde 0 ≤ s < t,
g1 ∈ G(y) e o f-comprimento de g1 é ≤ (er, er2, ...). Por hipótese temos garantida a
existência de uma constante c′′ ∈ R+ tal que o número de posśıveis escolhas para g1

é majorado por c′′rd + 1, onde d =

p∑
i=a−1

idi.
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Como r(G/G(y)) = 0 e o número de posśıveis valores assumidos por s é finito, o
Lema está concluido.

Demonstração da Proposição 3.1.2:

Provaremos a proposição fazendo indução descendente sobre a = max{i; Gi = G}.
Se a = p + 1 então G = {1} e o resultado segue-se para todo m ∈ N.

Suponhamos a proposição verdadeira para todo grupo tal que a = max{i; Gi =

G} < p + 1 e para todo m ∈ N.

Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado dentro das hipótese da proposição

tal que a− 1 = max{i; Gi = G}.
Pela hipótese de indução, a proposição é verdadeira para todo grupo nilpotente

finitamente gerado tal que a = max{i; Gi = G} e m = 0, logo pelo Lema 3.1.4 a

proposição é verdadeira para G e m = 1.

Analogamente, a proposição é verdadeira para todo grupo nilpotente finitamente

gerado tal que a = max{i; Gi = G} e m = 1, logo pelo Lema 3.1.4 a proposição é

verdadeira para G e m = 2.

Pela hipótese de indução, a proposição é verdadeira para todo grupo tal que a =

max{i; Gi = G} e tal que m = {Card(S); Ga/Ga+1 =< S >}, logo pelo Lema 3.1.4 a

Proposição é verdadeira para G e tal que m + 1 = {Card(S); Ga−1/Ga =< S >}.
O caso m = 0 é trivial.

Portanto, a proposição é verdadeira para G e todo m ∈ N.

2

Observação 3.1.2. Seja G um grupo nilpotente com série central inferior

G = G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gp ⊃ Gp+1 = {1}

e gerado por um conjunto finito S.

Sejam m ∈ N e T = {g ∈ G; g tem f − comprimento ≤ (m,m2, ..., mp)}. Note

que Card T = fc(m,m2, ..., mp).
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Seja w ∈ G tal que `S(w) = m então, é claro que w ∈ T donde γS(m) ≤
fc(m,m2, ..., mp) e portanto, pela Proposição 3.1.2, existe um polinômio Q ∈ R[X]

de grau ≤
p∑

i=1

idi, onde di = r(Gi/Gi+1), tal que γS(m) ≤ Q(m).

Como resultado imediato das Proposições 3.1.1 e 3.1.2 temos o Teorema de Bass-Wolf:

Teorema 3.1.1. Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado, com série central
inferior

G = G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gp ⊃ Gp+1 = {1}

Se di denota o posto do grupo abeliano Gi/Gi+1 e d =

p∑
i=1

idi, então G tem

crescimento polinomial de grau d.

2

Definição 3.1.5. Dada uma classe P de grupos, dizemos que um grupo G é virtual-
mente P se G possui um subgrupo H de ı́ndice finito em G tal que H é P .

Em particular, um grupo é virtualmente nilpotente se ele tem um subgrupo nilpo-
tente de ı́ndice finito.

Corolário 3.1.1. Seja G um grupo finitamente gerado e virtualmente nilpotente.
Então G tem crescimento polinomial.

Demonstração. Seja H um subgrupo nilpotente e de ı́ndice finito em G. Pela Proposição
1.1.5 H é finitamente gerado e logo tem crescimento polinomial pelo Teorema de Bass-
Wolf.

Portanto, pela Proposição 2.2.1, G tem crescimento polinomial.

3.2 O Teorema de Milnor-Wolf

O próximo Teorema que enunciaremos como proposição, foi publicado pela primeira

vez por Wolf em [16] em 1968. Wolf prova este resultado usando argumentos da Teoria

de Grupos de Lie. Mais tarde, em 1972, Bass em [1] propõe uma prova mais algébrica

para este resultado, porém utilizando profundos resultados da Teoria de Módulos.
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Como observado na introdução deste caṕıtulo, faremos a demonstração do Teore-

ma de Milnor que foi publicado em 1968 em [9]. A demonstração que faremos segue

a mesma linha de idéias apresentadas em [9].

Com base nestes dois resultados, chegaremos ao Teorema de Milnor-Wolf que

caracteriza o tipo de crescimento para todo grupo solúvel finitamente gerado. E

tem uma forte aplicação na demonstração da rećıproca do Corolário 3.1.1, que foi

demonstrado por Gromov em [4] em 1981.

A demonstração da próxima proposição pode ser encontrada em [1] ou [16].

Proposição 3.2.1. (Wolf) Seja G grupo polićıclico de crescimento não exponencial.
Então G é virtualmente nilpotente. Em particular, G tem crescimento polinomial.

2

Proposição 3.2.2. (Milnor) Seja G um grupo solúvel, finitamente gerado e que não
é polićıclico. Então G tem crescimento exponencial.

A prova será baseada na seguinte extensão de grupos:

1 −→ A −→ B
ϕ−→ C −→ 1

onde A é abeliano e B é finitamente gerado.

Lema 3.2.1. Se B não tem crescimento exponencial então para cada α ∈ A e β ∈ B,
o subconjunto de todos conjugados βkαβ−k, com k ∈ Z, geram um subgrupo finita-
mente gerado de A.

Demonstração. Para cada i1, ..., im ∈ {0, 1} consideremos a expressão

βαi1βαi2 ...βαim ∈ B

Se estas 2m expressões representam elementos distintos em B então a função cresci-
mento γS de B, calculada usando um conjunto finito S de geradores para B que
contém α e βα, satisfaria γS(m) ≥ 2m, contradizendo a hipótese. Assim, deve existir
uma relação não trivial da forma:

βαi1βαi2 ...βαim = βαj1βαj2 ...βαjm ,
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para algum m ∈ N e i1, ..., im, j1, ..., jm ∈ {0, 1}.
Se denotarmos αk = βkαβ−k ∈ A, então

βαi1βαi2 ...βαim = βαi1β−1β2αi2 ...βmαimβ−mβm = αi1
1 αi2

2 ...αim
m βm

E dáı,
αi1

1 αi2
2 ...αim

m βm = αj1
1 αj2

2 ...αjm
m βm

Sem perda de generalidade, suponhamos i1 6= j1 e im 6= jm. Então,

αim−jm
m = α

−im−1

m−1 ...α−i1
1 αj1

1 ...α
jm−1

m−1

donde αm ∈< α1, ..., αm−1 >, visto que im − jm ∈ {−1, 1}.
Conjugando por β, temos αm+1 ∈< α2, ..., αm >=< α1, ..., αm−1 >.
Indutivamente, vê-se que todo αk com k ≥ m pode ser expresso como uma palavra

em α1...αm−1.
Similarmente, todo αk, com k ≤ 0 pode ser expresso em termos de α1...αm−1.

Completando a prova do lema.

Note que na demonstração do Lema 3.2.1 não precisamos do fato de A ser abeliano.

Lema 3.2.2. Se o grupo quociente C = B/A tem uma apresentação finita então
existem finitos elementos α1, ..., αl ∈ A tal que todo elemento de A pode ser expresso
como um produto finito de conjugados dos αj

′s.

Demonstração. Escolha geradores β1, ..., βk para B e note que as imagens ϕ(β1), ..., ϕ(βk)
geram C (pois ϕ é sobrejetiva). Como C tem apresentação finita, este conjunto de
geradores esta sujeito somente a um número finito de relações:

r1(ϕ(β1), ..., ϕ(βk)) = r2(ϕ(β1), ..., ϕ(βk)) = ... = rl(ϕ(β1), ..., ϕ(βk)) = 1

Tomando αj = rj(β1, ..., βk), sejam βi1 , ..., βis , que não são equivalentes módulo
A, tais que ϕ(βij0

) /∈< ϕ(βij1
), ..., ϕ(βij0−1

), ϕ(βij0+1
), ..., ϕ(βijs

) >, ∀ ij0 ∈ {i1, ..., is}.
Então S = {βi1 , ..., βis , α1, ..., αl} é um conjunto de geradores para B.

Afirmação: Se T = {βαjβ
−1; β ∈ B} então A =< T > .

Com efeito, suponha que exista a ∈ A tal que a /∈< T >, então escrevendo a em
função dos elementos de S, deve existir um inteiro não nulo εt, tal que

a = κε1
1 ...κεn

n αi1
1 ...αil

l ,

onde κj ∈ S \ {α1, ..., αl} e εi ∈ {−1, 0, 1}. Assim,

a ≡ κε1
1 ...κεn

n mod(A)
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donde κε1
1 ...κεn

n ∈ A e logo, pela escolha dos κj, devemos ter εt = 0 para todo t. O que
contradiz o fato de a /∈< T > .

E portanto, a última afirmação completa a prova do Lema.

Lema 3.2.3. Se C é polićıclico e B não tem crescimento exponencial então B é
polićıclico.

Demonstração. Escolha geradores γ1, ..., γp de C. Então todo elemento de C pode ser
expresso como

γi1
j1

...γik
jk

onde i1, ..., ik ∈ Z e j1, ..., jk ∈ {1, ..., p}.
Escolha elementos β1, ..., βp ∈ B tais que ϕ(β1) = γ1, ..., ϕ(βp) = γp.
Como, pela Proposição 1.2.8, todo grupo polićıclico tem uma apresentação finita,

segue-se do Lema 3.2.2 que existem elementos α1, ..., αl ∈ A tal que todo elemento de
A pode ser expresso como um produto de conjugados de αj. Cada conjugado de αj

pode ser escrito como
(βi1

1 ...βip
p )−1αj(β

i1
1 ...βip

p )

Seja A0 o subgrupo de A gerado por α1, ..., αl. Aplicando o Lema 3.2.1 aos ele-
mentos αj e β1 temos a existência de um grupo A1 finitamente gerado, gerado por
todos conjugados da forma

β−i1
1 αjβ

i1
1

com 1 ≤ j ≤ l, i ∈ Z.
Analogamente, aplicando o Lema 3.2.1 a cada gerador de A1 e β2 temos que

β−i2
2 (β−i1

1 αjβ
i1
1 )βi2

2

geram um grupo finitamente gerado A2. Continuando, indutivamente, constrúımos a
cadeia

A0 ⊆ A1 ⊆ ... ⊆ Ap

e segue-se que A = Ap também é um grupo abeliano finitamente gerado, e logo pela
Proposição 1.2.10 A é polićıclico.

Como C é polićıclico, segue-se, pela Proposição 1.2.9, que B é polićıclico.
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Demonstração da Proposição 3.2.2

Seja G um grupo solúvel, finitamente gerado e que não é polićıclico, e seja

G = G(0) ⊃ G(1) ⊃ ... ⊃ G(s) ⊃ G(s+1) = {1}

sua série derivada.

Provemos a Proposição 3.2.2 por indução sobre s.

Se s = 1 então temos a seguinte sequência exata

{1} −→ G(1) −→ G
ϕ−→ G/G(1) −→ {1}

onde ϕ é o homomorfismo canônico.

Sendo G finitamente gerado segue-se que G/G(1) é abeliano e finitamente gerado,

e logo G/G(1) é polićıclico pela Proposição 1.2.10.

Logo, se G não tem crescimento exponencial, então pelo Lema 3.2.3 teŕıamos que

G é polićıclico, o que é uma contradição. Portanto G tem crescimento exponencial.

Suponhamos a Proposição 3.2.2 verdadeira para todo grupo solúvel, finitamente

gerado, que não é polićıclico e cujo comprimento derivado seja n > 1.

Seja G um grupo solúvel, finitamente gerado, que não é polićıclico e cujo compri-

mento derivado seja n+1, isto é, tal que G(n+1) seja abeliano. Então temos a seguinte

sequência exata

{1} −→ G(n+1) −→ G
ϕ−→ G/G(n+1) −→ {1}

sendo ϕ o homomorfismo canônico.

Se G não tem crescimento exponencial, então G/G(n+1) não tem crescimento ex-

ponencial. Logo, por hipótese de indução, G/G(n+1) é polićıclico e dáı, pelo Lema

3.2.3, G é polićıclico. Esta contradição demonstra a Proposição 3.2.2.

2
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Pelas Proposições 3.2.1 e 3.2.2 obtemos o Teorema de Milnor-Wolf:

Teorema 3.2.1. Seja G um grupo solúvel finitamente gerado e de crescimento não
exponencial. Então G é virtualmente nilpotente.

2

O Teorema de Milnor-Wolf caracteriza os grupos solúveis finitamente gerados que

tem crescimento exponencial; um grupo solúvel finitamente gerado tem crescimento

exponencial se, e somente se, não é virtualmente nilpotente.



Caṕıtulo 4

APÊNDICE - O Teorema de
Gromov

Gromov mostra em [4] que a todo grupo infinito finitamente gerado de crescimento

polinomial está associado um espaço métrico Y satisfazendo certas propriedades.

Como foi dito na introdução, admitiremos a existência do espaço Y e provaremos

o Teorema de Gromov.

Definição. Dizemos que um grupo G finitamente gerado tem crescimento aproxi-
madamente polinomial de grau ≤ d se existe c > 0 tal que γS(n) ≤ cnd para infinitos
n.

Esta definição não depende do conjunto finito S de geradores de G.

De fato, seja T outro conjunto de geradores para G, então se b = max{`S(g); g ∈
T} temos γT (n) ≤ γS(bn) e, trocando as posições de S e T temos uma desigualdade

semelhante. Donde γT e γS são equivalentes.

Lema 1. Seja G um grupo finitamente gerado cujo crescimento é não exponencial.
Suponha que existe uma sequência exata

{1} −→ K −→ G
h−→ Z −→ {0}.

44
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Então K é finitamente gerado.
Além disso,
(i) Se G tem crescimento aproximadamente polinomial de grau ≤ d + 1 então K

tem crescimento aproximadamente polinomial de grau ≤ d;
(ii) Se K é virtualmente solúvel então G também o é.

Demonstração. Seja α ∈ G tal que h(α) = 1 e como Z w G/K escolha e1, ..., ek ∈ K
tais que G =< α, e1, ..., ek >. Defina αm,i = αmeiα

−m para m ∈ Z, i = 1, ..., k.

Afirmação: K =< α0,i, ..., αm−1,i >.
Com efeito, fixemos i ∈ {1, ..., k}.
Para m > 0 consideremos os elementos de G da forma αε0

0,i...α
εm
m,i, εi = 0 ou 1.

Existem 2m+1 palavras em {α, e1, ..., ek}, cada qual de comprimento ≤ 2m. O fato
de G não ter crescimento exponencial implica que, para algum m > 0, duas destas
palavras representam o mesmo elemento, digamos αε0

0,i...α
εm
m,i = αδ0

0,i...α
δm
m,i e εm 6= δm.

Então αm,i ∈< α0,i, ..., αm−1,i > e, indutivamente, obtemos que

αp,i ∈< α0,i, ..., αm−1,i > para todo p ≥ 0.

Um argumento similar para m negativo garante que K é gerado por um conjunto
finito

{αm,i; 1 ≤ i ≤ k, | m |≤ M}, M ∈ N.

Concluindo a afirmação.
Para provar (i), seja c > 0 e X ⊂ N infinito, tal que γS(n) ≤ cnd+1 para todo

n ∈ X, onde S é um conjunto finito de geradores para G.
Sem perda de generalidade, suponhamos S = Y ∪ {α}, onde K =< Y >.
Sejam x ∈ R 7→ [x] ∈ Z a função menor inteiro, n ∈ X e gi i = 1, ..., γY ([n/2]),

elementos distintos em K de comprimento ≤ [n/2] em Y . Então os nγY ([n/2]) ele-
mentos giα

j, i = 1, ..., γY ([n/2]) e −[n/2] ≤ j ≤ [n/2] são distintos e de comprimento
≤ n em S.

Assim, nγY ([n/2]) ≤ γS(n) ≤ cnd+1, donde γY ([n/2]) ≤ cnd ≤ c′[n/2]d para
alguma constante c′ > 0, independente de n ∈ X. Concluindo (i).

Para (ii), suponhamos que K possua um subgrupo H solúvel e de ı́ndice finito m.

Afirmação: Tomando a interseção de todos os subgrupos de K que têm ı́ndice m em
K, obtemos um subgrupo K1 solúvel e de ı́ndice finito em K.

Com efeito, como K é finitamente gerado, K possui um número finito de subgrupos
de ı́ndice m, pela Proposição (1.1.4). Logo, pela Proposição (1.1.2), a interseção de
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todos estes subgrupos, K1, tem ı́ndice finito em K. E, finalmente, K1 é solúvel pois
é subgrupo de um grupo solúvel, provando a afirmação.

Seja Γ =< K1, α >. Temos ker(h ¹ Γ) = K1 pois K1 ⊂ K = ker(h).
Dáı, Γ/K1 = {K1, αK1}, donde (Γ : K1) = 2.
Como KΓ =< K, Γ >= G segue-se que KΓ/K = {K, αK}, donde (G : K) = 2.
Sendo (G : K)(K : K1) = (G : Γ)(Γ : K1) temos (G : Γ) = (K : K1) é finito.

Sendo K1 solúvel e {1} −→ K1 −→ Γ
h−→ Z −→ {0} é exata, segue-se que

Γ/K1 w Z é solúvel, donde Γ é solúvel pelo Teorema (1.2.1).

Definição. Dado um espaço métrico Y com métrica d e um ponto arbitrário e0. Seja
Isom(Y ) o grupo de isometrias de Y .

Considere
F = (Uk,ε)k∈N∗,ε>0

onde

Uk,ε = {σ ∈ Isom(Y ); d(σy, y) ≤ ε para todo y com d(y, e0) ≤ k}.
Mostra-se que F é base de vizinhanças da identidade idY e logo, Isom(Y ) é um grupo
topológico.

De acordo com Gromov, em [4], para cada grupo G infinito e finitamente gerado,

pode-se associar um espaço métrico Y = Y (G) e um homomorfismo

ϕ : G −→ Isom(Y )

com as seguintes propriedades:

(i) Y é homogêneo (dados a, b ∈ Y , existe g ∈ Isom(Y ) tal que g(a) = b);

(ii) Y é conexo e localmente conexo;

(iii) Y é completo;

(iv) Se ϕ(G) é finito e G não é virtualmente abeliano então ker(ϕ) tem, para cada

vizinhança U de idY , uma imagem homomórfica em Isom(Y ) intersectando U \{1Y };
(v) Se G tem crescimento aproximadamente polinomial, então Y é localmente

compacto e tem dimensão de Hausdorff finita;

(vi) Se G tem crescimento exponencial então Y não é localmente compacto.



47

Daqui em diante, simplesmente assumiremos (i)- (vi) e demonstraremos o Teorema

de Gromov.

Para isto, enunciamos o seguinte teorema cuja demonstração pode ser encontrada

em [17].

Teorema 1. Suponhamos Y = Y (G) localmente compacto, com dimensão de Haus-
dorff finita e G infinito. Então G tem um subgrupo de ı́ndice finito que tem Z como
imagem homomórfica.

2

Teorema de Gromov. Seja G um grupo finitamente gerado, de crescimento aprox-
imadamente polinomial de grau ≤ d. Então G é virtualmente nilpotente.

Demonstração. Faremos indução em d.
Se d = 0 então G é finito e logo, virtualmente nilpotente.
Suponha que G seja infinito, de crescimento aproximadamente polinomial de grau

≤ d + 1 e que o Teorema seja verdadeiro para grupos infintos de crescimento aproxi-
madamente polinomial de grau ≤ d.

Pela propriedade (v) de Y e pelo Teorema 1, existe um homomorfismo sobrejetor
h : G −→ Z. Seja K = ker(h). Pela parte (i) do Lema 1, K é finitamente gerado e
tem crescimento aproximadamente polinomial de grau ≤ d.

Pela hipótese de indução K é virtualmente nilpotente e, consequentemente, vir-
tualmente solúvel então, pela parte (ii) do Lema 1, G possui um subgrupo H solúvel
e de ı́ndice finito em G. Pelo Teorema (3.2.1) H possui um subgrupo H1 nilpotente
e de ı́ndice finito em H.

Assim, (G : H1) = (G : H)(H : H1) é finito. Donde G é virtualmente nilpotente.
Completanto a prova do Teorema.

Com o Teorema de Gromov e o Corolário 3.1.1 obtemos o seguinte resultado, que

caracteriza os grupos que tem crescimento polinomial,

Teorema 2. Seja G um grupo finitamente gerado. Para que G tenha crescimento
polinomial é necessário e suficiente que G seja virtualmente nilpotente.

2
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