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Introducao

Em 1968 Milnor publica em [7] dois resultados relacionando a curvatura de var-
iedades riemannianas ao crescimento de seu grupo fundamental.

Com base nestes resultados, Wolf publica em [16], também em 1968, mais alguns
resultados envolvendo curvatura de variedades riemannianas, além de mostrar que
todo grupo nilpotente finitamente gerado tem crescimento polinomial, no sentido
definido por Milnor em [7]. Neste mesmo artigo, Wolf também mostra que todo
grupo finitamente gerado que possui um subgrupo nilpotente de indice finito tem
crescimento polinomial, além de garantir que todo grupo policiclico de crescimento
nao exponencial possui um tal subgrupo nilpotente.

Ainda em 1968, como parte da resposta a pergunta proposta em [8], Milnor mostra
que todo grupo solivel finitamente gerado ou tem crescimento exponencial ou possui
um subgrupo nilpotente de indice finito.

Outro resultado interessante foi dado por Bass [1] em 1972, que utilizando as idéias
propostas por Wolf em [16], construiu dois polinémios de mesmo grau limitando a
funcao crescimento para todo grupo nilpotente finitamente gerado.

A partir destes resultados (dados por Wolf e Milnor) conjecturou-se que todo grupo
finitamente gerado de crescimento nao exponencial possui um subgrupo nilpotente de
indice finito.

Ainda em 1972 J. Tits garante a veracidade desta conjectura para grupos lineares
mostrando em [14] que todo grupo linear ou tem um subgrupo nilpotente de indice
finito ou possui um subgrupo livre nao abeliano de indice finito.

Uma resposta mais geral a conjectura de Milnor-Wolf sé foi dada por M. Gromov



em 1981. Em [4], Gromov mostra que todo grupo finitamente gerado de crescimento
polinomial possui um subgrupo nilpotente de indice finito. Para mostrar isso, Gro-
mov constroi uma sequéncia decrescente de espagos métricos e mostra que alguma
subsequéncia é convergente no caso do grupo (infinito) ter crescimento polinomial.

As notas a seguir tém o objetivo de apresentar parte dos resultados mencionados
em [1], [7], [9], [15], [16] e [17].

No capitulo 1, apresentamos as defini¢oes basicas que permitem um bom entendi-
mento dos capitulos seguintes.

A partir do capitulo 2, definimos a funcao crescimento para grupos finitamente
gerados, dando alguns exemplos e analisando o crescimento de subgrupos.

Dedicamos o capitulo 3 ao Teorema de Bass-Wolf que garante que todo grupo
nilpotente finitamente gerado tem crescimento polinomial e ao Teorema de Milnor-
Wolf que caracteriza a fungao crescimento para todo grupo soluvel finitamente gerado.

Pretendiamos apresentar o Teorema de Gromov usando as idéias propostas em [17]
onde os autores, utilizando argumentos de anélise nao standard, constroem o mesmo
espaco métrico associado a um subgrupo finitamente gerado dado por Gromov em
[4]. Apesar de termos entendido as demonstragoes de trés das seis propriedades do
espaco em questao, nao foi possivel, por falta de tempo, finalizd-las e ao mesmo
tempo escrever um texto compreensivel sobre os argumentos de anélise nao standard
utilizados para as demonstracoes das propriedades em questao. Por esse motivo,
resolvemos nao fazer a construcao do espaco métrico mencionado e sim, admitir sua

existéncia e provar o Teorema de Gromov.



Capitulo 1

Grupos

Este primeiro capitulo é dedicado as definigbes basicas de grupos, necessarias para
o entendimento dos capitulos posteriores.
Algumas demonstracoes deste capitulo sao omitidas por serem fatos elementares

ou por exigirem conceitos que nao serao utlizados no decorrer dos capitulos.

1.1 Grupos - Definicoes Basicas

Definicao 1.1.1. Um conjunto G com uma operagao
(a,) e G xG—abe G

é um grupo se as condigoes seguintes sao satisfeitas:

(i) A operacao é associativa, isto é, a(bc) = (ab)c,V a,b,c € G,
(ii) Existe um elemento neutro, isto é, 31 € G tal que la =al =a, YV a € G;

(iii) Todo elemento é inversivel, isto é, V a € G,3 b € G tal que ab = ba = 1.



O grupo é dito abeliano ou comutativo se:

(iv) A operacao é comutativa, isto é, ab="ba ¥V a,b € G.

Definicao 1.1.2. Seja H um subconjunto de G. Se H for um grupo com a operacao

de G entao H ¢é dito um subgrupo de G e sera denotado por H < G.

Por exemplo, dado um grupo G, o subconjunto Z(G) = {g € G;ga = ag,V a € G} é

um subgrupo de G, chamado o centro de G.

Sejam H < GG e g € G entao o conjunto
gH = {gh;h € H}

¢ chamado classe lateral a esquerda de H em G.

De forma analoga, definimos a classe lateral a direita de H em G.
A funcao
gH — Hg™'

¢ uma bijecao. Portanto, toda afirmacao valida para classes a esquerda é véalida para
classes a direita e vice-versa.
O numero das distintas classes laterais a esquerda de H em G é chamado o indice

de H em G e seré denotado por (G : H).

Proposicao 1.1.1. Sejam G um grupo e K, H subgrupos de G tais que K < H < G.
Entio (G: K)=(G: H)(H: K).

Demonstragao. Pode ser encontrada em [12]. O



Proposicao 1.1.2. A intersecao finita de subgrupos de indice finito em um grupo G

tem indice finito em G.
Demonstragao. Pode ser encontrada em [10]. O

Se para todo elemento g € G tivermos
gH=Hgs gHg'=H < ghg '€ HVY he H,

diremos que H é um subgrupo normal em G e denotaremos isto por H < G.

Seja H < G entao o conjunto G/H = {gH;g € G} é um grupo com a seguinte
operagao
(xH,yH) — (zy)H

e é chamado o grupo quociente de G por H.

Sejam G e K dois grupos. Chamamos de homomorfismo de grupos a toda fungao
p:G— K
que preserve a operacao dos grupos, isto é,
p(ab) = p(a)p(b),V a,b e G

Se ¢ é um homomorfismo bijetor diremos que ¢ é um isomorfismo e que G e K
sao grupos isomorfos e denotaremos G = K.

O conjunto
ker(p) ={g € G;p(g) = 1k}

¢ um subgrupo normal de G, chamado nicleo de .

O conjunto
Im(p) ={¢(9);g € G}

¢ um subgrupo de K, chamado imagem de .
Seja N um subgrupo normal em um grupo G entao a fungao ¢ : G — G/N dada
por ¢(g) = gN é um homomorfismo de grupos e o chamaremos de homomorfismo

canonico.



Teorema 1.1.1. Sejam G, H grupos e ¢ : G — H um homomorfismo. Entdo
Im(p) = G/Ker(p).

Este teorema é conhecido como Teorema dos Homomorfismos e sua demonstragao

pode ser encontrada, por exemplo, em [10].

Definicao 1.1.3. Sejam G um grupo e S C . Dizemos que S é um conjunto de
geradores de (G, se todo elemento de G pode ser expresso como um produto finito de

elementos de SU S~ Se S é finito, dizemos que G ¢é finitamente gerado.
Denotaremos G =< S >.

Seja G um grupo finitamente gerado. Um conjunto finito S C G de menor cardinali-

dade tal que G =< S > chamaremos de conjunto minimal de geradores de G.

Se S é composto por um unico elemento e G =< S >, dizemos que G é um grupo

ciclico.

Definicao 1.1.4. Se G é um grupo entao
G'=<lg.9)i91,9: € G >

onde [g1, 92] = 919291 *g5 16 um subgrupo de G chamado o subgrupo dos comutadores

ou subgrupo derivado de G.

Proposigao 1.1.3. Seja G um grupo entao G' é o menor subgrupo normal em G tal
que G/G" € abeliano.

Demonstragio. De fato, se g1, g2 € G entdo g1g29; ‘95 + € G', donde G//G" é abeliano.
Agora, seja H um subgrupo de G tal que G/H é abeliano. Entao para quaisquer
g,h € G, ghg7*h™ € H, donde G’ C H. O



Proposicao 1.1.4. Um grupo finitamente gerado tem somente um nimero finito de

subgrupos de um dado indice finito j.

Demonstracao. Sejam G um grupo com geradores ay, ...,a, ¢ H um subgrupo de G
tal que (G : H) = j.
Denotemos por
H=K Ky, .. K, (1.1.1)

as distintas classes laterais a esquerda de H em G.
Se g € G, entao gKjy, ..., gK; é uma permutacao de (1.1.1), que denotaremos por

P(g).
Assim, obtemos uma funcao ¢,

p9) =Pl9).9€G (1.1.2)

de G no grupo simétrico S;. Isto ¢ um homomorfismo, ou seja,

P(g192) = P(91)P(g2)-

O homomorfismo ¢ estd completamente determinado pelas imagens dos elementos
ai, ..., a,. Consequentemente, existe um nimero finito de homomorfismos de G' em S,
no maximo (j!)”. No entanto, o homomorfismo ¢ introduzido em (1.1.2) determina
unicamente H, porque um elemento g € H se, e somente se, a permutagao P(g) deixa
a classe K invariante.

Portanto, um grupo G gerado por n elementos nao contém mais que (j!)" subgru-

pos de indice j. O

Proposicao 1.1.5. Seja H um subgrupo de indice finito de um grupo finitamente

gerado G. Entao H € finitamente gerado.

Demonstragao. Sejam S um conjunto finito de geradores de G e {1 = {1, ...,¢;} um
conjunto de representantes das classes laterais a direita de H em G.

Dado g € G, t;g € G donde t;g = t, mod(H) para algum k € {1,2,...,4} e assim,
definamos

Htjg = Ht()g



onde j — (j)g é uma permutacgao tal que (j)g = k.
Dali, obtém-se
tig = h(j. 9t (1.1.3)

onde h(j,g) € H.
Fixemos a € H arbitrario, entdao a = ...y onde y; € SU S~

Aplicando (1.1.3), repetidamente, obtemos

a =tia = h(L,y)h((Dy1, y2)...h((--(1)y1)y2) - )¥k-1, Y )t (1)a

Mas, Ht(), = Htia = Ha = H, pois a € H.
Dai, t(1), = Imod(H) donde {h(j,y);1 < j <i,y € SUS™'} gera H. O

Definicao 1.1.5. Seja S um conjunto, possivelmente infinito, de simbolos difer-

. < : 5
entes. Uma palavra em S é toda expressao finita da forma sfll 3?22...51»:, onde d; € Z e

Siyy ooey Sig es.

Definicao 1.1.6. Um grupo abeliano finitamente gerado ¢ dito abeliano livre se

existe um inteiro r > 0 tal que G ~ Z". O inteiro r é denominado o posto de G.

Em particular, a cardinalidade de todo conjunto minimal de geradores de um
grupo abeliano livre G ¢é igual ao posto de G.

Pelo Teorema da Decomposi¢ao Primaria todo grupo abeliano finitamente gerado
pode ser escrito como a soma direta de sua parte de torcao e sua parte livre.

Dai, o posto de um grupo abeliano finitamente gerado é definido como sendo o

posto de sua parte livre e serd denotado por r(G).

Definicao 1.1.7. Sejam F' um grupo, X um conjunto nao vazio e f : X — F uma
funcao. Entao F' é dito um grupo livre em X se a cada fun¢ao h de X em um grupo

G existir um tnico homomorfismo ¢ : F' — G tal que h = p o f.

Definicao 1.1.8. Seja X um conjunto e S uma familia de palavras em X. Um
grupo G tem gerador X e relacdo S se G = F/R, onde F' é um grupo livre em X e
R é o subgrupo normal de F' gerado por S.



O par (X, S) é chamado uma apresentagao de G e denotado por
G=<X|S>

Na prética, é mais conveniente listar os geradores de G e definir relagoes s;(x) = 1,

s; € S (onde i pertence a um conjunto finito de indices) e z € X, isto é,
G=<X|si(zr)=1,5€S8>

Definicao 1.1.9. Um grupo é dito finitamente apresentado se ele tem uma apresen-
tagao finita < X | § >, isto é, uma apresentagao em que X e S sdo conjuntos finitos.
Em outras palavras, quando o grupo pode ser representado por um conjunto finito

de geradores e um conjunto finito de relagoes.

Proposicao 1.1.6. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal em G. Se N e G/N

sao finitamente apresentados entao G € também finitamente apresentado.

Demonstracao. Seja ¢ : G — G /N o homomorfismo canonico.

N é gerado por um subconjunto finito {y,...,y,} sujeito a um nimero finito de
relagoes u;(y1, ...,yr) = 1,1 =1, ... s.

G/N é gerado por um subconjunto finito {x; N, ...,x;N} sujeito a um nimero
finito de relagoes v;(x1 N, ...,x;N) =1,i=1,...,m.

Entao G é gerado por {x1, ..., x¢, 1, ..., Yr } € estes geradores satisfazem relagoes da
forma (1):

wi(y) =1 sei=1,...,8
vi(z) = Ni(y) sei=1,...m
ﬂijﬂj_l =pui;(y) sei=1,...,s

xj_lyixj = ’Uij(y) sej=1,....m

\

onde x = (z1,...,2), ¥y = (Y1, ..., y,) € as duas tltimas igualdades representam a nor-
malidade de N em G.

Afirmacao: (1) é um conjunto de relagoes para G associado ao conjunto

{1, s T, Y1y ooy Yr b
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Para estabelecer isto, seja {&1, ..., &, M1, ..., -} um conjunto de simbolos em cor-
respondéncia injetiva com {z1, ...,z y1,...,y,} € considere o grupo I' gerado por
{&, ..., & m, ..., } sujeito as relagdes obtidas em (1), substituindo z; por & e y;
por n; para cada 1, j.

Temos um homomorfismo sobrejetor 7 : I' — G enviando & em x; e n; em y; para
cada i, 7. Mostraremos que K = ker(m) é trivial. Seja A =< ny,...,n, >. O terceiro
e quarto conjunto das rela¢oes em (1) mostram que A <1 I' e a apresentagao de G/N
mostra que 7 induz um isomorfismo de I'/A em G/N. Assim K < A. Entao , se

a € K podemos expressar a da forma a = w(ny, ...,n,). Dali,

1=m(a) =wys, . yr)

Como as relagoes u;(y), i = 1, ..., s sdo um conjunto de relagoes de N em {y;, ...,y }
a relagdo w(yy,...,y.) = 1 é uma consequéncia das relagoes u;(y) = 1, i = 1,...,s.
Como u;(n1,...,n-) = 1, para i = 1,...; s segue-se que w(ny,...,n,) = 1. Daia =1¢e
K = {1}. E portanto, I' = G. O

1.2 Grupos Soluveis

Nesta secao apresentaremos a definicao e algumas propriedades bésicas dos gru-
pos soluveis e, entao estudaremos duas classes particulares de grupos soliveis: gru-
pos nilpotentes e grupos policiclicos. E veremos no proximo capitulo que existe uma
relacao fundamental entre a funcao crescimento de um grupo e seus subgrupos nilpo-
tentes de indice finito (quando tais subgrupos existirem).

Antes, porém, facamos algumas definigoes:

Definicao 1.2.1. Uma série subnormal de um grupo G é uma colecao finita de

subgrupos {G;}1<i<n de G tais que
G=G >G> ..>G, > Gy ={1} (1.2.1)

Se G; < G para todo i = 2,...,n a série (1.2.1) é chamada série normal de G.
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Se G;/G;y1 é um grupo abeliano para todo i = 2,...,n + 1 dizemos que (1.2.1) é
uma série soluvel.
Se G;/Giv1 C Z(G/Giq1) dizemos que (1.2.1) é uma série central.

Se Gi11 =[G, G;] dizemos que (1.2.1) é uma série central inferior de G, onde

G,Gi] =<{lg,9::9 € G,g: € G;} >

E, neste caso, (1.2.1) é uma série normal.

Se G;/Gi4+1 é¢ um grupo ciclico para todo ¢ = 2, ...,n+ 1 dizemos que (1.2.1) é uma
série ciclica.

Se H e K sao dois subgrupos de um grupo G, definimos seu subgrupo de comuta-
dores por [H, K] =< hkh™'k~';h € H,k € K >. Definimos, por inducdo, G = G e
G = [GW G, isto é, GUFY é o subgrupo dos comutadores do grupo G, para
todot=0,1,2,....

Lema 1.2.1. Sejam G um grupo e x,y € G. Se x,y comutam com [z,y] entdo

[x>y]n = [$n7y] = ['T?yn]
para todo n € 7.

Demonstracao. Primeiro, provemos para n nao negativo, por inducao.
A igualdade é trivial para n = 0.

Suponhamos o resultado valido para n > 0. Entao, por hipdtese

[z,y]" [z, y] = z[z,y]"ya "y

E pela hipotese de indugao, temos

[, y]" [, y] = xfa”, ylye~ty ™t = w(a"ya "y Dy Tty

Portanto,

mn—i—l

[z, y]" [, y] = [, y].

Agora, x[x,y] = [x,y]z, por hipitese, entao rxyr 'y~ = zyz~ly 'z, isto é,

-1

2,y ' =y, 2" =27 y].
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Logo, se n > 0,

Definicao 1.2.2. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. O conjunto
No(H) ={g € G;glg™' = H}
chama-se o normalizador de H em G.

Proposicao 1.2.1. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Entio Ng(H) admite
as sequintes propriedades:

(i) H <A Ne(H);

(ii)) No(H) = G & H < G;

(ivi) H< K <G = K C Ng(H).

Demonstragao. Pode ser encontrada em [10]. O

Proposigao 1.2.2. Seja G um grupo. As sequintes condi¢oes sio equivalentes:
(i) O grupo G possui uma série solivel.

(ii) Erziste um inteiro n tal que G™ = {1}.
Demonstracao. Pode ser encontrada em [10]. O

Definicao 1.2.3. Um grupo G é dito solivel se ele satisfaz alguma das condigoes

equivalentes da Proposigao 1.2.2.

Teorema 1.2.1. Seja G um grupo.
(i) Seja H um subgrupo de G. Se G € solivel, entao H é solivel.
(ii) Seja H um subgrupo normal de G. Entdo o grupo G ¢é solivel se, e somente

se, os grupos H e G/H sao soliveis.

Demonstragao. Pode ser encontrada em [10]. O
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Proposigao 1.2.3. Seja G um grupo. As sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) G possui uma série central.

(i1) G possui uma série central inferior.

Demonstracao. (i)= (ii) Seja G = G1 D G D ... D Gyy1 = {1} uma série central
para G, e sejam, g € G e g; € G;. Como G;/G;r1 C Z(G/Gi11) segue-se que
999" "g; " € Gy e logo, [G,Gi] C Gy

Se denotarmos H; = [G,G;] C G4 temos H; 1 = [G,Gi11] C [G,G;] = H;. Em
particular, Hy = [G, G| C Gry1 = {1}. Portanto, G = H; D Hy D ... D Hy = {1} é
uma série central inferior para G.

(ii)= (i) Seja G = G; D G2 D ... D Gi41 = {1} uma série central inferior de G.

Se g € G e g; € G; entao, como [g, g;] € Giy1 temos [g7L, ¢;]Giy1 = Giyq. Logo,
Gi/Giy1 C Z(G/Giq1) e portanto, G possui uma série central. O

Definicao 1.2.4. Um grupo G é dito nilpotente se ele satisfaz alguma das condigoes

equivalentes da Proposicao 1.2.3. Em particular, todo grupo nilpotente é solavel.

Definicao 1.2.5. Seja (G;);eny uma série central inferior de G. O primeiro k& > 1 tal

que Gy = {1} é chamado o indice de nilpoténcia de G.
Todo grupo nilpotente com indice de nilpoténcia 1 é abeliano.

Proposicao 1.2.4. Seja G um grupo nilpotente e H um subgrupo de G. Entao:

(i) H ¢é nilpotente.

(ii) Se H € um subgrupo proprio de G entao H estd propriamente contido em seu
normalizador.

(iii) Todo subgrupo préprio maximal de G é normal em G.

Demonstragao. Sejam G = G1 D Gy D ... D Gy = {1} uma série central de G e H
um subgrupo.

Para (i), basta tomar H; = G; N H e logo, H = Hy D Hy D ... D Hpy = {1} é
uma série central para H.

(ii) Suponhamos que H seja um subgrupo préprio de G.

Considere o inteiro j € {0,...,k} tal que Gj41 C H e G; € H.
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Como [G, G;] C Gj41, temos
[H, G]] C [G, GJ] C Gj+1 CH
e logo, existe o € G\ H tal que [H, o] C H, isto é,
aHo ' =H
e portanto, H & Ng(H).
(iii) Se H é um subgrupo maximal de G, segue-se de (ii) que Ng(H) = G e
portanto, pela Proposicao 1.2.1, H < G. Il

Definicao 1.2.6. Seja p um primo e G um grupo. G é dito um p-grupo se para

todo ¢ € G existe um k € N tal que ¢ = 1.
Proposicao 1.2.5. Todo p-grupo finito é nilpotente.

Demonstracao. Pode ser encontrada em [10]. O

A Proposicao 1.2.5 nao é verdadeira se G nao for um p-grupo finito.

o

Por exemplo, se G = H Dgn, onde Don é 0 grupo diedral de ordem 2.
n=3

G é um 2-grupo, porém nao ¢é nilpotente.

Proposicao 1.2.6. Seja G um grupo nilpotente com série central inferior G = G1 2O
G2 2 2 Gk—l 2 Gk = {1} Entao [GZ,GJ] C Gz‘+j-

Demonstragao. Pode ser encontrada em [10] ou [13]. O

Definicao 1.2.7. Seja G um grupo abeliano. Diz-se que os elementos g1, ...,g, € G
sao linearmente independentes sobre Z se a equagao g;"'...gn'" = lg s6 for possivel

Yn

quando todos os m; € Z forem nulos.

Proposicao 1.2.7. Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado com série cen-
tral inferior G = G1 2 Gy 2 ... 2 Ge11 = {1}. Entao existem conjuntos Ty =
{Tk1y s Tor, b C Gy tais que:

(i) Se pi : Gy — Gi/Gri1 denota a projecao canonica entdo {ox(Tk1), - Ok Tk, )
¢ um conjunto linearmente independente sobre 7 de geradores para Gy/Gri1;

(i1) Se k > 1 entao todo 1y, € T}, € da forma
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[T1,is Th—1,5] com T1; €T e Tp—1j € Tj—1.
(iii) Ty gera G.

Demonstragao. Provemos (i) e (ii) por inducao sobre k.

Sendo G finitamente gerado, cada quociente G /Gy ¢é finitamente gerado.

Para construir 77, tome um conjunto linearmente independente de geradores
{ai,...,a,, } de G/G5 e escolha, arbitrariamente, 71, € ¢~ *(a;).

Seja k > 1 e suponha construidos 77, ..., T} satisfazendo (i) e (ii).

Sejam A = G/Gg41, 6 : G — A o homomorfismo canoénico e Ay = 6(Gy).

Seja Sy = {01, ..., O, f o0de 044y = 0(Tem), 1 <t < k—1.

Se v € A, entdo v é um produto de comutadores [, 5] com o € A e € Ag_;.

Note que, se o € aA, e ' € fA entdo [, 7] € [a, B]Ay.

Suponha entdo, a = o7...01%, e 3 = ‘721—1,1""72?17,;’ sendo a;,b; € Z, 01; € Sy e
Ok—1, € Sk—1.

Como Si_1 C Aj_1 e Ay é central em A, segue-se que oy_1;A, € Z(A/Ay),

donde [01,;, 0%—1,j]Ar = Ay, qualquer que seja o; € A.

Portanto,
n Tk—1
o, 1A = [[ [ ot TT v 08k = Ak = [ [loni 061517 Ay
1=1 j=1 i,j
Logo,

o, B] = H[O‘Li, Or_1.4]"" mod(Ay)
2y}
isto é, Ay é gerado por [0y, 0%_1,,]. Em outras palavras, Gj/Gj41 € gerado por
O[T Th—1,5])-
Agora, escolha um subconjunto linearmente independente sobre Z de geradores
para Gy /Gy41 e defina Ty, = {741, ..., T, }, Obtendo o resultado.

Em particular, T} gera G. n
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Definicao 1.2.8. Um grupo G ¢ dito policiclico se possui uma série ciclica.

Proposicao 1.2.8. Todo grupo policiclico tem apresentacao finita. Em particular,

todo grupo policiclico é finitamente gerado.

Demonstragao. Seja G = G1 D Gg D ... D Ggy1 = {1} uma série ciclica de G. Como
Gy ¢ ciclico, temos que Gy_1/Gy e G tém apresentagoes finitas e pela Proposicao
1.1.6 segue-se que Gj_; tem apresentagado finita. Agora, Gix_1 e Gr_2/Gk_1 tém
apresentacoes finitas, donde, novamente pela Proposicao 1.1.6, Gi_» tem apresentagao
finita. Argumentando da mesma maneira vemos que (G; tem apresentacao finita, para

todo i € {1,2, ..., k}. Portanto, G tem apresentacao finita. O

Proposicao 1.2.9. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal em G. As sequintes
afirmacoes sao equivalentes.

(i) G € policiclico;

(i) H e G/H sao policiclicos.

Demonstragao. (1)= (ii) Seja G = G4 D G2 D ... D Gy = {1} uma série ciclica de G.
Sendo H um subgrupo de G, defina, para cada i natural, H; = H N G;,.
Note que H;11 = HNG;11 C HNG; = H; e é facil notar que H;,1 < H;. Pelo

Teorema dos Homomorfismos

Hz‘ Hz HiGiJrl

Hiyw (HiNGi)  Gin

que é um subgrupo do grupo ciclico G;/G;, 1. Portanto,
H=H,D>HyD..DH,={1}

é uma série ciclica de H.

Sendo H < G, considere os subgrupos G;H de G. Como G, < G; segue-se que
Giv1H < G;H, o homomorfismo canoénico ¢; : G; — G;H/H esta bem definido e
ker p; = H;. Logo pelo Teorema dos Homomorfismos, G;/H; ~ G;H/H.

Como G;;1 C G; segue-se que G;1H/H C G;H/H. Note, ainda, que

Giy1/Hiv1 D Gip1/H;
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e logo,
° GH/H)  (GJH) (G

(GinH/H) — (Gipa/Hiy1) — (Gipa/Hi)

e como todo subgrupo de um grupo ciclico é ciclico, segue-se que G/H é policiclico.

=~ Gi/Gi+1

(ii) =(i) Sendo G/H policiclico, existem subgrupos G, ..., Gx_1 de G, contendo
H e tais que a série G/H = G1/H D Gy/H D ... D Gp_1/H D Gx/H = {H} é uma
série ciclica.

Por outro lado, como H ¢ policiclico, existem subgrupos Hs, ..., Hs tais que a série
H=H,D>H;D..DHz ={1} é ciclica.

Entdo, a série G = G; D ... D Gy_1 = Hy D Hy D ... D Hgyqy = {1} é uma séire
ciclica de G. Donde G ¢ policiclico. ]

Observacao 1.2.1. Note que para mostrar que H é um grupo policiclico, nao uti-
lizamos o fato de H ser normal em G. Portanto, todo subgrupo de um grupo policiclico

¢ policiclico.

Proposicao 1.2.10. Um grupo abeliano é policiclico se, e somente se, € finitamente

gerado.

Demonstracao. Pela Proposigao 1.2.8, basta provar que se A é um grupo abeliano
finitamente gerado entdao A é policiclico.

De fato, se A =< aq,...,a, > entao
A=<ay,..a, >D<a1,...., 01 >D ... D< ay,a9 >D< a3 >D {1}

é uma série ciclica de A. O]



Capitulo 2

A Funcao Crescimento para

Grupos

Neste capitulo definiremos a fungao crescimento para um grupo finitamente ger-
ado, mencionando algumas propriedades e dando alguns exemplos. Definiremos dois
tipos de crescimento de grupos que tém importancia fundamental para os objetivos
propostos. Também explicitaremos a fungao crescimento para uma classe particular

de grupos.

2.1 A Funcao Crescimento e suas Propriedades
Dedicamos esta secao a definicao da fungao crescimento para grupos finitamente
gerados, suas propriedades e alguns exemplos simples.

Definicao 2.1.1. Seja G um grupo gerado por um conjunto finito S. Suponha que,

se s € S entdao s7! € S. A funcdo comprimento

ls:G— N

18
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relativa a S é definida por
ls(g9) = min{n € N; g = s1...5,,s; € S};
isto é, o comprimento da menor palavra em S representando g.

Por defini¢ao, ¢5(1) = 0 e a fungdo comprimento, que depende do conjunto finito

S, admite a seguinte propriedade:
Se g, h € G, entdo ls(gh) < ls(g) + Ls(h).

Definicao 2.1.2. Seja G um grupo gerado por um conjunto finito S. A fungao
crescimento

vs : N — N

relativa a S é definida por
vs(m) = Card{g € G;ls(g) < m};

isto é, o nimero de elementos distintos de GG expressos como palavras de comprimento

menor que, ou igual a m em S.

Lema 2.1.1. A funcao crescimento admite as sequintes propriedades:
(1) 15(0) = 1;
(ii)ys(m +n) < ys(m)ys(n);
(iti) ys(m) < vs(1)™.

Demonstracao. Para (i), basta notar que o tnico elemento de comprimento nulo em
G é o elemento neutro.

Para (ii), considere T'(i) = {g € G;ls(g) = i} para todo i € N e assim,

onde c(i) = Card T'(7).
Dados g,h € G temos ¢(i + j) < ¢(i)c(j), para quaisquer i, € N.
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Sejam m < n naturais fixados, entao

ys(m +n) = Z (i) = Zc(z’) + 'Z (i) + ¢(n) 4+ ... + ¢(m +n)
< s(m) b 3 eli) + (14 (1) 4+ em))eln)
=vs(m)(1+¢(n)) + i (i)
i=m+1

provando (ii).
Provemos (iii) por indugdo em m.
A assercao é 6bvia para m = 0. Suponha, entao a afimacao valida para m > 0.

Entao, por (ii) e pela hipdtese de indugao,

ys(m+1) < ys(m)ys(1) < 7s(1)™ys(1) = 7s(1)™

Exemplos.

1) Seja G=7ZxZe S ={(1,0),(0,1)}. Entao ys(m) = 2m?* + 2m + 1.

Demonstracao. De fato, provemos a afirmacao por inducao em m.
O resultado é 6bvio para m = 0.
Suponhamos o resultado vélido para m — 1 e seja T = {g € G;ls(g) = m}. Entao

pela definicao de fungao crescimento,
vs(m) = ys(m — 1) + Card(7).

Se g € GG entao existem inteiros r e s tais que g = r(1,0) + s(0, 1).
Pela definicao de comprimento de uma palavra, a cardinalidade de T é exatamente

o numero de solugoes inteiras da equagao

lr]4+]s|l=m (2.1.1)
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Se r, s € N entao, por combinagoes repetidas, existem m + 1 solugoes inteiras nao
negativas para a equacao

r+s=m. (2.1.2)

Note que uma parte das solugoes da equagao (2.1.1) sao solugoes de (2.1.2) em
Z. Assim, se (1, s) é solugao de (2.1.1) e (2.1.2) entao (—r, —s) também é solugao de
(2.1.1). As demais solugbes de (2.1.1) sao das formas (£r, Fs), sendo r e s inteiros
nao nulos que, em quantidade, sdo iguais ao nimero de solugoes do tipo (£r, +s),
sendo 7 e s inteiros nao nulos. Observe que se r ou s é nulo entao (7, s) é solugao de
(2.1.1) se, e somente se, r = 0 e s = m ou vice-versa, sendo que (2.1.1) possui quatro
solugoes deste tipo. Portanto, Card(T) =2(m + 1) +2(m + 1) — 4 = 4m.

Assim, pela hipétese de inducao,

ys(m) =2(m — 1) +2(m — 1) + 1 + 4m = 2m* + 2m + 1.

2) Seja G um grupo livre e S = {a, b}, a # b entdao ys(m) = 2.3™ — 1.

Demonstragao. Como no exemplo (1), provaremos esta afirmagao por indugao em m.
De fato, a assercao é obvia para m = 0.

Suponhamos a afirmagao véalida para m — 1 e, mantendo a notacao anterior, temos
vs(m) = ys(m — 1) + Card(T)

Sendo G livre e gerado por dois elementos segue-se, indutivamente, que existem 4.3™*
elementos de comprimento m em G, pois cada elemento de comprimento m — 1 em
S dé origem (quando operado com um elemento de S) a outros trés de comprimento
mem S.

Assim, pela hipétese de inducao, temos

yg(m) =2.3"1 —1 443"t =23 1,
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Proposigao 2.1.1. A sequéncia x,, = Vs(m)%é convergente.

Demonstragao. De fato, para t fixado em N, ponha k = 7t + 1, assim

m

vs(m) < ys(kt) < ys(t)* = s(t)

Dai,

Logo,

lim supys(m) < s(t) (2.1.3)

m
para todo t fixado.
Em particular,

lim supvg(m)% < 7g(l) =2Card(S) +1 € N.

m

Donde lim sup ys(m)i nao pode ser infinito.
m—0o0

Entao, por 2.1.3, temos

-

lim supys(m)™ < inf{ys()7} < lim infys(m)
— 00 S m—0o0

m

3=

logo, lim sup~yg(m)m = lim inf vg(m)% e portanto, a sequéncia (,,)men € con-
m—0o0 m—0o0

vergente. O
Observacao 2.1.1. Pela Proposicao 2.1.1,
es = lim ys(m)=

sempre existe e eg > 1.
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Lema 2.1.2. Sejam S e T subconjuntos finitos de um grupo finitamente gerado G e
suponha < T >C< S >. Entdo existe um inteiro a > 0 tal que yr(m) < ys(am) para
todo m > 0.

Demonstragao. Basta tomar a = max{ir(s);s € S}. O

Definicao 2.1.3. Dizemos que um grupo G, gerado por um subconjunto finito S,
tem crescimento exponencial se existem uma constante a € Ry e my € N tais que

vs(m) > a™ para todo m > my.

Observagao 2.1.2. Pelo Lema 2.1.2 esta definicao ndo depende do conjunto finito

de geradores.

Lema 2.1.3. Seja G um grupo gerado por um conjunto finito S e tal que eg > 1.

Entdo G tem crescimento exponencial.

Demonstragao. Existe a > 1 tal que 75(m)% > a para todo m suficientemente grande.
E dali,

m

Ys(m) > a

donde G tem crescimento exponencial. O

Definicao 2.1.4. Dizemos que um grupo G, gerado por um subconjunto finito S,
tem crescimento polinomial de grau < d (d € N) se existe uma constante ¢ € R, tal
que

vs(m) < em?®

para todo m > 1.
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2.2 Crescimento de Subgrupos

Nesta secao daremos condigoes necessarias e suficientes para que um grupo tenha
o mesmo tipo de crescimento que alguns de seus subgrupos.
Sejam GG um grupo e H um subgrupo. Escolha um conjunto U de representantes
das classes G/H com 1 € U. Para cada s € G ponha s = s*h, (s* € U e hy € H).
Se s,t € G entao
st = (st)*hg

Por outro lado,

st = St*ht = (St>*hst*ht

e dai,

hst = hsp=ha.

Por indugao em m segue que

hs1...sm - hsl(SQ...sm)*h32(83...sm)* '~-hsm,1s;*n hsm (22]—)

Sese GewuelU, temos

]_ - hu - hssflu — h/s(sflu)*hsflu*hu - h/s(sflu)*h/sflu
Donde,

hstu = I 1) (2.2.2)

Lema 2.2.1. Seja S um conjunto de geradores para G e seja V= {hg,;s € S,u € U}.
Entao H =<V >.
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Demonstracao. Se h € H ponha h = s;...5,,, onde s; € S U S™! para cada i =
1,2,...,m.
Como h € H temos h = 1.hy, 5, = hs, s, que, por (2.2.1), é um produto finito

de elementos hy,,, com u; € U. Mas, por (2.2.2), temos

hoi =h'

—1
S; Wi si(s; Tug)*

entao cada hg,, € VUV O

Suponha agora, S finito e que H tenha indice finito em G.

Logo, U e V sao finitos. De (2.2.1) e (2.2.2) vemos que se g € G e l5(9) = m
ent@o ly (hy) < m.

Como g = g*hy, com g* € Ueh, € H, temos

vs(m) = Card{g € G;{s(g) < m}
< Card{g* € U;ls(g") < m}.Card{h, € H;ls(h,) < m}
< (Card U)yy (m)

isto é,

Vs(m) < (G H)yv(m) (2.2.3)

Extraindo-se a raiz m-ésima de ambos lados de (2.2.3) segue-se que

es(G) = €V(H>.

Combinando os lemas 2.1.2 e 2.1.3 obtemos a seguinte:

Proposicao 2.2.1. Sejam G um grupo finitamente gerado e H um subgrupo de indice
finito em G. Entao
G tem crescimento exponencial se, e somente se, H tem crescimento exponencial.
G tem crescimento polinomial de grau < d se, e somente se, H tem crescimento

polinomial de grau < d.
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2.3 Crescimento de alguns Grupos

Iniciaremos esta secao determinando a funcao crescimento de alguns grupos.
Vimos na segao 2.1 (exemplo 1) que se G = Z x Z e¢ S = {(1,0),(0,1)}, entdo
vs(m) = 2m? 4+ 2m + 1, ou seja, G tem crescimento polinomial de grau 2. Mais

geralmente, temos a seguinte

Proposicao 2.3.1. Seja S = {sy1, S, ..., S} um conjunto minimal de geradores para

um grupo abeliano livre de posto n. Entao

15(m) = z ()

Demonstragao. Para todo inteiro ! > 0 denotemos por P, a fun¢ao inteira nao negativa

dada por Py(m) = 1 para todo inteiro m > 0 e Fj(m), [ > 0, o nimero de sequéncias

0
Se [ > 0, entao para cada P,(m) a sequéncia (ay, ..., a;) dé origem a um subconjunto

m
distintas (ay, ..., @;) de inteiros positivos com a;+...4+a; < m. Note que Py(m) = < >

{a1,a1+aqg, ...,a1+as+...+a;} de {1,2,...,m} de cardinalidade I. Consequentemente,
se um subconjunto de cardinalidade [ em {1, 2, ..., m} é colocado em ordem ascendente,

ele pode ser visto da forma {ay,a; + as,...,a; + as + ... + a;}. Portanto, em geral,

m
P(m) = ;) Em particular, P, é um polindomio em m de grau [ com coeficientes

inteiros e nao negativos.

Observe que vg(m) = Z N;(m), onde N;(m) é o nimero de expressoes distintas
1=0

ai
J1t

Seja U = {uy,...,u;}, onde u; € S, alguns dos (7) subconjuntos de S com

s§l...s§", com Y | a; |[< m, tal que exatamente [ dos ajs sio ndo nulos.

exatamente [ elementos.
Por defini¢do de P, existem precisamente F,(m) elementos distintos da forma
uit..ut com a; > 0 e Y a; < m. Permutando os sinais de a; vemos que existem

precisamente 2! P;(m) elementos u$*...u}", distintos com a; #0 e > | a; |[< m.

wo=(()m-<() 3

Assim,
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completando a prova da proposicao. Il

Em particular, todo grupo abeliano livre de posto finito n tem crescimento polino-
mial de grau n.
Note também que a Proposicao 2.3.1 garante que para todo n natural existe um

grupo de crescimento polinomial de grau n.

No exemplo 2 da se¢ao 2.1 mostramos que se G é um grupo livre com geradores
{a,b} entdao ys(m) = 2.3™ — 1, ou seja, G tem crescimento exponencial. Mais geral-

mente, temos a

Proposicao 2.3.2. Seja S = {s1, S, ..., S} um conjunto minimal de geradores para

um grupo lwre nao abeliano. Entao

s(m) = n(2n —1)™ — 1‘

n—1

Antes de provarmos a Proposicao 2.3.2, provemos a seguinte

Afirmacgao: Seja G um grupo livre nao abeliano gerado por S = {s1,...,s,}. Entao G

possui 2n(2n — 1)1 elementos distintos de comprimento m em S para cada m € N.

Demonstracao. Provemos a afirmagao por indugao em m.

Como Card(S U S™1) = 2n, a afirmacio é verdadeira para m = 1.

Suponhamos que G possua 2n(2n — 1)™~2 elementos distintos de comprimento
m—1em S.

Fixado, arbitrariamente, um elemento de G de comprimento m — 1 em S e
operando-o com cada elemento de S U S~! obtemos 2n — 1 elementos distintos de
G de comprimento m em S.

Aplicando este método a cada elemento de G de comprimento m—1 em S obtemos
um total de 2n(2n — 1)™2(2n — 1) = 2n(2n — 1)™! elementos distintos de G de

comprimento m em S. O
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Agora, provemos a Proposicao 2.3.2 por indugao em m.

Demonstracdo. A proposicao é ébvia para m = 0.
Suponhamos a proposigao vilida para m — 1 e seja T' = {g € G;ls(g) = m}. Pela

definicao de funcao crescimento,
vs(m) = ys(m — 1) + Card(T)

Pela afirmacao anterior, Card(T) = 2n(2n — 1)™~! e pela hipdtese de indugao,

n(2n —1)"1 -1
n—1

o —1)" — 1
+ on(2n — 1yt = 2R -1

Vs(m) = n—1



Capitulo 3

Crescimento de Grupos Soluveis

Como ja foi dito, este capitulo é dedicado a prova dos Teoremas de Bass-Wolf e
Milnor-Wolf.

Dedicamos a se¢ao 3.1 ao Teorema de Bass-Wolf que garante o crescimento poli-
nomial para todo grupo nilpotente finitamente gerado.

Faremos entao, a prova do Teorema de Milnor que garante que todo grupo solivel
finitamente gerado que nao é policiclico tem crescimento exponencial.

Na se¢ao 3.2 omitiremos a prova do Teorema de Wolf, cujo ferramental envolvido

nao é tratado nestas notas.

3.1 Crescimento de Grupos Nilpotentes

Como ja foi dito, esta secao é dedicada ao Teorema de Bass-Wolf, que segue como
corolério de duas proposigoes.

A primeira proposigao, devida a J. A. Wolf, foi demonstrada em [16] em 1968.
Neste artigo, Wolf mostra que todo grupo nilpotente finitamente gerado tem a fungao
crescimento limitada por dois polinomios de graus diferentes.

Mais tarde, em 1972, fixado um grupo nilpotente finitamente gerado, Bass con-
stréi, em [1], dois polindmios de mesmo grau que limitam a fungao crescimento deste

grupo; porém, a demonstracao da cota superior ocupa cinco paginas no artigo origial,

29
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o que a torna demasiadamente pesada. Quase uma década mais tarde, em 1981, J.
Tits publica em [15] e como apéndice em [4] uma prova indutiva para o Teorema de
Bass-Wolf, utilizando, essencialmente, as mesmas idéias propostas em [1].

A demonstragao da Proposicao 3.1.1 segue as mesmas linhas de idéias dadas por
Bass em [1], enquanto que a Proposi¢ao 3.1.2 segue a idéia proposta por J. Tits em

[15].

Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado, com série central infeiror G =
G1 DGy D ... D Geyq ={1}.

Na Proposicao 1.2.7 mostramos que se 77 é um conjunto finito de G, cuja imagem,
pelo homomorfismo canénico, gera G1/Gy e se definirmos indutivamente Tj; =
{[s,t];s € T1,t € T;}, entdao T}, é um subconjunto finito de G} cuja imagem gera
G1/Ghry1. Em particular, segue-se que T} gera G.

Para a proxima proposicao e seu resultado precedente, fixemos tais subconjuntos.

Lema 3.1.1. Sejam h, m e n inteiros tais que h > 1, m >0 e |n |<mh. Set €T,
entdo existe um elemento t™ € Gy, tal que t') = t" mod(Gj1) e L, (™) < 81,

Demonstragio. Definindo t(-™ = (+(")~! basta verificar o Lema para o caso n > 0.

Provemos o resultado por inducao em h.

Se h = 1, tome t™ =" e 0 Lema segue-se.

Suponha, entao, a assercao verdadeira para h > 1.

Sejam u € Tjq e 0 < n < mh*t

Se n < m, tome t™ = t"; do contrério, pelo algoritmo de Euclides, existem
inteiros a, b tais que

n=am-+bcom 0<b<m

Como am < am + b < mM! tem-se a < m”.

Pela hipétese de inducio, existe t € Gy, tal que

h+1

t@ = t*mod(Ghiq) € by, (V) < 8" 1m.

Seja u = [s,t] para algum s € T e algum t € T},.
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Como uGhie € Gpy1/Gria C Z(G/Ghyso) € s,t comutam com com u médulo G,z
temos pelo Lema 1.2.1:

U™ = [s, 1] =[5, 1] (s, 1]" = [s™, tY][s°, t] mod(Ghis)
Tomando u™ = [s™ +@][s® ] = u" mod(G)2) tem-se
Or, (u™) = 2m + 207, (£Y) 4+ 2b 4 207, (1) < 4m + 4.8 'm = 4(1 + 8" H)m < 8"m.
Concluindo o lema. O

Proposicao 3.1.1. Seja G um grupo nilpotente, gerado por um conjunto finito S,
com série central inferior

G=G1 DG D..DG, DG ={1}

p
Entao para todo m € N, P(m) < ~yg(m) onde P € Z[X] tem grau < Zhrh e
h=1
= 1(Gh/Ghir).

Demonstracao. Fixado m > 0, para cada h > 1 escolha elementos t,, cooy h,, € T
que sejam linearmente independentes médulo Gy, 1.
Considere o conjunto

S, = {t;ﬁ...ti:’;ﬂ ¢ |<m" para 1 <i<r,}

Pela escolha dos t;, para cada h, existem (2m" 4 1) elementos distintos em S},
sendo cada um deles de comprimento no maximo 7,8"~'m em 7}, pelo Lema 3.1.1.

Afirmacgao: A aplicacao “produto” : S; x ... x S, — G ¢é injetiva.

Com efeito, basta notar que se a,b € S1 x ... x S, e ¢¥(a) = a;...a, = by...b, = Y(b)
entao bflal = b2...bpa;1...a51 € (9, visto que bi,a;1 € (G5 para todo 7 > 2. Assim,
by 'a; = 1mod Gy, mas pela escolha dos t;, obtém-se que by *a; = 1. Repetindo este

argumento para by 'as, ..., b, 'a, segue que a = b, concluindo a afirmagao.
p

Portando a imagem de v possui P(m) = H(th + 1) elementos distintos de
h=1
P
comprimento no maximo (Z 8" 1r,)m = em em T} e portanto
h=1

P(m) <y (em) < vy (¢)yn (m).
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p
Note que P é um polinémio em Z[X] cujo termo principal é 2°m?, onde e = Z Th
h=1
p
ed= Z hry,. O
h=1

O préximo resultado, que seguird as mesmas idéias propostas em [15], resultard
na existéncia de um polinémio @ € R[X] de grau < d tal que vs(m) < Q(m) e
entao concluir-se-4 que todo grupo nilpotente finitamente gerado tem crescimento
p
polinomial de grau < d, onde d = Z hry,.

h=1
(Note que d depende do grupo nilpotente finitamente gerado fixado.)

Para este fim, consideremos as seguintes definigoes.

Seja G um grupo nilpotente e seja G = G; 2 Gy 2 ... 2 Gy = {1} uma série
central para G tal que [G;, G;] C Gy, (por exemplo, uma série central inferior ).
Definicao 3.1.1. Por um conjunto de f-geradores de G (relativo a cadeia de sub-

grupos (G})1<i<k), entendemos como um subconjunto de geradores E de G tal que
E; = ENG,; gera G; para todo i.

Definigao 3.1.2. Seja E] = E — E;1. Definimos o f-comprimento de uma palavra,
em elementos de £ U E~!, como uma sequéncia crescente (ni,ns,...) onde n; é o
nimero de contribuicoes de E/ U (E/)~"' para a palavra.

Definigao 3.1.3. Dizemos que um elemento de G tem f-comprimento < (71,79, ...),
com r; € Ry, se ele pode ser expresso como uma palavra de f-comprimento (nq, na, ...),
com n; < r;.

Assumindo E finito, denotemos por fc(ry,rg,...) o nimero de elementos em G de
f-comprimento < (71,79, ...).

Se s’ é uma funcao definida do mesmo modo como ¢, mas partindo de outro
conjunto de f-geradores finito entao existem constantes nao nulas a,b € R, tais que
selary,arg, ...) <y (r1,72,...) <jpc(bry,bry, ...) para toda sequéncia (r;).

Definicao 3.1.4. Dizemos que o grupo G tem f-crescimento polinomial de grau < d
se existe uma constante ¢ € R, tal que, para todo r € R, tem-se

c(r,r?,r®, ) <ert+1
f
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Sejam G um grupo nilpotente finitamente gerado e

G:GlgGQQQGPQGp_;_l:{l}

uma série central de G tal que [G;, G;] C Gy,
Sejam a = max{i; G; = G} e m = min{Card(S); G,/Guor1 =< S >}.

(x) Seja E um conjunto de f-geradores de G satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) [z,y] € E, quaisquer que sejam z,y € EU E™1;
(i) Card(E!) = m;
(iii) se z € E! tal que para algum p € N, 2P € G, entdo para o menor natural
n tal que 2" € G,41 tem-se 2" € E,.

Observacao 3.1.1. Note que a existéncia de um tal conjunto de f-geradores depende
do fato de G ser um grupo nilpotente.

Tomemos, arbitrariamente, y € E/ e denotemos por G(y) o subgrupo de G gerado
por E, — {y}.

Pelas definigoes de F e E!, temos:

E=E,DFE, 1 DFE42D...D0E,DE,, ={1}

E=EDE ,D>..DFE,,DE, DE,DE, ;={l}

Lema 3.1.2. Se w € uma palavra de f-comprimento (ny,na, ...,n,) em EUE™! e se
(Y1, Y2, -, Up) € a contribui¢io de {y,y~'} para w (isto €, y; = y ou y~* para todo
i, e p < ng) entao para 0 < q < p existe uma palavra w, representando o mesmo

elemento w de G e com a mesma contribuicao de {y,y '} iniciando por yiys...y, €
cujo f-comprimento (n',nj, ...,n,) satisfaz:

n; S n; + qn;_, + ((2]) Ni—2q T ...
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Demonstra¢ao. Provemos por inducao em gq.

A afirmagao é 6bvia para g = 0.

Suponhamos o lema vélido para palavras cuja contribuicao de {y,y '} seja ¢ — 1
e seja w uma palavra cuja contribuigao de {y,y ™'} seja ¢. Pela hipétese de indugao
existe uma palavra w,_; iniciando com y1y...y4—1 € de f-comprimento (nf,ny, ...,n;),
representando w e satisfazendo:

—1
ny <ni+(q—1)niq + (q 9 )niQa + ...

Considere uma ocorréncia y, de {y,y "'} em w,_;, digamos

Wg—1 = Y1Y2---Yg-15;---S1Yq---St

Temos siyy = ygsu[s; ' y7 ). Como [s;7', y 1] € Eq, por (%) (i), e [s; ', 4, "] € Gags,
para algum i, segue que [s; ', yq_l] € BE,NGoyi = Equys.

Substituindo s;y, por yqsl[sl_l,yq_l] em w,—; nao mudamos o nimero de con-
tribui¢ao de {y,y '} para w, ; e movemos y, um passo & esquerda, ao custo de
um termo extra [s; ',y '] (possivelmente a identidade). Assim, se s;' € E;_, entdo
[sfl,yq_ 1l € E; e, eventualmente, dando uma contribuicao de E!. Aplicando esta
operacao, tantas vezes quanto necessario, construimos uma nova palavra w, inician-
do por y1ys...y, € de f-comprimento (nj,ny,...,n;,) tal que n; < nf +nj’, (tendo a
igualdade quando n}_ , = 0, isto é, quando w, ndo tem contribuicao de E;_,).

Assim,

—1 —1 —1 —1
n; < n;+ 1 . Niesa+ et niat [ T Ni—3a+ ...
1 ) 1 2
—1 1 1
im0 s (1) 4 (1 Y

Portanto,

ny < N+ qni—q + (g) Ni—2q + ...
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Lema 3.1.3. Seja G(y) =< E, — {y} >. Entdo:
(1) G(y) é um subgrupo normal em G;

(2) Go = G(y) D Gay1 D ... D Gpi1 = {1} € uma série central para G(y) e [Ga, G4] C
Gayj-

Demonstracao. (1) Como y € E!, e Card(E!) = m segue-se que yG(y) # G(y). Logo,
G(y) é um subgrupo préprio e maximal de G.

Sendo G nilpotente, segue-se pela Proposigao 1.2.4 que G(y) < G.

Para (2), note que, como G;/G;11 C Z(G/G;y1) temos que, dado G,y €
G;/Giy1, entao ©G; 1 comuta com todo elemento de G/G;41, em particular, comuta
com os elementos de G(y)/Giy1 e logo Gy € Z(G(y)/Giv1), donde G;/Giyq C
Z(G(y)/Git1).

Agora, [G,, G;] C [Ga, G| C Gayj. O

Em particular, o Lema 3.1.2 vale para a série de G(y) dada em (2).

Proposicao 3.1.2. Sejam G um grupo nilpotente finitamente gerado e
G=G12G:2..0G, D Gp ={1}

uma série central para G tal que [G;,G;] C Gyy;. Se d; denota o posto do grupo
p

abeliano G;/Giy1 entao o grupo G tem f-crescimento polinomial de grau < szz
i=1

Antes de demonstrarmos a Proposi¢ao 3.1.2 demonstremos o seguinte
Lema 3.1.4. Seja (a,m) € N? tal que
a =max{i;G; = G} e m = min{Card(S); G,/Gos1 =< S >}.

Se a Proposi¢ao 3.1.2 é verdadeira para (a,m) entdo a Proposicio 3.1.2 também é
verdadeira para (a — 1,m + 1) € N?, onde

a—1=max{;;G; = G} em+1=min{Card(5);G,_1/G, =< S >}.

Demonstragao. Seja G # {1} um grupo nilpotente finitamente gerado tal que

a—1=max{i;G; = G} e m+ 1 = min{Card(S); Go/Gor1 =< S >}.
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Sendo F,_; um conjunto finito de f-geradores para GG,_; satisfazendo as condigoes
em (x), seja G(y) =< E, 1 — {y} > para algum y € E! _; escolhido aleatoriamente.
Pelo Lema 3.1.3, G(y) é um subgrupo normal em G,_; e

Gly) =Hy D Hoy1 D ... D Hypo = {1}

é uma série central para G(y) tal que [H;, H;] C Hiyj, onde G; = H;iq, Vi > a.
Como todo grupo abeliano finitamente gerado pode ser decomposto como a soma
direta de grupos ciclicos, podemos escrever

Ga1/Ga = Gar/G(y) @ G(y)/Ga (3.1.1)
onde G,_1/G(y) é ciclico e G(y)/G, é abeliano finitamente gerado, e note que

"(Ga-1/Ga) = "(Ga1/G(y)) + 1(G(y)/Ga) (3.1.2)

Assumindo n; < 7’ (para algum r € R, ), tomando ¢ = p < r*!, majorando (;1)

por ¢ (< r@ ) (no Lema 3.1.2) e denotando e = min{i; G; = {1}}, deduzimos do
Lema 3.1.2 que:

(*) todo elemento g € G de f-comprimento < (7,72, ...) pode ser escrito como
g=1vy°¢,onde | s |<r®!eg éum elemento de G(y) e de f-comprimento

<(er—|sl|,er*—|s],..).

Se G/G(y) é infinito, segue de (3.1.1) que d,_1 = 1+k, onde k = r(G(y)/G,) < m.
Como min{Card(5); G(y)/G, =< S >} = m, temos por hipdtese que a Proposicao

3.1.2 vale para G(y) o que implica na existéncia de uma constante ¢’ € R, tal que o
p

nimero de possiveis escolhas para ¢’ é majorado por ¢r¢=*! 4+ 1, onde d = E 1d;.
i=a—1
Como existem no méximo 2r¢~! 4 1 valores admissiveis para s, temos

fC(T‘, 7"2,7"3’ ) S (C,rd_a""l + 1)(2Ta—1 + 1)

p
donde G tem f-crescimento polinomial de grau < Z id;.

i=a—1
Se G/G(y) é finito, isto é, tem ordem t < oo, segue-se de (3.1.2) que (G/G,) =
"(G(y)/Ga).
Novamente, pelo Lema 3.1.2, podemos reescrever g € G como y®g;, onde 0 < s < t,
g1 € G(y) e o f-comprimento de g; é < (er,er?,...). Por hipétese temos garantida a

existéncia de uma constante ¢’ € R, tal que o nimero de possiveis escolhas para ¢,
p

é majorado por ¢’r? + 1, onde d = Z id;.

i=a—1
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Como 7(G/G(y)) = 0 e o nimero de possiveis valores assumidos por s ¢ finito, o
Lema esta concluido.

]

Demonstracao da Proposicao 3.1.2:

Provaremos a proposigao fazendo indugao descendente sobre a = max{i; G; = G}.

Se a =p+ 1 entdo G = {1} e o resultado segue-se para todo m € N.

Suponhamos a proposicao verdadeira para todo grupo tal que a = max{i; G; =
G} < p+1 e para todo m € N.

Seja G'um grupo nilpotente finitamente gerado dentro das hipdtese da proposicao
tal que a — 1 = max{i; G; = G}.

Pela hipotese de inducao, a proposicao é verdadeira para todo grupo nilpotente
finitamente gerado tal que a = max{i;G; = G} e m = 0, logo pelo Lema 3.14 a
proposicao é verdadeira para G e m = 1.

Analogamente, a proposicao é verdadeira para todo grupo nilpotente finitamente
gerado tal que a = max{i;G; = G} e m = 1, logo pelo Lema 3.1.4 a proposigao ¢é
verdadeira para G e m = 2.

Pela hipétese de inducao, a proposicao é verdadeira para todo grupo tal que a =
max{i; G; = G} e tal que m = {Card(5); G,/Gay1 =< S >}, logo pelo Lema 3.1.4 a
Proposicao é verdadeira para G e tal que m + 1 = {Card(5); G,—1/G, =< S >}.

O caso m = 0 ¢é trivial.

Portanto, a proposicao é verdadeira para G e todo m € N.

Observacao 3.1.2. Seja G um grupo nilpotente com série central inferior
G=G1DG2D..DG, DG ={1}

e gerado por um conjunto finito S.

Sejam m € Ne T = {g € G;g tem f — comprimento < (m,m? ....mP)}. Note

que CardT = jc(m,m?,...,mP).



Seja w € G tal que lg(w) = m entdo, é claro que w € T donde yg(m) <

re(m,m? ..., mP) e portanto, pela Proposi¢ao 3.1.2, existe um polinomio @) € R[X]

P
de grau < Zidi, onde d; = r(G;/Gi11), tal que yg(m) < Q(m).

i=1
Como resultado imediato das Proposigoes 3.1.1 e 3.1.2 temos o Teorema de Bass- Wolf:

Teorema 3.1.1. Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado, com série central
inferior
G:GlgGgD...DGpDGp_H:{l}
p
Se d; denota o posto do grupo abeliano G;/G1 e d = Zidi, entao G tem
i=1
crescimento polinomial de grau d.

a

Definicao 3.1.5. Dada uma classe P de grupos, dizemos que um grupo G ¢ virtual-
mente P se G possui um subgrupo H de indice finito em G tal que H é P.

Em particular, um grupo é virtualmente nilpotente se ele tem um subgrupo nilpo-
tente de indice finito.

Corolario 3.1.1. Seja G um grupo finitamente gerado e virtualmente nilpotente.
Entdo G tem crescimento polinomial.

Demonstracao. Seja H um subgrupo nilpotente e de indice finito em . Pela Proposicao

1.1.5 H é finitamente gerado e logo tem crescimento polinomial pelo Teorema de Bass-
Wolf.
Portanto, pela Proposicao 2.2.1, G tem crescimento polinomial. O]

3.2 O Teorema de Milnor-Wolf

O proximo Teorema que enunciaremos como proposicao, foi publicado pela primeira
vez por Wolf em [16] em 1968. Wolf prova este resultado usando argumentos da Teoria
de Grupos de Lie. Mais tarde, em 1972, Bass em [1] propoe uma prova mais algébrica

para este resultado, porém utilizando profundos resultados da Teoria de Mddulos.
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Como observado na introducao deste capitulo, faremos a demonstracao do Teore-
ma de Milnor que foi publicado em 1968 em [9]. A demonstragao que faremos segue
a mesma linha de idéias apresentadas em [9)].

Com base nestes dois resultados, chegaremos ao Teorema de Milnor-Wolf que
caracteriza o tipo de crescimento para todo grupo soluvel finitamente gerado. E
tem uma forte aplicagao na demonstragao da reciproca do Coroléario 3.1.1, que foi

demonstrado por Gromov em [4] em 1981.

A demonstracao da préxima proposicao pode ser encontrada em [1] ou [16].

Proposicao 3.2.1. (Wolf) Seja G grupo policiclico de crescimento nao exponencial.
Entao G € virtualmente nilpotente. Em particular, G tem crescimento polinomial.

O

Proposicao 3.2.2. (Milnor) Seja G um grupo solivel, finitamente gerado e que nao
é policiclico. Entao G tem crescimento exponencial.

A prova sera baseada na seguinte extensao de grupos:

1—A—B-*%C—1

onde A é abeliano e B é finitamente gerado.

Lema 3.2.1. Se B nao tem crescimento exponencial entdo para cada o € A e € B,
o subconjunto de todos conjugados f*aB~F, com k € Z, geram um subgrupo finita-
mente gerado de A.

Demonstracao. Para cada iy, ...,1,, € {0,1} consideremos a expressao
Ba Ba’?...fa'™ € B

Se estas 2" expressoes representam elementos distintos em B entao a funcao cresci-
mento vs de B, calculada usando um conjunto finito S de geradores para B que
contém « e [, satisfaria yg(m) > 2™, contradizendo a hipétese. Assim, deve existir
uma relacao nao trivial da forma:

pa'pBa...Ba'™ = ol fa’?... o™,
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para algum m € N e iy, ..., 6, J1, -, Jm € {0, 1}.
Se denotarmos oy, = 3*a37% € A, entao
Ba’ Ba’...fa'™ = Ba" BB, Bl BT AT = allad.alm BT
E dai,
afag..am ™ =aj ol . .alm gm
Sem perda de generalidade, suponhamos i, # j; e i, # J,,. Entao,
7 —j _ —tm—1 —i jl Im—1
o T =, T OO, T
donde a,,, €< oy, ..., 1 >, visto que i,, — j, € {—1,1}.
Conjugando por 3, temos a,, 11 €< Qa, ..., Ay >=< Q1 n, Q1 >.
Indutivamente, vé-se que todo ay com k > m pode ser expresso como uma palavra
em ap...0n—1.
Similarmente, todo aj, com k < 0 pode ser expresso em termos de «q...u,_1.
Completando a prova do lema. Il

Note que na demonstracao do Lema 3.2.1 nao precisamos do fato de A ser abeliano.

Lema 3.2.2. Se o grupo quociente C' = B/A tem uma apresenta¢do finita entdo
existem finitos elementos aq, ...,ap € A tal que todo elemento de A pode ser expresso
como um produto finito de conjugados dos a; 's.

Demonstracao. Escolha geradores (31, ..., B para B e note que as imagens ¢(3;), ..., ¢(5x)
geram C' (pois ¢ é sobrejetiva). Como C' tem apresentagao finita, este conjunto de
geradores esta sujeito somente a um ntmero finito de relagoes:

r1(p(B1); - 0(Br)) = r2(@(Br), -, 0 (Bk)) = o = 1u(p(Br), - 0 (k) = 1

Tomando o = r;(f1, ..., Bk), sejam [, ..., B;,, que ndo sdo equivalentes médulo

Aa tais que cp(ﬁljo) ¢< Qp(ﬁijl)a ) 80(62‘]-071)7 Qp(ﬁijOJrl), ) 90(5115) >, v ij() S {'L.lv 718}
Entao S = {g,, ..., Bi., a1, ...,y } é um conjunto de geradores para B.

Afirmagao: Se T = {fa; 7" € B} entao A =<T > .
Com efeito, suponha que exista a € A tal que a ¢< T >, entao escrevendo a em
funcao dos elementos de S, deve existir um inteiro nao nulo ¢, tal que

— €l €n 01 Ui
a =Ky ...k, 01 ...ap
onde k; € S\ {1, ...,au} e ¢ € {—1,0,1}. Assim,

a = k{'...k" mod(A)
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donde k{'...k5" € A e logo, pela escolha dos r;, devemos ter ¢, = 0 para todo t. O que
contradiz o fato de a ¢< T > .
E portanto, a ultima afirmacao completa a prova do Lema. O

Lema 3.2.3. Se C' ¢ policiclico e B nao tem crescimento exponencial entao B €
policiclico.

Demonstragao. Escolha geradores 7, ...,7, de C. Entao todo elemento de C' pode ser
expresso como
71 ik
ViV
onde iy, ...,ix € Z € j1, ..., Jr € {1,...,p}.

Escolha elementos fi, ..., 5, € B tais que ¢(51) = Y1, ..., 0(8p) = Yp-

Como, pela Proposicao 1.2.8, todo grupo policiclico tem uma apresentacao finita,
segue-se do Lema 3.2.2 que existem elementos aq, ...,y € A tal que todo elemento de
A pode ser expresso como um produto de conjugados de o;. Cada conjugado de «;
pode ser escrito como ' 4

By By) " ey (B .37

Seja Ay o subgrupo de A gerado por aj,...,q;. Aplicando o Lema 3.2.1 aos ele-
mentos a; e [ temos a existéncia de um grupo A; finitamente gerado, gerado por
todos conjugados da forma ' .

By
com1<j5<I,i€Z.
Analogamente, aplicando o Lema 3.2.1 a cada gerador de A; e By temos que

By (B " i B11) By

geram um grupo finitamente gerado As. Continuando, indutivamente, construimos a
cadeia
Ay C A C..CA,

e segue-se que A = A, também é um grupo abeliano finitamente gerado, e logo pela
Proposicao 1.2.10 A é policiclico.
Como C' ¢ policiclico, segue-se, pela Proposicao 1.2.9, que B é policiclico. Il
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Demonstracao da Proposigao 3.2.2

Seja G um grupo soluvel, finitamente gerado e que nao ¢ policiclico, e seja
G=GY>5a0 > .. >a¥>aHEtY = {1}

sua série derivada.
Provemos a Proposicao 3.2.2 por indugao sobre s.

Se s = 1 entao temos a seguinte sequéncia exata
{1} — G¢Y — @ % G/6M — {1}

onde ¢ é o homomorfismo canonico.

Sendo G finitamente gerado segue-se que /G é abeliano e finitamente gerado,
e logo G//GW ¢ policiclico pela Proposicao 1.2.10.

Logo, se GG nao tem crescimento exponencial, entao pelo Lema 3.2.3 terfamos que
G é policiclico, o que é uma contradicao. Portanto G tem crescimento exponencial.

Suponhamos a Proposicao 3.2.2 verdadeira para todo grupo soltuvel, finitamente
gerado, que nao ¢ policiclico e cujo comprimento derivado seja n > 1.

Seja G um grupo soluvel, finitamente gerado, que nao ¢é policiclico e cujo compri-
mento derivado seja n+ 1, isto é, tal que G seja abeliano. Entao temos a seguinte

sequéncia exata

{1} — " — ¢ % q/aY — {1}

sendo ¢ o homomorfismo canonico.
Se G ndo tem crescimento exponencial, entdo G /G Y nao tem crescimento ex-
ponencial. Logo, por hipétese de inducdo, G/G™*+Y é policiclico e dai, pelo Lema

3.2.3, G é policiclico. Esta contradicao demonstra a Proposicao 3.2.2.
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Pelas Proposicgoes 3.2.1 e 3.2.2 obtemos o Teorema de Milnor- Wolf:

Teorema 3.2.1. Seja G um grupo soluvel finitamente gerado e de crescimento nao
exponencial. Entao G € virtualmente nilpotente.

a

O Teorema de Milnor-Wolf caracteriza os grupos soliveis finitamente gerados que
tem crescimento exponencial; um grupo solivel finitamente gerado tem crescimento

exponencial se, e somente se, nao é virtualmente nilpotente.



Capitulo 4

APENDICE - O Teorema de
Gromov

Gromov mostra em [4] que a todo grupo infinito finitamente gerado de crescimento
polinomial esta associado um espago métrico Y satisfazendo certas propriedades.
Como foi dito na introducgao, admitiremos a existéncia do espago Y e provaremos

o Teorema de Gromov.

Definicao. Dizemos que um grupo G finitamente gerado tem crescimento aproxi-
madamente polinomial de grau < d se existe ¢ > 0 tal que vg(n) < en? para infinitos
n.

Esta definicao nao depende do conjunto finito S de geradores de G.
De fato, seja T outro conjunto de geradores para GG, entao se b = max{ls(g); g €
T} temos yr(n) < vs(bn) e, trocando as posigoes de S e T" temos uma desigualdade

semelhante. Donde 7 e g sao equivalentes.

Lema 1. Seja G um grupo finitamente gerado cujo crescimento é nao erponencial.
Suponha que existe uma sequéncia exata

{1} - K — G- 7— {0}
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Entao K € finitamente gerado.

Além disso,

(i) Se G tem crescimento aproximadamente polinomial de grau < d+ 1 entdo K
tem crescimento aprorimadamente polinomial de grau < d;

(ii) Se K € virtualmente solivel entao G também o é.

Demonstracao. Seja a € G tal que h(a) =1 e como Z = G/K escolha ey, ...,e;, € K
tais que G =< a, ey, ...,e; >. Defina v, ; = a™e;a™™ param € Z, i =1, ..., k.

Afirmacao: K =< aq, ..., up_1,; >.

Com efeito, fixemos i € {1, ..., k}.

Para m > 0 consideremos os elementos de G da forma «og;...ar;, ¢ = 0 ou 1.
Existem 2™*! palavras em {q, ey, ..., €1}, cada qual de comprimento < 2™. O fato
de G nao ter crescimento exponencial implica que, para algum m > 0, duas destas
palavras representam o mesmo elemento, digamos ag;...cq; = ozg?i...oz‘s’” € €m F O

m,i
Entao ap,; €< agy, ..., am—1,; > €, indutivamente, obtemos que
Qp; €< 0y ..ny Qi1 > Para todo p > 0.

Um argumento similar para m negativo garante que K é gerado por um conjunto
finito

{amil <i<k,|m|< M}, MeN.

Concluindo a afirmagao.

Para provar (i), seja ¢ > 0 e X C N infinito, tal que y5(n) < end*! para todo
n € X, onde S é um conjunto finito de geradores para G.

Sem perda de generalidade, suponhamos S =Y U {a}, onde K =< Y >.

Sejam x € R — [z] € Z a fungdo menor inteiro, n € X e g; i = 1,..., % ([n/2]),
elementos distintos em K de comprimento < [n/2] em Y. Entao os nyy([n/2]) ele-
mentos g;a?, i = 1, ...,y ([n/2]) e —[n/2] < j < [n/2] sdo distintos e de comprimento
<nemS.

Assim, nyy([n/2]) < vs(n) < cendtl, donde vy ([n/2]) < cnd < d[n/2]¢ para
alguma constante ¢ > 0, independente de n € X. Concluindo (i).

Para (ii), suponhamos que K possua um subgrupo H solivel e de indice finito m.

Afirmacao: Tomando a intersecao de todos os subgrupos de K que tém indice m em
K, obtemos um subgrupo Ki soluvel e de indice finito em K.

Com efeito, como K ¢é finitamente gerado, K possui um nimero finito de subgrupos
de indice m, pela Proposigao (1.1.4). Logo, pela Proposicao (1.1.2), a interse¢ao de
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todos estes subgrupos, Ky, tem indice finito em K. E, finalmente, K; é solivel pois
¢ subgrupo de um grupo solivel, provando a afirmacao.
Seja I' =< Ky, >. Temos ker(h [ I') = K pois K; C K = ker(h).
Dai, I'/K; = {Ky,akK;}, donde (I': K;) = 2.
Como KT =< K,I" >= G segue-se que KI'/K = {K,aK}, donde (G : K) = 2.
Sendo (G : K)(K : K1) = (G:T')(I': K;) temos (G :I') = (K : K;) ¢ finito.
Sendo K soluvel e {1} — K; — T Lz — {0} é exata, segue-se que
['/K; = Z é solivel, donde T" é soltivel pelo Teorema (1.2.1). O

Definicao. Dado um espago métrico Y com métrica d e um ponto arbitrario ey. Seja
Isom(Y') o grupo de isometrias de Y.
Considere

F = (Uk7€)k€N*,e>0

onde
Uke = {o € Isom(Y);d(oy,y) < € para todo y com d(y,eo) < k}.

Mostra-se que F é base de vizinhangas da identidade idy e logo, Isom(Y) é um grupo
topoldgico.

De acordo com Gromov, em [4], para cada grupo G infinito e finitamente gerado,

pode-se associar um espago métrico Y = Y (G) e um homomorfismo
0:G— Isom(Y)

com as seguintes propriedades:

(i) Y é homogéneo (dados a,b € Y, existe g € Isom(Y) tal que g(a) = b);

(ii) Y é conexo e localmente conexo;

(iii) Y é completo;

(iv) Se ¢(G) é finito e G nao é virtualmente abeliano entao ker(y) tem, para cada
vizinhanga U de idy, uma imagem homomorfica em Isom(Y) intersectando U \ {1y };

(v) Se G tem crescimento aproximadamente polinomial, entdao Y é localmente
compacto e tem dimensao de Hausdorff finita;

(vi) Se G tem crescimento exponencial entdo Y nao é localmente compacto.



47

Daqui em diante, simplesmente assumiremos (i)- (vi) e demonstraremos o Teorema
de Gromov.
Para isto, enunciamos o seguinte teorema cuja demonstragao pode ser encontrada

em [17].

Teorema 1. Suponhamos Y =Y (G) localmente compacto, com dimensao de Haus-
dorff finita e G infinito. Entao G tem um subgrupo de indice finito que tem Z como
imagem homomorfica.

|

Teorema de Gromov. Seja G um grupo finitamente gerado, de crescimento aprox-
imadamente polinomial de grau < d. Entao G é virtualmente nilpotente.

Demonstracao. Faremos inducao em d.

Se d = 0 entao G é finito e logo, virtualmente nilpotente.

Suponha que G seja infinito, de crescimento aproximadamente polinomial de grau
< d+ 1 e que o Teorema seja verdadeiro para grupos infintos de crescimento aproxi-
madamente polinomial de grau < d.

Pela propriedade (v) de Y e pelo Teorema 1, existe um homomorfismo sobrejetor
h:G — Z. Seja K = ker(h). Pela parte (i) do Lema 1, K ¢ finitamente gerado e
tem crescimento aproximadamente polinomial de grau < d.

Pela hipotese de inducao K ¢é virtualmente nilpotente e, consequentemente, vir-
tualmente solivel entdao, pela parte (i) do Lema 1, G possui um subgrupo H soltivel
e de indice finito em G. Pelo Teorema (3.2.1) H possui um subgrupo H; nilpotente
e de indice finito em H.

Assim, (G : Hy) = (G : H)(H : Hy) ¢ finito. Donde G ¢ virtualmente nilpotente.
Completanto a prova do Teorema. n

Com o Teorema de Gromov e o Corolario 3.1.1 obtemos o seguinte resultado, que

caracteriza os grupos que tem crescimento polinomial,

Teorema 2. Seja G um grupo finitamente gerado. Para que G tenha crescimento
polinomial € necessario e suficiente que G seja virtualmente nilpotente.
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