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RESUMO

Baseado em relatos de professores de matematica do ensino basico sobre como
os alunos demonstram mudanca de postura e interesse em relacdo a aula de
matematica ao se depararem com a abordagem histérica do conteido matematico,
0 presente trabalho apresenta uma longa (porém pontual) analise de alguns dos
principais sistemas de numeracéo utilizados ao longo da historia por diversos povos
de culturas diferentes e como a evolucdo dos costumes dessas culturas
influenciaram as mudancas nas notac¢des aritméticas e até o surgimento e adocao
de novos sistemas de numeracao. A principal proposta € fornecer ao professor de
matematica uma ferramenta que possa ser utilizada para permear suas aulas com
conteudo histérico tornando-a mais atrativa para seus alunos. O trabalho inicia
apresentando os sistemas de numeragdo que escolhemos abordar em ordem
cronoldgica, com foco nas notacbes dos numeros, mas também procurando
abordar como eram realizadas as operacdes aritméticas com essas notacoes, e
culmina abordando a construcdo do conjunto dos numeros reais de maneira
rigorosa através de cortes de Dedekind, apresentando diversas definicbes e
teoremas demonstrados detalhadamente.

Palavras-chave: Historia da matemética. Sistemas de Numeracdo. Numeros reais.
Cortes de Dedekind.



ABSTRACT

Based on reports from elementary school mathematics teachers about how students
show a change of attitude and interest in relation to the mathematics class when
faced with the historical approach to mathematical content, the present work
presents a long (but punctual) analysis of some of the main numbering systems
used throughout history by different peoples of different cultures and how the
evolution of the customs of these cultures influenced the changes in arithmetic
notations and even the emergence and adoption of new numbering systems. The
main proposal is to provide the mathematics teacher with a tool that can be used to
permeate their classes with historical content, making it more attractive to their
students. The work begins by presenting the numbering systems that we chose to
approach in chronological order, focusing on the notations of the numbers, but also
trying to approach how arithmetic operations were performed with these notations,
and culminates by approaching the construction of the set of real numbers in a
rigorous way through of Dedekind cuts, presenting several definitions and theorems
demonstrated in detail.

Keywords: History of mathematics. Numbering Systems. real numbers. Dedekind

cuts.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos professores do ensino bésico relatam certo interesse de alguns alu-
nos ao presenciarem a abordagem de um conceito matemaéatico sob um aspecto
histérico. Em [1], Ubiratan D’Ambrosio critica o processo de construcao de
conhecimento através de um curriculo geral, que nao leva em consideracao as
experiencias histéricas, sociais e culturais do individuo, pois defende que o
conhecimento é o produto de todo um processo histérico que leva em consi-
deracgao o desenvolvimento de toda a cultura de um grupo social, e que ainda
esta sendo construido.

A proposta do presente trabalho de conclusao de curso, é apresentar a
evolucao histérica dos niimeros, abordando notacgoes e sistemas de numeracao
especificos que determinadas culturas utilizaram ao longo do tempo, propor-
cionando ao professor de matematica do ensino fundamental e médio, uma
ferramenta que possa ser utilizada para embasar suas aulas e tornar mais atra-
tiva a aprendizagem matemadtica, através do aspecto de evolugao histérica.

Esta monografia esta dividida em 11 capitulos. No capitulo 2 apresenta-
mos o conceito e alguns tipos de base de numeracao, bem como um método
para representar um nuimero escrito em base decimal em outra base qualquer,
e vice-versa. Do capitulo 3 ao capitulo 6, apresentamos alguns sistemas de
numeragao utilizados em diferentes momentos histéricos e por diferentes cul-
turas, assim como as notagoes utilizadas por tais povos para representar os
nimeros e, em alguns casos, como eram trabalhadas as operagoes aritméticas
utilizando tais sistemas e notagoes. No capitulo 7, temos o desenvolvimento
histérico do sistema de numeragao Indo-arabico, passando pelo aparecimento
do zero, até chegar as notacoes atuais do sistema de numeracao decimal. No
capitulo 8, temos uma rapida abordagem do desenvolvimento da notagao
de fragoes a partir do século XVI, apds o estabelecimento do sistema de
numeracao Indo-arabico. No capitulo 9 é apresentado um breve panorama
sobre a dificuldade histérica em lidar com a conceituagao formal dos niimeros



irracionais. No capitulo 10, apresentamos brevemente a construcao do con-
junto dos numeros reais através das Sequéncias de Cauchy, e de maneira
matematicamente rigorosa, através de Cortes de Dedekind. Encerramos com
o capitulo 11, apresentando conclusoes e propostas de continuidade deste
trabalho.



Capitulo 2

Base Numérica

Um sistema numérico é dito posicional quando um mesmo simbolo usado
nesse sistema serve para representar diferentes numeros, dependendo da
posicao que ocupa na escrita [2]. Por exemplo, a unidade é representada
no nosso sistema numeérico pelo algarismo 1. A representacao que utilizamos
para o numero dez é 10, que também possui o simbolo 1, porém nao confun-
dimos as representagoes desses nimeros pois o algarismo 1 estd em posigoes
diferentes nas duas representagoes.

Dizemos que um nimero N qualquer esté representado na base b (para al-

gum b > 1 natural) quando podemos escrevé-lo na forma a,a, 1 ag,a_1 -+ a_p -

tal que
N =a,b" +a, 0" '+ dagh” +a bt al, b

Dizemos que um sistema numérico posicional é de base b quando um
nimero N qualquer, desse sistema, pode ser representado na base b.

2.1 Sistema de numeracao decimal

Os numeros que utilizamos no nosso cotidiano sao escritos na base 10,
isto é, podem ser representados na forma a, 10" + a,_;10" ! + - 4+ a¢10° +
a_1107t +--- 4+ a_,100™ + -.-. onde cada a; é um dos algarismos indo-
arabicos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 ou 9. Por exemplo, o nimero “dois mil e vinte
e dois” é representado na base dez como 2022, pois, nessa base, ele pode ser
escrito da seguinte maneira:

2x 102 +0x 10> +2 x 10" +2 x 10°



Também é possivel representar niimeros decimais nessa base. Por exem-
plo, o niimero “cento e vinte e trés mil quatrocentos e cinquenta e seis inteiros
e setecentos e oitenta e nove centésimos”, é representado na base dez como
123456, 789 pois nessa base ele é escrito da seguinte maneira:

1x10°4+2x10*+3x10°+4x10°+5x 10" +6x10°+7x 10" +8x 1072 +9x 1073

[43

Para representar os ntimeros negativos utilizamos o simbolo “—"a es-

querda de cada a;:

—123 = (—1) x 10° + (=2) x 10" + (-=3) x 10"

2.2 Sistema binario

O sistema de numeragao de base dois é conhecido como sistema binario.
Possui apenas os algarismos 0 e 1, conhecidos como bits. Nesse sistema de nu-
meragao um numero N é representado na forma a,a,_1---ag,a_1---a_,, +
-+ tal que:

N=a,X2"4+a, 1 x2" 't o dagx24a_x27 4 +a_, x2™+...

onde cada a; é um dos algarismos 0 ou 1. O nimero “nove” (9 no sistema
decimal), por exemplo, é representado no sistema binédrio por 1001, pois

0=1x224+0x224+0x2'+1x2°

O ndmero decimal 9,625 (na base 10) é representado no sistema binério
por 1001, 101, pois a parte inteira pode ser escrita como

0=1x224+0x22+0x2"+1x2°

e a parte decimal pode ser escrita como

0,625 =1x214+0x224+1x273

2.3 Sistema de numeracao sexagesimal

Os povos que habitavam a regiao da antiga mesopotamia utilizavam uma
notacao posicional de base 60 para representar os nimeros. Na verdade, eles
usavam uma combinagao de base 60 e base 10 [2], pois, diferente do sistema de
numeragao mais utilizados pelos povos da mesopotamia (que serd abordado



no capitulo seguinte), um sistema de numeragao sexagesimal possui sessenta
algarismos a;, e um nimero N qualquer escrito nessa base seria representado
na forma a,a,_1---ag,a_1---a_, + -+, tal que:

N = a,60" +a, 160"+ +ae60° +a_ 160"+ - - +a_,607" 4 -

onde cada a; ¢ um dos 60 algarismos do sistema de numeracao sexagesimal.

0123456789
abcdefghij
kilmnopqgrst
uvwxyzABCD
EFGHIJKLMN

OPQRSTUVWX

Figura 2.1: Algarismos do sistema de numeracao sexagesimal (base 60).

Assim, o numero “trés mil setecentos e vinte e trés” (3723 no sistema
decimal), por exemplo, é representado por 123, pois

3723 =1 x 60% + 2 x 60" + 3 x 60°.

O nimero “dois mil e vinte e dois” (2022 no sistema decimal) ¢é represen-
tado por xG, pois
2022 = 33 x 60" + 42 x 60"

e os algarismos x e G sao os de numero 33 e 42 do sistema de numeracao
sexagesimal, respectivamente. O nimero decimal 3723,6 (na base 10) ¢é re-
presentado na base 60 por 123, A, pois a parte inteira pode ser escrita como

3723 =1 x 60% + 2 x 60" + 3 x 60°



e a parte decimal pode ser escrita como
0,6 =36 x 607"

e o algarismo A é o 36° algarismo do sistema de numeracao de base 60.

Um exemplo de uso da base 60 nos dias atuais, ¢ a maneira como re-
presentamos as horas, minutos e segundos: duas horas, quinze minutos e
10 segundos representados apenas em segundos (como um valor decimal) é
2 % 602 + 15 x 60! + 10 x 60° = 8110 segundos.

2.4 Mudanca de base

Ao longo do texto, trataremos de alguns sistemas de numeracao diferen-
tes que podem apresentar-se pouco habituais para alguns leitores, portanto,
convém apresentar um processo de conversao de uma representagao de um
nimero em um determinado sistema de numeracao para o sistema decimal,
bem como um processo de conversao de um nimero representado no habitual
sistema decimal para algum outro sistema de numeracao.

2.5 Base 10 para base b

Para representar um nimero escrito em base 10 em uma base b (para al-
gum b > 1 natural e diferente de 10) realizamos a divisao inteira do nimero
pela base, e do quociente obtido pela base, sucessivas vezes até que o quoci-
ente seja menor que a base. A representacao do niimero nessa base sera feita
com a composi¢ao do ultimo quociente com os restos das divisoes (do ltimo
ao primeiro resto) [5].

Por exemplo, para converter o nimero 10 para a sua representacao na
base 2, escrevemos

10=5x240=(2%x2+1)x240=(1x240]x24+1)x2+0

Portanto, a representacao do niimero 10 na base 2 é 1010.
Para escrever nimero 4025 na base 60, escrevemos

4025 =67 x 60+ 5= (1 x60+7) x 60+ 5

Portanto, a representacao do nimero 4025 na base 60 é 175.



2.6 Base b para base 10

Para representar um nimero N escrito em uma base b (para algum b > 1
natural e diferente de 10) em base 10 devemos escrever N na seguinte repre-
sentacao polinomial:

N=a, X" +a, 1 X" "4+ dagxb’+a_ 1 xb 4+ da_,xb ™+

onde a; sao os algarismos que compoem N na base be n = quantidade de algarismos —
1 [5]. Executando as operagoes, obtemos a representagao de N na base 10.

Por exemplo, para converter o nimero representado por 110110 na base
2 para a sua representacao na base 10, escrevemos

110110 =1 x2° +1x 2 +0x 22 +1x 22 +1x 2" +0x 2°

=32+16+0+4+2+0=>54

Portanto, o nimero escrito na base 2 como 110110, é o nimero 54 no
sistema decimal.
Para descobrir qual niimero na base 10 é representado por 185 na base

60, escrevemos
185 =1 x 60% + 8 x 60 + 5 x 60°

= 3600 + 480 + 5 = 4085

Portanto, o nimero na base 10 que é representado por 185 na base 60 é
4085.



Capitulo 3

Mesopotamia

Estima-se que foi por volta do periodo 4000 a.C que surgiram os primei-
ros registros numéricos na antiga Mesopotamia, regiao onde hoje se situa
o Iraque. Essa regiao era formada por varias cidades entre os rios Tigre e
Eufrates, e foi habitada por diversos povos, inclusive, nomades que acaba-
vam por se estabelecer na regiao pela proximidade com os rios. Portanto,
é possivel dizer que o encontro dessas diversas culturas contribuiu para o
surgimento da escrita e dos primeiros registros numéricos, tornando a tarefa
de atribuir esse surgimento a um tnico povo ou cultura muito imprecisa.

No entanto, é possivel destacar dois povos que habitaram naquela regiao,
cujas culturas e desenvolvimento social foram muito importantes para o sur-
gimento e desenvolvimento dos primeiros registros numéricos: os semitas
(chamados de antigos babilonicos, pois fundaram o primeiro Império Ba-
bilonico), que faziam registros em tabletes de argila, e os seléucidas, que se
estabeleceram na Babilonia por volta de 312a.C., apds a morte de Alexandre
o Grande [2]. Como a maior parte dos registros numéricos utilizados pelos
povos da mesopotamia conhecidos atualmente foi obtida através dos tabletes
de argila babilonicos, em alguns momentos do texto utilizaremos o termo
“babilonico” (relacionado a algum outro termo, como “sistema numérico” por
exemplo) para nos referirmos aos registros utilizados pelos povos da Meso-
potamia.

Nas primeiras sociedades que existiram na regiao mesopotamica, contar
era um ato concreto. Consistia em associar os objetos que se queria contar
com elementos de um conjunto conhecido (relagdo um a um entre elementos
de conjuntos, denotando as primeiras ideias de fungao). Para fazer essa
relacao, foram confeccionados pequenos objetos de argila cozida chamados
tokens, que possuiam formatos diversos como cones, esferas, discos, etc. Cabe
observar que os tokens nao eram representacoes de niimeros, mas objetos com
os quais eram feitas correspondéncias um a um com insumos do cotidiano a
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fim de contéd-los (uma jarra de 6leo era associada a um ovoide, duas jarras
de 6leo associada a dois ovoides, etc.).

Era um modo de contar concreto; nao havia abstragao. Os objetos de
argila eram usados para representar aquilo que se desejasse contar, e nao uma
determinada quantidade. Com o desenvolvimento da sociedade, os métodos
de utilizacao dos tokens foram evoluindo, o que contribuiu para o surgimento
e desenvolvimento do registro dos nuimeros: esses tokens passaram a ser
guardados em pacotes de argilas e, para saber a quantidade de cada tipo
de token que havia dentro desses pacotes sem quebra-los, eram feitas marcas
diferentes (cada marca correspondente a um tipo de token) em sua superficie,
tantas quantos fossem os tokens dentro do pacote. Mais tarde, perceberam
que esses objetos de argila nao seriam mais necessarios: assim como faziam
marcas nos pacotes de argila para representa-los, poderiam simplesmente
utilizar essas marcas ao invés dos tokens. Mais tarde, essas marcas passariam
a ser grafadas em tabletes planos de argila. Aos poucos viu-se que essas
marcas poderiam ser usadas para representar coisas de naturezas diferentes,
0 que iniciou um processo de abstracao: nos tabletes de argila, passaram
a utilizar ideogramas para indicar o que estava sendo contado, como graos
de trigo por exemplo, junto as marcas que indicavam a quantidade daqueles
insumos.

Considerando que os registros historicos mostram que aquela sociedade
possuia uma vida economica muito ativa, o processo de abstragao das quan-
tidades se mostrou algo muito 1til, pois eles precisariam de muitos simbolos
para associar aos diversos objetos e insumos que precisavam contar. Essa
substituicao dos tokens por marcas na argila que os representavam, foi o
primeiro passo para a escrita e um grande passo para a representagao dos
numeros.

3.1 O sistema numérico babilonico

O sistema numérico utilizado na antiga mesopotamia possuia apenas dois
algarismos: um para a unidade e um para o dez.

11



Figura 3.1: Algarismo que representa a unidade (a esquerda) e o algarismo
que representa dez unidades (& direita) no sistema sexagesimal posicional
mesopotamico.

Todos os numeros da unidade até o nove eram representados por re-
petigoes desse sinal, denotando um processo aditivo (colocar um sinal junto
a outro indica uma soma entre as quantidades que representam). Os nimeros
de onze até dezenove eram formados por combinacoes iniciando com o simbolo
representante de dez ao lado das combinagoes do primeiro sinal que repre-
sentavam os numeros da unidade ao nove. O niimero vinte era representado
por dois sinais do nimero dez, lado a lado, e o processo aditivo de colocar
um sinal ao lado do outro segue para representar os nimeros até sessenta,
que era representado pelo mesmo sinal da unidade.

TTT 111 T :;T .:.E EET T TN {‘

T Y T

12 3 4567 8 910

CTATT CTT0 (3F (R (5 (5T {FR (AT <A

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

AT Q0TD 4TTT 4R 4R 403 (0T (4R CORRT 44

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

COLT COLTT COOTTT (OO (L0 HT (403 40 (L0lF (OO 4

31 32 33 34 35 36 37 38 39 a0

Figura 3.2: Representacao dos nimeros 1 a 60 no sistema sexagesimal ba-
bilonico.

Era um sistema sexagesimal posicional, isto é, um sistema numérico de
base 60 no qual a posicao ocupada por um algarismo em um nimero altera
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o seu valor. Na verdade, os povos daquela sociedade utilizacao diferentes
sistemas de numeragao com diferentes simbolos de acordo com o que queriam
contar, mas em geral, para realizar contagens de objetos discretos, o sistema
mais utilizado era o de base 60. No entanto, essa notacao utilizada nesse
sistema possuia dois grandes inconvenientes: a representacao extensa dos
numeros e a ambiguidade de algumas representagoes.

A medida que numeros maiores sao escritos mais simbolos devem ser
introduzidos para representd-los (ja que utilizar apenas combinagoes de dois
algarismos torna a representacao do nimero demasiadamente extensa). Essa
dificuldade é superada atribuindo-se importancia a posicao que um simbolo
ocupa na representacao de um numero. No entanto, essa mesma solugao
acaba contribuindo para a ocorréncia da segunda dificuldade: distinguir dois
nimeros com representagoes semelhantes.

I (W} I I 8T«
75 100 305470
(1x60+15) (1x60+40)  (1x216000+24x3600+51x60+10)

Figura 3.3: Quanto maior o nimero, mais simbolos é necessario para re-
presenta-lo no sistema babilonico e dependendo da posi¢ao, um algarismo
pode ter valores diferentes: o algarismo que representa a unidade na pri-
meira posicao a esquerda na representacao do nimero 75 e do nimero 100
possui valor 60; esse mesmo algarismo na representacao de 305470 no sistema
babilonico, possui valor 216000.

No caso da ambiguidade gerada por esse sistema, ha registros de algumas
maneiras que os povos da mesopotamia encontraram para tentar resolver o
problema: algumas vezes, para diferenciar nimeros com representacao iguais
eram colocados espagos vazios entre os simbolos. No entanto, essa coluna
vazia nao tem a mesma funcao que o zero no sistema decimal posicional,
portanto, essa solucao nao resolve o problema de expressar uma coluna vazia
no fim do nimero, nao sendo possivel, por exemplo, diferenciar 7200 de 2 e
de 120. Além disso, é dificil definir se ha uma ou duas colunas vazias entre
dois simbolos tornando impossivel diferenciar 3601 e 216001, por exemplo,
exceto pelo contexto.
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17 17 1 17 11 T 7

2 61 120 3601 7200 216001
(1+41)  (1x60+1)  (2x60+0) (1x3600+0x60+1) (2x3600+0x60+0) (1x216000+0x3600+0x60+1)

Figura 3.4: Alguns nimeros possuem as mesmas formas de registro no sis-
tema babilonico. Na representacao dos nimeros 3601 hd uma coluna vazia
entre o primeiro e o tltimo algarismo, enquanto na representacao do ntimero
216001, ha duas, porém é dificil perceber essa sutil diferenca.

Apesar dessa limitacao, nessa base, os zeros nao aparecem com tanta
frequéncia quanto no sistema decimal (é facil entender quando estamos fa-
lando de um nimero de ordem 1/60 e de outro de ordem 1/3600), portanto
supoe-se que, em geral, a identificagao do niimero ao qual a representacao se
referia era feita pelo contexto dos problemas em que esses ntimeros apare-
ciam.

Mais tarde, com o desenvolvimento dos estudos de astronomia, os seléucidas
introduziram um simbolo que tinha funcao de separar os algarismos que re-
presentavam numeros grandes. Esse simbolo era formado por dois riscos
(semelhante ao simbolo que representava a unidade) inclinados a um angulo
de aproximadamente 45°. E importante observar que esse simbolo nao tinha
a mesma func¢ao do zero, pois nao era utilizado como tltimo algarismo em
uma representacao e também nao era utilizado para representar o resultado
de uma operacao. Ele era apenas utilizado como separador de algarismos,
tendo a mesma funcao da coluna vazia que os matematicos babilonicos uti-
lizavam [2].

\\

Figura 3.5: Simbolo utilizado pelos seléucidas como “separador” para eliminar
problemas de ambiguidade com representagoes numéricas.
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11 [\
2 3601

Figura 3.6: Utilizagao do simbolo separador dos seléucidas para diferenciar
as representacoes dos nimeros 2 e 3601 no sistema numérico babilonico.
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Capitulo 4
Antigo Egito

Aproximadamente no mesmo periodo do surgimento dos registros cunei-
formes utilizados pelos povos da mesopotamia, os antigos egipcios desenvol-
veram um sistema de numeragao de base 10 usando simbolos especificos para
a unidade e as primeiras seis poténcias de dez (ver figura 4.1), e um esquema
simples e iterativo para representar os niimeros com esses algarismos.

A unidade era representada por uma barra vertical; o 10 por uma alca
[2] (ou um osso de calcanhar invertido [3]); o 100 por uma espiral [2] (ou um
lago com o formato da letra “C”[3]); o 1000, uma flor de 16tus; 10000, um
dedo dobrado; 100000, um sapo [2] (ou um peixe [3]); e 1 milhdo, um deus
com as mao levantadas|2] (talvez o “deus do Sem-fim”[3]).

| N ¢ i ﬁ T E&/

i 10 100 1.000 10.000 100.000 1.000.000

Figura 4.1: Algarismos do sistema de numeracao decimal do antigo Egito.

Semelhante ao sistema mesopotamico, o sistema de numeragao do antigo
Egito era aditivo, isto é, escrevendo dois simbolos lado a lado temos a repre-
sentacao da quantidade equivalente a soma entre as quantidades representa-
dos por eles. Assim, os niimeros de 2 a 9 eram representados pelo nimero de
barras verticais correspondente, escritos lado a lado. Além disso, os niimeros
deveriam ser lidos/escritos com os simbolos que representam nimeros maio-
res na frente dos menores (da esquerda para a direita), e de cima para baixo,
caso haja mais de uma linha de nimeros (ver figuras 4.2 e 4.3).
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Fae
NNl = 1000+1000+10+10+1+1 = 2022

Figura 4.2: Representacao do nimero 2.022 no sistema de numeracao do
antigo Egito.

W e T TS 0000 0NNNNNNINNII

=1.000.000 + 100.000 + 100.000 + 10.000 + 10.000 + 10.000
+1.000+1.000+1.000+1.000+100+100+100+100+100
+10+10+10+10+10+10+1+1+1+1+1+1+1

=1.234.567

Figura 4.3: Representagao do ntiimero 1.234.567 no sistema de numeracao do
antigo Egito.

Utilizando esse sistema de numeragao, os antigos egipcios faziam uma
matemaética essencialmente pratica, executando operagoes aritméticas basea-
das em métodos de tentativa e erro. A adigao era uma consequéncia natural
do préprio sistema de numeragao, visto que para representar um numero (di-
ferente da unidade ou de um miltiplo de dez menor que 1000000) bastava
agrupar simbolos cujos valores somados equivalem ao nimero desejado (ver
figura 4.4).
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I+ 1= - = o
I +3=10

Figura 4.4: A operagao 3 + 7 = 10 no sistema de numeragao egipcio. Os
sinais + e + foram utilizados juntos com algarismos egipcios apenas para
indicar a operacao aritmética de soma.

ja a multiplicacao e a divisao eram efetuadas utilizando processos de
duplicacao e divisoes por 2. Por exemplo, para efetuar a multiplicagao 12 x 27
era realizado o seguinte procedimento:

A primeira linha, indicada pela unidade, corresponde ao fator 12; na
segunda linha esse fator é duplicado, assim como a numeracao da linha;
0 processo se repete até que a soma dos nimeros correspondentes a cada
linha supere o valor do segundo fator da multiplicacao desejada, no caso, 27.
Utilizando os algarismos do nosso sistema numérico atual, esse processo seria
indicado da seguinte maneira:

1—12
2—24
4 —+ 48
8 — 96
16 — 192

Em seguida selecionamos as linhas cujos ntmeros de indicacao somam
exatamente 27, ou seja, as linhas indicados pelos nimeros 1, 2, 8 e 16 (1 +
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248416 = 27); o resultado da multiplicagao desejada serd a soma dos valores
a esquerda em cada linha selecionada, isto é, 12x27 = 124-244+-96+192 = 324

2].

De fato, o algoritmo funciona para o caso do exemplo supracitado, pois:
12x27T=12x (1+2+8+16) =12+ 24 + 96 + 192 = 324

Assim, observando que cada nimero inteiro positivo pode ser escrito na
forma lay + 2as + 4as + 8ay + -+ + 2na,; n € Z, n > 0 e para 1 < i < n,
cada a; é igual a 1 ou 0, temos para quaisquer inteiros positivos x e y:

1 T

2— 2x

4 — 4x

8§ — 8z
2n 2nx

xXy=u1xx (la; + 2ay + 4az + 8as + - - - + 2nay,)
= zay + 2xay + 4xras + 8xas + - - - + 2nxa,

Em alguns problemas era utilizado um método de “falsa posicao”, onde
inicialmente deve-se “chutar”um valor para a solugao do problema e através
de outros processos conhecidos, junto com o valor da suposta resposta, con-
cluir a verdadeira solucao do problema. Como exemplo, podemos citar o
problema 25 do papiro de Rhind: “Uma quantidade e sua metade somadas
fazem 16. Qual a quantidade?”

Para resolver esse problema, inicialmente, “chutamos”uma solugao, por
exemplo, 2. Mas, como a metade de 2 é 1, 2+ 1 = 3 e nao 16. Portanto, o
valor escolhido nao é a solucao do problema. No entanto, podemos usar esta
falsa solucao para encontrar a verdadeira: devemos procurar qual nimero
pelo qual 3 (soma da falsa solugao pela sua metade) deverd ser multiplicado
para dar 16, e em seguida, multiplicamos tal nimero por 2 (a falsa solugao)
e obteremos a solucao verdadeira.

Utilizando o mesmo processo de duplicacao apresentado no exemplo da
multiplicacao 12 x 27, e considerando que a terca parte de 3 é 1, temos:

1—3
2—6
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Como 3 + 12 + 1 = 16, selecionamos as linhas que indicam esses valores
(as linhas 1, 4 e %) e somamos os numeros de indicacao dessas linhas, isto ¢,
1+4+ % == 5%. Entao, 5% ¢ o numero pelo qual devemos multiplicar 3 para
encontrar 16.

1
3x(1+4+35)=3x5

3 =3+124+1=16

W

Entao, multiplicamos esse nimero (5%) por 2, a falsa solucao, e obteremos
a verdadeira:

1751
3
2
2 —10=
3

Selecionamos a linha 2 e obtemos 10% como resultado de 5% x 2. De fato,
a metade de 10% é 5%, e a soma desses valores é 16. Portanto, o nimero
procurado é 10%.

E interessante observar que esse sistema de numeracao nao é util para
representar nimeros muito grandes. Por exemplo, para representar o niimero
102°¢ seria necessério utilizar 10%°° stmbolos correspondentes ao niimero 1000000
(pois, 1(1)(2)26 = 10?%). Historicamente, cada cultura constréi um sistema mais
adequado as suas necessidades, o que poderia implicar na conclusao que os
egipcios nao precisavam lidar com numeros muito grandes no seu cotidi-
ano [2]. No entanto, como veremos mais adiante, os romanos lidavam com
nimeros bem grandes e também utilizavam um sistema de numeracgao adi-

tivo, semelhante ao sistema egipcio [10].
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Capitulo 5

Niuimeros Pitagoricos

Acredita-se que foi por volta do século IVa.C. que o estudos sobre aritmética
do que hoje chamamos de Escola Pitagorica se desenvolveram, baseados, se-
gundo relatos histéricos, nos estudos de Pitdgoras sobre a aritmética dos
mesopotamicos e Egipcios (principalmente em suas técnicas de medicao de
terras) [8], embora a escassez das fontes histéricas nos permite duvidar da
existéncia de um matematico de nome Pitagoras, sendo possivel que tal pes-
soa seja apenas uma representacao de ideias desenvolvidas por estudiosos da
época (os quais chamaremos de Pitagéricos) em uma figura humana, feita
por algum autor que registrou tais conhecimentos [2].

Os Pitagéricos foram os primeiros a relacionar matematica e filosofia.
Basicamente, a ideia da filosofia Pitagorica era de que todas as coisas do
universo sao constituidas por ntmeros, isto é, possuem a propriedade de se-
rem organizadas e divididas para serem contadas. O numero é a esséncia
permanente das coisas [8]. Assim, os Pitagdricos tinham uma relagdo com
os nimeros um pouco diferente dos babilonicos e dos egipcios; enquanto es-
tes viam os niimeros como ferramentas para exercer atividades cotidianas de
suas culturas, os Pitagéricos os viam como importantes componentes para
desvendar o universo. No entanto, nao é correto considerar que eles foram os
primeiros a tratar o nimero como um conceito abstrato, pois os Pitagéricos
nao admitiam separagao entre ntimero e corporeidade; os nuimeros dos Pi-
tagoricos eram concretos. Tanto que desenvolveram uma notagao muito pe-
culiar para os nimeros baseada no conceito de conjunto como uma colecao
de objetos materiais, como uma colecao de pedrinhas por exemplo. Por isso,
a matematica da escola Pitagdrica é conhecida como a “aritmética dos ponti-
nhos”e os niimeros escritos nessa notagao sao chamados de niimeros figurados

[2].
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5.1 Numeros Figurados

Segundo os Pitagoricos todas as coisas do universo sao formadas a par-
tir de nimeros. E os nimeros sao constituidos por colecoes de “uns”, ou
seja, sao formados a partir da unidade. Assim, os nimeros figurados dos
Pitagdricos consistiam em colegdes de pontos (onde cada ponto representa a
unidade) que formavam alguma figura. Esses nimeros possuiam distribui¢oes
poligonais bem definidas: lineares, triangulares, quadrados, pentagonais, etc.

Numeros triangulares - os pontos formam triangulos que representam

P 1 . , , . ’
nimeros da forma ”("; ), isto é, um numero triangular de ordem n é dado

pela soma da progressao aritmética 1 +2+ 3+ --- + n.

Figura 5.1: Numeros Pitagoéricos triangulares associados aos ntimeros 1, 3,
6, 10, 15 e 21 do nosso sistema de numeragao atual (sistema decimal).

Numeros quadrados - os pontos formam quadrados que representam
ntimeros da forma n?, isto é, um ntimero quadrado de ordem n é dado pela
soma da progressao aritmética 1 +3+5+7+---+ (2n —1).

Figura 5.2: Numeros Pitagéricos quadrados associados aos ntimeros 1, 4, 9,
16, 25 e 36 do nosso sistema de numeragao atual (sistema decimal).
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Numeros pentagonais - os pontos formam pentagonos que representam
’ n(3n—1) . ’ , ,
nimeros da forma —=—, isto ¢, um numero pentagonal de ordem n ¢ dado

pela soma da progressao aritmética 1 +4+ 74 ---+ (3n — 2).

Figura 5.3: Numeros Pitagoricos pentagonais associados aos nimeros 1, 5,
12 e 22 do nosso sistema de numeragao atual (sistema decimal).

5.2 Numeros Quadrados

Devido a configuracao visual dos niimeros quadrados, os Pitagoéricos con-
seguiram obter algumas propriedades sobre eles. Por exemplo: todo numero
quadrado pode ser visto como a soma de dois ntimeros triangulares sucessi-
VOS.

Figura 5.4: O numero quadrado 16 pode ser construido utilizando os niimeros
triangulares consecutivos 6 e 10.

A construcao de numeros quadrados é dada de maneira bem intuitiva
através dos gnomons pitagoricos. Os gnomons sao numeros impares for-
mados pelas diferencas entre niimeros quadrados sucessivos, em formato de
“L”invertido [2]. assim, para obter um nimero quadrado de ordem n + 1 a
partir de um numero quadrado de ordem n, basta adicionar um gnomon de
ordem n 4 1 ao nimero de ordem n.
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Figura 5.5: Gnomons pitagoricos.

Figura 5.6: Para obter o 16 (nimero quadrado de ordem 4)a partir do 9
(nimero quadrado de ordem 3) adicionamos o gnomon de 7 pontos (gnomon
de ordem 3).
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Capitulo 6

Numeros Romanos

A civilizagao Romana existiu durante 12 séculos, sendo de 753a.C. a
509a.C. como uma Monarquia, de 509 a.C a 27 a.C. como Republica e como
Império durou de 27 a.C. até 476 d.C. No entanto, acredita-se que a origem
do sistema de numeracao romano data de centenas ou até milhares de anos
antes da civilizacao romana, evoluindo a partir de entalhes em pedras ou ar-
gila, de maneira semelhante a que os babilonicos faziam. Os algarismos desse
sistema numérico (como o conhecemos atualmente) foram formados a partir
de letras do alfabeto latino (O latim vulgar, entre vérios dialetos, era uma
das linguas mais usuais entre os povos estrangeiros que foram conquistados
ou simplesmente migraram e foram absorvidos na sociedade romana), e até
os dias de hoje encontramos ocasioes especificas em que utilizamos esses al-
garismos, como por exemplo, em relégios, numeracao de capitulos de livros,
depois de nomes de imperadores, reis, rainhas, papas, etc [10].

Figura 6.1: Principais algarismos do sistema de numeracao romano utilizados
nos dias atuais.
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Os algarismos mais antigos do sistema de numeragao romano sao I, V e
X que representam respectivamente os numeros 1, 5 e 10 do nosso sistema
de numeracao. O simbolo I também foi representado por i e j e o V por v,
u e U, depois que o letras minusculas comecaram a serem utilizadas como
algarismos desse sistema numérico. Acredita-se que o algarismo romano V'
teve sua origem como representagao de um angulo agudo formado pela forma
de uma mao aberta com o polegar afastado, enquanto o X seria formado pela
jungao de dois algarismos V' opostos um ao outro, representando o seu dobro.

Vvu

Figura 6.2: Algarismos do sistema de numera¢ao romano utilizados para
representar os numeros 1 e 5 do nosso sistema de numeragao.
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Figura 6.3: O algarismo X teria sua origem a partir da jun¢ao de dois algaris-
mos V. Na figura, o simbolo + ¢ utilizado para representar uma jungao entre
os simbolos V e V invertido, nao representa necessariamente uma soma.

O algarismo L que representa o numero 50 do nossos sistema de nu-
meragao, ¢ uma evolucao de um antigo simbolo usado anteriormente nesse
sistema (ver figura 6.4). Diferente dos algarismos anteriores, C' e M, que
representam os nimeros 100 e 1000 do nosso sistema de numeracgao, respec-
tivamente, nao sao simbolos primitivos do sistema romano. O algarismo C
deriva da palavra centum e o M, da palavra mille, sendo que este tltimo
ja teve diversas representacoes, de maneira que ¢ a partir de uma delas que
deriva a representagao do nimero 500 pelo algarismo D (ver figura 6.5) [10].

Figura 6.4: A esquerda o simbolo que seria a forma inicial do niimero 50 no
sistema de numeracao romano. Ao longo do tempo, por influéncia do latim e
das diversas grafias pelas quais foi representado, acabou se confundindo com
a letra “L”.
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Figura 6.5: A esquerda, uma das representacoes antigas para o nimero mil.
No centro, o simbolo que representa 500, originado do simbolo anterior ao
considerarmos a metade direita, e que evoluiu para a representacao pelo letra
“D??

O sistema de numeragao romano nao ¢ posicional e utiliza um principio
aditivo e um principio subtrativo para combinar seus algarismos e representar
numeros diversos. Na representacao pelo principio aditivo, considerando a
ordem de escrita/leitura da esquerda para a direita, ao escrever um algarismo
ao lado de outro de valor menor ou igual, estaremos representando o niimero
correspondente a soma dos valores de tais algarismos:

IT=1+1=2
XXX =10+10+ 10 =30
CLX =100+ 50 4 10 = 160

LXXIIT=50+10+10+14+14+1=73

Ja na representacao de numeros pelo principio subtrativo, ao escrever
um algarismo ao lado de outro de valor maior que o primeiro, estaremos
representando o nimero correspondente a subtracao entre o algarismo de
maior valor e o de menor valor:

IV=5-1=4
IX=10-1=9
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XL =50—-10=40

O principio subtrativo foi mais utilizados por outros povos que viviam en-
tre os romanos, pois achavam que essa maneira de representar os nimeros era
mais facil, enquanto os romanos utilizavam com mais frequéncia os niimeros
representados através do principio aditivo (os romanos preferiam a escrever
IIIT a IV, por exemplo) [10]. Nao havia uma regra sobre qual principio
utilizar ou um simbolo padrao para algum nimero, o que faz com que haja
mais de uma representacao para o mesmo numero, como as formas XI1X e
1 X X para o dezenove, por exemplo.

XIX=10+(10-1)=(10—1)+10=IXX

Um grande problema do sistema de numeracao romano era a notagao de
nimeros muito grandes. Varios simbolos foram utilizados como notacao es-
pecial para representar niimeros como 5000, 10000 e 100000, principalmente
durante o periodo da Republica Romana. Mas, talvez a melhor solucao en-
contrada para representar nimeros grandes, e que é ensinada nas escolas
até hoje, era o recurso de colocar uma barra horizontal sobre determinado
nimero, para representa o produto daquele valor por mil, apesar de tal re-
curso ter sido mais utilizado para distinguir numerais de palavras durante a
idade média (ver 6.7). Mesmo assim, véarios simbolos e recursos foram criados
ao longo dos anos para tentar contornar os problemas de notagao provenien-
tes desse sistema de numeracao, variando muito a escrita desses numerais e
tornando cada vez mais evidente a insuficiéncia da numeragao romana [10].

IV
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Figura 6.6: Uma notagao que foi utilizada no sistema de numeracao romano
para representar nimeros muitos grandes foi colocar um trago acima dos al-
garismos de um numero para indicar o produto de tal niimero por mil. Na
figura, os nimeros 2000, 4000 e 15000, respectivamente, escritos em algaris-
mos romanos com a utilizacao desse recurso.

L] L]
Figura 6.7: A esquerda o termo “dois homens”e a direita o termo “trés ho-

mens”, escritos utilizando o recurso de colocar um trago acima dos algarismos
para diferenciar letras de numerais.
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Capitulo 7

Sistema Indo-Arabico

O sistema de numeracao que utilizamos atualmente, bem como os alga-
rismos desse sistema, desenvolveram-se de um antigo sistema de numeracao
decimal dos hindus, inicialmente nao posicional, no inicio da era crista.
No século V' d.C., com o desenvolvimento religioso e o estabelecimento do
sanscrito classico como lingua culta hindu, muitos trabalhos com regras
geométricas, métodos aritméticos e algébricos surgiram naquela cultura, bem
como o aperfeicoamento do seu sistema numérico. Os hindus escreviam
nimeros por extenso, em sanscrito. Entao, surgiu a ideia de nao escrever
os nomes das poténcias de 10, nascendo ai o principio posicional [11].

No século VIII d.C., os arabes conquistaram a regiao onde habitavam
os povos hindus. Em 773 d.C., sabios indianos foram a Bagda apresentar a
corte arabe seu sistema de numeracao e seus métodos algébricos inovadores.
Assim, os arabes conheceram o sistema de notagao hindu e o incorporou em
sua cultura. Com a adocao do sistema hindu pelos arabes, que também assi-
milaram outras culturas como a dos Egipcios, sumérios e Gregos, tal sistema
de numeracao foi difundido do pelo Europa, inicialmente introduzido através
do Papa Silvestre I1 por volta do ano 1000, e se consolidando a partir do
século X111 através de Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci.
Como essa divulgagao pelo mundo conhecido até entao se deu a partir da
cultura arabe, muito se credita aos arabes a origem do sistema de numeracao
atual, que na verdade originou-se da antiga cultura hindu, tanto que é co-
mum até os dias de hoje encontrarmos o termo “algarismos arabicos” [11].
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7.1 O Desenvolvimento do Sistema de Nu-
meracao Hindu e o Surgimento do Zero

O primeiro sistema de numeracao hindu constituido por simbolos préprios
foi o Brahmin. Na verdade, existem registros do uso de algarismos formados
apenas por marcas verticais, constituindo um sistema chamado de Kharosti,
que seria mais primitivo que o Brahmin. Ambos os sistemas foram descober-
tos através de colunas de pedra construidas aproximadamente entre 272 a.C.
e 232a.C. [10].

==Yr6)

Figura 7.1: Primeiros nove algarismos Brahmin

O Brahmin era um sistema de numeracgao primitivo e nao posicional muito
rudimentar. Porém, no século V', novos signos foram desenvolvidos, de ma-
neira que os primeiros nove algarismos possuiam simbolos préprios e inde-
pendentes, que nao eram compostos por partes menores (como o nimero 3
que antes era representado por trés tragos, por exemplo) - ver figura 7.2.
Além das unidades simples, cada dezena, centena, milhar e dezena de milhar
também ganhou um algarismo em particular, de maneira que agora seria
possivel representar até o nimero 99999, visto que o maior algarismo dessa
evolugao do sistema Brahmin correspondia ao nimero 90000.
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Figura 7.2: Primeiros nove algarismos da primeira evolugao do sistema Brah-
min no século V d.C.

Desde o século IV d.C., os hindus acostumaram a escrever os numeros
por extenso em sanscrito, lingua culta hindu: cada um dos nove primeiros
algarismos e as poténcias de base dez até um bilhao, recebiam nomes es-
pecificos (Ver figura 7.3) [11]. Entao, para contornar a limitagao dos novos
algarismos do Brahmin de nao ser possivel expressar todos os nimeros, os
hindus continuaram a escrever os niimeros por extenso em sanscrito, simul-
taneamente com a representagao feita pelos novos simbolos. A notagao em
sanscrito era feita em ordem crescente das poténcias de sua base (base dez),
isto é, comegando pela unidade (ver figura 7.4) [11].
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eka dvi tri catur pafica sat sapta asta nava
1 2 3 4 5 6 7 5§ 9

dasa - 10 prayuta - 1000 000
sata - 100 kott - 10000 000
sahara - 1000 vyarbuda - 100 000 000
ayuta - 10000 paarma -1 000000 000

100 000

laksa

Figura 7.3: Nomes em sanscrito atribuidos aos primeiros nove algarismos e
as potencias de dez até o bilhao, utilizados pelos hindus para escrever os
nimeros no sistema de numeragao que utilizavam no século IV d.C.

nava sapta sata ca trisahara = "nove, setecentos e trés mil” (3709)

Ainda no século V' d.C., passaram a omitir os nomes dos indicadores das
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Figura 7.4: Representacao do nimero trés mil setecentos e nove em sanscrito,
utilizada pelos hindus no século IV e V. O ntumero era escrito a partir da
unidade para as ordens seguintes (dezena, centena, etc.).

bases das poténcias de dez na notagao feita em sanscrito, expressando apenas
os nomes dos algarismos de cada ordem das poténcias de dez (ver figura 7.5).

nava dvi sat sapta = "nov, dois, seis, sete'(1629)

Figura 7.5: Representacao do niimero sete mil seiscentos e vinte e nove em
sanscrito, omitindo as ordens das poténcias de dez, explicitando apenas os no-
mes dos algarismos de cada ordem (ainda em ordem ascendente das poténcias
de dez).

No entanto, apesar dessa nova forma de indicar os nimeros simplificar
bastante a notacgao, ela apresenta a possibilidade de ambiguidade, pois nao
haveria simbolo (ou palavra) para representar auséncia de unidade em de-
terminada poténcia decimal, sendo impossivel diferenciar nimeros como 31,
301 e 3001.

31 = eka tr
301 = eka tre
3001 = eka tre

A solucao encontrada pelos hindus para solucionar o problema foi a uti-
lizacao da palavra sunya, criada para expressar o “vazio”existente em deter-
minada posicao de alguns nimeros. Assim, a ordem que estivesse vazia seria
representada pela palavra sunya, e simbolicamente por um ponto, que mais
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tarde foi substituido por um circulo, sendo essa forma utilizada até os dias
de hoje. Os hindus acabavam de inventar o zero [11].

31 = eka tri
301 = eka sunya tri

3001 = eka sunya sunya tri

sy unyo sy 1 s dasa = "z wazio szt tés dois um " (12300

Figura 7.6: Representacao do nimero cento e vinte e trés mil em sanscrito,
utilizando a palavra sunya para representar auséncia de algarismos nas ordens
da unidade, dezena e centena, omitindo as ordens das poténcias de dez,
explicitando apenas os nomes dos algarismos de cada ordem e escrevendo em
ordem ascendente das poténcias de dez. Dessa maneira, os hindus conseguiam
representar os nimeros sem possibilidades de ambiguidade.

7.2 A Contribuicao dos Arabes

Com a expansao de seu império e a conquista do territério Hindu no
século VIII d.C., os arabes tiveram acesso a variados conhecimentos ma-
tematicos. Entre as principais contribuicoes dos Arabes para o desenvolvi-
mento da ciéncia e da matematica, podemos destacar a introducao da ciéncia
oriental na Europa medieval através de tradugoes de obras do passado, acres-
centando varios comentarios e misturando métodos gregos, hindus e até pro-
cedimentos utilizados pelos babilonicos.

Essa amalgama de conhecimentos de diversas culturas, também foi im-
plementada ao sistema de numeracao dos hindus. Apds se apropriarem dos
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algarismos hindus, os drabes criaram novos simbolos para representar os pri-
meiros nove algarismos e o zero. Alguns deles ainda se pareciam com os

simbolos inicias dos hindus (ver figura 7.7).

Figura 7.7: Na segunda metade do século VIII, ao adotarem o sistema de
numerag¢ao hindu, os arabes criaram novos algarismos: os nimeros 2, 3, 6,
7, 8 e 9 ainda se pareciam com os simbolos originais usados pelos hindus.

Entre esses novos algarismos podemos observar a utilizacao do circulo para
representar o zero.

Conforme o novo sistema de numeracao foi sendo difundido na cultura
arabe, os algarismos hindus foram sofrendo modificagoes devido a fatores
étnicos, como por exemplo, a escrita arabe que é realizada na vertical, da
direita para a esquerda.

Com essas modificagoes, e devido a extensao do império arabe, surgiram
dois principais conjuntos de algarismos: os algarismos Hindi (figura 7.8),
utilizados pelos drabes orientais, e os algarismos de Ghobar (figura 7.9), uti-
lizados pelos drabes ocidentais. Os algarismos utilizados no nosso sistema de
numeragao atual derivaram dos algarismos de Ghobar [11].
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Figura 7.8: Algarismos Hindi: Grafia modificada dos algarismos hindus di-
fundida através das provincias arabes do Oriente Préximo. Estas formas
(que representam respectivamente os numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 0)
ainda sao utilizadas em todos os paises do Golfo Pérsico, Egito, Turquia,
Siria, Afeganistao, Paquistao e em varias regioes da India mugulmana [11].

)

Figura 7.9: Algarismos de Ghobar: modificagoes dos algarismos hindus utili-
zadas pelos Arabes Ocidentais (que representam respectivamente os nimeros

1,2,3,4,5,6,7, 8, 9e0), e que deram origem as formas atuais dos algaris-
mos do sistema indo-arébico [11].
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7.3 Al-Khowarizmi

Mohamed Ibn Mussa Al-Khowarizmi foi o matematico de maior desta-
que da civilizacao Arabe-Islémiea, no que se refere a divulgacao do sistema
de numerac¢ao hindu pelo mundo, pois foi o autor da obra “Tratado de
Aritmética” (a versao original é dada como perdida, porém a conhecemos por
tradugoes latinas, conhecida por “Numero Hindorum”), onde a numeragao
decimal posicional e os métodos de calculo hindu foram explorados pela pri-
meira vez, com explicagoes detalhadas e exemplos diversos. Além disso, foi a
partir de seu nome que derivaram a palavra “algarismo”, para se referir aos
simbolos utilizados em um determinado sistema de numeragao, e a palavra

“algoritmo”, utilizada para se referir aos processos operatorios entre niimeros
[11].

7.4 Expansao dos Algarismos Indo-Arabicos
pela Europa

No século X, o monge francés Gerbert d’Aurillac (945d.C. - 1003 d.C.),
eleito papa em 999d.C. sob o nome de Silvestre I, torna-se pioneiro na
introducgao dos Algarismos de Ghobar na Europa. Ele estudou o sistema de
numeragao hindu e a aritmética arabe quando esteve na Espanha no periodo
de 967d.C. a 970d.C. e no periodo de 972d.C. a 987d.C. dirigiu a escola
diocesana de Reims, exercendo grande influéncia nos estudos de matematica
e ciéncia no ocidente.

No entanto, esse primeiro contato com os algarismos utilizados pelos
arabes deu-se com certa relutancia, pois a igreja catdlica romana nao aceitou
facilmente a superioridade da nova notagao. Os algarismos introduzidos por
Gerbert foram utilizados inicialmente para simplificar o uso do dbaco; as pe-
dras das colunas do abaco foram substituidas por fichas com os algarismos
arabicos de 1 a 9 gravados nelas. Nao havia necessidade da utilizagao do zero
para efetuar as operacoes aritméticas no abaco de Gerbert.

Durante as cruzadas (1096d.C. - 1276d.C.) o contato com outras cul-
turas, incluindo a cultura arabe, proporcionou aos europeus uma maior
aproximacao com o sistema indo-ardbico e os métodos de célculo de Al-
Khowarizmi. Nesse mesmo periodo, os conhecimentos de obras de Euclides,
Aristételes, Al- Khowarizmi e outros chegaram a Europa. Aos poucos, com
o acesso cada vez maior a conhecimentos de outras culturas, a utilidade do
sistema indo-arabico foi ganhando notoriedade pelos europeus.

Em 1202d.C., Leonardo de Pisa (conhecido como Fibonacci) publica seu
famoso livro Liber Abacci que explica como utilizar os algarismos hindus
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e 0 zero para representar qualquer nimero e também como utilizar esses
algarismos na aritmética, se tornando outra importante figura para a difusao
do sistema indo-arabico.

Somente no século XV'I, apds varias mudangas em suas formas devido
aos intercambios culturais entre drabes e europeus (e também devido ao sur-
gimento de uma classe emergente - a burguesia), os algarismos indo-arabicos
foram adotados definitivamente na Europa, com a aparéncia definitiva que
utilizamos nos dias de hoje [10] [11].
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Capitulo 8

Notacoes de Fracoes ao Longo
da Histoéria

Os Egipcios foram provavelmente os primeiros a utilizar fracoes em seu

sistema de numeracao. Eles tinham uma maneira muito singular de repre-

sentar as fracoes. Embora algumas delas como %, % e % possuissem simbolos

especificos (ver figura 8.1), havia uma “regra geral”para a representacao das
fracoes unitarias: eram representadas pela composi¢ao de um oval colocado
sobre um nimero que representa a quantidade em que foi dividido o todo

(que hoje seria o denominador da fragao).

o= -1 -

fm (i Nl nn

1 1

4 Lo

W

a
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= e ()
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[
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~1| =

Figura 8.1: Representacoes de algumas fracoes unitarias no sistema numérico
do antigo Egito.
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Figura 8.2: Algumas fragoes utilizadas no sistema de numeracao do antigo
Egito eram representadas por simbolos especificos que fugiam da regra de

notagoes de fragoes.

Basicamente, as fragoes no sistema egipcio eram representadas como so-
mas de fragoes unitarias. Por exemplo:

5_1+1
8 2 8
3 1 1 N 1
7 3 11 231
4 1 1 1 1

Assim, para representar fracoes como essas, basta escrever os simbolos
correspondentes as fracoes unitarias que somam o valor da fragao, um ao

lado do outro (ver figura 8.3).

fo—

= — T = [——
Nl {=NNNI

5 3
8 7

Figura 8.3: Representagoes de algumas fracoes no sistema numérico do antigo
Egito.

Os babilonicos também conheciam as fracoes, e as utilizavam em deter-
minadas situagoes economicas, como a distribuicao de herancas, por exemplo
[12]. Suas frag¢oes eram unitarias com denominadores com poténcias de base
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60, que eram utilizadas para expressar nimeros decimais. No entanto, em-
bora também utilizassem o principio posicional nos ntimeros fracionarios, os
babilonicos nao possuiam em seu sistema de numeragao uma notacao propria
para as fragoes: a notagao utilizada para representar 2 x (60)+2 era a mesma
para 2 X (60)7" + 2 x (60)~% , por exemplo, sendo eliminada a ambiguidade
apenas pelo contexto (ver figura 8.4) [3].

T IRERA|
2Xx6042 =122 2x(1/60)+2x(1/3600) = 61/1800

Figura 8.4: A notagao de 2 x (60)™!+2 x (60)72 era a mesma para 2 x (60) +
2 no sistema de numeracao babilonico; esse sistema numérico nao possuia
notagao especifica para as fragoes.

J& no sistema de numeragao romano, as fracoes eram representadas em
um “subsistema”duodecimal: eram unitarias e possuifam denominador 12
constante, provavelmente devido ao As, moeda de cobre romana que era
dividida em doze unciae. Cada uma das fragoes de 1—12 até % recebia um
nome especial, relacionado a uma moeda romana:

E = unciae
2 )
E = 6 = sextantis
3 1 .
2 = 1 = quadrantis
4 1 L
E = § = trientis
5 ) )
- = QUINCUNCis
6 1 .
- = 5 = Semissis
7 )
E = septuncis
8 2 .
— = — = bessis
12 3
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9 3 ) y
— = — = dodrantis ou nonuncii
12 4
10 5
— = — = dextantis ou decuncis
12 6
11
— = deuncis
12
12 .
— =1= assis
12

Simbolicamente, essas fragoes eram representadas por combinagoes dos
simbolos S e -, através de um sistema aditivo. As fragoes de % até % eram
representadas por um ponto () para cada unidade do numerador da fragao
(considerando o denominador 12), a fracao % era representada pela letra S5,
e as fracoes de 1—72 até % eram representadas pela letra S acompanhada de
pontos (+), correspondendo ao numerador da fracdo com denominador 12

(como se o S correspondesse a 6 e cada ponto (-) a 1) [16]:
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Com seu sistema de numeragao decimal posicional, os hindus represen-
tavam fragoes de maneira pratica, escrevendo um numero acima do outro,
semelhante a notacao atual das fragoes, porem sem a barra. A barra que
separa o numerador e o denominador na notacao atual de fragoes teria sido
introduzida pelos arabes por volta do ano 1000. Ja os termos “numerador”e
“denominador”sé foram definidos apos a notacao atual se consolidar. Tais
termos teriam sido criados pelo matematico francés Nicole Oresm (1323-1382)
[12].

Além disso, os hindus e os arabes evitavam as fragoes impréprias, escre-
vendo o que hoje chamamos de nimeros mistos, a parte inteira seguido de
uma fragao prépria.

Assim como nos sistemas de numeragao mais antigos (e talvez por in-
fluencia delas na cultura arabe), as fragoes unitarias foram mais utilizadas
na aritmética realizada com algarismos indo-arabicos até o inicio do século
XVI. Inclusive, em seu famoso “Liber Abacci”, Fibonacci utilizou fracoes
unitarias e descreveu maneiras de representar nimeros fracionarios como so-
mas de fragdes unitédrias [3].

Mas, ainda no século X VI, surgem o matemético arabe Al-Kashi (1380-
1429) e o matematico francés Frangois Viete (1540-1603) como precursores
do uso das fragoes decimais; Al-Kashi teria sido o “inventor” das fragoes deci-
mais por ser o primeiro a sugerir que seu uso facilita a resolucao de problemas
com casas decimais exatas, e Viete também é lembrado por recomendar insis-
tentemente o uso das fragoes decimais. No entanto, somente com a obra “De
Thiende” (1585) do matematico belga Simon Stevin (1548-1620), ocorreu a
popularizagdo do uso das fracoes decimais [3] [12].

8.1 A Notacao Decimal de Stevin

Em sua obra “De Thiende”(1585), o matematico belga Simon Stevin
(1548-1620) apresenta de forma detalhada uma notagado para representar as
fragoes decimais escritas em uma forma decimal, além de regras para efetuar
operacoes aritméticas utilizando essa notacao. O livro é dividido em duas
partes: na primeira sao apresentadas quatro defini¢oes cujo objetivo é apre-
sentar ao leitor os nimeros decimais e a notagao utilizada na obra, enquanto
a segunda parte trata das operagoes elementares com nimeros decimais [14]
[15].

A notacao de Stevin consiste em representar a parte inteira e a ordem
decimal de cada algarismo do numeral da seguinte maneira [14]:

A parte inteira do numeral é escrita com o simbolo (0) a direita. Por
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exemplo, o numero inteiro 2022 é denotado por

2022(0)

O simbolo (1) é escrito a direita do algarismo que representa o décimo
(chamado por stevin de eerfte [15]). Por exemplo, a fracdo decimal %, cuja
forma decimal na notacao atual é 0,3 é denotada por

3(1)

O simbolo (2) é escrito a direita do algarismo que representa o centésimo
(chamado por stevin de tweeden[15]). Por exemplo, a fracao decimal ﬁ, cuja
forma decimal na notacao atual é 0,07 é denotada por

7(2)

O simbolo (3) é escrito a direita do algarismo que representa o milésimo
(chamado por stevin de derden[15]). Por exemplo, a fragio decimal 25,
cuja forma decimal na notacao atual é 0,005 é denotada por

5(3)

O simbolo (4) é escrito a direita do algarismo que representa o décimo
de milésimo (chamado por stevin de wvierden[15]), e assim por diante. Por
exemplo, a fracao decimal 8%, cuja forma decimal na notacao atual é 8,937
¢é denotada por

8(0)9(1)3(2)7(3)

As operacoes de adicao e subtracao utilizadas em “De Thiende”com a
notagao proposta por Stevin é realizada de maneira muito semelhante as
operacoes de adi¢ao e subtragao realizadas com a notacao atual de ntimeros
decimais. Assim como no modelo atual, em que os ntimeros sao dispostos de
maneira que a virgula e as casas decimais de cada termo fique uma sobre a
outra, na obra de Stevin, essas operacoes sao realizadas de maneira que cada
ordem decimal fique uma sobre a outra. Por exemplo, para efetuar a adicao
dos nimeros 27(0)8(1)4(2)7(3), 37(0)6(1)7(2)5(3) e 875(0)7(1)8(2)2(3), re-
alizamos o procedimento da figura 8.5, somando as parcelas como numeros
inteiros e obtendo como resultado o nimero expresso por 941(0)3(1)0(2)4(3)
na notagao decimal de Stevin [15].

46



27 B 4 7
3 b 7 5
845 7 B 2
941 3 0 4

Figura 8.5:  Algoritmo da soma dos numeros 27(0)8(1)4(2)7(3),
37(0)6(1)7(2)5(3) e 875(0)7(1)8(2)2(3).

Também ¢ indicado como proceder nos casos de operacoes de adicao e
subtragao entre nimeros com quantidades de casas decimais diferentes. Se-
melhante a maneira como sao realizadas tais operagoes com a notacgao atual,
Stevin indica que as casas faltantes devem ser completadas com zeros. Por
exemplo, para efetuar a operacao de adi¢ao entre os nimeros 8(0)5(1)6(2) e
5(0)7(2), deve-se representar o segundo numero mencionado anteriormente
por 5(0)0(1)7(2) e realizar o procedimento apresentado na figura 8.6, so-
mando as parcelas como nimeros inteiros e obtendo como resultado o niimero
expresso por 13(0)6(1)3(2) na notacao decimal de Stevin [15].

Figura 8.6: Algoritmo da soma dos ntimeros 8(0)5(1)6(2) e 5(0)7(2).

Assim como a adigao e a subtracao, a multiplicacao entre niimeros escritos
na notacao decimal proposta por Stevin é realizada de maneira semelhante
ao modo como multiplicamos niimeros decimais na notagao atual. Os fato-
res devem ser multiplicados como se fossem nimeros inteiros, e apds obter o
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produto, deve-se somar o valor numérico da tultima ordem decimal a direita
de cada fator. Essa soma correspondera a tultima ordem decimal a direita
do ultimo algarismo do produto encontrado, e os demais algarismos, da di-
reita para a esquerda, recebem a direita a notagao correspondente a ordem
decimal seguinte, em ordem decrescente. Por exemplo, para efetuar a multi-
plicagao entre 32(0)5(1)7(2) e 89(0)4(1)6(2), efetuamos a multiplicagao entre
os inteiros 3257 e 8946:

3257 x 8946 = 29137122

Em seguida, para escrever esse produto na notacao decimal de Stevin,
efetuamos a soma entre as tltimas ordens decimais a direita de 32(0)5(1)7(2)
e 89(0)4(1)6(2), no caso, (2) e (2), que somam (4). Portanto, a direita do
ultimo algarismo do produto encontrado devemos escrever (4), (3) a direita
do peniltimo, e assim por diante, obtendo o niimero 2913(0)7(1)1(2)2(3)2(4)
[15].

Semelhante a operacao de multiplicacao, a divisao entre niimeros expres-
sos com a notacao de Stevin deve ser efetuada inicialmente como uma divisao
entre nimeros inteiros, omitindo as representacoes decimais. Apds obter o
quociente, deve-se subtrair o valor numérico da iltima ordem decimal a di-
reita do divisor do valor numérico da ultima ordem decimal a direita do
dividendo. Essa diferenca correspondera a tltima ordem decimal a direita
do ultimo algarismo do quociente encontrado, e os demais algarismos, da
direita para a esquerda, recebem a direita a notagao correspondente a ordem
decimal seguinte, em ordem decrescente. Po exemplo, para efetuar a divisao
de 3(0)4(1)4(2)3(3)5(4)2(5) por 9(1)6(2), efetuamos a divisao de 344352 por
96:

344352 <+ 96 = 3587

Em seguida, para escrever o quociente na notacao decimal de Stevin,
subtraimos a tultima ordem decimal a direita de 3(0)4(1)4(2)3(3)5(4)2(5) ,
que é (5), de (2) que ¢é a ultima ordem decimal a direita de 9(1)6(2), obtendo
(3). Portanto, a direita do dltimo algarismo do quociente encontrado devemos
escrever (3), a direita do peniltimo devemos escrever (2), e assim por diante,
obtendo o ntimero 3(0)5(1)8(2)7(3).

Porém, duas observacoes sobre a operagao da divisao sao apresentadas
em “De Thiende”: no caso da tltima ordem decimal a direita do divisor ser
maior que a ultima ordem decimal do dividendo, deve-se acrescentar uma
quantidade de zeros equivalente a diferenca entre essas ordens a direita do
dividendo e efetuar a divisao como uma operacao entre inteiros. Por exemplo,
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para efetuar a divisao de 7(2) por 4(5), devemos acrescentar trés zeros apds
o algarismo 7 e efetuar a divisao de 7000 por 4.

7(2) = 4(5) = 7000 = 4 = 1750(0)

A segunda observacao é referente aos casos em que o quociente nao pode
ser expresso apenas por numeros inteiros em uma divisao cujo divisor possui
uma ordem decimal maior que o dividendo, ou seja, casos em que o resultado
da divisao é uma dizima periédica. Nesse caso, Stevin indica que deve-se
representar o quociente com quantas casas decimais for conveniente e omi-
tir as demais casas, apresentando a tultima ordem decimal com uma fracao
correspondente ao resto da divisao sobre o divisor. Por exemplo, na divisao
de 4(1) por 3(2) obtemos a dizima periddica 13, 333..., escrita com a notacao
atual. De acordo com a observacao anterior, o procedimento para efetuar
essa divisao indicado em “De Thiende” consiste em acrescentar um zero ao
algarismo 4 e efetuar a divisao 40 por 3. Essa divisao inteira sempre apresen-
tara resto 1, portanto, devemos escrever uma quantidade de casas decimais
conveniente e, na ultima representacao decimal, escrever a fragao % [15].

A1) = 3(2) =40+ 3 — 13(0)3(1)3(2)%(3)

A notagao apresentada por Stevin em “de Thiende”’foi um importante
avanco na representacao dos nimeros, pois além de popularizar o uso das
fracoes decimais, foi a primeira vez que as fragoes puderam ser representadas
em uma forma decimal. Ao longo dos anos, outras notacoes para represen-
tar fracoes em forma decimal surgiram, mas rapidamente caiam em desuso,
até a consolidagao da notagao atual usando virgula (ou ponto) nos nimeros
decimais. Essa notagao geralmente é associada a John Napier (1550-1617),
pois exigia seu emprego em sua obra, embora nao haja consenso entre os his-
toriadores da matematica sobre quem foi o primeiro a utilizar tal notagao [14].
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Capitulo 9

Numeros Irracionais

Os numeros irracionais como sao conhecidos atualmente e sua repre-
sentagao decimal em dizimas nao peridédicas sao uma construgao recente na
matematica, datando do final do século XIX para o inicio do século X X.
No entanto, sabe-se que desde tempos remotos os matematicos precisaram
lidar com conceitos relacionados aos ntimeros irracionais como a ideia de
incomensurabilidade por exemplo [18].

E comum encontrarmos citacoes a escola pitagorica e os estudos sobre
a diagonal do quadrado, remontando a Grécia do século VI a.C., quando
procuramos sobre a descoberta dos ntimeros irracionais. Também é muito
recorrente encontrarmos afirmacgoes sobre uma crise na matematica daquela
época ocasionada pela descoberta de tais nimeros. Na verdade, como vere-
mos a seguir, ao longo da historia, os irracionais foram tratados como se nao
fossem numeros, porém necessarios nas solucoes de problemas especificos.

Uma das historias mais conhecidas sobre a descoberta dos ntimeros irra-
cionais diz respeito ao calculo da medida da diagonal do quadrado cujo lado
possui medida igual a uma unidade. De acordo com o famoso teorema de
Pitégoras, o valor da medida de tal diagonal deve ser v/2, um valor até entao
desconhecido. Supoe-se, entao, que tal nimero seja da forma p/q, com p e ¢q
inteiros, primos entre si. Entao:

\/§:§:>q\/§:p=>q22:p2

Logo, p? é par, e portanto, p também deve ser par, isto é, p = 2k para
algum k inteiro. Entao:

p2 = (2k)2 = 2q2 = 4k% = 2q2 = 2k% = q2

Logo, ¢* é par, e portanto, ¢ também deve ser par, mas isto é absurdo,
pois estamos supondo p e ¢ primos entre si, portanto nao podem ser ambos
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divisiveis por 2. Logo, o valor v/2 nio pode ser expresso como uma razao entre
dois niimeros inteiros. E assim os Pitagéricos descobriram que a razao entre
o lado de um quadrado e sua diagonal nem sempre podera ser expressa por
uma razao entre inteiros, sendo tais segmentos chamados de incomensuraveis
e tal razdo, de irracional [17].

Apesar da descoberta da demonstracao anterior ser constantemente credi-
tada a escola Pitagorica, nao se tem certeza sobre a relagao entre o teorema de
Pitagoras e a descoberta da incomensurabilidade, pois os chineses ja conhe-
ciam o teorema antes e nao concluiram a existéncia de ntimeros irracionais.
Além disso, trabalhos produzidos no inicio do século X X consolidaram a
crenca de que essa descoberta pela escola Pitagérica causou um escandalo
l6gico na matematica da época, sendo esse novo conhecimento mantido em
segredo e alvo de tentativas de descredibiliza¢ao durante muito tempo (Em-
bora haja controversas - ver 720000 Léguas Matematicas, Colecao Ciéncia
e Cultura, A.K. Dewdney). Alguns relatos sobre a descoberta da incomen-
surabilidade que a atribuem ao pitagérico Hipaso de Metaponto dizem que
ele foi expulso da escola Pitagérica e condenado a morte (relatos esses de
veracidade pouco provavel).

O que se sabe na verdade, é que a descoberta da incomensurabilidade
significou o surgimento de novos estudos, descobertas e desenvolvimentos na
matematica. Como vimos anteriormente, a matematica da escola Pitagérica
era essencialmente material e nao abstrata. Portanto, acredita-se que a desco-
berta da incomensurabilidade aconteceu no campo da geometria, relacionada
a possibilidade de relacionar grandezas como a razao entre niimeros inteiros.

Com a expansdo do Império Arabe, vérios conhecimentos de outras cul-
turas foram absorvidos pela ciéncia desse povo, incluindo as descobertas so-
bre incomensurabilidade. Assim, os Arabes ja admitiam numeros irracionais
como solugao de equacoes. Tais nimeros foram traduzidos do grego “alo-
gos’ (que significa “sem razao”, mas também pode ter o sentido de “inex-
primiveis”) como “mudos”para os drabes, e ficaram conhecidos nas versoes
latinas das traducoes arabes como “surdos”.

Com a traducao dos trabalhos gregos pelos arabes, muitos conhecimen-
tos foram difundidos pela Europa. Durante o século XVI, os irracionais
apareciam frequentemente como solucao de equagoes, e eram expressos por
aproximacoes de somas infinitas. Por exemplo, para representar a raiz da
equacao z2 = 2 (que hoje é escrita como \/5), Bombeli propos seguinte apro-
ximacgao:
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Bombeli sabia que a raiz da equacao deveria ser um valor entre 1 e 2,
portanto, representando a raiz da equagao por x (utilizaremos as notagoes
e manipulagoes algébricas atuais para apresentar as ideias da resolucao do
problema para facilitar a compreensao do leitor) pode-se escrever x = 1 +
(x — 1), isto é, a raiz pode ser representada pela unidade mais a diferenca
entre esse valor e 1. Além disso,

1
= 1
1 x 4+

?=2=r-1=2-1=@+)z-1)=1=
I‘_

Entao,

=z+l=14+@-1)+1=2+(z—-1)

r—1
= 1 1
r—1=—
24+ (x—-1)
Substituindo o valor de x — 1 no denominador infinitamente temos:
1 1 1
24+ (x—1) 245 2t

24+

Assim, a raiz da equacao é dada por:

r=14—

24 —1
2+ 51—

No entanto, ainda nao havia uma definicao precisa sobre tais ntimeros.
Na verdade, sequer havia a certeza se poderiam ser considerados nimeros [2].
Durante muito tempo, na Idade Média pelos arabes e na Europa durante o
Renascimento e até o século XV 111, os nimeros irracionais foram percebidos
CcOmo necessarios, mas, ao mesmo tempo, nao eram vistos como numeros;
apenas aceitava-se a possibilidade de manipula-los da mesma maneira que os
irracionais [18]. No entanto, aos pouco, novos desenvolvimentos a respeito
dos irracionais foram surgindo.

Com a publicacao da obra de Simon Stevin, “De Thiende’, em 1585,
e a popularizacao de sua notacao decimal para representar fragoes deci-
mais (apresentada no capitulo anterior), surgiu a possibilidade de aproximar
os irracionais pelos racionais de maneira mais evidente, visto que, com a
notacao de Stevin, podemos acrescentar casas decimais em um nimero es-
crito nessa notacao. Com o desenvolvimento da representacao decimal com
uso de virgula, aparece a ideia de que entre dois ntimeros quaisquer pode-se
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encontrar um terceiro, aumentando o nimero de casa decimais [2]. A re-
presentacao decimal foi fundamental para a aceitacao dos irracionais como
nimeros.

Utilizando a notacao atual, definimos um nimero racional como todo
niumero que pode ser representado por uma fragao ¢, com a e b inteiros, com
b # 0. A representagao decimal desses niimeros, também utilizando a notagao
atual, é finita se e somente se b possui apenas 2 e 5 como fatores primos. Caso
contrario, a representacao decimal sera periddica infinita, isto €, da primeira
casa decimal até a casa decimal de ordem n, para n tao grande quanto se
queira, obtemos um bloco que se repete apds a virgula na representacao
decimal do ntimero, infinitamente. Tal representacao é chamada atualmente
de dizima periédica. Cabe também ressaltar o caso das dizimas peridédicas
compostas, que sao as representacoes decimais periddicas infinitas de nimeros
racionais, que possuem uma parte nao-periodica. Nesses casos, os blocos que
se repetem iniciam a partir da k-ésima casa decimal, para algum k inteiro,
k > 1. Em suma, um nimero é racional se, e somente se, sua representacao
decimal é finita ou infinita periddica [18].

Assim, pela definicao anterior e pela analise feita anteriormente sobre a
descoberta e o desenvolvimento dos nimeros irracionais ao longo da historia
na matematica, podemos concluir que a representacao decimal de um ntimero
irracional deve ser infinita e nao periddica. Tais representacoes sao conhe-
cidas atualmente como dizimas nao peridédicas. Isto nos leva as defini¢oes
atuais mais comuns dos numeros irracionais: “sao nimeros que nao podem
ser representados como fracoes de inteiros”; “sao niimeros cuja representacao
decimal é infinita e nao-periddica”; “sao nimeros reais que nao sao racio-
nais” [18].

E interessante observar que, mesmo atualmente existindo varias defini¢oes
para os numeros irracionais, tais nimeros ainda sao definidos pelo que néao
sao; embora finalmente sejam tratados como nimeros e nao mais como va-
lores a serem negados, os irracionais ainda sao definidos por nao se encaixar
na definicao de outros niimeros mais conhecidos, e nao por suas proprias ca-
racteristicas. Uma grande evidéncia desse fato é a representacao do conjunto
dos irracionais feita por alguns autores como a diferenga entre o simbolo
que representa os reais e o simbolo que representa o conjunto dos nimeros
racionais (ver figura 9.1).

R-Q

(13

Tal simbologia corresponde a definicao dos irracionais como “ nimeros
reais que naos sao racionais”, uma definicao mais utilizada na matematica
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Figura 9.1: Simbolo do conjunto dos ntimeros irracionais utilizado por alguns
autores, representando o conjunto dos irracionais como a diferenca entre o
conjunto dos nimeros reais e o conjunto dos niimeros racionais.

mais avancada, mas que gera uma circularidade que acaba por nao definir
satisfatoriamente nem os reais nem os irracionais:

O que sao numeros irracionais? — Sao nimeros reais que nao sao racio-
nais — O que sao numeros reais?’ — E a unido dos nimeros racionais com
os numeros irracionais — O que sdo ndimeros irracionais? [18]

Para evitar tal circularidade, e também para conferir um aspecto mais ri-

goroso, veremos a seguir alguns procedimentos para definir os ntimeros reais
sem mencionar os irracionais.
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Capitulo 10

Numeros Reais

Com o século XX veio a consolidacao do rigor matemaético e o estabele-
cimento da matematica “pura”. Alguns matematicos perceberam entao a ne-
cessidade de definir os nimeros de maneira mais rigorosa. Naquele momento
histérico, ocorreu o surgimento e aprofundamento de diversos problemas so-
bre funcoes, limites, derivadas de curvas, convergéncias de séries e, princi-
palmente, distribuicao de ntimeros reais na reta numérica, que motivaram o
questionamento sobre a defini¢ao, com rigor, do conjunto dos nimeros reais
e suas propriedades, para que os estudos sobre novos assuntos e problemas
matematicos emergentes pudesse evoluir. Até entao, nao havia preocupacao
com tal definicao, pois, de modo geral, acreditava-se que a reta contivesse
todos os numeros reais, isto é, os niimeros reais eram considerados dados.

Como exemplo, podemos citar Cantor, que a partir de 1870 trabalhou
com o problema das séries de Fourier, investigando a série trigonométrica.
Em determinado momento, Cantor percebeu a necessidade de descrever os
numeros reais de maneira mais meticulosa e detalhada, sem considerar tais
nimeros simplesmente dados como pontos da reta, para seu trabalho avancar.
Também podemos citar Dedekind que, no mesmo periodo em que Cantor pu-
blicou seu trabalho sobre esse assunto, refletiu sobre a necessidade de estudar
mais a fundo os niimero reais. Foi o estudo aritmético de Dedekind sobre a
caracterizagao da continuidade que levou a proposicao dos famosos “cortes de
Dedekind” que proporcionam uma construgao formal e rigorosa do conjunto
dos numeros reais [2].

A concretizagao de uma defini¢ao rigorosa do conjunto dos niimeros reais
no século X7X veio com Cantor pelas sequéncias de Cauchy, apresentando
uma construcgao algébrica desse conjunto, e com Dedekind, apresentando uma
construcao mais voltada para a teoria dos conjuntos, via cortes de Dedekind.
A seguir apresentaremos as duas construgoes do conjunto dos ntimeros reais
supracitadas.
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10.1 Sequéncias de Cauchy

Uma sequéncia de Cauchy é uma sequéncia de nimeros racionais (x,),
tais que, Ve > 0, Ing € N; Vm,n > nyg, |z, — x| < € [21]. Isto é, na sequéncia
de Cauchy a distancia entre os termos x,, € x,, para m e n suficientemente
grandes, é tdo pequena quanto se queira [18].

A ideia da construcao dos numeros reais por sequéncias de Cauchy esta
em observar que um numero real qualquer pode ser escrito, em sua forma
decimal, como uma expressao da forma:

d:a07(l1a2a3... (loGNeOSCLH_ng;CLH_lGN

Por exemplo, v/2 = 1,414235 ... ou % = 0,333.... Mais ainda, podemos
dizer que um numero real pode ser expresso pela expressao:

aq a9 as
d—a0+1—0—|—1—()2—|—1—03 0§CL¢+1§9€CLO€N
Assim, cada expressao finita z,, = ag + {5 + 1 + 105 - - + 1w serd uma

aproximacao finita de d cada vez melhor, quanto maior for o valor de m [18].
Por exemplo, a sequéncia racional (z,,) a seguir é uma sequéncia de Cau-
chy que aproxima-se de v/2:

4
=1t
4 1
TR T2
4 1 4
ty3=14+—+-——+ —

10 102 103

L

o= > 0,m,n € N, temos

De fato, se m > n, tomando € =

B 4 1 an, Am
xm—1+ﬁ+1_02+"'+ﬁ+"'+10_m
(§]

B 4 1 an,
Tn +1—O+1—02+ +W
Qp+1 Am

|Tm — 2| = 10n+1 +10_m
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1 An2 Am
o 10n+1 ]_0 + + ]_Om—n—l
Como 0 < an+1+a"+2—|—-~-+10m T 1‘ < 10, VO < a; <9, a; € N,

n+1<i<meVn2>0,néecN, temos:

Gp41 +

[¢779)) (07%%% 1 An42 am
nt =g T Jgmmnnt | S T TR T
= — L e L L
an PP - — =€
1on+ [T 0 1om-—n—1] ~ 10n

Isto é, para m e n suficientemente grandes, a distancia entre os termos
Tm € T, é cada vez menor, portanto a sequéncia (z,,) é de Cauchy. Além
disso, a sequéncia estd aproximando 1,414235... (notacao decimal de \/5)
[18].

Para aproximar através de sequéncias de Cauchy nimeros racionais com
forma decimal finita é trivial, porém, esta ferramenta é muito ttil para definir
nimeros racionais com forma decimal infinita periddica e, principalmente, os
nimeros irracionais. Assim, podemos definir (definigao esta dada por Cantor)
o conjunto dos nimeros reais em termos de sequéncias de Cauchy da seguinte
maneira:

“Numero real é o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy em Q que o
aproxzimam”[21].

Para uma demonstragao mais abrangente sobre a formagao do conjunto
dos numeros reais em termos de sequéncias de Cauchy, utilizando lingua-
gem de teoria dos conjuntos, e demonstrando que o conjunto de todas as
sequéncias de Cauchy forma um corpo ordenado completo, indicamos [21].

10.2 Cortes de Dedekind

Antes mesmo de haver uma definicao rigorosa dos ntimeros reais, as fer-
ramentas de calculo como infinitesimal e diferencial, ja eram amplamente
utilizadas, sem preocupagao com o rigor de suas bases:

“Durante o século XVIII, o cdlculo ascendeu a condi¢cao de método essen-
ctal para a aplicacao da matemdtica ao conhecimento da natureza e tornou-
se um conjunto de técnicas extremamente flexivel. Mas os fundamentos nao
eram nada claros, como vdrios autores apontam. O cdlculo do século XVII
fez uso de mogoes como infinitesimal, quantidade evanescente, diferencial,
que careciam totalmente de fundamento adequado”[19].
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Em um panfleto publicado em 1872, Dedekind observa que o calculo di-
ferencial frequentemente trata com quantidades continuas, mas essa conti-
nuidade, até entao, nunca havia sido explicada ou explorada. Foi a partir
desses questionamentos sobre o tratamento que o calculo diferencial e a ma-
tematica da época lidavam com a continuidade de curvas e quantidades que
ele comecou fazer um estudo aritmético da continuidade, que levou a ela-
boragao dos “Cortes de Dedekind”. Ao comparar os niimeros racionais com
os pontos da reta, notou que havia mais pontos na reta que racionais. Ele
percebeu entao que era necessario “completar”os racionais para formar um
conjunto continuo tal como a reta. Como a continuidade dos reais era vista
como um dado, nao havia até entao um questionamento sobre a necessidade
de explorar esse problema. Foi Dedekind que trouxe a luz a visao da conti-
nuidade como um problema a ser resolvido, e nao um dado, no século XI1.X
[2].

Estudando a fundo sobre a relacao de ordem dos racionais e verdades
tidas como obvias sobre esses numeros, Dedekind percebeu que um racional
p qualquer divide os racionais em duas classes, A e B, com A contendo todos
os nuimeros menores que p e B contendo os nimeros maiores que p [2]|. Foi a
partir dessa percepcao que surgiu a ideia dos ”cortes de Dedekind”, através
dos quais é possivel ”completar”os racionais, definindo com rigor matematico
adequado o conjunto dos niimeros reais, conforme Dedekind queria.

A seguir, apresentaremos véarias defini¢coes e teoremas encontrados em
[23], que definem o conjunto dos nimeros reais como um corpo ordenado
completo. Em [23], no entanto, ndo estao explicitados detalhadamente to-
dos os teoremas. No presente trabalho, apresentaremos as demonstragoes de
todos esses teoremas, tornando esse capitulo o que possui maior rigor ma-
tematico e exigindo do leitor algum dominio de demonstracoes analiticas e
teoria dos conjuntos. Claro que nao é esperado do professor do ensino basico
apresentar tais demonstracoes integralmente aos seus alunos, mas, como men-
cionado na introducao do trabalho, espera-se que tal conhecimento seja mais
um artificio para o professor considerar na elaboracao de suas aulas.

Admitiremos conhecida a aritmética dos racionais: A soma, a diferenca,
o produto e o quociente de dois racionais quaisquer sao racionais (excluindo
a divisdo por zero). Sao vilidas as leis comutativa, associativa e distributiva
e a relagao de ordem < definida para os racionais, e suas propriedades: se p
e ¢ sao racionais quaisquer, valem

l. p=qoup<qouq<np,
2.p<qgeq<r=p<r,

3.p>0eq>0=p+qg>0epg>0.
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Se A é um conjunto qualquer, escreveremos x € A para indicar que x é um
elemento de A. Se x ndo é um elemento de A, escrevemos x ¢ A. o conjunto
que nao contém nenhum elemento é chamado conjunto vazio (denotado por
(), Se um conjunto contém pelo menos um elemento, ele nao é vazio.

Definicao .1. [23] Corte
Diz-se que um conjunto « de niumeros racionais € um corte se:

1. «a contém pelo menos um racional, mas nao contém todos.
2. Sep € aeq<p (qracional), entio q € .
3. Em « nao existe racional maximo.

Teorema .1. Sep € o e q ¢ «, entao p < q

Demonstragao. Suponha que ¢ < p, tal que p € v e g ¢ a. Se ¢ = p, como
p € «, q € «, o que contradiz a hipétese ¢ ¢ a. Se ¢ < p, do item 2 da
defini¢do .1, ¢ € «, o que também contradiz a hipdtese ¢ ¢ «. Portanto,
p<q

m

Teorema .2. Seja r um numero racional e o o conjunto de todos o0s racionais
p tais que p < r. Entdo o € um corte e r é a menor cota superior de .

Demonstracao. Para provar que « é corte, devemos provar que « satisfaz as
condicoes da definicao .1.

1. Como existe p racional tal que p < r, a é nao vazio e também nao
contém todos os racionais.

2. Sep € aeq<p,entao q < r. Portanto, q € «.

3. Seja p < r. Entao,
p+r

Zp<p+r=p< 5

e também,

+r
p—|—7’<2r:>pT<r

+ s pt
Logo, p < 55* < r. Entao, 5+ € a.

Estd provado que a é corte. Como 7 ¢ « (pois nao é possivel ocorrer
r < r), pela defini¢ao de «, se tomarmos qualquer ¢ tal que p < ¢ <
com p € «, temos ¢ € a. Como ja provamos que « é um corte, existe
racional ¢ em « tal que ¢ < ¢, logo, ¢ nao pode ser cota superior de a.
Portanto, r é a menor cota superior de «.
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]

Definicao .2. [23] Corte Racional

O conjunto de todos os racionais p tais que p < r, tal que r € um racional
qualquer (que é um corte, de acordo com o teorema .2), é chamado de corte
racional.

Definicao .3. [23] Relagdes de ordem
Sejam « e B cortes. Entao:

ea=0sepeEa=pefeqef=qc

e a < [ se existe racional p tal quep € B ep ¢ «

a<pfsea=pFea<f

a>fsef<a

e 0* € o conjunto de todos os racionais p tais que p < 0 (0* € corte
racional de acordo com o teorema .2).

e n* € o conjunto de todos os racionais p tais que p < n, para n racional
(n* € corte racional de acordo com o teorema .2).

o Se > 0%, dizemos que a € positivo.
o Se o> 0%, dizemos que a nao € negativo.
o Se a < 0%, dizemos que o € negativo.
o Se a < 0% dizemos que o nao € positivo.
Teorema .3. Sejam « e B cortes. Entao o= oua < oua > (3

Demonstracao. Se o = 3, entao Vp € a,p € e Vg € B,€ a. Isto é, nao
existe p € a tal que p ¢ B (o que exclui @ > [3) e nao existe ¢ € f tal que
q ¢ « (o que exclui a < ).

Suponha « # 5. Entao existe p € a e p ¢ 5 ou existe ¢ € e q ¢ «. Isto
é,a< Poua>p.

Suponha que vale « < f e a > . Entao, dp € f;p ¢ a e Ig € a;q ¢ B.

Como p € e q ¢ B, pelo teorema .1, p < ¢q. Analogamente, ¢ € « e
p ¢ « implica g < p, gerando uma contradigdo. Portanto, apenas uma das
afirmagoes o = 3, a < 8, a > [ ocorre.

]

Teorema .4. Sejam «, (5, v cortes. Se a < 3 e f <y entao o < 7.
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Demonstragao. Como « < [3, entao existe p racional tal que p € f e p ¢ a.
Como f < 7, entao existe ¢ racional tal que g € v e ¢ ¢ (. Pelo teorema .1,
peEBeqéd f=p<gq Comop¢a,temosq¢ f=q>p=q¢ o Entao
existe g racional tal que ¢ € v e ¢ ¢ «, isto é, a < 7.

m

Teorema .5. Sejam «, B cortes. Seja v o conjunto de todos os racionais r
tais quer =p+q, comp € « e q € B. Entao, vy € corte.

Demonstracao. Para provar que v é corte, devemos provar que « satisfaz as
condicoes da definigao .1.

1. Como a e (8 sao cortes, existe racional r =p+qtalquep € ae q € 3,
portanto v nao pode ser vazio. Da mesma maneira, v nao contém todos
os racionais, pois existe racional ' = s+ ¢, tal que s ¢ ae t ¢ 3, isto

é,r' ¢ .

2. Sejar € v, s <r, sracional. Entao, r =p+¢q,p€ aeqée . Sejat
racional tal que s =t +¢q. Entao, s<r=t4+q<p+q=1t<p.
Pelo item 2 da definicao de cortes, temos: p € aet < p =1 € a.
Portanto, s =t+q,t € aeqe = s €, istoé,r € yes <r=se .

3. 8¢jarey,r=p+gq talquep € aeqe . Comop € aeaé
corte, existe racional s € « tal que s > p. Como s € a e q € 3, entao
s+q€~. Entao, s >p=s+q>p+q=s+qg>r,s+qgeEyerc,
isto é, r nao é racional maximo em 7y

Portanto, v é corte. O

Definicao .4. [23] Soma de cortes
O corte v do teorema .5 € definido como a soma dos cortes o e 3, e serd
denotado como o + 3

Teorema .6. Sejam «, 5 ey cortes. Entao:
1. a+ =0+«
2. (a+pB)+v=a+(B+7)
3. a+0" =«

Demonstracao. 1. Sejap e aeq e B. Entao, p+q € a+peq+p € B+a.
Pela comutatividade dos racionais, temos p+q¢=qg+p = p+q € f+«
eq+p=p+qg=q+pca+p.

Portanto, a + 8 = + a.
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2. Sejap € a,q€ fer € Entao, (p+q)+7 € (a+8)+7e
p+(q+r) € a+ (8+7). Pela associatividade dos racionais, temos
P+a)+r=p+lg+tr)=p@+tg+rea+(B+r)ep+(¢g+r)=
p+q)+r=(a+p6)+~.

Portanto, (o« + ) +v=a+ (8 + 7).

3. Sejar € a+0*. Entao, r =p+qtalquep € aeqe 0". Mas, g € 0" =
q < 0, e pelo item 2 da definicao .1, ¢ < 0 =p+qg<p=p+qE€ q,
istoé,rea+0"=reca.

Seja r € a. Seja s > r (s racional) tal que s € a. Seja ¢ = r — s.
Entao, r<s=r—s<0=¢<0,isto é, ¢ € 0*.
Mas,g=r—s=r=s+gq, s€aeqec0* Entao, r € a + 0%, isto é,
rea=reca+0".

Portanto, a + 0* = «
m

Teorema .7. Seja o um corte e r > 0 um racional dado. FEntdo ezistem
racionais p, q tais que p € o e q & a, ¢ nao € a menor cota superior de o e

q—p=r
Demonstracao. Seja s racional, s € a. Paran = 0,1,2,3,..., seja s, =
S+ nr.

Observamos que todos os s, sao tais que s,11—s, = (S+m"—|—7“)—(8+nr) =
7, isto é, os intervalos [, S,+1] possuem comprimento igual a r. Entdo existe
um dnico inteiro m tal que s,, € @ e $;,11 ¢ Q.

e Se S;,+1 nao for a menor das cotas superiores de «, consideramos p =
SmE Q€ q=Snus1 & a,etemos ¢ —p = Spi1 — Sm =T

e Se 5,11 for a menor das cotas superiores de «, consideramos p = s, +

ftcaeq=5Sn+5¢a,etemos ¢q—p=(Sms1+5)— (sm+5) =7

m
Teorema .8. Seja a um corte. Eziste um unico corte B tal que o + [ = 0F
Demonstracao. Provaremos primeiro a unicidade de f3.

e Unicidade:

Suponha que existem cortes 31 e 35 tais que a+ 51 = 0% e a+ [y = 0*.
Entao,

Br=0+p=(@+f)+p=a+ (Bt p) =a+(f+p)=
(@+B1) +B=0"+ 5y =B
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o Existéncia:

Seja [ o conjunto de todos os racionais p tais que —p é uma cota supe-
rior de o (portanto, —p ¢ «), mas nao é a menor das cotas superiores
de . Vamos provar que (3 é corte:

1. 0 # B # Q é trivial: de fato, como « é corte, existem racionais
p tais que —p é uma cota superior de a mas nao a menor (o que
significa 8 # () e existem racionais ¢ tais que —g nao é cota
superior de & ou —¢q é a menor das cotas superiores de a (o que
significa 5 # Q).

2. Sep € Beq<p(qracional), entdo, —p < —g, tal que —p é uma
cota superior nao minima de « (por definicao de ). Logo, —q é
uma cota superior de «, mas nao a menor das cotas superiores de
«. Portanto, q € .

3. Para qualquer p € 3, —p é uma cota superior de «, mas nao a
menor. Entao, existe racional ¢ tal que —g < —p, com —q ¢ a.

r= ’%. Como —q < —p, temos:

Seja
—q<-Pp=>p<q=>ptq<qtq=p+q<2¢=>Ei<qg=>
r<q=-—q<-r

e também,
—q<-p=>p<qg=>p+p<ptq=2p<p+qg=>p< =
p<r=—1r<-—p.

Ou seja, —q < —r < —p, com —q ¢ «, isto é, —r é uma cota supe-
rior de «, mas nao é a menor das cotas superiores de «, portanto,
r € . Como —r < —p = r > p, [ nao possui racional maximo.

Esta provado que [ é corte.

Suponha p € a+ . Entao, p=q+r,q € aer e . Mas,r e =
—ré¢a=q<-r=qg+r<0=pecl-

Suponha p € 0*. Entao, p < 0. Mas, p < 0= —p > 0.

Pelo teorema .7, existem racionais ¢ € aw e r ¢ « (onde r ndo é a menor
cota superior de «), tais que r — ¢ = —p. Entao r é cota superior de «
mas nao ¢ a menor cota superior de a.. Logo, —r € [3.

Comor—q=—p,temos —p=r—q=p=q—r=q+(-r),g€ae
—rep. Istoé, pea+p.

Portanto, a + g = 0*.
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Definicao .5. [23] Simétrico (Inverso Aditivo)
O corte B do teorema .8 € definido como o simétrico (ou inverso aditivo)
de o e serd denotado como —a.

Teorema .9. Quaisquer que sejam os cortes o, 3 e v, se < v entao
a+pf<a+n.

Demonstracao. Se § < =, por definicao, existe racional r tal que r € v e
r ¢ 5. Entdao, Vp € a, p+1 € a+ 7.
Como r ¢ (3, entdao p+r ¢ o+ (. Entao, existe racional s = p + r tal
que sea+yes¢a+f. Istoé, a+ < a+7.
O

Teorema .10. Sejam « e B cortes. Fxiste um unico corte v tal que a4~ =

Demonstragao. Seja o corte v = S+ (—a). Entao, a+v =a+(8+(—a)) =
at((—)+0)=(a+(-a)+=0+F=0
Agora provaremos a unicidade do corte 7.
Sejam os cortes 1 e v, tais que a +v; = a + 2 = 5. Entao,
Nn=04+n=((-a)+a)+mn=(-a)+(a+m)=(-a)+(a+) =
((—a) +a)+ 72 =0"+72 = 7.
O

Definigao .6. [23]
O corte v do teorema .10 serd denotado por B — a.

Observamos que os teoremas .5, .6 e .8 garantem que o conjunto dos cortes
¢ um grupo comutativo em relagao a operagao de adicao definida para cortes.

Os teoremas a seguir, vao definir a operacao da multiplicacao para cortes
e mostrar que o conjunto dos cortes satisfaz as propriedades da defini¢ao de
corpo.

Teorema .11. Sejam « e (B cortes, tais que a« > 0* e f > 0*. Seja v o
congunto de todos os racionais negativos e de todos os racionais r tais que:
r=pq, compea,qefB,p>0eq>0.
Entao v € corte.

Demonstracao. Vamos provar que v satisfaz as condigoes da definigao .1:

1. Por definicao, v claramente nao pode ser vazio. E como « e [ sao
cortes, existem racionais s ¢ o et ¢ [, tais que s > 0 et > 0 de
maneira que st ¢ 7.

2. Sejar € vy e s <r (s racional).
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e r<0=s5<0= s &, por definicao de 7.

e Sejar > 0. Entao, r=pg,compea,qe B, p>0eq>0.
Seja t racional tal que s = tq. Se t < 0, entao tqg = s < 0 < r, isto
é, s € v, por defini¢ao de .
Set>0,temos s <r=1tg<pqg=1t<p=1¢c a Entao, s =1q,
tea,gefB,t>0eq>0,isto é, s €.

3. Seja r racional tal que r € 7.

e Se r < 0, existe s € « tal que s > r, por definigdo de v (v
contém todos os racionais negativos, e se r = 0, como r € 7,
obrigatoriamente temos v > 0%, entao existe s € v, tal que s >
0=r).

e Sejar > 0. Entao, r=pg,comp e a,qge B, p>0eq>0.

Logo, como « é corte, Vp € a, p > 0, existe s € « tal que s > p.
Como ¢ > 0, temos,

S>p=-8q¢>pq=r.
Comoseceaeqe 3,s>0eq>0,entao sq € v. Portanto, v nao
possui racional maximo.

Portanto, v é corte.

Definicao .7. [23] Mddulo (ou Valor absoluto) de Cortes
Qo , sea > 0*
ol = .
—a ,sea<(

Definigao .8. [23] Multiplicagdo de Cortes Sejam « e [ cortes.

la| 8] ,sea<0*ef <0
af =< —(laf|B]) ,sea>0"ef <0
—(la|B]) , sea<0*eB>0°

Sea>0"ef >0 af € definido como o corte vy do teorema .11.

Agora que ja foi definida a operacao de multiplicacao de cortes, podemos
enunciar o seguinte corolario para o teorema .11:

Corolario .1. a > 0" e > 0" = af > 0*
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Demonstracao. Suponha que aff < 0*. Entao existe racional r € 0* tal que
r ¢ af, isto é, existe racional r < 0 tal que r ¢ «aff, o que contradiz a
definicao de af no teorema .11.

[]

Os préximos teoremas a serem provados garantem a validade de algumas
propriedades conhecidas dos racionais para cortes. Para provar tais teoremas
precisaremos dos seguintes lemas:

Lema .1. Seja a um corte qualquer. Entdao:
e a=0"<(—a)=0"
e 0> 0" (—a)<0*
e a>0"< (—a) <0
Demonstracao. e Se a = 0%, pelo teorema .6, temos:

a+(—a)=0"=0"+(—a)=(—a)+ 0" =0"= (—a) = 0".

Analogamente, se (—a) = 0%, temos o = 0*.
e Se a > 0%, entado existe p racional, p € e p ¢ 0*. Como, p ¢ 0%, entao
p = 0.

Suponha (—a) > 0*. Entao existe ¢ racional, ¢ € (—a) e ¢ ¢ 0*. Como,
q ¢ 0%, entdo q > 0.

Logo, p+q € a+(—a), isto é, p+q € 0*. Entao, p+¢ < 0, contradizendo
p>0eq>0=p+q=>0.

Portanto, (—a) < 0* (Sabemos pelo item anterior que (—a) = 0" <
a=0").

Se (—a) < 0*, entao existe s racional, s € 0* e s ¢ (—«). Como, s € 0*,
entao s < 0.

Suponha «a < 0*. Entao existe r racional, r € 0* e r ¢ . Como, r € 0*,
entao r < 0.

Logo, r+s ¢ a+(—a), isto é, r+s ¢ 0*. Entao, r+s > 0, contradizendo
r<les<0=r+s<0.

Portanto, a > 0* (Sabemos pelo item anterior que a = 0* < (—a) = 0*

).
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e Se a > 0%, entao a > 0" ou a = 0*. Logo, pelos itens anteriores,
(—a) < 0% ou (—a) = 0%, isto é, (—a) < 0*. Analogamente, se (—a) <
0* temos o > 0*.

[
Lema .2. Sejam o um corte qualquer. Entao:
1. |a] > 0*
2. la| =0" < a=0*
Demonstragao. 1. Pela defini¢ao .7, se o > 0%, entao o] = o > 0* e se

a < 0% |a| = —a > 0*, de acordo com o lema .1.

2. Pela defini¢ao .7, a = 0* = |a| = a = 0*.

Seja |a| = 0*. Se a > 0%, pela definigao .7, |o| = o > 0*, contradizendo
la] = 0*. Se a < 0%, pela definigao .7, || = —a > 0* de acordo com o
lema .1, contradizendo |a| = 0*. Portanto, a = 0*.

[

Lema .3. Para quaisquer cortes o e 8 temos |a||f| = |af|

Demonstracao. e Se a > 0" e > 0% pela definicao .7, aff = |af|f].
Entao:

|| = [lall ]|

Pelo lema .2, |o| > 0* e |3] > 0*. Pelo corolario .1 |«||5] > 0*. Entao,
pela definigao .7:

8| = [lal|B]] = |allf]

e Se a < 0" e f < 0% pela definigao .8, aff = |a||f|. Entao a prova é
analoga ao caso anterior.

e Sea > 0%e f < 0% pela definigdo .8, af = —(|||f]). Como, de acordo
com o lema .2, |a| > 0* e |3] > 0%, pelo corolério .1, |a||5] > 0%, entao
|a[8] = 0 ou |af|5] > 0.

Pelo lema .1, |a||8] = 0 = —(|af|B]) = 0* e pelo lema .1, |af|3] >
0" = —(|al[B]) < 0. Logo, —(laf|5]) <07

Se —(|a|B]) = 0%, pelo lema .1, |a|B] = 0*. Entao:
[af| = | —=(lal|B])] = [0"] = 0" = || B]
Se —(|a|8]) < 0%, entéo:
[af| = [ = (lal|B)] = = (=(|][B]))
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Pela unicidade do teorema .8, —(—(|c||5])) = |a||B]. Portanto, |«a||5] =
],

e Se a < 0" e B> 0% pela definigao .8, a5 = —(|al|8]). Entao a prova é
analoga ao caso anterior.

O
Lema .4. Para quaisquer cortes a e 8 temos —(a+ ) = (—a) + (—f)
Demonstracao. Pelo teorema .6, temos:
(@+5) + ((=a) + (=) = (a+ (=) + (B +(=5)) = 07
Pela unicidade do teorema .8, —(a + f8) = (—a) + (=)
O

Teorema .12. Sejam « e B cortes. Entao aff = Pa.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao nos seguintes casos:

1. Caso a > 0" e 5 > 0*.

Seja r racional. Se r < 0, pela definicao do produto de cortes, r € a8
er € fa.

Sejar > 0. Ser e afentaor =pg, comp € a,qe B, p>0eq>0.
Mas, pqg = qp € Pa, isto é, r € Sa. Analogamente, se r € Sa entao
reap.

2. Caso a < 0" e < 0"

Por defini¢ao, af = |a||f|. Como, de acordo com o lema .2, |a| > 0* e
|G| > 0%, a demonstracao é andloga ao caso anterior.

3. Casoa > 0*e < 0.

Por definigao, aff = —(|a||8]) e fa = —(|f]|e]). Como, |a] > 0* e
|3 > 0%, pelo primeiro caso provado temos,

aff = —(lal[f]) = =(|Bllal) = fa
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4. Caso a < 0*e 8> 0*.

Por definicao, af = —(|a||f]) e Ba = —(|B||a]). Entao, a demons-
tracao é analoga ao caso anterior.

[l
Teorema .13. Sejam «, B e~y cortes. Entao (af)y = a(f7).

Demonstracao. Vamos dividir a demonstragao deste item nos seguintes casos:

e Casoa>0* B>0"e~y >0".

Por defini¢do, af > 0* e Sy > 0*. Entao, Vr < 0, r € (af)y e
r € a(fy).
Seja r racional, 7 > 0. Se r € (af)y, entdo r = st, com s € aff, t € 7,
s>0et>0. Comoseafes>0entao s =pq, comp € a, q € f,
p>0eq>0. Logo,

r = (pg)t = p(qt).

Isto é, r € a(fv). Analogamente, se r € a(v) entao r € (af)y.

e Casoa < 0", >0"ey >0
De acordo com a defini¢ao .8 e também pelo lema .3:

(@B)y = =(lel[Bl)y = = (Bl

Pelo lema .2 |af| > 0*. Entao, pelo lema .1, —(Jaf|) < 0*. Como
~v > 0*, de acordo com a defini¢ao .8:

—(lap))y = =l = (JaBDIV]] = =[laBl]]

Pelos lemas .3 e .2 e pelo item anterior temos:

=[(asDIv] = =[(ellBD I = =llal(8lIvD] = =llal5]]

Pelo corolario .1, Sy > 0*. Como « < 0%, temos pela definicao .8:

—[lal|84] = a(8y)
Isto é, (af)y = a(B7).
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e Casoa > 0", < 0" ey >0

Analogamente ao modo como foi provado que (af3)y = —|[|a|(|5]]7])]
no caso anterior, concluimos a mesma igualdade nesse caso.

Pelo lema .2, |3] > 0* e |y| > 0*. Pelo corolério .1, |B||y| > 0*. Pelo
lema .1, —(|B|7) < 0% Logo, | = (I6llv)| = =(=(I8lIv])) = [Bl7]

Entao:
—[lel(1B811vD] = —llell = (BI[7))]]

Como —(|8]|]y]) < 0%, a > 0%, 8 < 0" e v > 0* , temos pela defini¢ao
8&:

—[lel[ = ([BlIYDI] = e =([B]7])) = a(B7)
Isto é, (afB)y = a(fy).

e Casoa > 0", >0"ey <0
De acordo com o lema .3 e as definigoes .7 e .8:

(@B)y = (laf|B)y = (leBl)y = =[(laBDIv]] = =[(lallBD ]

Pelo lema .2 e pelo caso a > 0%, 8 > 0* e v > 0*, temos:
=[(alIBN V] = =lal(s]7])]

Analogamente ao modo como foi provado que —[|«|(|5]|7])] = a(5y)
no caso anterior, concluimos a mesma igualdade nesse caso. Portanto,

(afB)y = a(fy).
e Caso a < 0", B <0* e~y >0~

Como v > 0*, pela definigao .7, v = |y|. Como a < 0* e § < 0*, pela
defini¢do .8, a5 = |a||5]|. Pelo lema .2 e pelo primeiro caso provado
nesse item ((« > 0%, f > 0% e v > 0%), temos:

(@B)y = (laf|BD) I = lal(8]Iv])

Como jd mostrado em um caso anterior, —(|8||v]) < 0* = |—(|5]|7])| =
|8]|7v|. Entao:

| (18]17]) = lell = (151D
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Como a < 0%, —(|8]|v]) < 0*, 8 < 0* e v > 0* pela definigao .8:
[ = (IBIVD] = a(=(1BIIv]) = a(Bv)

Isto &, (aB)y = a(B7).

Caso a < 0", B >0"ey<0".

Como a < 0" e 8 > 0%, pela definigdo .8, af = —(|a||f|). Pelo lema
2, la] > 0% e |B] > 0*. Pelo corolario .1, |a||5] > 0*. Pelo lema .1,

—(laf|8]) < 0% Logo, | = (|elB])] = =(=(lef|B])) = lal[5]. Como

v < 0%, pela definicao .8, temos:
(@B)y = =(el[B])y = | = (lalIBNII7] = (lal|B]) ||

Pelo lema .2 e pelo primeiro caso provado nesse item (o > 0%, 8 > 0*
ey > 0*), temos:

(ledlBDIY] = lel(18]17])

Analogamente ao modo como foi provado que |o|(|5||7]) = a|(67) no
caso anterior, concluimos a mesma igualdade nesse caso. Portanto,

(aB)y = a(By).
Caso a > 0%, < 0" ey < 0"

Analogamente ao modo como foi provado que (af)y = |a|(|5]|v]) no
caso anterior, concluimos a mesma igualdade nesse caso.

Como f < 0* e v < 0*, pela definigao .8, |5||y| = fy. Como a > 0,
pela defini¢do .7, |a| = a. Logo:

|a(18]Iv]) = a(B)

Isto &, (aB)y = a(8Y).

Caso a < 0%, B < 0" ey <0~

Como o < 0" e § < 0*, pela definigao .8, af = |al|]. Pelo lema .2 e
pelo corolario .1, |a||8] > 0*. Como v < 0%, pela defini¢ao .8, temos:

(@B)y = (lal|B)y = =lllallBlIN] = =[(alBD]~I]
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Pelo lema .2 e pelo primeiro caso provado nesse item (o > 0%, 8 > 0*
ey > 0%), temos:

=[(allBDI] = —[lal(BlI7])]

Como ja provado em casos anteriores, |3||y| > 0*. Entao, ||5||v]] =
IB]7]- Como av < 0%, 5 < 0" e v < 0%, pela definigao .8, temos:

=[lal(8lWDI = =llal [I8lI7] = a(lBlIn]) = a(87)

Isto &, (af)y = a(B).

Teorema .14. Seja o um corte qualquer. Entao al* = a.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao do teorema em dois casos:

1. > 0*
Como 1* > 0%, pela defini¢do .7, al* = |a||1*|.

Seja r < 0, r racional. Entao r € a (pois Vr < 0,r € a > 0*) er € al*
(como al* = |a||1*], |a| > 0* e |1*| > 0* pelo lema .2, entdo Vr < 0,
r € al* de acordo com a definigao .8).

Seja r > 0, r racional. Se r € al*, entao r =pq, p>0,g>0,pE a e
q € 1*. Entao:
geEl"=qg<1=pg<p

Logo, pelo item 2 da definicao .1, r € a.

Ser € a, sejap € a, p> 0 tal que p > r. Entao:

r r .
p>r=-<l=-¢€l
p p

Logo, r = pg € al*.

2. a< 0"
Como 1* > 0%, pela defini¢do .8, al* = —(|a||1*]).

Pela defini¢ao .7 e pelo lema .1, |a| = —a > 0*. Logo, pela unicidade
do teorema .8 e pelo caso anterior temos:

al” = —(|af[1"]) = =[(-)1"] = = (=) = @
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]

Teorema .15. Sejam «, B e v cortes. Se 0 < a < B ey > 0%, entao
ay < Bry.

Demonstracao. Se 0* < o < 3, entdo existe ¢ € e ¢ ¢ a, ¢ > 0. Como

~v > 0%, entao existe s € v, s > 0. Entao, pela defini¢ao .8, ¢gs € 57, gs > 0.
Como ¢ ¢ «, entao ¢s ¢ ay.

Ou seja, existe 7 = ¢s racional tal que r € Sy e r ¢ av, isto é, ay < (7.

]

Para provar a propriedade distributiva para cortes, precisamos dos se-
guintes lemas:

Lema .5. Seja a um corte qualquer. Entao, (—1%)a = (—a)

Demonstracao. Pelas definigoes .7 e .8 e pelos teoremas .12 e .14 desse teo-
rema temos:

a>0"e (—1") <0 = (-1a=—(] - 1"||a]) = —(1"a) = —(al”) = —«

e também,
a<0e(=1%) <0 = (=1"a =| - 1*||lo| = 1*(~a) = (—a)1" = —a
]
Lema .6. Sejam o e B cortes. Entio, (—a)8 = o(—B) = —(aB)
Demonstracio. Pelo lema .5 e pelos teoremas .12 e .13, temos:
(—a)B = ((-1"))B = (a(-17))8 = a((=17)B) = a(—P)
E também:
(—a)B = ((-1"))B8 = (-1")(apf) = —(aB)
]

Teorema .16. Sejam «, e~y cortes. Entao a(B+ ) = aff + a.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao deste item nos seguintes casos:
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e Casoa>0", >0"ey>0"

Seja r racional, r < 0.

Seja r € a(B + ). Como r < 0, § < 0. Pela definicio .8, § € af e
5 € a, logo, pela definicao .4, 5§ + § € aff + ay. Como, 5+ 5 =,
r € af+ ay.

Sejar € af+ay. Como B > 0*, pelos teoremas .9 e .6, f+v > 0+~ =
v > 0*. Logo, como a > 0* e r < 0, pela defini¢ao .8, r € a(5 + 7).

Seja r racional, r > 0.

Se r € af + ay, entao pelas definicoes .4 e .8:

r=pq+ps,pEa,qeBscy,p>0,¢g>0s5=>0.

Logo,
7 =pq+ps=p(qg+s).

Isto é, r € a(B + 7).
Analogamente, se r € a8 + ) provamos que r € aff + a.

e Casoa < 0", >0"e~y >0

Como foi mostrado no caso anterior, § > 0*e v > 0* = 8+ v > 0*,
logo, |8+ 7] = B +7. Como a < 0%, pela definigao .8, temos:

a(f +7) = =llallg +~[] = =llal(8 + )]

Pelo lema .2, |a| > 0", e como > 0* = |[f| =f ey > 0" = |y =1,
pelo caso anterior, temos:

—[lal(B +7)] = =[le|B + laly] = =l [8] + [a|7]]
Entao, Pelo lema .4 e pela defini¢cao .8, temos:
=[lal|8] + lalyvl] = [=(a[8D] + [=(lallv)] = aB + ay

Portanto, a(8 +v) = af + ay.
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e Casoa > 0", >0"ey <0

— subcaso 2: S+ v > 0*
Como v < 0%, pelo lema .1, —y > 0*. Como a > 0%, pelo teorema
.15 e pelo lema .5, temos:

B+y>0"=F>—y>0"

= aff > a(—7)

= af > (—ay)

= af +ay>0"
Seja p racional, tal que p < 0. Logo, pela defini¢ao .8, p € a(S+7),
e como af +ay >0 Vp<0,p€ab+ay.
Seja p racional, tal que p > 0. Seja r racional, r = st tal que
sea, tef,s>0et>0. Entao, r € af.

Seja ¢ racional, ¢ < 0 tal que ¢ € ay, 4 € y e r > —q. Fazendo
p=r+q, temos p € aff + av, tal que

o - N q

p—r+Q—st+Q—s(t+;)

Isto é, p € a(B+7). Analogamente, fazendo p = s(t+%), provamos
p € af+ ay.

— subcaso i: 4+ v < 0*
Se B4+ < 0%, pelo lema .1, —(8++) > 0*. Entao, pelas defini¢oes
.8 e .7, temos:

a(B+7) = —[lal|p + 7] = —[a[-(8+7)]
Pelo lema .4, temos:
—la[=(B+ ] = ~[el(=8) + (=)]]
Como 8 > 0% ¢ v < 0%, pelo lema .1, =3 < 0* ¢ —y > 0.

Como, pelo item 1 do teorema .6 e pelo lema .4, (=) + (—f§) =
(=58) + (=v) = —(6 + ) > 0*, temos pelo subcaso i:
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Como a > 0%, = < 0* e v < 0%, pelo item 1 do teorema .6, pela
definicao .7 e pela definicao .8, temos:

—la(=) +a(=p)] = —[e(=f) +a(=7)] = =[= (e[ = 8]) +|e] [7]]
Pelo lema .4,
—[=(ell = BI) + lallyl] = =[=(lall = BD] + [=le7]]

Pela unicidade do teorema .8, pela definicao .7 e pela definicao .8,
temos:

=[=(ell = 8D + [=lallv[] = lall = 8] + [=lallv]] = af + ay

e Casoa > 0", < 0" ey >0

Pelo item 1 do teorema .6, 3+ v = v+ . Portanto, a prova desse caso
¢é analoga a do caso anterior.

e Casoa < 0", 8>0%ey<0*.

— subcaso i: f+ v < 0*
Pelas definigoes .7 e .8 e pelo lema .4:

a(f+7) = lal|f +7] = (=) [= (6 +7)] = (=) [(=5) + (=7)]

Pelo lema .1, —a > 0*, =3 < 0" e —y > 0%, logo, pelo caso
anterior:

(=a)[(=6) + (=7)] = (=) (=F) + (=) (=7)
Pela definigdo .7, temos |o| = —a, |B] = 8 e |y| = —. Entao:
(=a)(=B) + (=) (=) = [l (=[B]) + |l

Pelo lema .6 e pela defini¢ao .8, temos:

| (=18]) + lallv] = =(|ellB]) + lally] = af + ay
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— subcaso i: f 4+ v > 0*

Pelas definicoes .7 e .8:
a(B+7) = —llallf +11l = =[(=a)(B +)]

Pelo lema .1, —a > 0*. Como 8 > 0* e v < 0*, pelo caso ja
provado anteriormente:

—[(=a)(B+7)] = =[(-=)B + ()]
Pela unicidade do teorema .8 e pela definicio .7:
—[(=a)B+(=a)] = —[(=a)B+(=a)(=(=7))] = =[lel|B]+]el (= |¥])]
Pelo lema .6,

—[lal[B] + lal(=ID] = [l 8] + (=l 7]}
Pelo lema.4 e pela unicidade do teorema .8, temos:
—llal[Bl+(=lallyD] = = (1B +[=(=lalv)] = = (lal18]) +al ]
Logo, pela definicio .8:
—(lalB]) + lallyl = aB + ay

e Caso a < 0, B <0* e~y >0~

Pelo item 1 do teorema .6, 5+~ = v+ (. Portanto, a prova desse caso
¢ andloga a do caso anterior.

e Casoa > 0% < 0" ey <0

Como B < 0* e v < 0%, pelo teorema .9, f+~v < 0*+~v = v < 0*.
Entao pela definicao .8, temos:

a(f+7) = ~[lal|B + 7]

Como (8 + v < 0%, pela defini¢ao .7, |5 + 7| = —(8 + ). Entao, pelo
lema .4, temos:

=[lellB + 1] = =lled[= (B + VI = =l [(=5) + (=)]]
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Pelo lema .2, |a| > 0*. Como 8 < 0* e v < 0*, pelo lema .1, —3 > 0% e
—~ > 0*. Entao pelo caso a > 0", § > 0* e v > 0* desse item, temos:

—[a]l(=8) + (=] = =llal(=5) + [a|(=)]

Como f < 0* e v < 0%, pela definigao .7, |3| = —f e |y| = —v. Entao,
Pelo lema .4 e pela definicao .8, temos:

—llel(=B)+a(=7)] = =lla[Bl+|allv]] = [=(lalBDI+[=(lal[y))] = af+ay

Portanto, a(8 + v) = af + a~.

e Caso a < 0", B < 0% ey <0

Como mostrado no caso anterior, § < 0* e v < 0* = f+~v < 0*, entao
I8+~ =—(8+7). Como a < 0%, pela definigao .8, temos:

a(B+7) =lallB+7] = |a|[=(8+7)]
Pelo lema .2, || > 0*. Pelo lema .1, (—=8) > 0* e (=) > 0*. Pela
defini¢ao .7, || = (=p) e |y| = (—v). Entao, pelo lema .4 e pelo caso
a>0% B >0"e~y > 0" desse item, temos:
lal[=(B+7)] = all(=5) + (=)] = el(=5) + |l (=) = [el|B] +|ally|
Logo, pela definigao .8, temos:

8] + ey = af + ay

Portanto, a(8 + v) = af + a~.

O
Teorema .17. Seja o um corte qualquer. Entao a0* = 0*
Demonstracao. Pelos teoremas .6 e .16, temos:
al* = (0" +0%) = al* + a0”
Pela unicidade do teorema .8 e pelo item 3 do teorema .6, a0* = 0*
0
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Teorema .18. Sejam « e S cortes. Se a = 0" ou = 0* entao aff = 0*.

Demonstracao. Para qualquer corte 3, se a« = 0*, pelos teoremas .12 e .17,
af =0*p,= p0* = 0*
Analogamente, para qualquer corte a, se § = 0* entao aff = 0*.
m

Teorema .19. Seja p > 1 um racional dado. Entao, para qualquer corte
a > 0%, existem racionais r e q tais que, v € o, r >0, ¢ ¢ a, ¢ > 0, g nao é
a menor cota superior de a e p = 4.

Demonstracdo. Seja s racional, s € a, s > 0. Paran = 0,1,2,3,..., seja
Sn = s(p").
= : sny1 _ s (spMp _
Observamos que todos os s, sao tais que o T s, s = D
Entéao, existe um tnico inteiro m tal que s, € a e s, 41 ¢ .

e Se S, +1 nao for a menor das cotas superiores de o, consideramos r =

—_ q _ Sm+1 __
smEOzeQ—smHgéa,etemos;—’:—m—p.

e Se S;,+1 for a menor das cotas superiores de «, consideramos r =
Sm(y/P) € ¢ = Sm+1(y/p). Observamos que,

r=5m(y/p) = (sp™)p? = sp™ 7 < sp™t = 54

Isto é, r € a, pois estamos considerando s,,.; como a menor cota
superior de o. Observamos também que:

4= $mi1 (VD) = (sp™)p? = sp™ts > gp™t!

Novamente, por estarmos considerando s,,.1 como a menor cota supe-
rior de «, temos ¢ ¢ «. Entao,

q 3m+1(\/ﬁ) _ Sm41 _

ro Sm(\/P)  Sm

]

Teorema .20. Seja o um corte, a # 0*. Ewiste um unico corte 5 (denotado
por %) tal que af = 1*

Demonstracao. Provaremos primeiro a unicidade de f3.
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e Unicidade:

Suponha que existem cortes 3 e 3y tais que af; = 1* e affy = 1*.
Entao, pelos teoremas .12, .13 e .14:

pr =Bl = 51(0652) = (5104)52 = (0451)52 =178y = 321" = 3

e Existéncia:

Se a < 0%, seja f o conjunto de todos os racionais p < 0 tais que i

¢ uma cota superior de « (portanto, Ilj ¢ «), mas nao é a menor das
cotas superiores de a.

Se a > 0%, seja f o conjunto de todos os racionais r nao positivos
(r <0) e de todos os racionais p > 0 tais que % ¢ uma cota superior de

« (portanto, 117 ¢ «), mas nao é a menor das cotas superiores de «.

Vamos provar que 3 é corte:

1. Tanto para o < 0* quanto para « > 0*, 0 # 8 # Q ¢é trivial: de

fato, como « é corte, existem racionais p tais que 1—1) é uma cota

superior de @ mas nao a menor (o que significa 8 # ) e existem
racionais ¢ tais que é nao é cota superior de o ou % é a menor das
cotas superiores de « (o que significa 5 # Q).

2. Seja p € (B e g racional.
Paraa > 0% seq<p<0,g<0<p,g<0=pouqg=0<np,
por definicao de 3, q € 5.
Assim, para a > 0%, seja 0 < ¢ < p, e para a < 0%, sejag < p < 0.
Entao i < %, tal que % ¢ uma cota superior ndo minima de « (por
defini¢ao de (). Logo, é é uma cota superior de o, mas nao a
menor das cotas superiores de o. Portanto, ¢ € .

3. Seja p € B (se a > 0%, seja p > 0). Entao ]13 é uma cota superior
de o, mas nao a menor. Entao, existe racional ¢ tal que % < 117’
1
com o & .

Seja r = %. Como % < %, temos:

1 1
- < -=p<q
q P

=p+tqg<qg+q
=p+qg<2q

=>—<
9 q
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=r<gq
1 1
= - <=
q r

e também,
1 1
—<-=p<yq
q P
=p+p<ptq

=2p<p+gq

+
=>p<p—2q

=>p<r
1 1
= - < -,
rop

Ou seja, - < L <1 com ! ¢ a,isto é, 1 é uma cota superior de
qa o 14 q oor
«, mas nao ¢ a menor das cotas superiores de «, portanto, r € [3.
Como 1 < L = r > p, B ndo possui racional méximo.
r P ’

Esta provado que [ é corte.

Seja o > 0*. Entao, por definicao de 5, f > 0*.

Suponha p € af. Se p <0, entao p < 1, portanto, p € 1*
Sejap > 0. Entao, p=qr,qea,r €, q¢>0,r>0.
Mas,ref=lda=qg<i=qr<l=pel*
Suponha p € 1*. Se p < 0, entao, pela definicao .8, p € af

Seja p > 0. Entao, 1 > p > 0. Logo, }—17 > 1. Entao, pelo teorema .19,
existem racionais r e ¢ tais que, r € a, r >0, ¢ ¢ o, ¢ > 0, ¢ nao é a
menor cota superior de « e % = 4. Logo,

Como ¢ ¢ a e ¢ nao é a menor cota superior de «, entdo 1¢cp.
q

Portanto, p € af.
Seja a < 0*. Entao, por definicao de 3, 5 < 0*. Logo, pela defini¢ao

8, aff =|a||f|. Como, pela definigdo .7 e pelo lema .1, |a] = —a > 0*
e |f| = =B > 0*, a demonstragao para o caso o < 0* é anédloga ao caso
a > 0"
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Portanto, existe um tnico corte § = 13 tal que af = a% = 1%
O

Teorema .21. Se o # 0%, para cada corte 3 existe um unico corte y (deno-
tado por g) tal que ary = 5.
Demonstragdo. Seja vy =2 = gL
temos:

. Entao, pelos teoremas .12, .13, .14 e .20,

a7 =alp) = a(—f) = (e )f=1"5 = f1° = §

Para provar a unicidade do teorema, suponhamos que existem v, e v, tais
que ay; = avye, = . Entao, pelos teoremas .12, .13 e .14:

1* 1* 1*
= 1* = _— pumy _— = —_— =
=N T (o a ) = (na) a (am) a

1* 1* 1*
p— —_— —_— — p— 1* pr—
(a2) o (120 o 72(04a) Y2 Y2

Teorema .22. Quaisquer que sejam o0s racionais p e q, valem:
1. pr<qg-&p<yq
2.0 +q¢ =p+q)"
3. p*q* = (pa)*

Demonstracgao. 1. Se p < g entdo pela defini¢do .3, p € ¢* e p ¢ p*. Logo,
também pela defini¢ao .3, p* < ¢*.

Se p* < ¢*, entao pela definicao .3, existe racional r tal que r € ¢* e
r ¢ p*. Entao,
req¢-=r<qeré¢p =r>p

Istoé, p<r<qg=p<gq

2. Seja r € p* + ¢*. Entao, pela definicao .4, r = s+1t, s € p* et € q".
Entao,
s<pet<q=s+t<pt+q=re(p+q)
Seja r € (p+ q)*. Entao

r<pt+q=p+q—r>0
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Sejam,

h=p+q—r
B h
S=p—3
t:q—ﬁ
2

Observe que, s < p=sep*et<qg=1tecq". Entao, s+t € p*+ ¢".
Mas.
s+t=p+q—h=p+q—(p+q +r=r
Isto é, r € p* + ¢*. Portanto, p* + ¢* = (p + q)*.
3. Vamos dividir esta prova nos seguintes casos:
Caso p* > 0" e ¢ > 0F
Se p* > 0" e ¢* > 0%, entdao pelo primeiro item desse teorema,

p=>0eq>0. Logo,

p>0eqg>0=pg>0= (pg)*>0"

Seja r racional, r < 0. Entao, pela defini¢ao .8 e por r € (pq)*,
repqter e (pg*.

Seja r racional, r > 0. Se r € p*q*, entao pela definicao .8, r = st,
sep,teq,s>0et>0. Logo,

s<pet<q=st<pqg=re(pg*

Ser € (pqg)*, entdao r < pq. Se pg = 0, entdo r < 0. Logo, r € p*q¢*,
pela defini¢ao .8. Se pg > 0, entao r < pqg = qu <1.
Sejam,
r
h=—0<h<1
prq
s=pVh0<s<p
t=qVh0<t<gq
Observe que, s < p = s € p*et < q =1 € ¢". Entao, pela
definicao .8, st € p*q¢*. Mas,

.
st = pq(Vh)? = pgh = Pa- =1

isto é, r € p*q*. Portanto, p*¢* = (pq)*
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e Casop* < 0"eq" <0
Se p* < 0" e ¢ < 0%, entao pelo primeiro item desse teorema,
p < 0eq<0. Logo,

p<0eqg<0=pg>0=(pqg)* >0

Observe que, para qualquer racional r, pelo pelo primeiro item
desse teorema, r > 0 < r* > 0" er < 0 & r* < 0*. Entao, pela
definicao .7:

r>0=r">0"=r|=r" ="
e também,
r<0=7r"<0" == (-r)" ="
Isto é, |r*| = |r|*. Entao, pela defini¢ao .8:
pq = p"lld"l = lpl"lal”

Como, |p| > 0 e |¢q| > 0 para quaisquer racionais p e ¢, pelo caso
anterior, temos

Ip*[q]* = (|plla])”

Pelo lema .3, como pq > 0, temos
(Ipllg)™ = lpal™ = (pa)*

Isto é, p*q* = (pg)*

e Casop*>0"eq* <0*
Se p* > 0" e ¢* < 0%, entao pelo primeiro item desse teorema,
p>0eq<0. Logo,

p>0eqg<0=pg<0= (pg)* <0*

Como foi observado no caso anterior, para qualquer racional 7,
|r*| = |r|*. Logo, pelas defini¢oes .7 e .8 e pelo primeiro caso
demonstrado nesse item, temos

p'¢" = —(p*llg"]) = =(pl*lgl") = —=(lpql") = —(=(pg)*) = (pg)"

e Casop* < 0"eq*>0"
A prova desse caso é analoga a prova do caso anterior.
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Teorema .23. Se a e 3 sdao cortes e o < (3, entao existe um corte racional
r* tal que a < r* < f3.

Demonstracao. Se a < [, entao, pela definicao .3, existe racional p tal que
pEPepéda.

Seja r € f3, tal que r > p (tal r existe por definicao de corte). Como
r & r*er € [, entao, pela definicdo .3, r* < f.

Como p < r = p € r*, novamente pela definicao .3, a < r*.

Portanto, a < r* < .

Teorema .24. Para qualquer corte o, p € a < p* < a.

Demonstragao. Seja p € a. Para qualquer racional p, p ¢ p*. Portanto, pela
definicao .3, p* < a.
Seja p* < «. entao, pela definicao .3, existe racional ¢, tal que ¢ € a e

q ¢ p*. Mas,
qg¢p =q>p

Como ¢ € a, pela definicao .1, p<g=p €«
O

Definigao .9. [23] Cortes serao chamados, daqui por diante, nimeros reais.
Cortes racionais serdo identificados com niumeros racionais (e chamados de
numeros racionais). Todos os demais cortes serdo chamados nimeros irra-
clonais.

Teorema .25. [23]
Sejam A e B conjunto de numeros reais tais que

1. Ya, a numero real, « € A ou o € B
2. ANB=10

3. A£DeB#0

4. sea€Aef B, entioa < f3

Entao existe um unico numero real v tal que o < v, Voo € A e v < f3,

V3 € B.

Demonstracao. e Unicidade: Suponhamos que existem ~; e ¥, tais que
a<y,a<y,VaeA n<Pey < B, Ve B, comy <.

Pelo teorema .23, existe 3 racional, tal que v; < 3 < 7s.
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Como «a < 7 para qualquer a € A e 1 < 73, entdo 73 ¢ A (pois, se
73 € A terfamos 3 < 1 ).

Analogamente, como v, < [ para qualquer § € B e v3 < 79, entao
v3 & B (pois, se y3 € B teriamos v2 < 73 ).

Entao, 73 é um nimero real racional tal que v3 ¢ A e v3 ¢ B, o que
contradiz a hipotese 1.

e Existéncia: seja v o conjunto de todos os racionais p tais que p € «,
para algum o € A. Vamos provar que 7y é corte.

1. De fato, y # @ pois A#Dea# 0, Vag A Sejaae A, 3 € B
eq¢ . Comoa € Ae s € B, entao o < 5. Mas, a < [ e
q¢ 5= q¢ a. Logo, v nao contém todos os racionais.

2.8epEeEvyeq<p,entaop € a e q < p. Logo, q € a, a € A.
Portanto, q € 7.

3. Se p € v, entao p € «a, para algum numero real a € A. Logo,
existe ¢ racional tal que ¢ > p, ¢ € «, para algum ntumero real
a € A. Entao, g € v tal que g > p.

Portanto, v é corte.

Suponhamos que v < «, Ya € A. Entao, pela definicao .3, existe
p racional tal que p € aw e p ¢ 7, o que contradiz a definigao de 7.
Portanto, a <, Va € A.

Suponhamos que # < v, V3 € B. Entao, existe ¢q racional tal que q € v
e q ¢ . Mas, pela definigao de v, ¢ € v = ¢ € a. Entao, como ¢ € «
e ¢ ¢ B, pela definigdo .3, f < a, « € A e € B, contradizendo a
hipétese 4. Portanto, v < 3, V3 € B.

[

Corolario .2. [23]
Nas condigoes do teorema .25, ou existe em A uma menor cota superior,
ou existe em B uma maior cota inferior.

Demonstracdo. a. Se v € A, entao v é o nimero real maximo de A, isto é,
~ é a menor cota superior de A.

b. Se v € B, entao 7 é o nimero real minimo de B, isto ¢, v é a maior cota
inferior de B.
Pela hipotese 1 do teorema .25, ocorre a ou b. Pela hipétese 2 do teorema
.25, nao ocorre a e b.

[]
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Definicao .10. Cota superior [23] Seja E um conjunto de nimeros reais.
Se existe numero real y tal que

r<y Veekl

dizemos que E é limitado superiormente e dizemos que y é uma cota
supertor de E.

Definigao .11. Supremo [23] Seja E um conjunto de nimeros reais. Di-
zemos que o numero real y é o supremo de E (denotado por sup(FE)) se:

1. y € cota superior de E.
2. se x € um numero real tal que x < y, entao x nao € cota superior de
E, V.

Definicao .12. Cota inferior 23| Seja E um conjunto de nimeros reais.
Se existe numero real y tal que

y<z, VxekL

dizemos que E € limitado inferiormente e dizemos que y ¢ uma cota in-
ferior de E.

Definigdo .13. Infimo [23] Seja E um conjunto de nimeros reais. Dizemos
que o numero real y é o infimo de E (denotado por inf(E)) se:

1. y € cota inferior de E.

2. sex € um numero real tal que y < x, entdo x nao € cota inferior de F,
V.

Definicao .14. 23] Seja E um conjunto de nimeros reais. Se E € limitado
superiormente e inferiormente, dizemos que E ¢é limitado.

Teorema .26. [23]
Seja E um conjunto nao vazio de numeros reais, limitado superiormente.
Entao, existe sup(F).

Demonstracao. Seja A um conjunto de nimeros reais definido da seguinte
maneira:
a € As dr e F, tal que a < x.

Ou seja, A é o conjunto de todos os nimeros reais que nao sao cotas
superiores de FE.
Seja B o conjunto de todos os niimeros reais que nao estao em A, isto é,

beBsx<p,VrekFE.

Ou seja, B é o conjunto de todas as cotas superiores de E.
Vamos verificar que A e B satisfazem as hipéteses do teorema .25.
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1. Ya, a ntmero real, « € A ou o € B.

Trivial: todo nimero real que nao é cota superior de E estd em A, e
todo ntimero real que é cota superior de E esta em B.

2. ANB=.
Trivial: ou um ntmero real é cota superior de E ou nao.
3. A0 e B#0.

Como F # (), existe € F tal que todo nimero real o < x estd em A.

Portanto, A # 0.

Como F ¢ limitado superiormente, existe y tal que z < y, Vo € E.
Portanto, y é cota superior de E, entao y € B. Logo, B # 0.

4. se v € Ae f € B, entao a < f.

Se a € A, entao existe z € E tal que a < x. Se f € B, entao 3 é cota
superior de F, isto é, x < f, Vx € E. Entao, a <z < = a < .

Portanto, pelo coroldrio .2, ou A possui uma menor cota superior, ou
existe em B uma maior cota inferior.

Se a € A, existe x € E tal que o < z. Entéo, pelo teorema .23, existe o
racional, tal que a < o < .

Como o' < z, a' € A. Entdo, A nio possui méximo, isto é, ndo existe a
menor cota superior de A (sup(A)).

Portanto, B possui uma maior cota inferior (inf(B)), e como B é o
conjunto de todas as cotas superiores de E, a maior cota inferior de B é a
menor cota superior de E (inf(B) = sup(E)).

O

Teorema .27. [23]
Para cada x > 0, real, e para cada n > 0, inteiro, existe um unico nimero
real y > 0 tal que y™ = x.

Demonstracao. e Unicidade: Suponha que existem y; e y tais que y} =
x =yy, com 0 < y; <y Entao, yi' < y%, o que contradiz a hipdtese.

e Existéncia: Seja E o conjunto de todos os t reais positivos tais que
" < .

Como para todo @ > 0, real, <z +1 = 15 < 1, fazendo ¢ = 15,
temos
0<t" <t<u.
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Isto é, E nao é vazio.
Seja tg = 1 + x. Observe que ty > 1, Vx > 0.
Se t > tg, entdo t > 1. Logo,

t">t>tg=1+x> x.

Isto é, t" > z. Entado, t ¢ E. Portanto, t < ¢, isto é, ty é uma cota
superior de FE.

Como E é nao vazio e limitado superiormente, pelo teorema .26, existe
sup(E).

Seja y = sup(F).
Suponha y" < z. Entao, x — y™ > 0. Além disso,

O<y=y<l+y=y"<(1+y)"=A+y)" —y" >0.

Seja h, real, tal que 0 < h<leh < W Designando por (T’:L) 0
coeficiente de 2™ no desenvolvimento do bindémio (1 + 2)", temos:

(y+h)"=y"+ (T)yn‘thr (Z)y”‘2h2+---+ (Z)h"
<y +(>y” 1h+<g Y2t (Z)h

—re (e Qe ()

=y" +h[(y +( )y” 11+( )y"‘212+---+(z>1”)—y"]

-y

=y"+hlly+1)" -y =y" +h[(1+y)"
x_yn n_.n
M—n_yn}[(lJﬂJ) y"]
=y +lz—y'l=2

= (y+h)"<z=(y+h) eE.

<y"—|—[

Mas, como (y+h) >y, existey € E,y = (y+h) >0, tal que y > v,
o que contradiz y = sup(FE).

Suponha y™ > z. Entao, y" — x > 0. Além disso,

O<y=y<lt+y=y"<1+y)"=0A+y)"—y" >0.
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Seja k, real, tal que 0 < k < 1, k < y e ainda k < m%—;fw Observe
que,

y" —x y"—x
k<y:y—k>0ek<—:—k>—[—]
1 +ym—yr (1+y)™ —ym

k

)

Com00<k<1:>%>1,temos

SC

e IR

=y = —z) ==z

>y —kl(ly—k)" —y"]

>y"—{

Isto é, (y — k)" > x. Como, para todo t € E, t" < x, temos

O<t"<z<(y—k)\"=0<t<(y—k),VteE.
Ou seja, (y — k) é uma cota superior de E, tal que (y — k) < y (pois,

0 < k < 1), o que contradiz y = sup(FE).

Portanto, y" = x.
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Capitulo 11

Conclusao

Comecando com uma abordagem mais voltada para a narragao de re-
latos historicos, ora confirmando, ora desmentindo alguns ”mitos”e ”len-
das”difundidos na histéria da matematica e culminando com uma vasta
sequéncia de definicoes e demonstragoes matematicas de teoremas que de-
finem rigorosamente o conjunto dos ntimeros reais pelos cortes de Dedekind,
nesse trabalho, analisamos do ponto de vista histérico a necessidade do sur-
gimento de novos sistemas de numeragao e novas notagoes para os nimeros,
através de diferentes culturas em diversos momentos histéricos. Também
analisamos a dificuldade da representacao de fracoes antes do surgimento
da notacao proposta por Simon Stevin, o dilema historico dos ntimeros ir-
racionais e a necessidade de definir rigorosamente o conjunto dos nimeros
reais.

Esperamos que tal contetido possa enriquecer o professor de matematica
do ensino fundamental e médio (e, por que nao, também do ensino superior)
disposto a complementar suas aulas inserindo aspectos historicos e culturais
ao abordar os conteiidos matematicos inseridos no curriculo escolar.

Em futuros projetos, esperamos abranger e complementar os contetidos
aqui apresentados, apresentando o surgimento e evolugao do estudo do infi-
nito matematico através do ponto de vista historico.
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