Sistemas de EDOs: Respostas, Solucoes e Dicas para os Problemas

x(t) = e
y(t) =e*

x(t) = —e?* (—4cost + 4sint)

b) y () = 4e* cost
) e =349
gty =—6t—1

2) Substitua z (t) e y (t) na equagdo e resolva para a, b, ¢ e d (vocé pode acelerar as contas notando que a +d = Ay + Ag =
1+2=3ead—bc=M\A2 =2). Resposta:

. 10x — 6y
T=—"
7

. —2x+ 11y
y=77

3) a,b) Feitos em sala.

¢) Em primeiro lugar, em cada caso, se ¢; = co = 0, a solugdo é identicamente nula e ndo hé o que discutir.

Caso 1: Se A1 e \y forem negativos, as solugoes z (t) vao de +oo (dependendo de ¢; e ¢3) a 0.

Se A1 e Ay forem positivos, as solucoes vao de 0 a £oo.

Se A1 = 0, o comportamento da solugdao depende de Ay. Se Ay < 0, a solugdo vai de 00 a ¢1; se Ay > 0, a solugdo vai de ¢;
a £oo0.

Caso 2: se m > 0, a solucdo oscila cada vez mais & medida que t — +oo (e cada vez menos quando t — —oo; de fato,
limy, _oo x (t) = 0); se m = 0, a solugdo oscila e é periddica; se m < 0 a solugao oscila muito quando ¢ — —oo mas oscila cada
vez menos quando t — +00, e limy_, ;o = (£) = 0.

Caso 3: Se A <0, a solugao vai de 200 (dependendo do sinal de ¢3; se ¢a = 0, dependendo do sinal de ¢;!) até 0 & medida
que t cresce. Se A > 0, a situagio se inverte. Enfim, se A = 0, a equagao é z’/ = 0, cuja solugdo é uma reta x (t) = ¢1 + cat. Se
ca > 0, a solugdo vai de —oco a +00; se ¢y < 0, a solugdo vai de 400 para —oo e, enfim, se c; = 0, a solugdo é constante z (t) = ¢;.

4) a) z (t) = cret + coe™t
b) x (t) = ¢1 cost + co sint.
c) x(t) = cre 2 + coe™ 3.
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Pontos criticos: (nas respostas a seguir, k denota um inteiro arbitrario)
a) Nao hd  b) ¢t =kr + arctan5 (max local para k par) ¢) Nao ha.
d) t = km — arctan ¢ (min para k par) e) t = k7 (max para k par) f) ¢ =1/6 (méximo globall)

g) Ugh, ¢ = 1In 2€4&EL 4 2 ~ 0,537 (minimo global!)

6) A solucdo é da forma z (t) = c1e? + coe™". Isto s6 pode satisfazer limy .o, x (t) =
x (t) = coe™ . Mas entdo 2’/ (0) =1 = c5 = —1, isto ¢, z (t) = —e~'. Portanto, a = x (0)
Outra maneira de fazer é achar logo a solugao exata em funcgao de a:

1 1 1 2
x(t) = (3 + 3a> e 4+ <3 + 3a> et

Como o coeficiente de e?* tem de ser nulo, devemos ter a = —1.

0 se o coeficiente ¢; for nulo, isto é, se
= —1 também.

7) Solugbes periddicas sé podem aparecer no caso em que as raizes sdo complexas com parte real nula, isto é, queremos



A = £ni. Neste caso, as soluc¢oes sao da forma

x (t) = ¢1 cosnt + cosinnt
y (t) = c3cosnt + cysinnt
Note que o perfodo destas solucoes é 27” Como queremos perfodo 2, basta tomar n = .

Isto dito, qualquer sistema com autovalores complexos A = +mi terd suas solugbes na forma acima e, portanto, com periodo
2. Assim, basta escolher qualquer sistema onde Tr = 0 e Det = 2. Por exemplo, podemos tomar

m'::r—(7r2—|—1)y

y=z-y
ou qualquer outro sistema com a seguinte forma
. 2 + a2
T=ar— ———
c
Yy=cr—ay

8) Note que a equagao caracterfstica A% 4+ a\ + b = 0 tem como discriminante exatamente a expressao A = a? — 4b. Assuma,
por contradicdio, que a? > 4b. H4 dois casos a considerar:

a) Caso a” > 4b (isto &, A > 0 e, portanto, as raizes sao ambas reais com \; # \2):

Entdo y (t) é da forma y (t) = c;eM* + coe?t. E fécil ver que se ¢; = 0 ou ¢y = 0 entdo y (t) ndo tem raizes reais (a menos, é
claro, que ¢; = ¢2 = 0, mas y seria a solu¢do nula). Caso ¢; e ¢z sejam nao-nulos:

(-2
y(t) = 0= et = —gpetet = P2t = S e
(6] )\2 — )\1
e, portanto, y teria no méximo uma raiz real (nenhuma, se ¢;/ca > 0).
b) Caso a? = 4b (entdo A =0 e hd apenas uma raiz dupla )):
Entdo y (t) é da forma e (c; + cot). Entdo:
a
yt)=0=c1+ct=0=>t=——
C2

e, portanto, y teria novamente no maximo uma raiz real (nenhuma, seco=0ec; #0).
9) Basta substituir y (t) = c;e*? + coe?2? + c3e**? na equagio diferencial, separando os coeficientes em cada exponencial e
reagrupando-os como a seguir

"

y" +ay’ + by +cy = cip (A1) €Mt + cop (A2) €2 + e3p (A3) e

Como os Xs sdo as raizes de p (A\), obtemos que a expressdo acima é nula.

10) Inspirados pelo problema acima, tentemos fungoes da forma y (t) = e*. Entdo, devemos ter

At — At
0 que s6 é possivel se A* =1, isto é, se A = 1 ou A = 4.

As duas primeiras hipéteses nos dao as fungoes 1 (t) = e? e yo (t) = e~*. As outras duas nos dio y (t) = ¢
Como queremos fungoes reias, rearrumamos estas duas usando combinagoes lineares, ficando ao invés com

it — cost +isint.

1, 1 _,
ys (t) = 56” + ie*’t = cost
it _ —it
ya (t) = % =sint

i

Mais uma vez, fomos aos complexos e voltamos para encontrar uma resposta: as fungoes y; (t) = €?, yo (£t) = ¢, y3 (t) = cost e
y4 (t) = sint satisfazem a equacdo diferencial.
Para mostrar que elas sao L.I., suponha que f (t) = cie’ + coe™t + c3cost + cysint = 0 (para todo t). Entao:



Resolvendo o sistema, obtemos ¢; = ¢y = ¢3 = ¢4 = 0. Assim, as 4 funcgoes sao L.I.

1) Vamos analisar o sistema:
T=x+Yy
j=az+y

A equacio caracteristica ¢ da forma A% — 2\ + (1 — @) = 0, cujo discriminante ¢ A = 4a. Assim, temos vérios casos possiveis
b b

Caso a < 0: entdo as raizes s@o complexas da forma 1 £ ¢4/|a|. Como a parte real é positiva, as solugbes erdo espirais que
se afastam da origem no sentido horario (pois para (z,y) = (0,1) temos (£,y) = (1,1)).

Caso 0 < a < 1: as rafzes sao reais distintas da forma 1 4 \/a, e ambas sao positivas pois a < 1. Assim, o equilibrio ¢ um
no instével.

Caso a > 1 : as rafzes sao reais distintas da forma 1 & 1/a, e elas tém sinais distintos pois @ > 1. Assim, o equilibrio é do
tipo sela.

Primeira Transicao, a = 0 : o sistema passa de comportamento espiral para comportamento de né instdvel. Para ser exato,
quando a = 0, temos a raiz dupla A = 1, e o equilibrio ¢ um né impréprio (cujo dnico autovetor é o préprio eixo y).

Segunda Transicao, a = 1 : o sistema passa de né instdvel para sela. Para ser exato, no momento em que a = 1, temos

& =9y =x+y. Fazendo as contas a partir de uma condigéo inicial (xg,yo), encontramos:

To+ Yo o o — Yo

t =
x (t) 5 € + 5
y(t) = 35042-yo€2t+yo;x0

Note que as trajetorias satisfazem a condicdo y — x = yg — T, isto é, todas elas sdo semi-retas que saem de (w, w)
paralelas a reta y = x.
T=x4+y

tos de bif ao de .
€ OS pontos de biiurcacao de y:aw—i—y

As figuras a seguir (feitas pelo PPLANE) ilustram as diferentes situagoes
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12) a) Vamos analisar
r=ar+y
y=-—-r+ay
A equacdo caracterfstica é A\? — 2a\ + (a2 + 1) = 0 e seu discriminante é A = —4, sempre negativo. Assim, todas as solucoes
serdo da forma “espiral” (e, alids, todas no sentido horario, ja que para (x,y) = (1,0) temos (&,9) = (a, —1)).

Os autovalores sao A = a £ 2i; isto significa que a periodicidade das solugoes nao muda — apenas a “velocidade de espirala-
mento” é que muda. De fato, quando a < 0 as espirais sdo estdveis (vao em diregdo a origem); quando a = 0 temos um equilibrio
do tipo centro (as solugdes sdo de fato x (t) = ¢; cost + cosint e y (t) = ca cost — ¢y sint, isto ¢, sdo da forma 2% + y? = ¢ + c3,

circunferéncias!); enfim, se a > 0 as espirais sao instéveis.

b) Vejamos agora
T=ar+y

y=—z—4y

A eq. caracterfstica ¢ A2 — (a —4) A + (—4a + 1) = 0; temos A = a® +8a + 12 = (a + 2) (a + 6). Assim:
Caso a < —6: entdo A > 0, as raizes sdo reais distintas. Seu produto ¢ 1 —4a > 0 e sua soma é a — 4 < 0, portanto temos

A1, A2 < 0. Conclusao: né estavel.
Transicdo a = —6: temos A% + 10\ + 25 = 0 com raiz dupla A = —5. Conclusdo: né impréprio estdvel.
e

Caso —6 < a < —2 : temos A < 0 e portanto autovalores complexos. A parte real destes autovalores é 74, portanto, é

negativa. Conclusao: espirais estdveis no sentido horario.
Transi¢do a = —2 : temos A2 + 6\ +9 = 0 com raiz dupla A = —2. Conclusio: né impréprio estével.
Caso -2 <a < i : raizes reais distintas, cujo produto é 1 —4a > 0 e cuja soma é a —4 < 0. Assim, voltamos a ter A1, Ay < 0.

e um né estavel
Transicao a = % : raizes reais, uma delas é 0. Haverd uma reta de equilibrios em x + 4y = 0; como o outro autovalor é
—15

=~ < 0, estes equilibrios atrairao as trajetérias em formato de semi-retas. Assim, equilibrios marginalmente estéveis.
Caso i < a : rafzes reais com produto 1 —4a < 0. Assim, temos equilibrio tipo sela.



Deixamos ao leitor experimentar estes valores de ¢ no PPLANE.

13) Resolva o sistema
t=x+2y+et
y=2x+y— e

Uma maneira de resolver isto é apelar para o novo sistema

T=x4+2y+=z
Yy=2r+y—=z
z=z

que pode ser re-escrito como v = Av onde v = (z,y,2) e

1
-1
1

A:

(el N
S =N

Os autovalores de A sdo as raizes da equagao caracteristica det (A — A\I) = 0, isto &

1—A 2 1 Y 9
det| 2 1-x -1 :(1—)\)det[ 5 1_)\]:(1—)\)((1—>\)2—4)=0
0 0 1—A
que nos dd A\; = 1, A = —1 e A3 = 3. Assim, as solugdes tém de ser da forma

z(t) =cre +coet + csedt

y (t) = cee’ + cse b + cge’t
Jogando estas solugoes de volta na equacao original, obtemos

cret — coe™ 4+ 3czet = (¢ 4+ 2c4 + 1) €' + (ca +2¢5) e 4 (3 + 2¢6) €
caet —cset 4+ 3eged = (201 + ey — 1) €+ (2e2 +c5) e+ (203 + c) €3

Para que estas equacoes valham para todo t, precisamos ter necessariamente

c1=c¢1+2c4+1
cqg =2c1+c4—1
—cy = co + 2¢5
—c5 = 2c2 + ¢35
3cg3 = c3 + 2¢q

366 = 2C3 + ¢

As duas primeiras equagoes nos dao ¢y = % ecy = —%. As outras nos dao apenas duas condigoes: ¢ = —c5 € c3 = ¢g. Assim, a

solugao mais geral possivel é

ot
z(t) =ae ' + b3 + —

2
. et
y(t) = —ae™" + be® — 5
(se vocé preferir, pense nisso como uma solucgdo particular, x (t) = €'/2 e y(t) = —e'/2, mais a solugdo geral do sistema
homogéneo
T=x+2y
y=2zx+vy

que é x(t) =ae~ ! +be® e y(t) = —ae™! + be).



