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Solucoes da Lista (Logica)

1) A seguinte seqliéncia resolve o problema (a linha de cima representa quem esta de um lado do rio, a de baixo quem
esta do outro lado, e os parénteses mostram quem acaba de atravessar o rio):

1 2 3 4 5 6
AaBbCc AaBC AaB(b)C ABC A(a)BC Aa
(bc) c (ab)c bc (BC)bc
7 8 9 10 11 12
Aa(Bb) ab ab(c) a a(b)
Cc (AB)Cc ABC ABC(bc) ABCc ABC(ab)c

No caso em que A é poligamo, a solugéo é analoga; em primeiro lugar, leve todas as 11 esposas para
do rio, uma a uma (como nos passos 1-4 acima); até chegar a:

22 23 24 25 26
ABC ABC(c) Cc (Bb)Cc bc
a;...89hC a;...agh (AB)a;...agh Aa;...a9 Aa;...a9(BC)

o0 outro lado

Agora, qualquer esposa de A pode ir buscar b e ¢ em 4 viagens de barco, como nos passos 8-12 do item anterior.

2) A chave do problema é perceber que A e B sdo muito lentos e devem viajar juntos para economizar tempo — mas
nenhum deles deve voltar com a lanterna! Assim, quando A e B cruzarem a ponte, C ou D ja devem estar la para trazer a
lanterna de volta. Em suma, a seguinte seqiiéncia resolve o problema:

Tempo: 2 min 4 min 14 min 15 min 17 min
ABCD AB AB(C) C C(D)
(CD) D (AB)D AB AB(CD)

3)
a. 3 meias sdo suficientes (na pior hip6Gtese, as 2 primeiras meias terdo cores distintas, mas a terceira tem de
combinar com alguma das 2 primeiras).
b. 25 meias (na pior hip6tese, as primeiras 24 meias sao da mesma cor).
c. 26 meias (na pior hipétese, as 24 primeiras sdo azuis e precisamos de mais duas).

4) Retire uma fruta da caixa que tem o rotulo “laranjas e bananas”. Suponha que a fruta retirada € uma laranja:
a. Entdo, esta é a caixa das laranjas; ndo pode ser “bananas” (pois tiramos uma laranja de 14) nem “laranjas e
bananas” (o réotulo tem de estar errado, certo?);
b. Portanto, a caixa com o rétulo “bananas” tem de ter laranjas e bananas (ndo pode ser das laranjas pois ja a
encontramos, e ndo pode ser bananas porque seu rétulo esta errado);
c. Enfim, a caixa com o rotulo “laranjas” tem de ter bananas.

Caso a fruta retirada seja uma banana, o raciocinio ¢ analogo, trocando as palavras “bananas” e “laranjas”.

5) Ha varias solucBes. Por exemplo, comece colocando 6 diamantes em cada prato; o prato mais leve certamente tem o
diamante falso. Na segunda pesagem, divida estes 6 em dois grupos de 3 para descobrir em que grupo de 3 estd o
diamante falso. Enfim, destes 3 diamantes, pese o primeiro com o segundo; o mais leve é o falso, a menos que eles
tenham o mesmo peso, quando o terceiro é o falso.

Em outras palavras, se “E” representa (o prato da esquerda ¢ mais leve), “D” representa (o prato da esquerda ¢ mais
leve), e “="representa (pratos equilibram), e 1,2,3,4,...,12 sdo os diamantes, a estratégia é:

Pesar 1,2,3,4,5,6 contra 7,8,9,10,11,12
Se E, pese 1,2,3 contra 4,5,6
Se E, pese 1 contra 2

Se D, pese 7,8,9 contra 10,11,12
Se E, pese 7 contra 8

Se E, 1 é o falso.

Se D, 2 é falso.

Se =, 3 é falso.
Se D, pese 4 contra 5

Se E, 4 é falso.

Se D, 5 ¢é falso.

Se =, 6 é falso.

Se E, 7 é o falso.

Se D, 8 ¢é falso.
Se =, 9 é falso.

Se D, pese 10 contra 11

Se E, 10 é falso.
Se D, 11 é falso.
Se =, 12 é falso.
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Esta estratégia, quando levada a cabo, gera a seguinte tabela de possibilidades:

Diamante Falso 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Resultado das 3| EEE | EED | EE= | EDE | EDD | ED= | DEE | DED | DE= | DDE | DDD | DD=
pesagens

Vale a pena notar que outras possibilidades, como, por exemplo, D=D ou =EE simplesmente jamais ocorrem com
esta estratégia.

a. Coloque 9 diamantes em cada prato, deixando 9 de fora. O prato mais leve contém o diamante falso, ou ambos
tém o mesmo peso e o grupo de fora contém o diamante falso. De qualquer forma, ap6s uma pesagem, limitamos o
problema a um grupo de 9 diamantes.

Destes 9, cologue 3 em cada prato (deixando 3 de fora). Novamente, o prato mais leve contém o diamante falso,
ou entdo, no caso de equilibrio, o grupo que ficou de fora é que o contém. De qualquer forma, apds a segunda
pesagem, o problema fica limitado a 3 diamantes.

Enfim, pese um destes com outro para determinar o diamante mais leve (em caso de igualdade, o que ficou de
fora é o falso).

Com a mesma notacdo do item anterior, esta estratégia, quando levada a cabo, determina uma tabela que associa
as combinacbes EEE, EED, EE=, etc. os nimeros de 1 a 27. Com a numeracao correta, teriamos a seguinte tabela de
possibilidades:

Diamante Falso 1 2 3 4 5 6 7 8 9 26 27
Resultado das 3| EEE | EED | EE= | EDE | EDD |ED=||E=E |E=D |E==| .. |==D| ===
pesagens

6) Sejam ABCDEFGHIJKL os 12 diamantes. Indiquemos por “+” o fato de que o diamante falso é mais pesado e por
“-“ o fato de ele ser mais leve. Ha, de fato, 24 hipéteses possiveis: A+, B+, C+, ..., L+, A-, B-, C-, ..., L- (e apenas uma
delas é verdadeira).

Comece pesando ABCD contra EFGH. Temos duas hip6teses essencialmente distintas:

a. Os pratos pesam 0 mesmo

Neste caso, o diamante falso € um dos 4 de fora e ficamos apenas com as possibilidades I+, I-, J+, J-, K+, K-, L+
e L-. Pese 1J contra AK (ja sabemos que A é um dos diamantes verdadeiros).

Se 0s pratos pesarem o mesmo, L é o diamante falso (L+ ou L-). Basta pesa-lo contra um outro para descobrir se
ele é mais leve ou mais pesado que os demais.

Se 1J forem mais pesados, sobram apenas I+, J+ e K-. Pese | contra J. O mais pesado dos dois é o falso, a menos
gue eles equilibrem, caso em gue temos K- (K é falso e mais leve).

Se 1J forem mais leves, sobram |-, J- e K+. Pese | contra J. O mais leve é o falso, ou os pratos se equilibram, e
entdo K+.

b. Os pratos se desequilibram

Sem perda de generalidade, suponha que ABCD sejam mais pesados do que EFGH (a outra hipdtese é analoga).
Ficamos assim com as possibilidades A+, B+, C+, D+, E-, F-, G-, H-. Pese ABE contra CDF.

Se os pratos equilibram, G ou H ¢é falso (G- ou H-). Pese G contra H e 0 mais leve é o falso.

Se ABE é mais pesado, temos A+, B+ ou F-. Pese A contra B e 0 mais pesado € o falso (ou, no equilibrio, F-: F é
o falso e mais leve).

Se CDF é mais pesado, temos C+, D+ ou E-. Pese C contra D e 0 mais pesado € o falso (ou, no equilibrio, E-: E é
o falso e mais leve).

7) Sejam m e n 0s numeros que Marcos pensou (digamos, m>n). Faga uma tabela com “todas” as possibilidades para m
e n e considere a conversa que Alcides teria com Beatriz em cada caso (denotaremos por “s” a frase “Eu sei quem so os
nimeros m e nN” e por “n” a frase “Ainda ndo sei quem sdo me n”.).

Alcides vé a soma. Se ela for 2 ou 3, Alcides sabe os nimeros (1 e 1 no primeiro caso e 1 e 2 no segundo).
Qualquer outra soma faz com que Alcides fique em duvida, pois qualquer soma maior que 4 pode ser alcangada de varias
maneiras. A tabela comeca entdo assim:
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mil 2 3 4 5 6 7 8
n
1 S S n n n n n n
2 n n n n n n n
3 n n n n n n
4 n n n n n
5 n n n n
6 n n n
7 n n
8 n

A seguir, Beatriz olha o produto. Se o produto for 1, 2 ou um namero primo p, Beatriz saberd que os nimeros séo 1 e 1,
1e?2oule p, respectivamente. Caso contrario, Beatriz ainda é incapaz de decidir qualquer coisa, pois havera varias
opgoes e todas elas vém com um “n” do Alcides. A tabela da conversa fica assim:

mil 2 3 4 5 6 7 8

n

1 SS SS ns nn [ns nn [ns nn
2 nn (An (NN (nhn |An NN |nn
3 nn nn nn nn nn nn
4 nn nn nn nn nn
5 nn AN |nn |nn
6 nn |nn |nn
7 nn nn
8 nn

Como continuar a tabela? Nos casos “ss”, a conversa acabou. Nos casos “ns”, Alcides serd capaz de deduzir que os
nameros sdo 1 e p, e portanto descobri-los a partir da soma que tem em méaos (assim, 0s casos correspondentes a 1 e p
com p primo maior do que 2 levam a conversa “nss”’). Enfim, em todos os outros casos do tipo “nn” Alcides v€é a soma
que tem em maos e ainda ¢ incapaz de decidir em que “casa” ele esta na tabela acima — com uma excecao: se a soma fosse
4, Alcides decidiria que (m,n)=(1,3) ou (m,n)=(2,2), e seria capaz de distinguir entre as duas op¢des baseado na conversa
até aqui (que, no primeiro caso, € “ns”, mas, no segundo, € “ss”’). Assim, com a resposta de Alcides, a tabela se torna:

mil 2 3 4 5 6 7 8

n

1 SS SS nss |[nNNN (NsSS |nnn |NSS | nnn
2 nns (pnn |nnn {nhnn |nnn {nnn | nnn
3 nnn (nnn |[nnn [hnn | nnn [ nnn
4 nnn (nnn |nnn |[nnn | nnn
5 nnn NN | nnn | nnn
6 nnn |[nnn | nnn
7 nnn | nnn
8 nnn

Agora é a vez de Beatriz. Se o produto for 1, 2 ou primo, ja sabemos 0 que acon

tece. Se Beatriz tem algum outro

produto em mados, ela tem de considerar varias hipo6teses, e, como mostra a tabela acima, em todas elas a conversa foi
“nnn” até aqui — com uma excegdo: se o produto for 4, Beatriz tem como decidir entre as Unicas possibilidades
(m,n)=(2,2) ou (1,4) observando a tabela acima (que indica a conversa ‘“nns” no primeiro caso e “nnn” no segundo).

Entdo, temos:

mil 2 3 4 5 6 7 8

n

1 SS SS nss |NNNS [NSS |nnnn|nss | nnnn
2 nnss [ NNNN | NnnN | NNnn | NNAN | nNnn | hnnn
3 nnnn | Nnnn [ AANN | hnnn | Nnnn | NANN
4 nnnn | nnnn | nnnn | NNNN | NNnNn
5 nnnn | nNNn | nnnn | nnnn
6 nnnn | Nnnn [ nnNN
7 nnnn | nhnn
8

nnnn
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Agora, Alcides olha suas varias hipéteses e, provavelmente, todas elas tém a mesma conversa “nnnn” — Alcides sera
incapaz de decidir quem sdo m e n. As poucas exce¢des (veja as diagonais sombreadas) sdo os casos onde alguém ja
descobriu algum ndmero. Em particular, se a soma for 5, as Unicas possibilidades (m,n)=(1,4) e (2,3) tém didlogos
distintos até aqui! Neste caso, Alcides diria que sabe quem sdo 0s nimeros!
m|l 2 3 4 5 6 7 8

SS SS Nnss nnNSS | NSS nnnnn [ NSS nnnnn
nNSS | NNNNS | NnnNNN | nnnnNn | nANAN | nnnnn | nnnnn
nnnnn [ nnnnn {NRNNA | nNnnnn | nnnnn | nnANN
nnnnn | nnnnn | nnnnn | nNhnnn | nnnnn
nnnnn | nanAn | nnnnn | nnnnn
nnnnn | nnnnn [ nANNN
nnnnn | nnnnn
nnnnn

O NP |WIN|FL|S

Enfim, no préximo passo Beatriz ndo saberd coisa alguma, a menos que o produto seja 6 (as possibilidades de
(m,n)=(1,6) ou (2,3) sdo diferenciadas pelo didlogo). A partir dai, nem Alcides nem Beatriz seriam capazes de alcancar
conclus@es novas. A tabela final é:

mil 2 3 4 5 6 7 8

SIS SS nss nnnss nss nnnnnss | Nss nnnnn... | ...
nnss | NNNNSS | NnnnNN... | NNNNN... | NNNNN... | NnNNN... | NNNNN... | ...
nnnnn... | NNNNN... | NNNNN... | NNNNN... | NNNNN... | NhNNN... | ...
nnnnn... | NnNNN... | NhNNN... | NnNNN... | NnNNN... | ...
nnnnn... | nnnNN... | nnnNN... | NnnNNN... | ...
nnnnn... | nnnnN... | nNnNNN... | ...
nnnnn... | n(nnnNN... | ...
8 nnnnn... | ...
Como a conversa foi “nnnnss”, os himeros sdo 2 e 3.

~NOoO|O B WIN|F[S

8) a.
A B AUB (AUB)° A° B° A°NB°
\Y V V F F F F
\Y F V F F V F
F Vv V F V F F
F F F V V V V

b.
A B AUB B° (AUB)NB°| ANB°
V Vv Vv F F F
V F V V \Y V
F V V F F F
F F F \Y F F

.
A B C BNC [AUBNC)| AUB AUC [(AUB)N(BUC)
\Y V V \Y V V V V
\Y V F F \Y V \Y V
\Y F V F V V V V
\Y F F F V V V V
F V V \Y V V \Y V
F V F F F V F F
F F V F F F V F
F F F F F F F F
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d.
A|B|C|A" | ANB|C| ANC® | (A'NB)U(ANCS) | AUB | ANC | (ANC)° | (AUB)N(ANC)*
VIV|V|F F F F F \ \ F F
VIV|F|F F V V \ \ F V \Y
V|IF|V|F F F F F \ \ F F
V|IF|F|F F V V \Y V F V \Y
FIV|IV|V V F F \ \ F V \
FIVIF|V V V F \ \ F V \
FIF|V|V F F F F F F V F
FIF|F|V F V F F F F V F
e.
plg|r|s|pvg]|rvs |(pva)(rvs) | pr | ps | gr | gs | prvpsvarvas
VIV|V|V|V |V \Y V| V]| V|V V
VIV|V|F|V |V \Y V F \ F V
VIV|F|V|V |V \Y F V F \ V
VIV|F|F]| V F F F F F F F
VIF|V|V|]V |V V V | V F F V
VIF|V|F|V |V \Y V F F F V
VIF|F|V|V |V \Y F V F F V
VIF|F|F]| V F F F F F F F
FIV|V|IV|V |V V F F V |V V
FIVIV|IF|V |V V F F V F V
FIVIF|V|V |V \Y F F F \ V
FIV|IF|F| V F F F F F F F
FIF|VI|V]| F V F F F F F F
FIFIVI|IF]| F V F F F F F F
FIF|F|V]| F V F F F F F F
FIF|F|F| F F F F F F F F

Os diagramas de Venn ficam por conta do leitor.

9) Comece por um diagrama com 3 conjuntos e fagca uma linha que divida todas as 8 regides existentes ao meio. Como
fazer isto? A critério do leitor... ©

10)

Sécrates ndo é alto ou ndo é mortal.

Platdo ndo € grego e ndo é romano.

Setembro (as vezes) ndo chove ou comer rd ndo faz suar.

N&o jantamos e vamos ao cinema.

. Eu conheco metade de vocés metade do que eu gostaria, ou ndo gosto de menos da metade de vocés a metade do
que VOCcés merecem.

®Poo0 o

11)
a. Escreveremos as solugdes como pares ordenados (x,y):
(x=0ey=1)ou
x(x—y)=0 x=0oux=y (x=0ex=-y)ou
= =
(y=1)x+y)=0 "~ |y=loux=-y (x=yey=1)ou
(x=yex=-y)

§ ={(01).(00).1)}
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b.
(x=0ey=0)ou
x2+xy—-3x=0 [x=0o0ux+y-3=0 (x=0ex=y)ou
=N =S
y?—xy=0 y=00ux=y (x+y—-3=0ey=0)ou

(x+y-3=0ex=Yy)

S = {(0,0), (3,0), (ggj}

c. Como x e y sdo ndo-nulos, podemos cancela-los nas duas Ultimas equacdes:

X#0
Xy =0
2 y=0 X—y=0 3
y —xy=0 = = > X=y=——
, y(x—y)=0 X+y+3=0 2
X“+xy+3x=0
X(Xx+y+3)=0
Testando esta solucdo, vemos que ela de fato resolve o problema. Entdo S = {(— g —gj}
d. E mais simples dividir o problema em dois casos antes de comegar:
Casol: 1 =0
Entéo, o sistema se torna:
0(x-1)=0
o(y-1)=0c x> +y> =1
x> +y2=1
Caso2: 1 #0
Neste caso, podemos cancelar o A das duas primeiras equagdes, obtendo:
Ax-1)=0 x=1 x=1
AMy-1)=0 o{y=1 ody=1

X*+y*+4=1 X*+y*+1=1 A=-1
Enfim, escrevendo a solugéo na forma (x, Y, ﬂ) temos S = {(1L1-1)}u {(a, b,0)|a® +b? = 1}

x> —4x+3>0 Xx<loux>3
= & 3<x<4
e. [x*—-6x+8<0 2<x<4
S =(34)
xy <0 (x<0ey>0)ou(x>0ey<0)

f.{x*-4x+3>0 < x<loux>3
(x-2)y-1)>0 |(x<2ey<lou(x>2ey>1)

A melhor maneira de enxergar estas condi¢cdes é desenha-las no plano cartesiano. Se vocé realmente quer fazer
abrindo as 8 possibilidades, vocé vai escrever:

Caso 1: (x<0 e y>0) e x<1 e (x<2 e y<1), isto &, x<0 e O<y<1.

Caso 2: (x<0 e y>0) e x<l e (x>2 e y>1) é impossivel (afinal, x<0 e x>2).
Casos 3 e 4: (x<0 e y>0) e x>3 e bla-bla sdo impossiveis.

Caso 5: (x>0 e y<0) e x<le (x<2 e y<l), isto &, 0<x<1 e y<O0.

Caso 6: (x>0 e y<0) e x<l e (x>2 e y>1) é impossivel (x<1 e x>2).
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Caso 7: (x>0 e y<0) e x>3 e (x<2 e y<1) é impossivel (x>3 e x<2).
Caso 8: (x>0 e y<0) e x>3 e (x>2 e y>1) € impossivel (y<0 e y>1).

Juntando tudo, temos (x<0 e 0<y<1) ou (y<0 e 0<x<1). No plano cartesiano, serdo duas faixas retangulares, uma
horizontal (vértices (0,0) e (0,1), ilimitada a esquerda) e uma vertical (vértices (0,0) e (1,0), ilimitada para baixo).

12) Juntando as duas primeiras equacdes, temos: 2xy°® = 3x*y? (Eq. (1)).
Ha 3 casos a considerar:

a. Caso x=0.
Entdo o sistema é equivalentea A =0e y =5, dando a solucéo (0,5,0).
b. Caso y=0.

Entdo o sistema é equivalentea A =0e x =5, dando a solucéo (5,0,0).
c. Caso contrério, istoé, x=0ey =0

Entdo podemos cancelar xy? dos dois lados da equagéo (1) acima, obtendo 2y =3x, isto é, y = 3—2X . Substituindo

na dltima, X +3—2X =5 Xx=2=>y=3e A= 2(2)(3)3 =108 . Nao ¢ dificil ver que (2,3,108) &, de fato, solucdo

do sistema.
Juntando tudo, conclui-se que S = {(0,5,0),(5,0,0),(2,3,108)}.

13) De qualquer uma das duas primeiras equagdes, nota-se que /#0. Entdo 1= Ay = AX = X =y . Substituindo na
terceira, tem-se x=y=1 (e, portanto, /=1) ou x=y=-1 (e, portanto, 1=-1). Verifica-se que ambas as “trincas ordenadas”
servem, entdo S = {(111),(—1—1,—1)} (as trincas est&o na ordem (x,y, 4)).

14)
a. A primeira equacéo é impossivel (delta<0), portanto o sistema é impossivel. S =J.

b. A segunda equacao é equivalente a y=3 ou y=5. Assim:
i.Caso y=3, da primeira equacéo tem-se 4x° —4x+3 =0, cujo delta é negativo e ndo tem solucées.

ii.Caso y=5, da primeira equagdo tem-se 4x° —4x+5 =0, que é impossivel (delta<0).
Entdo, S=O.

c. A terceira equacgdo € equivalente a Xx=z ou Xx=-z.
i.Caso x=z, as duas primeiras equacdes sdo equivalentes a

2x—-xy=0 [x(2-y)=0 (y=2
= =
2xy=4 Xy =2 Xx=1

pois a segunda equacgdo garante que x#0 pode ser cancelado na primeira. Este caso gera a solucéo (1,2,1).
ii.Caso x=-z, as duas primeiras equacfes sdo equivalentes a

-xy=0 Xy=0 y=0
= =
2x+2xy=4  |x@1+2y)=2 " |x=2
pois novamente a segunda equacgéo garante que x#£0. Este caso gera a solucdo (2,0,-2).
Enfim, S = {(1,21),(2,0,-2)}.

d. A primeira equacdo é uma identidade e acrescenta restricdo alguma ao sistema. A segunda pode ser escrita como
(x2 — yZXx2 + yz)z (x2 — yz), isto 6, X=YyouX=-youXx’+Yy?=1. A solucio do sistema é o conjunto de
todos 0S pares que satisfazem ao menos uma destas equac0es:
S={aa)(a-a)lacR}u {(b,ixfl—bz )| -1<b 31}. Graficamente, no plano x-y, sdo as bissetrizes dos
guadrantes principais, unido com a circunferéncia de centro na origem e raio 1.
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Xy >0 Xy >0 x>0
X>2
e. 1(y-1[y-3)<0=:1<y<3 o {l<y<3 ¢>£< <a
(x-2)x+1)>0 [x>20ux<-1 |x>20ux<-1 =Y
Onde a segunda equivaléncia é valida pois a segunda equacgdo garante que Yy > 0. No plano x-y, a solu¢do é uma
faixa retangular infinita: S = {(x y)eR?|x>2el<y< 3}: [2,00)x[1,3].

f. A segunda equacdo equivale a (/1 - 2)2 <0<« A =2 (pois todo quadrado é ndo-negativo). A terceira nos da:

—-y= /y+6 :>y2 = y—|-6<:;>y2 —y—6=0<:>y=30u y=—2
Testando ambas as raizes, vé-se que y=-2 é a Unica solucdo. Sob estas hipdteses, a primeira equacdo é equivalente
a (x+1)~2+2)<0, que é valida para todo x. Assim, S ={(x,~2,2)| x € R}.

15) O texto diz que se nenhuma das condigdes ocorrerem (inclusive a invasdo do Rio), a unido ndo intervira. O artigo
ndo diz nada sobre o que pode acontecer caso alguma das condi¢Bes ocorram! Assim, a Unido ndo tem a obrigacao legal

de intervir (mas pode fazé-lo).
_2m+1+y4m+1

2
Como nem todas as implicacBes séo reversiveis, ainda ndo sabemos se ambas as solucdes séo validas! Note que a
implicagdo “problematica” ¢ reversivel exatamente quando X-m é ndo negativo, entdo basta verificar quais das solugdes

2m+1++4m+1 Cme 1++v4m+1

16) VX +m=x<Jx=x—m=x=x?-2mx+m? < x> - x(2m+1)+m? = 0 < x

satisfazem X—m2>0. De fato, para qualquer m positivo, temos > > >0 mas
2m+1-+4m+1 1-+v4m+1 - A 1++4m+1
—m=———<0.Portanto, a Gnicasolugdo ¢ X=mM+————.
2 2 2
x2+y2=0 x=y=0
17) a. S 4 e, portanto, S =J.
xt+yt=32 |[x'+y"=32

X+y+z=4 2x=0 x=0
b. = =
X—y—z=-4 y+z=4 y+z=4
Note que, se x=0 e y+z=4, todas as trés equacBes sdo  satisfeitas.  Assim,

S={0,a,b)la+b=4}={0,a4—-a)|acR]}.

18) a.

©
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C.
A|[B|C|BNC | AUBNC) | AUB | (AUB)NC | AUBNC)=(AUB)NC | AcC
V|V|V]|] V V V \ \ V
V|V|F| F \% \% F F F
V|F|V| F V V \% V \
V|F|F| F V V F F F
FIVIV| V V V \ \ V
FIVIF| F F \% F \ \%
FIF|V| F F F F V \
FIF|IF| F F F F V \
19) Pela contra-positiva:
x°2x°2x<0 ., .
Xx<0= PR = X> =X +2X°=5x"+2x-1<0
X",5x° >0
C.Q.D.

y'—8x" +z=yz
20) Por contradigdo: suponha que 722 —x°>—yz=1 . Entdo, substituindo x e y nas 2 primeiras equacdes,
x=1ley=2

16-8+z=2z (z=8 y*-8x"+z=yz
) =1, = ABSURDO . Portanto, =>Xxzlouy=#2.
2 -1-2z=1 2 -21=2 22 —x°—yz=1

21)
a. Asvezes chove e eu ndo me molho.
b. Todos os politicos do Brasil sdo desonestos.
c. Todo matematico usa Gculos.
d. Haalguém que nédo sabe lGgica e passa neste curso.

22)
a. VERDADEIRA, basta tomar y=1.
b. VERDADEIRA, basta tomar y=1.
c. VERDADEIRA, basta tomar y=x.
d. FALSA. Se fosse verdadeira, teriamos (tomando x=1) 1y=1 e (tomando x=2) 2y=4 simultaneamente, 0 que é
absurdo.

23)
a. FALSA. Para todo niimero real x, X* # —1
b. FALSA. Existe um niimero inteiro n, tal que N> <n (de fato, n=0, por exemplo).
c. FALSA. Existe um real x, tal que X <1 e x* >1.(de fato, x=-2, por exemplo).
d. VERDADEIRA. A negacéo seria: Existe nimero real x tal que para todo natural n tem-se n < X..
e. FALSA. Para todo natural n, existe namero real x tal que n < X .
24)
a. FALSA. Contra-exemplo: x=-5. Existe um x real tal que x*> > xe x<1.
b. VERDADEIRA (cancele x em ambos os lados).
c. VERDADEIRA.
d. FALSA. Contra-exemplo: n=2. Existe um n natural tal que n € par mas n é primo.
e. VERDADEIRA.
f. VERDADEIRA (por exemplo, y=3).
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FALSA. Paratodoyreal, y+3>Y.

FALSA. Existe um x real tal que x* —2x+1<0 (de fato, x=1).
VERDADEIRA. Por exemplo, x=2.
VERDADEIRA. Por exemplo, x=10.

VERDADEIRA. Se N <0, basta tomar x=1. Caso contraio, tome, por exemplo, X = 2 ¢/N .
VERDADEIRA. Basta tomar y = 3x — X°.

FALSA. Existe umy real tal que, para todo x real, x> —3X + y # 0. (Por exemplo, y=5).
VERDADEIRA. Basta tomar y=0.

N
e =+ o coo 2

26) Suponha que ha N brasileiros no mundo. A cada um deles associamos 0 seu nimero de amigos, que claramente sera
um namero entre 0 e N-1. Note que um brasileiro com 0 amigos ndo conhece ninguém, enquanto um brasileiro com N-1
amigos conhece todas as outras pessoas do grupo.

Porém, se hd um brasileiro “eremita” (0 amigos), ndo pode haver um brasileiro “super-popular” (N-1 amigos), ja
que estes ndo se conheceriam! Assim, ao considerar a funcéo f que leva cada brasileiro em seu nimero de amigos, ha
apenas duas hipoteses a considerar:

a. A imagem de f esta contida em {0,1,2,...,N-2}.
b. A imagem de f esta contida em {1,2,...,N-1}.

Em qualquer caso, temos N brasileiros e apenas N-1 possibilidades para o valor de f. Assim, hé dois brasileiros que

tém o0 mesmo nimero de amigos (ou, se vocé preferir, f ndo € injetiva)!

27) Suponha, por contradi¢do, que ha finitos ndmeros primos, digamos, pi, Ps,..., P, Considere o ndmero

N = p;p,...p, +1. Note que N deixa resto 1 na divisdo por cada um daqueles primos. Portanto, N n&o possui fatores

primos, o que é um absurdo (todo natural maior que 1 possui decomposi¢do Unica em fatores primos). Conclusdo: ha
infinitos nimeros primos.

. ) . m x
28) Suponha, por contradigdo, que J2 e Q . Claramente, V220 , entdo é possivel escrever V2 = —, onde m e n sdo
n

inteiros primos entre si. Entio m=+/2n=m? =2n> = m? é par = mé par = m=2k para algum k inteiro.
Portanto, 4k* = 2n* = n® =2k® = n® é par = n ¢ par . Mas m e n s&o pares e primos entre si! ABSURDO!
Conclusdo: /2 ¢ Q

29) Suponha, por absurdo, que p+gx é racional. Entdo podemos escolher a e b inteiros (b ndo nulo) tais que

p+0x= %. Alids, como p e q séo racionais, q diferente de zero, podemos escrever p=c/d e g=e/f onde c,d.e,f sdo

inteiros (d, e e f ndo nulos). Portanto (note como usamos que € = 0 ao dividir por e):
a ¢

c. e _a_ . _bd_ f(ad - bc)
d f b e bde

f

e x seria uma fragdo com inteiros no numerador e denominador, isto é, x seria racional, o que é um absurdo.
Concluséo: p+qgx deve ser irracional.

30) Seja n um inteiro impar qualquer. Entdo podemos escrever n=2k+1 para algum k inteiro. Assim
n?=4k? +4k+1=n?-1= 4k(k +1). Como k e k+1 sdo inteiros consecutivos, pelo menos um deles é par! Assim,

n® —1 é divisivel por 8, isto é, n* deixa resto 1 na divisdo por 8.
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31) Considere agora a equacdo ax” +bx+c =0, cujas raizes séo > . Néo é dificil ver que estas raizes

s30 racionais se e somente se o determinante b? — 4ac for um quadrado perfeito. Mas b? deixa resto 1 na divisdo por 8,
e, Como a e ¢ sdo impares, 4ac deixa resto 4 na divisdo por 8. Portanto, b? — 4ac é um nlmero impar, que deixa resto 5
na divisdo por 8. Como o resto ndo é 1, o niimero impar b? —4ac né&o pode ser um quadrado perfeito!

Teste Fev 2003
1)
a. Existe um x real tal que x> —8x+15=0.
VERDADEIRA. De fato, x=3 resolve a equacdo.

b. Paratodo x real, x* +2 > x? +1.
VERDADEIRA. x? +2 > x* +1< 2>1, que é verdadeira para qualquer x real.
c. Paratodo n natural, sin(nz)=0.

VERDADEIRA. Os angulos da forma nz s&o céngruos aos angulos de 0 e 180 graus, cujos senos séo nulos.
d. Paraquaisquer x e y reais, tem-se Xy<0=x<0ouy>0.

FALSA. De fato, existem x e y reais tais que Xy <0e x> 0e y <0; basta tomar, por exemplo, x=1 e y=-1.
e. Paraquaisquer x e y reais, tem-se Xy=1=x=1ou y=1.

FALSA. De fato, existem x e y reais tais que Xy =1e X #1e y #1; basta tomar, por exemplo, x=2 e y=1/2.
f. Paratodo y real, existe x real tal que x* —(y+2)x+(y+1)=0.

VERDADEIRA. Basta tomar x=1 ou x=y+1 (que s&0 as raizes da equacao acima).

g. Existe x real tal que, para todo y real, y(3x + 2y) =5y?,

FALSA. Para todo x real, existe y real tal que y(3x + 2y) #* 5y2 . De fato, a equacédo acima é equivalente a y=0 ou
y=Xx; assim, como contra-exemplo, bastatomar y #0e y = X.

(Nota: ndo podemos tomar x=y com intuito de provar que a afirmacgdo é verdadeira pois x ndo pode depender de y —
cuidado com a ordem!)

2)

X —(2-yx+1=0
a. qy>=2y

Z4 =X4+y4

Da segunda equacdo, y =00u y=2.

CASO 1: Se y=0, substituindo na primeira equaco, temos que X* —2x+1=0 <> X =1. Enfim, substituindo ambos
X e y na terceira, temos que 2 =1le 7 =41, Portanto, temos duas ternas neste caso: (1,0,1) e (1,0,-1).

CASO 2: Se y=2, substituindo na primeira equacéo, temos que x° +1=0, que ndo tem solucéo real.

Enfim, juntando tudo, concluimos que:

§ ={(1.01),(L0.-1);

Xy =16

b. {2/-y-8=y

(x+2x—2y+4)* =0
Comegamos pela segunda equagéo. Temos:
2)-y=y+8=>-4y=y* +16y+64 < y’* +20y+64=0<>y=-40u y=-16.
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Testando ambas as respostas, vé-se que y=-16 ndo serve, enquanto y=-4 é solucdo. Substituindo na primeira
equacao, conclui-se que x=-4 também. Enfim, colocando os valores de x e y na Gltima equag&o, tem-se

(-4-4z+42+4) =0=0=0
e, portanto, ndo ha condigdo imposta a z. Enfim:
S={-4-42)zeR}

3)
a. Se Buenos Aires é a capital do Brasil, entdo Manaus é capital do Amazonas.
VERDADEIRA (pois a hipbtese da implicacao é falsa).

b. Existe um x real tal que x* > —1.
VERDADEIRA. Exemplo: x=0.
c. Paratodo n natural, n é par ou n é primo.
FALSA. Contra-exemplo: n=9.
d. Para quaisquer x e y reais, tem-se Xy <100 = x<10ou y <10.

VERDADEIRA, ja que a contra-positiva X >10 e y >10 = xy >100 é claramente verdadeira.
e. Para quaisquer x e y reais, tem-se x> —1=0=x=1ou y=1.

VERDADEIRA, jaque X} -1=0=>x=1=x=1ou y=1.
f. Paratodoy real, existe x real tal que e* = y°.

FALSA. Contra-exemplo: y=0 (para o qual ndo existe x correspondente).
g. Existe x real tal que, para todo y real, In (x2 - xy) =0.

FALSA. Teriamos x° — Xy =1 paratodo y, o que implica em x? =1e x =0, e tal x ndo existe.

x2y+ Xyz _ elnx+|ny
{mw+w=Wmmnw'
Da primeira equagéo, xzy + xy2 = XYy e ambos X e y tém de ser positivos (para que os logaritmos existam); assim,
podemos cancelar xy de ambos os lados e concluir que X+ Yy =1. Substituindo na segunda equacao, descobrimos que

(Inx)Iny)=0=Inx=00ulny=0=x=10u y=1. Mas em qualquer um destes casos, a outra variavel teria de
ser 0 (ja que x+y=1), o que ¢ absurdo (pois In0 n&o existe). Assim, o sistema ndo tem solucao!

5) Se o sistema tivesse solucBes reais, da primeira equagdo, concluiria-se que y=e€°® >e* >x (usando a

propriedade dada duas vezes, com a =e” e depois com a=x). Analogamente, da segunda conclui-se que x>y. Entdo
temos X >y > X, um ABSURDO!

Concluséo: o sistema nédo tem solugdes! C.Q.D.



