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Problemas de Ldgica

Problemas Classicos

1) Trés maridos A, B e C e suas respectivas esposas a, b e ¢ devem atravessar um rio usando um barco que
comporta apenas 2 pessoas. No entanto, os trés maridos sdo ciumentos de maneira doentia: cada um néo
aceita que sua esposa esteja na presenca de outro homem (no barco ou em terra) sem que ele mesmo
esteja presente. Como eles devem atravessar o rio sem enfurecer qualquer um dos trés maridos?

a. E se um dos maridos for poligamo com 9 esposas?

2) Quatro pessoas com uma lanterna tém de atravessar uma ponte a noite. A ponte s6 aglienta o peso de 2
pessoas de cada vez, e a lanterna deve ser carregada toda vez que a ponte for percorrida. A pessoa A
leva 10 minutos para cruzar a ponte, B leva 5 minutos, C leva 2 minutos e D leva 1 minuto. Se duas
pessoas atravessam a ponte juntas, elas tém de andar a velocidade da pessoa mais lenta. Como fazer
para que todos atravessem num tempo total de 17 minutos?

3) Numa gaveta ha 12 pares de meias brancas e 12 pares de meias azuis. Vocé tem de escolher as suas
meias no escuro. Qual o nimero minimo de meias que vocé deve pegar para garantir que ha pelo menos:

a. Um par de meias da mesma cor?
b. Um par de meias de cores diferentes?
c. Um par de meias brancas?

4) Tém-se 3 caixas, uma com laranjas, outra com bananas e uma terceira com laranjas e bananas.
Infelizmente, os rétulos destas caixas formam trocados de forma que nenhuma caixa esta com o rétulo
correto. Como proceder para corrigir os rotulos das 3 caixas removendo apenas uma fruta de uma caixa?

5) Tém-se 12 diamantes. Todos eles ttm o0 mesmo peso, exceto um que é mais leve do que os demais.
Usando trés pesagens de uma balanca de pratos, mostre como descobrir qual é o diamante falso.

a. Repita o problema anterior com 27 diamantes, um deles mais leve do que os demais.

6) Ha 12 diamantes. Todos tém o mesmo peso, exceto um. Com trés pesagens de uma balanca de pratos,
como descobrir qual € o diamante falso e determinar se ele é mais leve ou mais pesado que os demais?

7) [Dificil!'] Marcos pensa dois nimeros naturais positivos (possivelmente iguais); a soma destes dois
nimeros ele entrega ao matematico Alcides, enquanto o produto ele entrega a matematica Beatriz.
Alcides e Beatriz conversam sem mostrar seus nimeros um ao outro:

A: “S6 com esta soma, eu ndo sei quais sdo eram os dois numeros originais”.
B: “Com este produto, também nao da para descobrir”.
A: “Mesmo assim, continuo sem saber quem eram os nimeros originais”.
B: “E eu continuo sem saber quem eles eram”.
A: “Ah! Neste caso, eu sei quem eram os nimeros originais!”.
B: “Se vocé agora sabe, entdo eu também sei!”.
Quais eram 0s nUmeros originais?

Conectivos Logicos (“E”, “OU”, “NZ\O”) e Conjuntos
8) Use tabelas verdade para comprovar que
a. (AUB)=ANB
b. (AUB)nB=ANB
c. Au(BnC)=(AuB)n(AULC)
(AnB)U(ANC)=(AUB)~(ANC
e. (pva)rvs)=prvpsvarvas
llustre os itens (a-d) com diagramas de Venn.
9) Desenhe um diagrama de Venn para 4 conjuntos A, B, C e D.
10) Escreva a negacdo das seguintes proposigoes:

a. Socrates é alto e mortal.
b. Platdo é grego ou romano.
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c. Setembro chove e comer ra faz suar.

d. Jantamos ou ndo vamos ao cinema.

e. Eu ndo conheco metade de vocés metade do que eu gostaria; e gosto de menos da metade de
vocés a metade do que vocés merecem®.

Sistemas
11) Encontre todas as soluc@es reais de cada um dos sistemas abaixo:

a. x(x—y)=(y-1)[x+y)=0 b. x2+xy—3x=y?—xy=0
Xy #0 Ax-1)=0

c. {y?-xy=0 d. <A(y-1)=0
X2 +xy+3x=0 x2+y2+a=1

‘. {x2—4x+3>0 £ {xy<0<x2—4x+3
x2 —6x+8<0 (x=2)y-1)>0

Esboce (f) no plano cartesiano x-y.
12) Em Caélculo 2, vocé vai aprender que os numeros reais X, y de soma 5 que maximizam (ou minimizam) a

expressdo f(x,y)=x’y® satisfazem um sistema da forma:
2xy* =A; 3x’y*=1; x+y=5
Encontre todas as solugdes deste sistema (nas trés variaveis, incluindo a variavel real 1).
13) Em Calculo 2, vocé vai aprender que 0s nameros reais x e y de produto 1 que maximizam (ou
minimizam) a expressdo f (x, y) = X+ Yy satisfazem um sistema da forma:
1=14y; 1=4x; xy=1
Encontre todas as solugdes deste sistema (nas trés variaveis, incluindo a variavel real 1).
14) Encontre todas as solucdes reais dos sistemas abaixo

x? —2x+3=0 y = 4x(1-x)
a {xy+zx—x>=0 b. {y? =8y-15
yt=1z" =Xz
X=Xy+z=0 2 2 ~
C.iX+2xy—z=4 d. {XA y4_(x2+y)§x y)
x* =z° oy ey
xy >0 (x+1)y+4)<0
e. 1(y-1(y-3)<0 f.iA2—4a1<-4
(x-2)x+1)>0 —y=Jy+6

Esboce (d) e (e) no plano cartesiano x-y.

Implicagbes Logicas
15) O artigo 34 da Constituicdo Brasileira de 1988 diz o seguinte?;
“A Unido ndo intervird nos Estados nem no Distrito Federal, exceto para:
1) Manter a integridade nacional;
1) Repelir invaséo estrangeira ou de unidade da Federagéo em outra;
my .-

Y “I don’t know half of you half as well as I should like, and I like less than half of you half as well as you deserve”, de “O Senhor dos
Anéis: A Irmandade do Anel”, J.R.R.Tolkien.
2 Os problemas 15, 16 ¢ 23 vém de “A Matematica do Ensino Médio, Volume 17, por Elon Lages Lima et al.
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Suponhamos que o estado do Rio de Janeiro seja invadido por tropas do estado de Sdo Paulo. O texto
acima obriga a Unido a intervir no estado?
16) Dado m>0 resolva a equa(;éox/;jt m = x, notando cuidadosamente quais implicacdes logicas séo

reversiveis e quais nao sao.
17) Encontre todas as solucGes reais dos sistemas

X+y+z=4

2 2 — O
a. Xy b. {Xx—-y-z=-4
x*+y* =32
Xy = Xz
18) Use tabelas verdade para demonstrar
a. O principio das demonstragGes por Absurdo: (p=a)Ad)=Dp
b. A transitividade das implicagGes: (p=a)al@a=r)=(p=r)

c. Au(BNC)=(AUB)NC <« AcC.
19) Mostre que x° —x* +2x® —5x* +2x—1>0=>x > 0. [Dica: contra-positiva]

y'-8x"+z=yz

20) Mostre que { = X #1ou y= 2. [Dica: contradi¢ao]

22 —x"—yz=1

Quantificadores (“PARA TODO” e “EXISTE”)

21) Escreva a negacéo das seguintes proposicoes:
a. Sempre gque chove, eu me molho.
b. Existe pelo menos um politico honesto no Brasil.
c. Ha matematicos que ndo usam oculos.
d. Quem ndo sabe ldgica, ndo passa neste curso.
22) As sentencas abaixo sao falsas ou verdadeiras? Por qué?
a. Paratodo x real, existe umy real tal que xy = X.

b. Existe umy real tal que, para todo x real, tem-se xy = X.
c. Paratodo x real, existe um y real tal que xy = x°>.

d. Existe umy real tal que, para todo x real, tem-se xy = x°.
23) Para cada sentenca abaixo, diga se ela é verdadeira ou falsa e forme a sua negacéo:
a. Existe um nimero real x tal que x* =—1.
b. Para todo nimero inteiro n, vale n® >n.
c. Paratodo nimero real x, tem-se x >1 ou x* <1.
d. Paratodo numero real x existe um nimero natural n tal que n > x.
e. Existe um numero natural n tal que, para todo numero real x, tem-se n > x.
24) Determine a veracidade das afirmacgdes abaixo. Para aquelas que séo falsas, escreva a negacdo e dé um
contra-exemplo.
a. Paratodo x real, x> > x= x>1.
Para todo x real positivo, x* > x = x>1.
Para quaisquer X,y reais, (x <0<yex’= yz):> X+y=0.
Para qualquer n natural, n é par = n néo é primo.
Paratodoy inteiro, y >2 =y >3.
f. Existeumyrealtalque y>2—=y>3.
25) Determine a veracidade das afirmagdes abaixo. Para as falsas, escreva a negacéo.
a. Existeumyrealtalque y+3<y.
b. Paratodo x real, x> —2x+1>0.
c. Existe um x real tal que x’ > 3x.
d. Existe um x real tal que x’ >30000x .
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Para todo N real, existe um x real tal que x” > NXx.
Para todo x real, existe um y real tal que x> —3x+y =0.

Para todo y real, existe um x real tal que x> —3x+y =0.
Existe um y real tal que, para todo x real, tem-se (X +2y)x —y) = x

o Q o

Demonstracoes

26) Mostre que ha dois brasileiros que tém o mesmo numero de amigos brasileiros (suponha que toda
amizade é matua).

27) Mostre que ha infinitos nimeros primos.

28) Mostre que a raiz quadrada positiva de 2 € um namero irracional.

29) Seja x um numero irracional e sejam p e q ndmeros racionais (com g ndo-nulo). Mostre que p+gx é
irracional.

30) Mostre que, se n é impar, entdo n% —1 é divisivel por 8.
31) Sejam a, b e c inteiros impares. Mostre que a equagéo ax® + bx + ¢ =0 nio admite raiz racional.

Questdes de Testes (Fev 2003)

1) Determine a veracidade das seguintes afirmacdes. Justifique brevemente as suas respostas, se
possivel, usando um contra-exemplo. No caso das afirmativas falsas, escreva a sua negacao.

a. Existe um x real tal que x> —8x+15=0.
Para todo x real, x* +2 > x* +1.
Para todo n natural, sin(nz)=0.
Para quaisquer x e y reais, tem-se xy <0=x<0ouy>0.
Para quaisquer x e y reais, tem-se xy =1=>x=1o0u y=1.
Para todo y real, existe x real tal que x> —(y +2)x + (y +1)=0.
g. Existe x real tal que, para todo y real, y(3x+2y)=5y?.
2) Resolva os seguintes sistemas no universo dos nimeros reais, justificando as suas respostas.
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x*—(2-yx+1=0 xy =16
a. {y’=2y b. 12{y-y-8=y
2h=x*+y! (x+zx—zy+4) =0

3) Determine a veracidade das seguintes afirmacdes. No caso das afirmativas falsas, quando cabivel,
apresente um contra-exemplo.
a. Se Buenos Aires é a capital do Brasil, entdo Manaus € capital do Amazonas.

b. Existe um x real tal que x* >—1.
c. Paratodo n natural, n é par ou n é primo.
d. Para quaisquer x e y reais, tem-se xy <100 = x <10ou y <10.
e. Paraquaisquer x e y reais, tem-se x> —1=0=>x=10u y=1.
f. Paratodo y real, existe x real tal que e* = y°.
g. Existe x real tal que, para todo y real, In(x2 — xy): 0.
2 2 _ Alnx+iny
N . . Xy + =e
4) Encontre todas as solugdes reais do sistema y+x :
In(x+y)=(Inx)Iny)
) ) e*=Iny _ N x
5) Sabe-se que e >a para todo a real. Mostre que o sistema | ndo tem solucéo real. [Sugestao:
=Inx

faca por contradi¢cdo — suponha que o sistema tem uma solucéo real...]



