Sistemas Nao-Lineares: Linearizacao

1 Caso Linear: plano Trago-Determinante

Comegaremos fazendo um breve resumo do que aprendemos no caso linear: como é o retrato de fase para sistemas do tipo v = Av
ondev = (z(t),y(t)) e A(z,y) = (az + by, cx + dy)? Vimos anteriormente que o comportamento “geral” das trajetérias-solugao
depende apenas dos autovalores calculados: se eles sdo complexos, as trajetérias espiralam ou séo elipses (dependendo do sinal
da parte real dos autovalores); se eles sdo reais e tém sinais distintos, as trajetdrias sdo tipo “sela” (apenas uma trajetéria
se aproxima assintoticamente da origem, todas as outras se afastam); enfim, se eles sdo reais com mesmo sinal, as trajetérias
revelam um “n¢” na origem (que pode ser estdvel ou instdvel dependendo do sinal, e pode ser impréprio se os autovalores forem
iguais).

Mas todas as condigbes acima podem ser re-escritas em funcao apenas do trago e do determinante de A! Afinal, a equacao
caracteristica é

A — (TrA) XA+ DetA =0

isto é, a soma dos autovalores é TrA = a + d e o seu produto ¢ DetA = ad — be.

Esta equagao tera raizes reais se, e somente se, A > 0, isto é, se (TTA)2 — 4 (DetA) > 0. Neste caso, é facil descobrir o sinal
das raizes, sem precisar resolver a equagio: elas terdo sinais distintos exatamente quando DetA < 0 (lembre-se, Det A = A \2);
por outro lado, se DetA > 0, as raizes terao o mesmo sinal — e ai olhamos o trago, TrA = A1 + A2, cujo sinal serd o mesmo dos
autovalores.

Por outro lado, se as rafzes forem complexas (isto ¢, (I'rA)° — 4 (DetA) < 0), entdo elas serdo da forma A = m + ni. Neste
caso, TrA = A1 + Ay = 2m, isto é, o sinal do trago é o sinal de m. Assim, as espirais serdo instdveis se TrA > 0, estdveis se
TrA < 0 e teremos centros quando TrA = 0.

A discussdo acima pode ser resumida pelo plano trago-determinante (na figura, 5 é o trago e v é o determinante):
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Nos casos dos nés e das selas, as diregoes “especiais” (trajetérias semi-retas) sdo os autovetores de A.

2 Caso Nao-Linear: Nuliclinais
E no caso nao-linear

i =F(z,y)
y =G (z,y)

como podemos esbogar o retrato de fase? Enquanto é sempre possivel esbogar um grande nimero de vetores do retrato de fase
(especialmente com a ajuda de um computador), sem uma andlise sistemética ¢é dificil dizer exatamente qual é o comportamento
das solugoes.

Para nos auxiliar com um esbogo manual de um retrato de fase (e ao mesmo tempo aumentar nossa compreensao dele),
poderiamos fazer um esforgo para desenhar primeiramente todas os vetores que sao horizontais ou verticais. Os pontos do



retrato de fase onde isto acontece formam as chamadas nuliclinais. Em outras palavras, a nuliclinal horizontal é o conjunto
dos pontos G (z,y) = 0; a nuliclinal vertical é o conjunto dos pontos onde F (z,y) = 0. O leitor atento deve ter percebido que
as intersecoes das nuliclinais horizontais e verticais sao exatamente os pontos de equilibrio. O esbogo das nuliclinais mais uma
pequena indicacao das diregoes dos vetores sobre elas ja dd uma 6tima idéia sobre o retrato de fase procurado. Ilustremos este
processo com um exemplo.

Exemplo 1 Espécies em Competicdo'

& =x(8—2x—2y)
y=y(6-2z-y)

A nuliclinal vertical consiste de duas retas: z =0 e x + y = 4. Analisemo-las separadamente.

Sobre a reta x = 0, os vetores do retrato de fase tém a forma (0,y (6 — y)). Analisando o sinal do segundo termo, vemos que
os vetores apontam para cima quando y (6 —y) > 0, isto ¢, 0 < y < 6, e para baixo caso y < 0 ou y > 6. Nos pontos (0,0) e
(0,6), os vetores sdo nulos e temos, portanto, equilfbrios.

Sobre a reta x +y = 4, os vetores tém a forma (0,y (6 — 2z —y)). Usando que & = 4 — y, podemos colocar a segunda
componente apenas em fungao de y, a saber: y(6 —2z —y) = y(6 —2(4 —y) —y) = y(y —2). Isto significa que tais vetores
apontam para baixo quando 0 < y < 2 e para cima caso y < 0 ou y > 2. Os pontos (4,0) e (2,2) serdo dois outros equilibrios
do sistema.

A andlise da nuliclinal vertical pode ser resumida na figura a seguir (os equilibrios sdo os pontos vermelhos).
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Analogamente, as nuliclinais horizontais sdo as retas y = 0 e 2z +y = 6. Na primeira, os vetores sao da forma (z (8 — 2z),0),
ou seja, apontam para a direita quando 0 < z < 4 e para a esquerda fora deste intervalo. Na segunda, os vetores (z (22 — 4),0)
apontam para a esquerda para 0 < x < 2 e para a direita caso contrério:

1Voceé pode fingir, por exemplo, que « (t) é uma populagio de tubardes e y (t) ¢ uma populagdo de golfinhos, ambas em milhares, lutando pelo peixe
de cada dia. Vale a pena pensar um pouco se o modelo faz sentido: por exemplo, note que, se z = 0, entdao = 0 e, portanto, = (¢) = 0 para todo t.
Ao mesmo tempo, se x = 0, temos y = y (6 — y), ou seja, na auséncia de tubardes, a populagido de golfinhos segue um modelo logfstico com capacidade
limite de 6 (mil) golfinhos. Analogamente, se y = 0 inicialmente, entao y (t) = 0 sempre, e & = x (8 — 2z) segue um modelo logistico com capacidade
limite de 4 (mil). Os termos em zy servem para diminuir a capacidade limite na presenca de um competidor.



=4

1
8l ‘ | ! ; ! ; T

~ 1E3
N
6 \\ , —
RN T |
~
\\'
~ G
~

T -

] \\ E4
2 i el 8

~
i S
. SN
~
o €= + —> LS -—
E1 RS

| . . . . ~

I \\\
2 - | ~ -

I - \T\

4 *

~
~
~
4l b o S
! ! | ! ! ! ! ! ! ! LS
2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Esta figura ja nos dé varias informagoes: por exemplo, observe o pequeno tridngulo com vértices E2 e E4. Em dois de seus
lados, as trajetérias tém de “entrar” no tridingulo; no lado horizontal, as trajetérias seguem na horizontal para a direita, na
diregdo de E2. Isto significa que nenhuma trajetéria que entra neste tridngulo pode sair dele (e 14 dentro todas as trajetérias
devem apontar para “sudeste”). Isto indica que todas estas trajetérias devem seguir na dire¢do de E2.

Analogamente, o pequeno tridngulo com vértices E3 e E4 também é um grande sugador de trajetérias. Como ali dentro todas
as trajetérias vao para “noroeste”, é razodvel concluir que elas vao na direcao de E3.

No quadrilatero com vértices opostos E1 e E4, todas as trajetérias seguem para “nordeste”... Algumas devem sair por cima
e outras pela direita, e é razodvel supor que haja alguma trajetéria que vd exatamente na direcao de E4, funcionando como um
“divisor de dguas”. Esta trajetéria é chamada de separatriz. Com a ajuda do PPLANE, desenhamo-la a seguir, ligando E1 a
E4.

Trajetérias que se iniciem um pouco acima da separatriz aproximam-se (a longo prazo) de E3, enquanto as que se iniciam
um pouco abaixo da separatriz vao na diregao de E2.

Trajetérias que vém de (400,400) tém de ir para sudoeste. E razodvel supor que algumas delas atravessam o segmento
E3E4 e outras atravessam o segmento E2E4 (com uma indo exatamente na diregdo de E4 e funcionando como outro “divisor
de dguas”). Note que, como o eixo x é uma nuliclinal horizontal e o eixo y é uma nuliclinal vertical, os eixos coordenados nao
podem ser cruzados por trajetoria alguma! Esta é uma boa caracteristica deste modelo populacional — as trajetérias no primeiro
quadrante nao saem do primeiro quadrante, isto é, o modelo prevé que jamais alguma das duas populagoes fique negativa.

Enfim, marcamos uma trajetéria de E4 para E2 que separa a maneira como as trajetérias entram naquele tridngulo de
vértices E2 e E4, e fizemos o mesmo de E4 para E3. A anilise que fizemos organiza o jeito que as trajetérias tém no primeiro
quadrante todo! A esta altura, é razodvel supor que E1 e E4 sdo equilibrios instéveis, enquanto E2 e E3 parecem estdveis (mas
aguarde a proxima segdo para uma andlise mais detalhada da estabilidade dos equilibrios). A interpretacdo do modelo é de que



provavelmente uma das populacoes serd extinta, dependendo de estarmos acima ou abaixo da separatriz no momento inicial.
Enquanto E4(2,2) é um equilibrio, ndo é de se esperar que ele dure — a partir dali, qualquer tubardo que tropece e morra faz
com que deixemos este equilibrio e, a longo prazo, isto significaria a extingao da populagao de tubaroes.

3 Estabilidade dos Equilibrios

Como podemos melhor analisar o comportamento das solugoes préximas aos equilibrios? A idéia desta segao é simples: utilize
uma aproximagao linear de F (z,y) e G (x,y) perto do ponto critico (xg,yo). Com um pouco de sorte, o sistema nao-linear que
queremos analisar terd um comportamento parecido com o do sistema linear dado pela aproximagao.
Por exemplo, no modelo da segdo anterior, perto de E1(0,0) os valores de = e y sdo muito pequenos. Assim, podemos
desprezar termos de ordem quadrética de F (x,y) e G (z,y) , isto é
F(x,y) = 8z — 22% — 22y ~ 8z
G (2,y) = 6y — 2zy —y° ~ 6y
Assim, é razodvel esperar que o comportamento do sistema & = F' (z,y) e y = G (z,y) seja préximo do comportamento de
T = 8x
y = by
Ora, sabemos extamente que tipo de sistema é este: a origem é um equilibrio tipo né instdvel, e todas as trajetérias saem

tangentes ao eixo y (jd que o autovalor de x é maior), como na figura a seguir. E razodvel supor que este comportamento se
aplique ao sistema original.

T =8x ey =06y

Em geral, dado um ponto de equilibrio (xg,yo), calculamos a aproximagéo linear préxima a este ponto (plano tangente)

oF oF
F(z,y) ~ F (x0,90) + 92 (zo,v0) (& — x0) + oy (70, 90) (¥ — ¥o)

oG oG
G (z,y) ~ G (z0,90) + Oz (w0, y0) (x — 20) + 8731 (z0,%0) (¥ — vo)

Fazendo entao a mudanga de varidveis u (t) = x (t) —xg e v (t) = y (t) — yo (note que @ = & e ¥ = ) e notando que, no equilibrio,
temos F' (z0,y0) = G (zg, yo) = 0, ficamos com a aproximagao linear

u = au + bv
v=cu+dv

onde a matriz dos coeficientes é exatamente o Jacobiano de ' e G :

( a b > _ (5 (@o,0) %2 (70, Y0) _M_J
c d a %%(xO)yO) %y (1'07y0) B a(.%‘,y) — YFRG

Facamos isto, por exemplo, com os outros equilibrios do sistema acima. Podemos primeiro calcular o Jacobiano em geral

9E () 2E(z,y) 8 —dx — 2y -2z
_ oz 5} _
“"””’”(%G(x,y) ?5<x,y>>< ~2y 6—2w—2y>



Em E2(4,0), isto dé ( zf

equilibrio € um né assintoticamente estiavel para o sistema linear. De fato, pode-se mostrar que o equilibrio se parece com

uma sela também no sistema original.

. . -4 0
Em E3(0,6), o Jacobiano é ( 12 —6

-8 . ~ . . N
_9 ) cujos autovalores sao A\; = —8 e A2 = —2. Dois autovalores negativos significam que o

) , € os autovalores —4 e —6 indicam outro né estével.

-4 - . . .
com determinante —8 negativo. Assim, temos um ponto de sela.
-4 =2
O diagrama de fase do nosso sistema pode ser enriquecido com trajetérias para revelar o comportamento acima descrito:

Enfim, E4(2,2) tem Jacobiano (
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Bom, todas estas aproximacoes acima tém de ser justificadas de alguma forma... A ferramenta que temos é um teorema que
nao iremos demonstrar:

Teorema 2 Sejam F (x,y) e G (x,y) fungdes cujas derivadas parciais de sequnda ordem sao continuas. Entao o sistema

&t =F(x,y)
y=0G(z,y)

¢ bem aproximado na vizinhanga de um ponto critico (xo,yo) pelo sistema linear

=ax + by
Yy =cx+dy
a b B . . .
onde c a ) ¢? Jacobiano de F e G no ponto (zg,yo). Por bem aproxzimado, queremos dizer:

a) O tipo de equiltbrio no caso linear é o mesmo tipo de equilibrio do sistema original, com as sequintes excegoes:

i) Se o caso linear tem equilibrio do tipo centro, o equilibrio original pode ser centro ou espiral;

it) Se o caso linear tem equilibrio do tipo né impréprio ou estrela estdveis, o equilibrio original pode ser um né ou uma espiral
estdveis;

iii) Se o caso linear tem equilibrio do tipo nd improprio ou estrela instdveis, o equilibrio original pode ser um ndé uma uma espiral
mstdveis;

iv) Se o caso linear tiver um dos autovalores nulos, nada se pode afirmar.

b) As trajetorias que “entram” ou “saem” (assintoticamente) do equlibrio no caso linear sio tangentes as trajetorias correspon-
dentes no sistema original.

Para entender melhor o item (a) acima, exigimos que o leitor identifique cada situa¢do no diagrama trago-determinante
mostrado anteriormente. Em suma, as unicas excegbes sao as linhas limitrofes entre regides adjacentes; se o caso linear cair
exatamente em cima da pardbola Tr2 = 4Det, é possivel que o sistema original esteja um pouco acima ou abaixo da pardbola —
ou seja, os termos quadraticos descartados podem ser suficientes para empurrar o né impréprio do caso linear para espirais ou
ndés no sistema original. Analogamente, se tivermos Det > 0 e Tr = 0 no caso linear, a diferenga entre (F, G) e suas aproximagoes
lineares pode ser exatamente o suficiente para jogar o equilibrio de centro para espiral estdvel ou instdvel. Enfim, se estivermos



no eixo Det = 0, entao hd uma dire¢ao na qual o caso linear “se anula” completamente, e os termos “quadraticos” descartados
determinariam completamente o comportamento do sistema de EDOs nesta direcao — assim, ndo podemos afirmar coisa alguma
baseados apenas na aproximacao linear.

Exemplo 3 Espécies em Competicao

No modelo anteriormente estudado, todos os equilibrios sao nés ou selas que nao caem nas excecoes, e as afirmacoes 14 feitas
s@o justificadas pelo item (a) do teorema apresentado.

O item (b) revela informagoes adicionais (confirme cada uma no retrato de fase!):

No equilibrio E1, havia duas autovetores (1,0) e (0,1), e a grande maioria das trajetérias “safa” de E1 tangente ao vetor
(0,1). O item (b) diz que estas diregoes se mantém no diagrama de fase do sistema nao-linear — as trajetérias saem de E1
tangentes a (0, 1), exceto por um par de trajetorias solitdrias que saem na dire¢do horizontal (1,0).

Em E2, os autovetores do Jacobiano sao (1,0) (autovalor —8) e (—4,3) (autovalor —2), indicando um né estével cujas
trajetorias “chegam” tangentes a (—4,3) (novamente, exceto pelas duas solitdrias trajetérias horizontais).

Verifique também E3: autovetores (0,1) (autovalor —6) e (1,—6) (autovalor —4) indicam um né estével com trajetérias na
direc¢do do vetor (1, —6), exceto pelas trajetérias realmente verticais. E, em E4, temos uma sela com autovetores (4, —1F V17 )
respectivamente associados aos autovalores —3 4= v/17. O autovetor (4, VIT — 1) tem autovalor negativo — isto indica a diregao
da separatriz no ponto E4 (aquela que vem de E1)! A outra separatriz (E2-E4-E3) ¢ tangente a (4, -1- m) no ponto F4, e

“sai” de E4 pois seu autovalor v/17 — 3 é positivo.

4 Exercicios

1) No exemplo trabalhado acima, vimos um modelo com duas espécies em competigdo em que uma delas tende a ser extinta por
causa da outra. Faca o mesmo tipo de andlise (nuliclinais com diregoes de seus vetores, andlise de estabilidade de equilibrios por
linearizacao e encontre autovetores que sejam diregoes especiais) para o sistema

t=x(6—1x—2y)
— y(8 - 20 — 2)

Compare o diagrama que vocé esbogou com o obtido pelo PPLANE. O que este modelo prevé para as duas populagées? Que
mudancas nos coeficientes podem ter causado um comportamento tao distinto do modelo do texto?

2) Repita o problema anterior com

T =x(6—2z—2y)
y=y(8—-2r—2)

3) Um péndulo de comprimento L sofre a agdo da gravidade. Se o angulo que ele forma com a vertical ¢ € e sua velocidade
angular é w = %, um modelo para o movimento do péndulo é dado por
0=w
W= —K?sin6
onde K = 4 é uma constante.
a) Encontre as nuliclinais e os equilibrios deste modelo, desenhando-os num retrato de fase. Classifique os equilibrios quanto
a sua estabilidade. Entao, use o PPLANE para conferir seu retrato e interprete o que o retrato lhe diz.
b) Como o valor de K afeta as solugdes? O que significaria tomar K = 0 fisicamente? Qual é entdo o comportamento do
péndulo neste caso?
¢) Note que vocé pode eliminar ¢ tomando
a 0 w
dw W —K2sinf
Resolva esta equagao diferencial separdvel para determinar exatamente a equacao das trajetérias no plano wé.
d) Multiplique a equagao da trajetéria por um termo conveniente para mostrar que

1
§7nLZw2 +mgL (1 —cosf)=FE

onde E é constante. O primeiro termo é denominado “energia cinética” do péndulo, e o segundo é a chamada “energia potencial”.
Vocé acaba de mostrar que a energia total do péndulo é constante.



4) Se o péndulo da questao anterior sofre a resisténcia do ar, um modelo melhor é
0=w
w=—K?sinf — cw
onde ¢ é uma outra constante que é maior quanto maior for a viscosidade do ar. Como se afetam as nuliclinais? E os equilibrios?

E sua estabilidade? Use o PPLANE de novo e procure interpretar o que o retrato de fase significa fisicamente. Como o valor de
c afeta as solugoes?

5) Classifique a estabilidade dos pontos criticos do sistema

T=8—-4y

y=4-2°

e use o truque do problema 3 para determinar a equagao implicita de suas trajetérias. Com isso, mostre que um dos equilibrios
é, de fato, um centro. Note que o PPLANE tem alguma dificuldade para encontrar trajetérias periddicas...

6) Encontre os equilibrios dos sistemas abaixo e determine suas estabilidades sempre que possivel. Use o PPLANE para
desenhar o retrato de fase e conferir suas respostas.

a) &t =z —ay; y=uy-+ 2zy (calcule dy/dx e resolva para encontrar as trajetéras!)

b)i=a®~y; y=y’—u

i=z(y’-y); y=v-y

dDi=z(17T—z-y); v=y(169—2?—y?)

e) Vander Pol: 2 =y; gy= (l—xQ)y—ac

7) Considere o sistema
T=x
—— 3
y=-2y+=zx
Mostre que seu tinico equilibrio é o ponto de sela (0, 0); resolva o sistema manualmente para encontrar suas trajetérias. Mostre
que a unica trajetoria que “entra” em (0,0) (isto ¢, que satisfaz lim;_ o x (t) = limy_ o, y (t) = 0) é a trajetoria vertical z = 0, e
a tinica trajetéria que “sai” de (0,0) (isto &, lim;_, oo z () = limy—, oo y () = 0) & 5y = 23.
8) Mostre que (0,0) é centro da linearizag@o de ambos os sistemas a seguir
i':y+x(:c2+y2)
y=—z+y(a®+y°)

a'::y—z(szryz)
j=—x—y(®+9°

mas use 0 PPLANE para verificar que (0,0) nao é um centro em cada um deles.

9) Utilize os métodos deste capitulo para analisar o sistema predador-presa jd exibido em aula

a =6C —-0.1CL
dt

dL

— =-2L . L
a + 0.05C

Em particular, calcule dC'/dL e mostre que um dos equilbrios &, de fato, um centro.



