1. DESMATA-MATA E SINAIS

1.1. REGRA NORMAL. Lembre-se que toda a nossa anélise é baseada na importantissima regra normal: quem nao tem
movimento vélido, perdeu.

1.2. SINAL DE UM JOGO G. Supondo que ambos os jogadores L (vocé) e R (eu) sempre joguem da melhor maneira
possivel, definimos o sinal de um jogo G por':

G = 0 <= Quem comega, perde
G > 0 <= L ganha
G < 0 <= R ganha

1.3. NEGATIVO DE UM JOGO G. E o jogo (—G) obtido trocando os papéis dos dois jogadores.

1.4. SOMA DE DOIS DESMATA-MATAS. Dadas duas figuras de desmata-mata, sua soma é simplesmente o jogo que
as coloca lado a lado como posicdo inicial?>. Note que, pelo argumento de simetria que usamos em sala, temos nosso primeiro
teoreminha:

G+(-@)=0
(A estratégia é simples: sempre que o primeiro jogador fizer algo numa componente do jogo, o segundo repete o movimento
na outra componente. Quando o primeiro jogador terminar uma componente, o segundo terminard a outra logo em seguida e
vencerd. Em suma, o segundo ganha, isto ¢, quem comecga perde.)

1.5. NOTACAO. Nesta lista, um "tronco" de desmata-mata sers representado por uma sucessao de Ls e R’s, de acordo com
as cores das varetas (azuL e veRmelho), de baixo para cima. Por exemplo, o tronco que tem uma vareta veRmelha sobre
uma vareta azuL serd descrito como LR. Em sala, vimos que LR+ LR+ R tem valor 0, e portanto (como R = —1) é razodvel
dizer que o valor de LR é %

Exercicio 1. Como garantir o empate no jogo dos 15 descrito em sala?

Exercicio 2. O objetivo deste problema é encontrar o valor de LRR.

a) Ezplique como vocé sabe que LRR > 0.

b) Mostre que LRR < % (isto é, mostre que LRR — LR = LRR+ RL < 0).

c¢) Serd que LRR = % ? Descubra o sinal de LRR+ LRR+ LRR—L=LRR+ LRR+ LRR+ R.
d) Serd que LRR = i? Descubra o sinal de LRR+ LRR— LR =LRR+ LRR+ RL.

Exercicio 3. Mostre que L+ L+ L+ L — LLLL =0, mas que L+ L+ L+ R— LLLR <0. Qual o valor de LLLR?
Exercicio 4. Determine o sinal de LRRR + LRR + LR+ R.
Exercicio 5. Determine o sinal de LRR+ LR+ LR + R.

Exercicio 6. Use inducio finita para mostrar que LR™ + LR™ — LR"™' = 0 (onde R® = RRR...R, com n R’s). Assim, ¢

razodvel escrever LR" = %

lSim7 estd faltando aqui um sinal. Se quem comega ganha, dizemos que G || 0 (1é-se: G é confuso com 0). Jogos confusos com zero aparecerao
mais tarde na teoria.

2Gcnoralizag{m: coloque n jogos G1, Ga, ..., G, numa mesa. Na sua vez, cada jogador escolhe UM dos n jogos e faz UM lance valido no jogo
que escolheu (de acordo com as regras daquele jogo). O jogo assim criado é a SOMA G =G1 + ... + G E facil ver que esta soma é comutativa
e associatival



2. DESMATA-MATA E NUMEROS
2.1. JOGOS DIADICOS. Definimos:
0 {I}; 1=A{0l}; 2={1]};.n+1={nl};..;—1={0}; —2={]—1}; -3={—-2}; ..

1 3 1 1] 3 1
= = 1}; = ={112};..; - = —ri-=949=17r;..
;= ok 5=ty ={og s = {5}
ou seja, em geral
2p+1 2p 2p+2| _ [ p,pt1
on+1 - 2n+1‘ on+1 - 27 on

2.2. CALCULANDO TRONCOS. Hastes da mesma cor conectadas ao solo valem um nimero inteiro. A partir daf, cada
haste vale metade da anterior (positivo se azul, negativo se vermelho);

2.3. A REGRA DA SIMPLICIDADE. Suponha que a < b sao jogos que correspondem a nimeros reais. Entao
{a|b} é o nimero mais "simples" que satisfaz a < x < b.

Exercicio 7. Determine o valor dos jogos e o melhor lance de cada jogador:
a) LLRRL+ RLLR + RLL.

b)

Exercicio 8. Seja x 0 jogo dado pelo tronco LRRL, modificado de forma que a ponta superior também seja conectada
ao solo. Vamos calcular x sem usar explicitamente a Regra da Simplicidade:

a) Escreva x na forma {a|b}. Olhando apenas para a e b, vocé sabe que © > 0 — por qué?

b) Agora escreva x — 1 na forma {alb,x}. Explique como vocé sabe que x — 1 = 0 olhando apenas para a, b e x.

Exercicio 9. Suponha que 1 < a <2 < 6 <b. Vamos mostrar que {alb} = 2.

a) Explique como vocé sabe que x = {a|b} > 0.

b) Finja que x = {a|b} é um jogo de Hackenbush desconhecido, e coloque uma vareta vermelha ao seu lado. Escreva x —1 =
{GL|GR} onde G e GT sio conjuntos de nimeros, e explique porque © — 1 > 0.

¢) Agora considere x — 2 escreva-o na forma {GL|GR} e mostre que T — 2 = 0.

Exercicio 10. O jogo de Cutcake pode ser descrito assim: numa mesa, hd vdrios pares ordenados de inteiros positivos (isto
é, bolos retangulares, representados na forma [x X y]). Na sua vez L escolhe um dos pares [x; X y;] presentes com y; > 2 e
0 troca por [x; X ¢ e [x; X d;] onde ¢; e d; sao inteiros positivos com c¢; + d; = y; (isto é, L faz um corte vertical no bolo,
trocando-o por dois menores). Analogamente, na sua vez, R pode escolher um dos pares [x; X y;] com z; > 2 e dividi-lo em
dois pares [a; X y;] € [bi X y;] onde a;,b; > 1 e a; +b; = x;. Assim:

1x1 = {}=0
1x2 = {Ix1+Lx1]}={0}=1
2x2 = {2x1+[2x1|[1x2+[1x2}={-272}=0

Monte uma tabela com os valores dos bolos [x; X ysi] para 0 < x;,y; < 15. Vocé vé algum padrdo nos valores encontrados?



3. NiM E NiMEROS (FINITOS)

Os nimeros finitos sdo definidos por

0 = {l}

x1 = = {0/0}
x2 = {0,x]0,x*}
wn = {0,%,.,x(n—1) ] 0,%..,x(n—1)}

3.1. PRINCIPIO DO MENOR EXCLUIDO. Seja S = {z;} um conjunto de nimeros naturais. Entéo

{*@1, *%Ta, ..., ¥Tp | * T1, *%T2, ..., ¥Tp } = *x
onde x é o menor natural que ndo estd presente no conjunto S. Portanto:
Teorema 1 (Sprague-Grundy). Todo jogo imparcial é um nimero®.

3.2. SOMANDO NiMEROS.

e Qualquer nimero xn satisfaz *n 4+ xn =0
e Se x1, T2, ..., Tn sd0 poténcias de 2 distintas, entao

*T1 + *Ta + ... + *¥Tp = % (1 + T2+ ... + Tn)

Exercicio 11. Por que vale *n + xn =079

Exercicio 12. Ezxplique porque m # n = xm # *n.

Exercicio 13. FExplique explicitamente porque o principio do Menor Fxcluido vale para o jogo
G = {0, %, %2, %5, %7 | 0, %, %2, %5, %7}

Exercicio 14. Mostre que —2% <k < 2% para todo n natural.

Exercicio 15. Quem vence um jogo de Nim com 5 pilhas de tamanhos 1,3,5,6 e 72 Quais os movimentos vencedores?

Schnicamentc, o teorema vale para jogos com infinitas opgdes, desde que criemos nimeros como *w = {*N | * N} e outros mais "transfinitos".



4. DEFINICOES E TEORIA FORMAIS
4.1. NOVA DEFINICAO FORMAL DE "JOGO".
e Um jogo G é um par ordenado {GL|GR} onde G* e GF sao conjuntos de jogos "previamente definidos".
e Os elementos de G¥' U G® séo as opgdes de G. Se H € G, escreveremos G LH (em um lance, Left leva G para
H). Se H € G, escreveremos G EH

e Condicao Descendente: nao pode haver cadeia infinita G N G4 4 Go 4 Gs...
4.2. ALGUNS JOGOS (ORDENADOS POR GERAQAO).

{}=0
{0]} =1 {|0} =-1 {0]0} = =

{11} =2 {{-1}=-2 {0|]1} = % {0, %[0, x} = %2 {0]x} =1 {x|0} =]
{n|}=n+1 {|-nt=-n-1 {0, *,%2, ..., %n|0, *, %2, ..., *n} = * (n + 1)
4.3. NEGATIVO E SOMA. Temos as seguintes definigbes recursivas
-¢ = {-¢"-¢"}
G+H = {GL+H,G+HL | GR+H7G+HR}
G—-H = G+ (-H)

onde as operagoes envolvendo conjuntos sao feitas para cada elemento dos conjuntos citados.

4.4. SINAIS E EQUIVALENCIAS. E conveniente defini-los recursivamente, aos pares

G>0 : ndaoha GF<0 (ie) Se R comega, entdo L ganha
G<0 : naoha G*¥ >0 (ie) Se L comega, entio R ganha

Portanto, as negacoes sao

G <0 : algum G <0 (i.e.) Se R comega,entdo R ganha
G0 : algum G* >0 (ie) Se L comeca, entio L ganha

Daqui tiramos cada um dos 4 sinais via intersegoes:

G>0 : algum G¥>0endohd GE<0 (i.e.) L ganha
G <0 : naoha G >0calgum G*" <0 (i.e.) R ganha
G=0 : niaohda G* <0endo ha GF >0 (ie) Quem comeca perde
G0 : algum G¥>0calgum G <0 (ie) Quem comeca ganha
Enfim, definimos
G>H<~G-H>0 G<H=G-H<O0
G=H<~G-H=0 GiH<<~G—-Hn0

Usaremos G = H para dois jogos idénticos, e G = H para esta iltima igualdade.

4.5. ROTEIRO DA TEORIA.

Exercicio 16. Mostre que n + 1 (soma de jogos) é, de fato, n+1 (soma de nimeros).
Exercicio 17. Mostre que x 1 0, e que * + *x = {x|x} = 0.

Exercicio 18. Mostre que a adi¢ido é comutativa, associativa e tem {|} como elemento neutro.
Exercicio 19. Mostre que — (—G) = G.

Exercicio 20. Mostre que — (G + H) = (—G) + (—H).

Exercicio 21. Mostre que, se H € GE, entio H < G. Analogamente, se H € G®, entio G < H. Em suma, abusando a
notagio, G¥ 1 G < GE. Conclua que G — G = 0.

Exercicio 22. Mostre (pela definicao formal ou pela interpretagdo por jogos) que G >0 e H>0= G+ H > 0.
Exercicio 23. Mostre (pela definicao formal ou pela interpretagdo por jogos) que G >0 e H> 0= G+ H > 0.

Exercicio 24. Mostre que se G =0 entdo G + H tem o mesmo sinal de H. Conclua que jogos iguais tém o mesmo sinal, e
que G>H=G+K>H+K.

Exercicio 25. Mostre que G > H> K = G > K.
Exercicio 26. Mostre que a igualdade é, de fato, uma relag¢do de equivaléncia.

Exercicio 27. Mostre que a adi¢io e a simetria sGo compativeis com a igualdade, isto é
a) Gi=Gy e HH =Hy=G1+ Hy =G>+ Hy
b) G1 = G2 = —Gl = —Gz.

Exercicio 28. Mostre que {...|...} é compativel com a igualdade, isto é, L1 = Ly e R1 = Ra = {L1|R1} = {L2|R2}.

Exercicio 29. Mostre via ezemplos que G > 0 e H > 0 ndo implica nada sobre o sinal de G + H!



ot

5. TABELAS DE SINAIS; JOGOS SUBTRATIVOS

5.1. SINAIS E SOMAS. A seguinte tabela d4 o sinal de G + H baseado nos sinais de G ¢ H:

H=0 H>0 H<O0 Hno
G=0|G+H=0|G+H>0|G+H<0|[G+H]O
G>0|G+H>0|G+H>0|7 G+Hr>0
G<O0|GH+H<O|7?? G+H<O0|G+H<O0
G0 |G+H|0 |G+H>0|G+H<0][7?7?

Consequentemente, comparando G e H a um jogo K, temos:

K=H|K>H|K<H|K|H
G=K|G=H |G>H |G<H |G| H
G>K|G>H |G>H | 77 G> H
G<K|G<H |7 G<H |G<H
G|K |G|H |GH |G<H |77

Em particular, note que
GLKK<H=G<xH

Exercicio 30. Dé exemplos de jogos G || 0 e H || 0 cuja soma seja (a) Zero; (b) Positiva; (¢) Confusa com zero.
Exercicio 31. Dé exzemplo de jogos G >0 e H <0 tal que G+ H || 0.

5.2. JOGOS SUBTRATIVOS. E um jogo de Nim onde o nimero de palitos retirados tem que estar num conjunto S
pré-determinado. Neste caso, S ¢é dito o conjunto subtrativo do jogo. Por exemplo, convenga-se de que, se S = {1,2,3,4}, a
seguinte tabela dd o valor nimérico G (n) de uma pilha com n palitos:

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
G(n) 0 %1 %2 %3 *4 0 =1 *2 %3 x4 0 =xl

Os valores niméricos de G (n) (sem as estrelas), sao resumidos na sequéncia Nim do conjunto S (costuma-se separar G (0) dos
outros valores por um ponto decimal). No exemplo acima, a sequéncia Nim de S = {1,2,3,4} ¢ 0.12340123401234....

Exercicio 32. Determine a sequéncia Nim dos conjuntos

a) S = {4}

b) S = {3,4}
c) S =1{2,3,4}
d) S ={1,4}
¢) S =1{2,57}

Vocé consegue determinar as "dizimas periddicas” dessas sequéncias?

Exercicio 33. Num Nim com conjunto subtrativo S = {1,4}, hd quatro pilhas na mesa, de tamanhos 4, 5, 6 e 7. Hd
movimento vencedor? Qual(is)?

Exercicio 34. Demonstre: se S tem N elementos, sua sequéncia Nim jamais chega ao nimero x (N + 1).
Exercicio 35. Demonstre: se S é finito, entao sua sequéncia Nim é periddica (a partir de certo ponto).

Exercicio 36 (Pareamento de Ferguson). Num Nim com conjunto subtrativo S, mostre que G(n) = 0 < G (n+ «a) = *1,
onde a = min S.



5.3. OUTROS JOGOS IMPARCIAIS.

Exercicio 37 (Wyt’s Queens). a) Uma dama estd na casa (a,b) de um tabuleiro 13 x 13 (0 < a,b < 12). Em cada turno, o
jogador da vez move quantas casas quiser em uma das sequintes diregoes: Norte, Oeste ou Noroeste. Quem levar a dama ao

z

canto Noroeste (que é a casa (0,0)) vence. Construa uma tabela com o valor nimérico deste jogo em fung¢io de (a,b).

b) Seja T = @ (a famosa razio durea, que satisfaz 7> = T + 1). Use uma calculadora para calcular a parte inteira
(arredonde para baizo) de (nT, nTQ) onden = 0,1,2,3,.... Vocé adivinharia, sem demonstrar, o que esta conta estd fazendo
neste problema?

¢) Posicione 2 damas nas casas (7,5) e (6,9) como na figura abaizo. Em cada turno, o jogador da vez escolhe uma das damas
e a move como no jogo anterior. As damas nao interferem uma com a outra, isto é, uma dama pode passar por cima da outra
em seu movimento, ou ocupar a mesma casa que a outra. Quem ndao tiver movimento vdlido (o que ocorre quando todas as
damas estiverem no canto Noroeste) perde. Qual o movimento vencedor?

< Wy

- W

Exercicio 38 (Kayles). Num jogo de Kayles, n pinos de boliche aparecem inicialmente enfileirados um ao lado do outro.
A cada jogada, vocé pode usar sua bola de boliche para derrubar ou um pino qualquer, ou dois pinos adjacentes quaisquer
(nota: se vocé derrubou o pino 2 entre os pinos 1 e 3, 0s pinos 1 e 3 ndo sdo considerados adjacentes). Como usual, os dois
jogadores alternam suas jogadas, e quem derrubar o utlimo pino ganha. Determine o valor nimérico da fila com n pinos, onde
0 <n < 23. Se vocé tiver coragem ou capacidade computacional, continue a tabela até n = 120, escrevendo os nimeros de 12
em 12. Vocé vé um padrao de repeticdo?

Exercicio 39. Num tabuleiro com n casas enfileiradas, dois jogadores se alternam: a cada lance, o jogador da vez escolhe
uma casa vazia que ndo seja adjacente a uma casa ocupada e poe uma pedra ali. Como sempre, quem nao tem movimento
vélido perde. Determine o valor nimérico G (n) deste jogo para 0 < n < 10.



6. SIMPLIFICACOES E FORMA CANONICA
Lema 2. Lembre que, se G L H, entao H <« G. Analogamente, se G £ H, entdo G < H. Abusando a notagdo, vale:
Gr<GaGh
Lema 3. Lembre que

GLKK<H=G<xH
GaK<H=G<<xH

Lema 4. Lembre que
HY < G para todo HY

<
H < G® para todo G }<:>H_G

Teorema 5 (Principio do Presente de Grego). Se H < G = {G" | G*} < K, entdo

{H,GL | GR,K} - {GL | GR} =G
Corolario 6 (Opgoes Dominadas). Se L1 < Lo, entdo {L2 | R} = {L1,L2 | R}. Se R1 < Ry, entdo {L | R1} = {L | R1, R2}.
Exemplo 7. Cuidado! Em w ={0,1,2,... | } todas as op¢ées sao dominadas, mas nao podemos remové-las todas!
Teorema 8 (Opgodes Reversiveis). Se G B HELK>G, entio

G = {GL | H} - {GL | KR,..A}
isto ¢, podemos trocar H por K na definicio de G. Analogamente, se G Lol k < G entdo

G ={m..|c"} = {K* .|1c"}

Nestes casos, dizemos que H é uma opg¢ao reversivel.

Eliminando opg¢bes dominadas e substituindo opgoes reversiveis, todo jogo com um nimero finito de posi¢oes pode ser
reduzido a uma forma canonica.

Exemplo 9. Seja G ={1 | |} onde 1={0]| *} e |= {* | 0}. Vamos mostrar que T é reversivel, isto é, que G — % > 0. Ou
seja: em G + *, se R comeca, entdo R perde:

Se G gli * deiza*x +*x =0
Sex Lo, H LT deiza 0+ 1>0
Como | € reversivel, temos G = {0 | |}. Analogamente, mostra-se que | também é reversivel, e portanto
{11 1={0]0} =+
Exemplo 10. Vamos calcular G =1 +x* e escrevé-lo na forma canénica. Temos
G=1+2= {0 #} +{0] 0} = {0140 | x+%7+0} = {x1 [ 0.7} ={x1 |0}

pois T é dominada por 0 para o jogador R. Do lado esquerdo, nenhuma op¢do domina a outra, pois T|| *. No entanto,
1= {0 | %} € reversivel pois sua op¢ao & direita * < G =1 +*. Assim

[ ++={0,~ [0}
que nao pode ser mais reduzida (nao tem opgdes dominadas nem reversiveis).
Exercicio 40. Demonstre o Principio do Presente de Grego e seu Coroldrio.
Exercicio 41. Demonstre o Teorema das Opgdes Reversiveis.
Exercicio 42. Mostre que x+ 1| 0 mas *+ 7 4+ 1> 0.
Exercicio 43. Escreva {1 | 1} na sua forma canénica e conclua que {T | 1} ={0] 1} =T+ 1 +=.

Exercicio 44. Use o principio do Presente de Grego para ver que {0 | 1} ={0,7 | 1}={1 | 1}={217 | 1}={31 | 1} =
271+ .



7. NUMEROS, SWITCHES E TINIES

7.1. NUMEROS E SWITCHES. Um niimero ¢ um jogo = {:CL | xR} onde 2 < z® sdo conjuntos de nimeros. Um
switch é um jogo da forma {y | z} onde y > z sdo nimeros.

Teorema 11 (Evasdo Numérica Fraca). Suponha que z é um nimero mas G nao é. Se L pode vencer comegando em G + x,
entdo L pode vencer movendo em G. Em outras palavras

G+az>0= existe GE+2>0

Teorema 12. Se algum nudmero x satisfaz GE < x <1 GF para todo G* ¢ GE, entdo G é um numero (de fato, G é o x mais
stmples satisfazendo a condi¢do).

Exercicio 45. Mostre que todo switch pode ser re-escrito como
{ylz}=a+{z| —z}=atzonde2a=y+ze2z=y—=z
Exercicio 46. [LIP, p.105] Dados nimeros 1 > T2 > ... > &n > 0 determine como o sinal de
G=axtxz1+z2... = 21,
depende de a.
Exercicio 47. Calcule £0 e — (£x). Em outras palavras, qual o valor de £x £ x?

Exercicio 48. [LIP, p.106/Mostre que a forma canénica de 5+3+2+1 ¢é

L9 {1 715 (1] 513 {1 1] — 1}

7.2. TINIES E MINIES. Dado um jogo G, tini-G e mini-G sao

+¢ = {0]|0]-G}
{Glo |0}

-G
Exemplo 13. Note que +o0 =1 e +. ={0] 0]x} ={0| T} =2 1 +x.

Um jogo G é infinitésimo se —x < G < z para todo nimero positivo z. Um jogo G > 0 ¢ infinitésimo com respeito a
H > 0 se para todo inteiro n tem-se n- G < H.

Exercicio 49. Sejam x >y > 0 dois nimeros dados. Mostre que:

* e 1 sao infinitésimos;

T ¢é infinitésimo com respeito a x;
+.é infinitésimo com respeito a T;
+.¢ infinitésimo com respeito a +,.

Exercicio 50. [LIP, p.114] Seja x > 0 um nimero e H={0| —z}
a) Mostre que +5 || H;

b) Mostre que +5+5 > H;

¢) Encontre a forma canénica de +z+z.

d) Encontre a forma canoénica de 4+ +4 +o € escreva-a na forma +a.

Exercicio 51. [LIP, p.115] Mostre que, para qualquer jogo G, tem-se

+++G = T

e portanto T € a unica solugdo de G = +a.



8. STOPS

8.1. LEFT AND RIGHT STOPS. Se L e R jogam um jogo G da melhor maneira possivel (comegando por L), em algum
momento ele se torna um nimero. Este nimero (mais um indice: + se R vai jogar no nimero, — se L vai jogar no nimero) é
o "Left Stop" de G. Analogamente, define-se "Right Stop" quando R comeca. Formalmente

r_, se G =z ¢ um nimero
LS(G) { max (RS (GL)) caso contrério

T4, se G = x é um nimero
RS(G) { min (LS (GR)) caso contririo

Exercicio 52. [LIP, p.161] Calcule o LS e o RS dos jogos

({611}, {4l £2} || =3,{2| - 4}}
{3, {4/ £ 2} | =3,{=-3[ - 5}}

G
H

Teorema 14. LS (G) > RS (G).
Teorema 15. Seja x um nimero. Entao:

LS(G)<z=G<z
LS(G)=2-=G<z
< LS(G) ou LS(G) =24+ =21 G

Em suma, o "intervalo de confusio” de G € [(a,b)] onde b > LS (G) = b: > RS (G) = as > a.

Exercicio 53. [LIP, p.163] Mostre que o intervalo de confusio de G = {x| — 1} é [-1,0).

Teorema 16 (Evasdo Numérica Fraca). Suponha que x é um nimero mas G nao é. Entdo,
G+z

se L pode vencer comegando em G + x, entdo L pode vencer movendo em G. Em outras palavras

Teorema 17 (Evasio Numérica Forte*). De fato, para todo z*, existe G¥ + x > G + z*.

Corolario 18 (Principio da Translagdo). Portanto
G+a= {GL+x | GR+x}
Lema 19.

RS (G) + RS (H) RS(G+ H) < RS(G) + LS (H) <

<
< LS(G+H)<LS(G)+LS(H)

8.2. VALOR MEDIO. Considere, por exemplo, o jogo H = {191 || —1}. E facil ver que o intervalo de confusio de n - H ¢
[n —2,n). Isto sugere que, apesar de H ser confuso com [—1, 1), multiplas cépias de H somadas valem praticamente +1 cada.
Ou seja, o valor médio de H seria +1.

Lema 20 (Fekete). Seja an uma sequéncia subaditiva de nimeros reais, isto é, tal que
Amtn < Qm + an
Mostre que limy,— o0 anp, = —00 0U
lim & = inf {a—n}
noo M n ln
Teorema 21. Todo jogo (curto) G admite nimeros m (G) et tais que
n-m(G)—t<n-G<n-m(G)+t
para todo n natural. De fato
m@= T STy

Teorema 22.
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9. RESFRIAMENTO E TERMOGRAFOS

Dado t > 0, definimos o resfriamento de G em t graus:
G = {GF —t| G +t} set <wonde LS(G.) = RS (Gu)
‘ LS (Gu) set>u
Ou seja: se um jogo é um numero, seu resfriamento é ele mesmo; caso contrério, esfriar um jogo t graus é fazer com que cada
jogador pague um "imposto" de ¢ pontos a cada lance até o jogo ser (infinitamente préximo de) um ndimero.
e Se G = x ¢ um nimero, entdao G; = x para todo t > 0.

B B ~ [ £(3—t),set<3
oSeH—i3—{3|_3}7entaOHt_{ 0,set>3
e Se K = {4]2 | -2}, entdo

{d—t|2—-t] —2+t},set<1
{83+ —1},set=1

Ki=4¢ {3—t||-2+t},sel<t<25b
{0.5] 0.5} =05+, set =25
0.5,set > 2.5

Um termdgrafo de um jogo G é simplesmente a unido dos graficos de LS (G:) e RS (G:), como na figura abaixo. E de
costume girar este grdfico, colocando t apontando para cima, de forma que LS fica & esquerda de RS.

LS(K,)

Definimos a temperatura v = ¢ (G) de um jogo G como o menor u tal que LS (Gy) = RS (G.) . Definimos o mastro M (G)
de um jogo como o nimero M (G) = G¢ para t > u.

Exercicio 54. Mostre que todo jogo finito G tem uma temperatura.

Note que:
e Se G =z é um numero, entdo ¢t (G) =0 e LS (G¢) = RS (G:) = z para todo t > 0.
e Sendo, LS (G:) = max (RS (Gf) —t) e RS(G:) = min (LS (G{*) +t) enquanto ¢t < t(G)! Se t > t(G), entdo
LS (Gt) = RS (Gt) = LS (Gya))-

Exercicio 55. Mostre que o grifico de LS é uma linha poligonal cujos lados tém inclinag¢ido 0 ou —1. Analogamente, RS é
uma poligonal com inclinagdo 0 ou 1. Em particular, LS (Gt) < M (G) < RS (Gy).

Exercicio 56. Esboce nos mesmos eizos os termdgrafos de H = {4|]1}, K ={-1| -2} e de G ={2,H || K}

Exercicio 57. Esboce os termdgrafos de X = +1, Y ={1,1+ X | —1,-1+ X} e X +Y. Quais sdo os lances vencedores
para L em X +Y — 17

Teorema 23. O resfriamento é "aditivo”: (G + H), = G + H;.
Teorema 24. Temperatura da soma: t (G + H) < max (¢t (G),t (H)).
Teorema 25. O mastro e a média de um jogo sao iguais: M (G) = m (G).

Em suma, desenhar um termégrafo é uma maneira de calcular a média de um jogo!



