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Capitulo 0

Prefacio

Em sua base, probabilidade é, das teorias "ficeis", a mais dificil que ha.

Vocé (é, vocé mesmo!) usa probabilidades todo dia. Cada vez que vocé decide se vai levar
o guarda-chuva para o trabalho ou nao, se pega o 6nibus lotado que acabou de chegar ou espera
por um mais vazio, se compra o plano A ou B do seu celular, se aquela pessoa na foto ¢ ou nao
seu(sua) namorado(a), vocé estd usando probabilidades. De fato, exageremos e digamos logo que
cada e toda acgao do seu dia-a-dia envolve algum raciocinio probabilistico. Afinal, a Teoria da
Probabilidade é a Teoria da Incerteza, e estamos cercados de incerteza a cada momento de nossas
vidas, por mais que queiramos negar ou minimizar este fato.

Nao quero dizer com isso que a cada respiragao vocé abre seu caderno e usa a Lei da Multi-
plicagdo ou o Teorema de Bayes em suas formas matematicas. Grande parte dos seus raciocinios
probabilisticos ¢ feita no seu subconsciente, e até mesmo a parte feita conscientemente nao neces-
sariamente lida explicitamente com niimeros.

Para uma teoria que é utilizada diariamente, é impressionante como resultados bésicos da Teo-
ria da Probabilidade sdo extremamente nao-intuitivos para a grande maioria das pessoas (e dos
matemadticos!). Parte da razao estd no pardgrafo acima — como muitos dos raciocinios probabilisti-
cos sao feitos a nivel inconsciente, ndo temos nocao exata dos processos realizados e dos principios
utilizados. Como os eventos probabilisticos sao muitissimo variados, hé ocasioes em que nao temos
a experiéncia necessdria para avalid-los corretamente — e acabamos por usar analogias incorretas
em suas andlises. Entao nossa intuicao nos leva a erros bésicos, muitos deles do tipo que nenhum
cidadao poderia cometer.

Muitos deles que nenhum cidadao poderia cometer!

Como corrigir tais erros? A resposta nao é exatamente sutil: vocé (vocé mesmo!) precisa
praticar mais probabilidade. "Praticar'no sentido de trazer os raciocinios didrios para o seu con-
sciente e entender os principios bdsicos que os regem. A ideia ndo é trocar a sua intui¢do por
propriedades e teoremas — a ideia é refinar a sua intuicao ao pensar cuidadosamente em alguns
problemas elementares.

Entao vamos l4: vamos praticar Teoria da Probabilidade bédsica por 3 dias. Vocé vai notar que
0s pré-requisitos matemadticos sao muito simples — nao usaremos andlise combinatéria alguma, mas
apenas a matemdtica das propor¢des! Traga apenas a sua mente aberta e a vontade de explorar
essa teoria — e o objetivo de nao levar um bode para casa.
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Este texto tem virias origens distintas que tém de ser mencionadas.

Em primeirissimo lugar, a origem deste texto foi um conjunto de notas de aula preparadas pelo
saudosissimo Prof. Augusto César Morgado e pela Profa. Sheila Zani, que chegaram as minhas maos
quando leciondvamos o curso de Introdugao a Probabilidade aos alunos da Graduagéo da Fundacao
Getulio Vargas (tanto de Administragdo como de Economia). Aquelas notas, vérios professores
adicionaram exemplos e exercicios — como o Prof. Paulo Cezar Carvalho e o Prof. Moacyr Alvim
Horta, aos quais também direciono muitos agradecimentos. De fato, desejamos algum dia publicar
um livro como referéncia para uma primeira disciplina de graduagao em Probabilidade, do qual este
texto em suas maos seria o primeiro capitulo.

Outra imensa fonte de inspiragdo e exemplos é o Mid-Career Summer Program da Harvard
Kennedy School de governo, da qual participo todo ano desde 1998. De fato, poder-se-ia dizer
que o curso de Probabilidade da FGV e as palestras sobre probabilidade que ministro em Harvard
criaram uma sinergia benéfica para ambos — mas no fundo no fundo eu s6 queria usar uma mesdéclise
e a palavra "sinergia"no prefécio.



Capitulo 1

O que é probabilidade?

“As questoes mais importantes da vida sdo, em grande parte, nada mais do que problemas de
probabilidade... A Teoria da Probabilidade nada mais é do que o cédlculo do bom senso.” —
Pierre-Simon Laplace, 1812, Théorie Analytique des Probabilités.

"O bom senso é bem raro-- Voltaire, 1764, Dictionaire philosophique portatif.

O objetivo da Teoria da Probabilidade é modelar matematicamente conceitos como incerteza,
risco, chance, possibilidade, verossimilhanca, perspectivas e, até mesmo, sorte. Considere as seguintes
frases do nosso dia-a-dia:

e A probabilidade de uma moeda langada “dar” coroa é de 50%;

e A previsao do tempo ¢ de 40% de probabilidade de chuva amanha;

A radiografia indica uma moderada probabilidade de Tromboembolia Pulmonar;

O Copom afirma que aumentou a probabilidade da convergéncia da inflagdo para a trajetéria
de metas;

Depois da rodada de ontem, a probabilidade do Flamengo ser rebaixado aumentou muito.

Quase todos ndés temos ao menos uma intuicao do que estas frasem significam. No entanto,
encontre a sua resposta para a seguinte pergunta: o que exatamente significa a palavra probabili-
dade? O que exatamente significam as frases acima? Pense nesta pergunta antes de ler os préximos
paragrafos...

Seguem aqui duas interpretagoes comuns do conceito de probabilidade (ambas levam & mesma
formulacdo matemédtica — apenas as maneiras de expressar e interpretar os resultados mudam com
o ponto-de-vista escolhido):

A interpretagdo frequentista imagina um grande nimero de situacoes semelhantes & apresen-
tada e tenta descobrir em quantas delas o evento em questao realmente acontece; esta proporcao
seria a probabilidade do evento. Assim, “dividindo o mimero de coroas obtidas pelo mimero de
langamentos, a proporgao se aproximara de 50% & medida que o nimero de langamentos cresce”.
Esta interpretacao pode precisar de um pouco de imaginagao: “chove em 40% dos dias com carac-
teristicas climéticas semelhantes &s de amanha”.
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A interpretacio subjetiva (ou Bayesiana, ou epistemolégica) diz que a probabilidade de
um evento é apenas uma medida da fé que temos sobre a sua ocorréncia. Assim, a probabilidade
de um evento varia de individuo para individuo, dependendo das informagoes e crengas que ele
tenha. Esta interpretacao “maledvel” nos permite discutir conceitos como a probabilidade de um
evento passado ter ocorrido (ou a probabilidade de uma pessoa ter cometido um crime). Citando o
matemadtico (e magico) Persi Diaconis: “probabilidades nao fazem parte das moedas; probabilidades
fazem parte das pessoas”.

A Teoria da Probabilidade ¢ apenas um modelo. Modelos ndo sdo “A REALIDADE” ou
“A VERDADE”. Modelos sao 1iteis exatamente porque simplificam a realidade para que possamos
entendé-la'. Se soubéssemos exatamente as caracteristicas fisicas da moeda, sua posicao e velocidade
iniciais, e as forgas nela aplicadas (pelo seu dedao, pela gravidade da Terra, pela resisténcia do ar,
etc.) serfamos capazes de predizer com exatiddo se a moeda daria cara ou coroa’. Mas trabalhar
com todas estas varidveis é impraticével® — ¢ preferivel inventar este “misterioso 50% de incerteza”,
jogando fora os outros detalhes da realidade. Em outras palavras: esta coisa estranha chamada
"probabilidade"é o preco que vocé paga para nao ter que lidar com toda a fisica do lancamento de
moedas. Como lidamos com nossa prépria incerteza e ignorancia desde que nascemos, o conceito
de probabilidade até que no é tao misterioso assim?.

1.1 Interpretacao Freqiientista: as moedas se compensam?

Uma moeda justa deu 10 caras seguidas. Qual resultado é mais provavel no préximo langamento:
cara ou coroa?
Dizer que “esta moeda provavelmente é viciada” nao é vilido no problema proposto — afinal,

partimos da hipétese de que a moeda é justa. Entao, “cara” nao é a resposta.
#(caras
#(langamentos

longo prazo (esta ¢ a interpretagao freqiientista, justificada pela Lei dos Grandes Nimeros que nao
abordaremos aqui). Note: a longo prazo! Assim, ndo hd necessidade alguma da moeda “compensar
as 10 caras langadas” logo no préximo lancamento. Entao coroa também nao é a respostal

Mas, se a proporcao tem de se aproximar de 50%, mesmo a longo prazo, entao no futuro as
coroas vao ter que recuperar o terreno perdido para as caras, certo? FErrado! Mesmo que nos

Por outro lado, como a moeda é justa, a proporgao ) deve se aproximar de 50% a

INum mapa de metro, as estacbes aparecem alinhadas; o mapa néo mostra todas as ruas, nem os jardins, nem a
topografia da cidade. O mapa estd errado? Nao, o mapa é um modelo; ele é perfeito para a sua fungdo (saber se
a proxima estagdo é onde eu tenho que descer ou néo), mas, se usado além de suas limitagoes (para planejar uma
caminhada, por exemplo), ele falha miseravelmente.

20u pelo menos é isso que a Fisica Cldssica diria. J4 a Mecanica Quantica (um dos pilares da Fisica Moderna)
diria que as particulas que compbem o universo nao estGo em lugar algum — elas tém probabilidades de estar em
lugares distintos ao mesmo tempo. Esta incerteza nao seria devida a nossa incapacidade de criar instrumentos para
medi-las, mas seria uma caracteristica intrinseca da natureza do universo. Assim, é impossivel ter conhecimento
completo sobre o estado atual do universo — ou seja, ha uma parcela de chance em todos os fenémenos fisicos. Dificil
de engolir? Vocé nao estd sozinho: até Einstein tinha dificuldades de aceitar este modelo, dizendo estar “convencido
de que Deus nao joga dados”. Apesar disto, a Mecanica Quantica explica fendmenos observaveis que contradizem
frontalmente a Fisica Cldssica de Newton!

3 Quase impraticdvel: no artigo “Dynamical Bias in the Coin Toss” (2004), Diaconis, Holmes e Montgomery
analisam mais cuidadosamente o processo de langar uma moeda e pega-la com a mao. Conclusao do artigo: se a
moeda mostrava cara no inicio do langamento, a probabilidade de mostrar cara ao final ¢ cerca de 50.8%!

4Por outro lado, deve haver algum mistério sim. Afinal, os conceitos basicos formais da Teoria da Probabilidade
86 aparecem no século XVII, quando Pascal e Fermat comecaram sua célebre correspondéncia a respeito de jogos de
azar — mas ignorancia, incerteza e jogos de azar existem héd mais de 5000 anos!
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préximos 2n langamentos tivéssemos n caras e n coroas, a proporc¢ao nos 2n + 10 langcamentos se
aproximaria de 50% para n grande. Afinal:

1

li —
nieo 2+ 10 2

O problema é que “a proporcao se aproxima de 0.5” nao é o mesmo que “o nimero de caras
se aproxima da metade do nimero de lancamentos”®! Considere o experimento de John Kerrich
— um matemadtico sul-africano que, prisioneiro de guerra na Dinamarca durante a Segunda Guerra
Mundial, langou uma moeda 10000 vezes:

Lancamentos 10 40 100 200 400 800 2000 8000 10000
Caras 4 21 44 98 199 413 1013 4034 5067
Acima do Esp. -1 1 -6 -2 -1 13 13 34 67
Proporc¢ao 0.4 0.525 0.44 0.49 0.4975 0.5163 0.5065 0.5043 0.5067

Note como o nimero de caras acima do “esperado” em termos absolutos parece oscilar e
aumentar com o nimero de langamentos! A Lei dos Grandes nimeros nao diz que o nimero
de caras se aproxima do nimero de coroas a medida que o nimero de langamentos cresce! Isto
nao contradiz a Interpretacdo Freqiientista: a diferenca entre caras e coroas diminui em termos
relativos (ao nimero total de langamentos), ou seja, a proporgao de caras se aproxima de 0.5.

Se vocé nao acredita no experimento de Kerrich, repita-o vocé mesmo — ou pelo menos faga uma
simulagdo computacional. Os gréficos a seguir foram obtidos exatamente assim, usando Microsoft
Excel para simular 10000 lancamentos.

®Matematicamente, se f (n) é o nimero de caras em n langamentos:

. () 1 . . . _
nlimw =, — g hdo significa que nli{noo (f (n) — —) =0
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Capitulo 2

Modelos de Probabilidade

Considere um experimento qualquer cujo resultado nao seja conhecido (ou seja, um experimento
aleatério). Chamaremos de espago amostral o conjunto de todos os resultados possiveis deste
experimento, comumente denotado por S (neste texto, abordaremos apenas o caso em que S é
finito). Um evento é representado por um subconjunto qualquer de S; diz-se que um evento
ocorre se algum de seus elementos foi o resultado.

Exemplo 1 Lanca-se um dado e observa-se a face que cai voltada para cima. O espa¢o amostral
¢S =1{1,2,3,4,5,6}. Alguns eventos (que serdo utilizados no resto desta se¢do) sio:

A = “o mimero observado é par’= {2,4,6}

B = “o numero observado é maior do que 3”={4,5,6}

C = “0 nimero observado é maior do que 4”={5,6}

Note que, se o resultado for 6, todos estes trés eventos ocorrem.

A partir de eventos quaisquer, podemos construir novos eventos usando as operagoes de com-
plemento, uniao e intersecao:

e Aéoevento “A NAO ocorre”;
e AU B ¢ o evento “A ocorre OU B ocorre”;
e AN B éo evento “A ocorre E B ocorre”.

Exemplo 2 Usando a notacio do exemplo anterior:

A ={1,3,5} = “o mimero observado nao é par”

AUB ={2,4,5,6} = “o numero é par ou maior do que 3”
ANB={4,6} = “ nimero é par e é maior do que 3”.

Definigao 3 Dois eventos A e B sdo chamados de mutuamente excludentes se nao podem

z

ocorrer simultaneamente, isto é, se AN B = ().

Exemplo 4 X e X sdo sempre mutuamente excludentes; no exemplo anterior, C e {1,2} sdo mu-
tuamente excludentes — o nimero nao pode ser maior do que 4 e menor do que 3 simultaneamente.

Associaremos a cada evento um nimero, que chamaremos de probabilidade do evento e que
traduzird nossa confianga na capacidade do evento ocorrer.

7
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Definicao 5 Uma probabilidade é uma fungdo que associa a cada evento A um nimero Pr(A)
de forma que:

i) Para todo evento A, 0 < Pr(A) <1;

ii) Pr(S) =1;

iii) Se A e B sdo eventos mutuamente excludentes entdo*

Pr(AUB)="Pr(A)+Pr(B)

Nao ¢ dificil ver que, para atribuir probabilidades a um espago amostral finito, basta atribuir
probabilidades a cada um de seus eventos elementares (representados por conjuntos com um tinico
elemento).

Exemplo 6 Se acreditarmos que o dado é justo (todas as faces tém a mesma chance), entdo us-
ariamos

Pr({1}) = Pr({2}) = Pr ({3}) = Pr({4}) = Pr({5}) = Pr({6}) = ¢

Neste caso, teriamos

Pr(4) — Pr({2})+Pr({4})—|—Pr({6}):% é+%:%=%=5o%
Pr(B) — Pr({4})+Pr({5})—|—Pr({6}):% é+%:%=%=5o%
Pr(C) = Pr({5})+Pr({6}) = é +% - % _ % — 33.333..%

Mas, se vocé acredita que o dado é viciado, nada impede que vocé use outros modelos. Por exemplo,
talvez eu acredite em

Pr(2}) = Pr({3})=Pr({4})=Pr({5}) = 10%
Pr({1}) = 20%; Pr({6}) = 40%

(caso em que o dado ndo é justo). Fica a cargo do leitor ver como as probabilidades de A, B e C
se alteram neste caso para 60%, 60% e 50%.

As demonstragoes das seguintes propriedades do célculo de probabilidades sdo simples e deixadas
como exercicio para o leitor:

Proposicao 7 (Lei do Complemento) Pr(A) = 1-Pr(A). Em outras palavras, a probabilidade
de um evento ocorrer mais a probabilidade de ele nao ocorrer dd 100%.

Proposigao 8 Pr () =0, isto é, se um evento é impossivel, sua probabilidade deve ser 0%.

I Para espacos amostrais infinitos, deverfamos incluir uma condi¢do semelhante com infinitos eventos mutuamente
excludentes dois a dois:
Pr (Al UAsU ) =Pr (Al) + Pr (AQ) =+ ...

2Note que a reciproca nao é valida, isto ¢, Pr(A) =0 % A = !



Proposicao 9 (Lei da Adicao)

|Pr(AUB) =Pr(4)+Pr(B)—Pr(ANB)|

isto €, a probabilidade de A ou B ocorrer é a probabilidade de A ocorrer, mais a probabilidade de B
ocorrer, menos a probabilidade de A e B ocorrerem (pois esta “havia sido contada duas vezes”!).

Exemplo 10 Nos exemplos anteriores, tinhamos A = {1,3,5}, AUB = {2,4,5,6} e ANB = {4,6}.
Se o dado for justo, teremos:

- 3
Pr(A) = G =50%=1—Pr(A4)
4 3 3 2
PI‘(AUB) = 6 = g +6 *g :PI‘(A)+PI‘(B)7PI‘(AQB)
Se o dado for viciado como descrito no exemplo anterior, entdo teriamos
Pr (/1) = 20% + 10% + 10% = 40% = 1 — Pr (A)
Pr(AUB) = 10%+ 10% + 10% + 40% = 70% =

= Pr(A)+Pr(B)-—Pr(AnB)=
(10% + 10% + 40%) + (10% + 10% + 40%) — (10% + 40%) = 70%

e as leis continuam valendo.

Da Lei da Adigao, note que

|Pr(AUB) =Pr(A) +Pr(B) & Pr(ANB) =0

ou seja, vocé pode somar probabilidades apenas no caso em que os eventos sejam mutuamente
excludentes® (bom, e quando vocé quiser calcular Pr (A U B), a probabilidade de pelo menos um
deles ocorrer).

Exemplo 11 Numa rotina cldssica dos trapalhoes, Didi argumenta que, sendo sua jornada apenas
de 8 horas didrias, ele nao precisa trabalhar nos outros % do tempo do ano. Mas ele também nao
precisa trabalhar durante % do ano (finais de semana), e a lei lhe garante um més de férias — outros
1—12 do ano em que nao se trabalha. Somando tudo, a probabilidade do Didi nao trabalhar num dia
escolhido a esmo seria % + % + 1—12 = %, o que ja deu mais de 100% (sem contar feriados, hora
do almogo, Copa do Mundo, etc.)! Assim, o patrao do Didi tem que deizd-lo em casa o ano todo
e ainda lhe pagar hora extra... Onde estd o erro? Ora, ndo se podem simplesmente somar estas
proporcdes pois 0s eventos nao sdo mutuamente excludentes! Por exemplo, Didi contou horas de

dormir, em finais de semana, durante as férias, trés vezes!

Um modelo equiprobabilistico num espaco amostral S com n elementos associa a cada evento
elementar a probabilidade 7—1L Se o modelo é equiprobabilistico, entao a probabilidade de um evento
é simplesmente®

_ #(A) _ “nimero de casos favordveis”
Pr (A) T #(S) T “ntumero de casos totais”

3Tecnicamente, isto nio ¢ bem verdade — ha eventos de probabilidade 0 que podem acontecer, e assim Pr (AN B) =
0 nao significa necessariamente “mutuamente excludentes”... Tais eventos nao aparecerao neste texto.
4Dado um conjunto X, a notacio # (X) representa o nimero de elementos de X.
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Nota 12 Cuidado! Um erro muito muito muito comum é usar esta féormula (ou este tipo de
racioctnio) para modelos que ndo sio equiprobabilisticos! S6 porque o seu espago amostral é S =
{ganho na loteria, ndo ganho na loteria} nao significa que vocé tem 50% de chance de ganhar na
loteria! Mais a frente veremos problemas (como o de Monty Hall) onde nossa intui¢do tem uma
vontade terrivel de fazer este tipo de raciocinio — e nossa intui¢do erra redondamente.

2.1 Exercicios

Ex. 1 Defina espacos amostrais razodveis para oS sequintes erperimentos:

a) Jogue uma moeda trés vezes e anote a seqiéncia de caras (K) e coroas (C).

b) Jogue dois dados e anote a soma de seus pontos.

¢) Jogue dois dados e anote a diferenca de seus pontos.

d) Jogue um dado até que o nimero 6 apareca e anote quantas vezes ele foi jogado.
e) Jogue uma moeda 100 vezes e anote quantas caras foram obtidas.

f) Tire 6 bolas de uma urna com 100 bolas azuis e 200 bolas brancas e anote quantas bolas brancas
foram retiradas.

g) Anote o lanterna do prézimo campeonato brasileiro.

h) Anote o instante em que vocé recebe a primeira ligagao telefonica do dia.

i) Anote a temperatura mdzima do dia no seu quarto.

Em quais dos exemplos a-g acima é razodvel usar um modelo eqiiiprovdvel?

Ex. 2 A partir dos trés aziomas basicos da Probabilidade:

Para todo evento A : 0<Pr(4) <1
Para o espago amostral S :  Pr(S)=1;
Para quaisquer eventos mutuamente excludentes A e B : Pr(AUB) = Pr(A)+ Pr(B)

Demonstre as seguintes propriedades:

a) A Lei do Complemento: Pr (A) =1 —Pr(A) [Dica: A e A sdo mutuamente excludentes.|

b) Pr () =0 [Dica: use o item anterior.]

¢) A Lei da Adi¢io: Pr(AU B) = Pr (A)+Pr (B)—Pr (AN B) [Dica: B—A e ANB sdo mutuamente
excludentes, assim como B — A e A.]

d) Se A C B entio Pr(A) < Pr(B) [Dica: B— A e A sao...]

Ex. 3 Mostre que
Pr(AUBUC)=Pr(A)+Pr(B)+Pr(C)—Pr (ANB)—-Pr(ANC)-Pr(BNC)+Pr(AnBNC).

Ex. 4 Dados Pr(A) = 0.4, Pr(B) = 0.5, Pr(C) = 0.3, Pr(ANB) = 0.3, Pr(ANC) =0 e
Pr(BNC) =0.1, determine:

a) Pr(AnBNC)

b) Pr(AUu(BNC))

¢) Pr(An(B-C))

d)Pr(A—(BUQ))

e) Pr(AUBUCQC)
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Ex. 5 Em certa escola a probabilidade de um aluno ser torcedor do Flamengo é 0,6, de assistir
novela é 0,7 e de gostar de praia é 0,8. Entre que valores estd compreendida a probabilidade de um
aluno dessa escola, simultaneamente, torcer pelo Flamengo, assistir novela e gostar de praia?

Ex. 6 Langa-se uma moeda justa trés vezes e anota-se a seqiiéncia de Caras (K) e Coroas (C)
obtidas.

a) Que modelo de probabilidade lhe parece razodvel em S?

Sejam A o evento “dois primeiros resultados sao iguais”, B o evento “o primeiro langcamento é
uma cara” e C' o evento “pelo menos um lan¢amento é uma cara”.

b) Escreva A, B e C como subconjuntos de S e calcule as probabilidades de cada um.

¢) Interprete os segquintes eventos em linguagem comum e calcule as suas probabilidades:

i)A #@)C i) AnNB  @w)BNC  v) BUC i) AUB.

Ex. 7 Lanca-se uma moeda justa até obter-se duas caras ou duas coroas, mdo necessariamente
consecutivas (ou seja, Kuerten e Coria disputam uma partida de ténis em trés sets e tém chances
iguais de vencer cada set). Anota-se a seqiiéncia obtida (os vencedores de cada set). Repita os itens
a-c do exercicio anterior. Que respostas mudaram?

Ex. 8 Dois dados sao lancados — um vermelho e um verde. Escreva um espaco amostral para este
experimento, e calcule a probabilidade de a soma dos dois dados ser 9. O problema se altera se os
dados forem da mesma cor?

Ex. 9 Os 12 times do campeonato do Rio sio sorteados de forma completamente aleatdria em dois
grupos de 6 times cada. Qual a probabilidade de o Flamengo e o Fluminense acabarem mo mesmo
grupo?

Ex. 10 Em uma roda sao colocadas n pessoas. Qual é a probabilidade de duas dessas pessoas
ficarem juntas?

Ex. 11 Em uma fila sdo colocadas n pessoas. Qual é a probabilidade de duas dessas pessoas ficarem
juntas?

Ex. 12 Laura e Telma retiram cada uma um bilhete numerado de uma urna que contém bilhetes
numerados de 1 a 100. Determine a probabilidade do nimero de Laura ser maior que o de Telma,
supondo a extra¢do:

a) sem reposicdo.

b) com reposigao.

Ex. 13 Trés jogadores, A, B e C, disputam um torneio. Os trés tém probabilidades iguais de ganhar
o torneio; tém também probabilidades iguais de tirarem o sequndo lugar e tém probabilidades iguais
de tirarem o ultimo lugar. E necessariamente verdadeiro que cada uma das seis ordens posstveis de
classificacao dos trés jogadores tem probabilidade % de ocorrer?

Ex. 14 Dois dados sdo lang¢ados. Os eventos A = “niimero do primeiro dado foia” e B = a soma
dos dados ¢ b” sao mutuamente excludentes (onde 1 <a <6 e2<b<12). Que outras conclusdes
vocé pode tirar sobre a e b?
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2.2 Respostas dos Exercicios

Resp. 1 Note, estamos pedindo apenas espagos amostrais, nao estamos pedindo probabilidades:
a) S={KKK,KKC,KCK,CKK,CCK,CKC,KCC,CCC}

b) S =1{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12}

¢)S={-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}

d) S={1,2,3,4,5,..} =N*

e) S=1{1,2,3,4,5,...,100}

f)S=1{0,1,2,3,4,5,6}

g) S = {Flamengo} :) :) :) Ta bom, S = { Flamengo, Fluminense, Botafogo, Vasco, ..., Americana}
h) S =10,24] (onde marquei o tempo em horas)

i) S =[0,45] (em Graus Celsius)

Num mundo de moedas e dados justos, lancamentos independentes e times que nao fazem pré-
temporada, apenas (a) é eqiiiprovivel.

Resp. 2 a) Como A e A sdo disjuntos:
Pr(AUA) =Pr(A) +Pr (4)

Mas AUA=S ePr(S)=1.
b) Como ) =S e Pr(S) =1 usando o item anterior, Pr () =1 —Pr(S) =0.
¢) Faga um diagrama. Como B — A e A sdo mutuamente excludentes:

Pr((B-—A)UA)=Pr(B-A)+Pr(A)
Mas a unido do lado esquerdo é AU B, isto é:
Pr(AUB)=Pr(A)+Pr(B—-A)
Agora, como B— A e AN B sao mutuamente excludentes,
Pr(B-AUANDB))=Pr(B-—A)+Pr(ANnB)
e a uniao do lado esquerdo é B, Entdo:
Pr(B)=Pr(B—A)+Pr(ANB)

Tire Pr (B — A) daqui e substitua na outra para acabar o problema.
d) Vimos ali em cima que
Pr(B—A)=Pr(B)—-Pr(ANnB)

Como, neste caso, A C B, temos ANDB = A, isto é
Pr(B)—Pr(A)=Pr(B—-A)>0
pois toda probabilidade é maior ou igual a 0. Acabou.

Resp. 3 Desenhe um diagrama de Venn — hd 7 pedagos excludentes para AU BUC. FEscreva cada
termo da expressao do lado direito em funcao destes T pedagos, some tudo e veja que, depois de
cortar muita coisa, cada pedaco aparece representado apenas uma vez, dando AU BUC.
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Resp. 4 A principio, temos Pr(ANC) =0, Pr(C)=0.3, Pr(ANB)=0.3, Pr(BNC) =0.1:

AB AB AB AB Total

C 0 0 0.1 0.3
C
Total 0.3

Como Pr(A) =04 e Pr(B) = 0.5, consequimos completar dois novos totais:

AB AB AB AB  Total
C_’ 0 0 0.1 0.3

C
Total 0.3 04-03=01 05-03=02

Agora virou Sudoku:
AB AB AB AB Total
C 0 0 01 02 03
C 03 01 01 02 0.7
Total 0.3 0.1 02 04 1

a)0 b) 0.5 c) 0.3 d) 0.1 e) 0.8
Resp. 5 Entre 0.1 e 0.6.

Resp. 6 Fazendo S = {CCC,CCK,CKC,KCC,KKC,KCK,CKK, KKK} é razodve usar um
modelo eqiitprovdvel. Como A ={CCC,CCK,KKC, KKK}, B={KCC,KCK,KKC, KKK} e
C={KKK,CCK,CKC,KCC,KKC,KCK,CKK}, temos:

Pr(A)=4;Pr(B)=4%. Pr(C)=1%

A :dois primeiros resultados diferentes, probabilidade %

C :nenhuma cara, todas sdo coroas, probabilidade %

AN B: duas caras nos dois primeiros lancamentos, % = %

BNC: o primeiro é cara, que é B de novo, com % de chance.

BUC: basta uma cara, que é C' de novo, com % de chance.

AU B: cara de primeira ou duas coroas nas duas primeiras, g = % de chance.

Resp. 7 E quase igual ao anterior, mas CCC e CCK wiram simplesmente CC, enquanto KKC
e KKK viram simplesmente KK (pois o jogo acaba dois a zero). Agora A = {CC,KK}, B =
{KK,KCK,KCC} e C = {KK,CCK,CKC,KCC,KCK} (note como CCK some daqui, pois
esta ultima coroa nado exisitird). As probabilidades que envolvem A e B nao mudam, mas C mudou:
Pr(C)=8=2 Pr(C)=% Pr(BUC)=Pr(C)=% ePr(BNC)=Pr(B) = 1.

Resp. 8 Probabilidade % = %, que nao se altera se os dados forem da mesma cor.

Resp. 9 %

Resp. 10 -2

n—1

Resp. 11 2
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Resp. 12 o) 1 b) 7380 — 49.5%

Resp. 13 Nio. Podia ser Pr(ABC) = Pr(BCA) = Pr(CAB) = % ¢ as outras trés ordens
impossiveis, por exemplo.

Resp. 14 Serdao mutuamente excludentes quando b—a <1 oub—a > 6.



Capitulo 3

Probabilidade Condicional

Se tivermos informacao adicional sobre um experimento, podemos ser forcados a reavaliar as prob-
abilidades dos eventos a ele associados.

Exemplo 1 Como no capitulo anterior, jogue um dado e anote o valor de sua face superior. Entao
S=1{1,2,3,4,5,6}. Sejam A ={2,4,6}, B={4,5,6} e C ={5,6}. Se o dado é justo, teremos:

3 3 2
Pr(A)=—; Pr(B)==; Pr(C) ==
r ( ) 6 ’ r ( ) 6 ’ r ( ) 6
Agora, suponha que vocé sabe de alguma forma que o ndmero rolado é par. Entdo seu novo universo
¢ A={2,4,6}. Sabendo-se que o nimero é par, qual a probabilidade de ele ser maior do que 32 Ou
seja, qual a chance de B ocorrer na ceretza de que A ocorreu? Esta é a chamada probabilidade
condicional de B dado A; neste caso

2
Pr(B|A) = -
3
pois hd apenas 2 casos “favordveis a B” dentre os 3 casos “possiveis em A”. Analogamente,
convenga-se de que:

Pr (A|B) = ;; Pr (A|C) = % Pr (C|A) = % Pr(B|C) = 1; Pr(C|B) = g

Escreva estas probabilidades em linguagem comum: Pr(A|B) = % significa que “sabendo-se que o
numero é maior que trés, ha % de chance de ele ser par”. Numa interpretacao freqiientista, diriamos
“se rolarmos o dado vdrias vezes, dard wm nimero par cerca de % das vezes em que o mumero foi
maior do que 3”.

Note que Pr (B|C) = 100%, isto é, “na certeza de que deu mais do que quatro, é ébvio que deu
mais do que trés”, ou seja, “B acontece sempre que C acontece”.

Por outro lado, Pr(C|B) = % apenas. Assim, “de cada 3 vezes em que B ocorre, C' ocorre em

apenas 2”.
O exemplo acima inspira a seguinte férmula:

15
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Definicao 2 Sejam A e B dois eventos com Pr (A) # 0. A probabilidade condicional de B dado A
é

Pr(B|4) = B4G2

Exemplo 3 Usando esta formula no exemplo anterior, temos

_ Pr(AnB) 2/6 2

Note como o nimero de elementos do espago amostral S (no caso, 6) desaparece e ficamos ao final
apenas com a propor¢ao dos elementos de B (que estao também em A) com relagio aos elementos

de A.

Exemplo 4 A tabela abaizo dd a distribuicdo dos alunos de uma turma, por sexo e por carreira
pretendida:
M F  total
ADM 15 45 60
ECO 21 9 30
total 36 54 90

Escolhe-se ao acaso um aluno. Sejam M, F, A e E os eventos o aluno selecionado é do sexo
masculino, é do sexo feminino, cursa ADM e cursa ECO, respectivamente. Temos:

i) Pr(A) = &, isto ¢, 66.67% dos alunos cursam ADM; os outros 33 = 33.33% cursam ECO. Se
vocé escolher um aluno ao acaso, hd 66.67% de chance de ele ser de ADM.

ii) Pr (A|M) = 33, isto ¢, 41.67% dos alunos homens cursam ADM; os outros 58.33% dos homens
estao em ECO. Se vocé escolher um aluno homem ao acaso, hd 41.67% de chance de ele estudar

ADM.
iii) Pr(M]A) = &2, isto ¢, 25% dos alunos de ADM sdio homens; se vocé escolher um aluno de
ADM ao acaso, hd 25% de chance deste aluno ser homem.

A férmula da probabilidade condicional é freqiientemente utilizada para descobrir Pr (A N B):

Proposicao 5 (Lei da Multiplicagao)

|Pr(An B) = Pr(B|A).Pr(A) = Pr(A|B) . Pr(B)|

Exemplo 6 Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas pretas. Sacam-se, sucessivamente e sem
reposicao, duas bolas dessa urna. Determine a probabilidade de ambas serem brancas.
Solugao: Sejam By = {primeira bola é branca} e By = {a segunda bola é branca} . Entdo

43 12 2

PI‘(Bl mBz) :PI‘(Bl)PI‘(B2|B1) = 55 = % = E

Note que foi bastante simples o cdlculo de Pr (Bz|By). Realmente, na certeza de que a primeira bola
foi branca, é facil calcular a probabilidade da seqgunda bola ser branca, pois, para a sequnda extrac¢do,
a urna estd com 8 bolas brancas e 6 pretas. De modo mais geral, é facil calcular probabilidades
condicionais quando as coisas estao na ordem certa, isto é, é facil calcular probabilidades de coisas
futuras na certeza de coisas passadas.
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Exemplo 7 Vocé tem duas moedas, uma com duas caras e a outra justa. Escolha uma delas e a
lance. O resultado é cara. Qual a chance de ela ser a moeda “viciada”?
Solugao: seja 'V o evento “escolhemos a moeda viciada” e K o evento “deu cara”. Entdo:

Pr(V|K):%2)K)
Mas -
Pr(VNK)=Pr(V).Pr(K|V) = 57 =
e
Pr(K)=Pr(VNK)+Pr(VNnK)
onde

Pr (VA K) = Pr (V). Pr (K|V) = 22 = ;

Juntando tudo

Pr(K) =

3.1 Visualizacdo: Tabelas e Arvores

Qualquer problema bésico de probabilidade pode ser feito de maneita puramente algébrica; no
entanto, ferramentas visuais como tabelas e drvores facilitam bastante a resolucdo e discussao de
tais problemas. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 8 Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas pretas. Sacam-se, sucessivamente e sem
reposi¢ao, duas bolas dessa urna. Determine a probabilidade da primeira bola ser branca sabendo
que a segunda bola é branca.
Solucédo: Sejam By e By como no problema anterior. Queremos Pr(B1|By). Note que essa é uma
probabilidade do passado na certeza do futuro. Aqui usamos a formula da defini¢ao de probabilidade
condicional:
Pr (Bl n Bz)

Pr (BQ)

Calculamos Pr (By N By) no exemplo anterior. Para calcular Pr(Bs), basta notar a simetria do
problema — ndo hd motivo para imaginar que a sequnda bola seja branca mais ou menos freqiiente-
mente do que a primeira! Se este argumento nao lhe parece convincente, faca o sequinte: considere
separadamente 0s casos em que a primeira bola é branca e os casos onde a primeira bola nao é
branca:

Pr (Bl |Bz) =

PI‘(BQ) = PI‘(Bl mBz) +PI‘ (EQBQ)

A primeira parcela ja foi calculada. Quanto & sequnda:

O =~

— 6
Pr (BiN By) = Pr (B1) . Pr (BofBr) = 1.
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ja que, apds retirar uma bola preta, ficam 4 brancas dentre 9 bolas. Juntando tudo,

2 4 6 4
P =Bt =51
como haviamos afirmado anteriormente. Enfim:
PI‘(Bl ﬁBz) o 2/15 - l
Pr(Bs)  6/15 3

Pr (B1|BQ) =

Exemplo 9 (Arvore) Ilustremos a solugdo anterior por uma drvore de probabilidades; para tanto:
— Desenhe as retiradas da esquerda para a direita, criando ramificacdes sempre que houver um evento
aleatdrio:

'5 o _.:-""-F-- P:
j‘jf'/f’ B; —am
- B
ﬁ'].l:l Hx‘*\_\ ?;_ -_:Ei_g__--“'_ P'u
s T,

— A sequir, escreva as probabilidades condicionais acima de cada ramo, isto é, a probabilidade de

aquele ramo ocorrer dada toda a estoria passada até aquele ramo. Por exemplo, note que

escrevemos Pr (Py|By) = 6/9 sobre o ramo superior direito.

— Agora, para calcular a probabilidade de um caminho inteiro da raiz até a folha, basta multiplicar
43 _ 2

probabilidades. Por exemplo, Pr (B1 N Bs) = {55 = 1=

— Enfim, use as probabilidades encontradas para resolver o seu problema. Por exemplo, neste caso

note que By ocorre em dots caminhos distintos, cujas probabilidades sao %% = % e 1—60% = %

Assim, Pr(Bs) = %, e Pr(B1|By) = % =1

Exemplo 10 (Tabela) Menos intuitiva (mas mais facil de digitar) seria uma tabela. Para crid-la,
comece de uma “populagdo ficticia de 900 retiradas”. A partir dali, escreva os totais esperados para
By (40% do total geral) e By (60% do total geral). Usando as probabilidades condicionais, preencha
entdo as quatro células no interior da tabela. Enfim escreva os totais para By e Ba, e resolva o
problema que quiser:
By By Totais
By 120 240 360
B, 240 300 540
Totais 360 540 900

Note que nao estamos dizendo que de cada 900 experimentos, exatamente 360 terao a primeira
bola branca — estamos apenas dizendo que as propor¢oes representadas pelos nimeros da tabela sao
exatamente as probabilidades do problema! No problema em questdo, vem

120 1
Pr(Bi|By) = — = =
H(BilBe) = 555 = 3
Enfim, note que o nimero 900 ndo tem importdancia alguma e desaparecerd quando qualquer prob-
abilidade for calculada. Vocé poderia até colocar 1 no lugar de 900 se desejasse.
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No problema anterior, é interessante notar que as posigoes das bolas (primeira e segunda) séo
intercambidveis, isto é, Pr(By) = Pr(Bz), e mais, Pr (B1|Bz2) = Pr (Bz2|B1), e assim por diante.

3.2 Probabilidade Total e Teorema de Bayes

Os problemas anteriores ilustram duas técnicas comuns para obtencgao de probabilidades:

Proposicao 11 (Lei da Probabilidade Total) Suponha que By, Ba, ..., B, formam uma par-
ticao' de S. Entao

Pr(4A) = Pr(ANB;)+Pr(ANBy)+..+Pr(ANB,)
= Pr(A|By).Pr(B;) +Pr(A|By).Pr(By) + ... + Pr(A|B,) . Pr(B,)

Em particular, a particio S = BU B nos da

Pr(A) =Pr(A|B).Pr(B) + Pr (A|B) .Pr(B)

De fato, A é a unido dos conjuntos (sem interse¢ao dois a dois!) da forma A N B;, justificando
a primeira igualdade. A segunda igualdade vem simplesmente de aplicar a Lei da Multiplicacao
vérias vezes. Compare esta “lei” com os exemplos da subsecdo anterior.

Proposicao 12 (Teorema de Bayes) Suponha que Bi, Ba, ..., By formam uma particio de S.
Entao:

Pr (A|Bl) .Pr (Bl)

PrBuA) = 5By Pr (B1) £ Pr (A1 B) . Pr (Bs) + ..+ Pr(A|B,) . Pr(By)

Em particular

— Pr(A|B).Pr(B)
Pr(B|A) = Pr(A|B). Pr(B)+Pr(A|B). Pr(B)

O Teorema de Bayes nos dé a férmula exata para calcular uma condicional quando temos as
condicionais “na outra ordem”. Apesar de muito ttil, em geral ele é mais fécil de ser entendido com
o auxilio de tabelas ou drvores — novamente, perceba como ele foi utilizado nos exemplos anteriores.

3.3 Independéncia

Em algumas ocasioes, o conhecimento sobre a ocorréncia de um evento nao muda a probabilidade
de um outro — este é o conceito de independéncia estatistica:

Definicao 13 Dois eventos (de probabilidades nao nulas) A e B sdo ditos independentes se o
conhecimento de um deles nao afeta a probabilidade do outro ocorrer, isto é, se

Pr(B|A) =Pr(B)

sto &, eles sao mutuamente excludentes dois a dois e By UBa U...UB, = S.



20 CAPITULO 3. PROBABILIDADE CONDICIONAL

Intuitivamente, se tudo o que vocé quer saber é se B acontece ou nao, informagoes sobre o evento
A nao vao lhe ajudar em nada (e, portanto, vocé ndo pagaria dinheiro algum pela informagao de
A ter acontecido ou nao — mesmo que vocé tenha certeza de que A acontece, a probabilidade de B
nao muda).

Exemplo 14 No caso dos dados do inicio desta segdo, note que A e C' sao independentes, pois

Pr(A|C) = % =Pr(4); Pr(ClA) = % =Pr(C)

No entanto, A e B ndo sao independentes, muito menos B e C.

Note que, da definicdo de probabilidade condicional, concluimos que dois eventos sao indepen-

dentes se, e somente se, Pr (B|A) = %%l = Pr(B), isto &

|A e B s@o independentes < Pr (AN B) = Pr(A).Pr(B) |

De quebra, passando Pr (B) para o lado esquerdo, acabamos de mostrar que
Pr(B|A) =Pr(B) < Pr(ANB)=Pr(A).Pr(B) < Pr(A|B) =Pr(4)
Pode-se mostrar também que, se A e B sdo independentes, entao
Pr(B|A) = Pr(B) = Pr (B|A4)

Exemplo 15 Suponha que, numa familia com duas criancas, a probabilidade do filho estar gripado
¢ 40% (Pr(H) = 0.4) e a probabilidade da filha estar gripada é 60% (Pr (M) = 0.6). E possivel
calcular a probabilidade de ambos estarem gripados?

Se supusermos que estes dois eventos sao independents, entao é simples: Pr (H N M) = (0.4) (0.6) =
24%. Mas serd que esta suposicio é razodvel? Afinal, se um deles estiver gripado, imagina-se
que a probabilidade do outro estar gripado aumenta. Matematicamente falando, acreditamos que
Pr(H|M) > Pr(H) = 40%, e a probabilidade condicional é que teria de ser usada:

Pr(HNM)=Pr(H|M).Pr(M)
Sem mais dados, nao é possivel resolver o problema.

Exemplo 16 Por outro lado, se no problema anterior forem dados Pr(H) = 0.4, Pr(M) = 0.6
e Pr(HN M) = 0.3, é posstvel verificar se os eventos H e M sdo independentes! De fato, como
Pr(HNM) #Pr(H).Pr(M), os eventos nao seriam independentes. Outras maneiras de chegar
mesma conclusio:

0.3

Pr(HIM) = &% =05>04=Pr(H)
Pr(M|H) — g —0.75 > 0.6 = Pr (M)

Neste caso, diz-se que o evento H atrai o evento M ou que 0s eventos sao positivamente asso-
ciados.
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Exemplo 17 Algumas pesquisas estatisticas podem causar constrangimentos aos entrevistados com
perguntas do tipo “vocé usa drogas?” e correm o risco de nao obter respostas sinceras ou ndo obter
respostas de espécie alguma. Para estimar a propor¢ao p de usudrios de drogas em certa comunidade,
pede-se ao entrevistado que, longe das vistas do entrevistador, jogue uma moeda: se o resultado for
coroa, responda a “vocé usa drogas?” e, se o resultado for cara, responda “sim”. Assim, caso o
entrevistado diga sim, o entrevistador nao saberd se ele é um usudrio de drogas ou se a moeda deu
cara.

Se s é a probabilidade de um entrevistado responder sim, s é facilmente estimado pela propor¢ao de
respostas sim obtidas nas entrevistas. Estime p a partir de s.

Solugao: seja D o evento “usudrio disse que usa drogas” e K o evento “moeda deu cara”. Colo-
cando tudo numa tabela, temos.

D D
K 0.5
K 0.5
p 1l-p 1

Como D e K sao independentes, podemos completar a tabela simplesmente multiplicando as prob-
abilidades correspondentes:
D D
K 05p 05(1—p) 05
K 05p 05(1—p) 05
p L—p 1

Note que os entrevistados que dizem “sim” estao em 3 lugares da tabela acima — ambas da linha K
e 0s usudrios de drogas da célula DK . Assim

s=05p+05(1—-p) +05p=05(1+p) =p=2s—1

Por exemplo, se 60% dos entrevistados respondem sim, vocé pode estimar em 20% a proporcdao de
usudrios de drogas.

3.4 Estudo de Caso: Teste Elisa e AIDS

Problema: Uma pessoa deseja saber se estd contaminada com o virus da AIDS ou nao. Ao fazer
o teste, este pode indicar POSITIVO (+) ou NEGATIVO (-). No entanto, nenhum teste ¢ 100%
correto — em algumas ocasioes, o teste pode ser + mesmo que esta pessoa nao tenha a doenca (o
chamado falso positivo); em outras, apesar do paciente estar doente, o teste apresenta resultado -
(um falso negativo). Digamos que vocé tem em maos os seguintes dados a respeito do “Teste Elisa”
para AIDS:

e Apenas 0.5% das pessoas no seu pafs tém AIDS (diz-se que a prevaléncia da doenga é 0.5%)

e “Elisa” identifica corretamente (como +) 98% das pessoas que tém o virus (diz-se que a
sensitividade do teste é de 98%);

e “Elisa” identifica corretamente (-) 93% das pessoas que nao tém o virus (diz-se que a especi-
ficidade do teste ¢ de 93%).
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Um paciente escolhido aleatoriamente neste pais é testado e o resultado é +. Qual a probabili-
dade de ele ter o virus?

Resposta: Este tipo de problema pode ser facilmente resolvido usando uma tabela com uma
populagao “ficticia”. Comece a tabela supondo que haja 10000 pessoas neste pais, destas, 50 teriam
AIDS e as outras 9950 nao teriam:

AIDS AIDS Totais
Jr

Totais 50 9950 10000

Mas, daquelas 50, 98% (49 pessoas) testarao positivo; daquelas 9950, 7% (696.5 pessoas) seréo
falsos positivos. Use estes niimeros para completar a tabela (ndo se preocupe com as populagoes
ficticias e fraciondrias — afinal, o que interessam sdo as proporgoes):

AIDS AIDS Totais

+ 49 696.5  745.5
— 1 9253.5 92564.5
Totais 50 9950 10000

Agora podemos proceder a quaisquer respostas como no exemplo anterior. Por exemplo, se sabemos
que o paciente testou +, qual a chance de ele ter AIDS? Seria:

Pr(AIDS|+) = %595 = 6.573%

Dizemos que o poder preditivo positivo do teste é de 6.573%.
Note como o Teorema de Bayes resolve o problema com uma férmula s6, mas escondendo um
bocado a intui¢do do exemplo. Afinal, os dados séo

Pr(+|AIDS) = 98%; Pr(—|AIDS) =93%; Pr(AIDS) =0.5%
dos quais tiramos via Lei do Complemento:
Pr (+|AIDS) =7%e Pr (AIDS) =99.5%

Enfiando tudo na férmula de Bayes:

Pr (+|AIDS).Pr (AIDS)
Pr(+|AIDS).Pr(AIDS) + Pr (+|AIDS) . Pr (AIDS)
(0.98) (0.005)

= (0.8 (0.005) + (0.07) (0.095) ~ 573%

Pr(AIDS|+)

Analise: Os dados apresentados acima sao compativeis com os valores de sensitividade e es-
pecificidade do Teste Elisa para AIDS. A prevaléncia da AIDS varia muito de pais para pais e de
ano para ano — em 1990, era de cerca de 1% nos Estados Unidos, mas apenas 0.2% na Austrélia.
Como um teste que parecia tao preciso pode errar tanto? O problema é que esta doenga é muito
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pouco comum (apenas 0.5% da populacdo a tem). E mais provavel que esta pessoa seja um dos
“proporcionalmente poucos falsos positivos” dentre a grande massa de pessoas sadias do que um
dos “proporcionalmente muitos corretos positivos” dentre as poucas pessoas doentes!

Este tipo de probabilidade tem de ser divulgada as pessoas que sdo testadas! E por este motivo
que, ao testar + para uma doenca, vocé deve realizar um segundo teste!

Por outro lado, nao é que o primeiro teste foi “initil” nao. Um resultado positivo no primeiro
teste aumenta a probabilidade de doenca de 0.5% (a priori) para uns 7% (a posteriori). O
paciente deve sim se preocupar muito mais do que antes do teste. O poder do teste nao estd em
determinar a probabilidade de se estar doente, mas em aumentd-la a partir duma probabilidade
a priori. A propdsito, note como estes cdlculos podem variar terrivelmente dependendo do que se
sabe sobre este individuo antes de ele se testar. Por exemplo, se o individuo pertence a um grupo
de risco (digamos, no caso da AIDS, se é hemofilico) néo é razodvel usar o 0.5% como probablidade
a priori — usar-se-ia um nimero maior que refletisse a percentagem de hemofilicos que contraiu a
doenga. Alids, é por este motivo que ¢ impossivel divulgar os tais 7% exatamente — este nimero
depende da probabilidade a priori de cada individuo.

Para administradores, este tipo de raciocinio é algo que deve ser levado em conta antes de
se decidir por testar ou ndo membros de uma organizacdo (associado as reagoes psicolégicas dos
testados que ndo sabem a diferenca entre Pr (+|AIDS) e Pr (AIDS|+); preconceitos que possam
estar associados aos resultados dos testes; etc.).

Postcript: O seguinte texto foi retirado do site do Superior Tribunal de Justica®. Textos
semelhantes foram publicados em vérios jornais do pais em Setembro de 2002.

Quinta-feira, 26 de setembro de 2002

09:33 - Fundacao Pré-Sangue terd de pagar indenizagao por erro em
exame de HIV

Por causa de diagndéstico errado para HIV positivo, a Fundagdo Pro-Sangue Hemo-
centro de Sao Paulo terd de pagar uma indenizacio no valor de R$ 40 mil ao torneiro
P.G.S.. No entendimento unadnime da Terceira Turma do Superior Tribunal de Justica
(STJ), instituigdo que emite laudo sobre o virus da Aids sem ressalva quanto a falibili-
dade do diagndéstico, tem de se responsabilizar se houver uma falha no resultado.

Com isso, os ministros do STJ mantiveram a decisdo do Tribunal de Justiga de
Sao Paulo (TJ-SP) que condenou a Fundagdo Pré-Sangue a pagar a indenizacdo. De
acordo com o acérdao do TJ-SP, o laudo feito pelo maior hemocentro da América Latina
nao trouxe nenhuma ressalva, observacao ou adverténcia de que o resultado deveria ser
confirmado para que houvesse certeza do diagnéstico. Para o Tribunal, a falibilidade do
teste é de conhecimento notdério de pessoas bem informadas. N&o seria o caso, entretanto,
de P.G.S., “um modesto operério”.

Ele propos acao de indenizagao por ato ilicito contra a Fundacao Pré-Sangue para
reparacdo dos danos causados pela noticia equivocada. Ao doar sangue ao hemocentro
em junho de 1996, o torneiro teve de submeter-se ao teste para detectar se era soropos-
itivo. O resultado apontou que ele era portador do virus da Aids. Inconformado, Paulo
Gomes fez outro exame que constou um diagnéstico “indeterminado”.

2Em 30/9/2011, o endereco era:
HTTP://WWW.STJ.GOV.BR/PORTAL _STJ/PUBLICACAO/ENGINE.WSP?TMP.AREA=368& TMP.TEXTO=70849.
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Durante dois meses, o operdrio viveu um inferno, segundo relatou no processo. Em
conseqiiéncia do choque, passou a faltar vdrias vezes ao trabalho, sobreviveu a base de
calmantes e adquiriu gastrite nervosa. O erro do laboratério também teria lhe causado
insonia, depressdo e ansiedade. Com as reiteradas faltas ao trabalho, o torneiro foi
advertido pelo chefe. Ao saber do que se passava, o chefe o aconselhou a procurar
um laboratério particular para fazer um novo exame. Foi, entao, que ele descobriu a
verdade: nao era portador do virus.

A Fundagao Pré-Sangue diz que ndo agiu com impericia ou negligéncia. A instituigao
somente teria efetuado os testes soroldgicos, mas nao transmitido os resultados. O
argumento é de que a coleta do sangue, triagem e os demais contatos teriam sido feitos
com o doador no Nicleo de Hematologia de Sao Caetano do Sul, onde os funciondrios
deveriam ter orientado o operério sobre a falibilidade do laudo.

Segundo a Fundacgao, no exame em que constou o resultado positivo foi realizado o
“Teste Elisa”. Depois, quando o diagnéstico foi “indeterminado” foi aplicado o “Teste
Western Blot”. A Pré-Sangue explica que todos os métodos soroldgicos possuem uma
faixa de resultados falsos-positivos. Por isso, sao realizados testes para confirmagéo ou
nao do resultado inicial.

O pedido da ac¢ao de indenizacao proposta pelo operario foi julgado improcedente
na primeira instancia. O TJ-SP, entretanto, reverteu a decisao. Tampouco foi acol-
hido recurso apresentado pela Fundacao aquele Tribunal. Foi entao que a instituigao
propds agravo regimental que foi julgado improcedente pela ministra Nancy Andrighi,
em despacho monocrético.

A Fundagado Pré-Sangue decidiu apresentar novo recurso (Agravo Regimental em
Agravo de Instrumento), que foi apreciado pela Terceira Turma do STJ. Por unanimi-
dade, os ministros negaram provimento sob o argumento de que para mudar a conclusao
do TJ-SP seria necessdrio rever as provas existentes nos autos, o que é vedado ao Supe-
rior Tribunal de Justiga, de acordo com o que estabelece a simula n® 7/STJ.

Da mesma forma, os ministros negaram pedido de reducao do valor da indenizagao
arbitrado pelo TJ-SP. Segundo a relatora, ministra Nancy Andrighi, a quantia estab-
elecida é razodvel. Na inicial, o autor da agao pediu uma indenizacao de mil saldrios
minimos, ou seja, R$ 200 mil. Este valor foi considerado excessivo pelos desembar-
gadores de Sao Paulo.

3.5 Exercicios

Ex. 1 Joga-se um dado ndao-viciado duas vezes. Determine a probabilidade condicional de obter 3
na primeira jogada sabendo que a soma dos resultados foi 7.

Ex. 2 Um estudante resolve um teste de multipla escolha de 10 questoes, com 5 alternativas por
questao. FEle sabe 60% da matéria do teste. Quando ele sabe uma questao, ele acerta, e, quando
nao sabe, escolhe a resposta ao acaso. Se ele acerta uma questao, qual é a probabilidade de que
tenha sido por acaso?

Ex. 3 Na sua capa de 21/3/2001, a revisa VEJA afirma que “47% dos brasileiros nao sentem von-
tade de fazer sexo”. Dentro da revista, encontramos que “35% das mulheres nao sentem nenhuma
vontade de ter relagdes” e “entre os homens, apenas 12% se queizam de falta de desejo”. Explique
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porque a informacao da capa é incompativel com a do texto da reportagem; que dados vocé precisaria
para estimar corretamente o nimero da capa?

Ex. 4 Na secao anterior, Kuerten e Coria jogavam uma partida de ténis em 3 sets. Cada um deles
tem 50% de chance de vencer cada set (e supde-se o0s sets independentes entre si). Considere 0s
eventos A = “Kuerten vence a partida” e B = “o jogo termina em 2 sets”. Calcule as probabilidades
de cada um deles. FEles sao independentes? Mutuamente excludentes?

Ex. 5 Repita o problema anterior onde Ralph joga contra Kuerten — agora, a probabilidade de
Kuerten vencer um set é 70%, mas os sets ainda sdo independentes entre si.

Ex. 6 Lancga-se um dado 3 vezes. Cada vez vocé tirar 5 ou 6, vocé ganha $1, caso contrdrio, vocé
paga $1. Seja A = *“vocé teve algum lucro ao final do jogo” e B = “vocé perdeu $1 mo primeiro
langamento”. Calcule Pr (A), Pr(B), Pr(A e B) e Pr(A|B). Os eventos A e B sao independentes?
Mutuamente excludentes?

Ex. 7 (Excel) Hd n alunos em uma sala de aula. Qual a probabilidade de haver pelo menos um
par que faga aniversdrio no mesmo dia (e més)? Monte uma planilha mostrando os valores de n e
as probabilidades correspondentes para 1 < n < 366. Qual valor de n mos dd uwma probabilidade de
aprorimadamente 50% ?

Ex. 8 a) Uma loteria semanal tem 100 bilhetes. Quem tem a maior chance de ganhar algum
prémio: quem compra 10 bilhetes numa semana ou quem compra 1 bilhete por semana durante 10
semanas?

b) Seja n > 1. Encontre o minimo da funcao f(z) = (1+z)" — (1 +nz) para z € (—1,00).
Conclua que f (z) >0 para x > —1.

¢) Generalize o item (a): suponha 1 <n < N. Numa loteria com N bilhetes, é melhor comprar n
numa semana ou 1 por dia durante n semanas?

Ex. 9 Ralph estd na FGV 70% do hordrio comercial, enquanto Morgado esté na FGV 20% do
hordrio comercial. Sabe-se também que, em 20% do hordrio comercial, nenhum dos dois estd pre-
sente & FGV. Os eventos “Ralph estd na FGV” e “Morgado estd na FGV” sao independentes?

Ex. 10 Um dos problemas analisados no século XVII por Pascal e Fermat e que deu origem a
Teoria da Probabilidade é o chamado “Problema do Cavalheiro de Méré”. Num dos jogos em
questao, jogavam-se 4 dados e apostava-se que ao menos um 1 ocorreria. O cavalheiro (Antoine
Gombaud, que propds o problema a Pascal) argumentava que a probabilidade disto ocorrer seria %
para cada dado, somando um total de % = % nos 4 dados. O que estd errado com este argumento?
Qual é a probabilidade correta?

Ex. 11 A outra parte do “Problema do Cavalheiro de Méré” era calcular a probabilidade de con-
sequir um duplo 6 em 24 lancamentos de uwm par de dados. Novamente, o “cavalheiro” propunha
que a probabilidade era de 3—16 para wm lancamento, entdo deveria ser 22 = % para 24 langamentos.

36
Corrija este argumento.

Ex. 12 Quantas vezes, no minimo, se deve langar um dado para que a probabilidade de obter algum
seis seja superior a 90% ?
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Ex. 13 (Bertrand ‘s Box) Vocé tem & sua frente trés caizas; uma delas tem duas bolas brancas,
uma outra tem duas bolas pretas e a terceira tem wma bola de cada cor. Vocé escolhe uma caiza
ao acaso e, dela, retira uma bola ao acaso, verificando que ela é branca. Qual a chance de ela ter
vindo da caiza com duas bolas brancas?

Ex. 14 (Monty Hall) a) Fm um programa da televisdo, o candidato devem escolher uma dentre
trés portas. Atrds de uma dessas portas hd um prémio e atrds de cada uma das outras duas portas
hd um bode. Escolhida uma porta pelo candidato, o apresentador abre uma das outras portas (nota:
o apresentador nunca abre a porta do candidato e nunca abre a porta com o prémio), e pergunta
ao candidato se ele quer ficar com a porta que escolheu ou se prefere trocd-la pela outra porta que
ainda estd fechada. Vocé acha que o candidato deve trocar, nio deve trocar ou que tanto faz?
b)Agora suponha que os prémios sio um carro, um bode ou uma caiza de sabao em pé ESPUMOSO.
O candidato escolhe wma porta ao acaso. O apresentador nunca abre a porta do carro nem a do
candidato; no entanto, se as regras acima ainda permitirem, ele abre a do sabao em pé ESPUMOSO,
que limpa mais branco, faz mais bolhinhas, e vocé lava lava lava esfrega esfrega esfrega e hmmmm!
que cheirinho de limao!

i) O candidato escolhe uma porta e o apresentador abre a porta do bode. Qual a chance do carro
estar na outra porta?

it) E se a porta aberta pelo apresentador tiver o sabao ESPUMOSO?

Ex. 15 Um juiz de futebol meio trapalhdo tem no bolso um cartao amarelo, um cartao vermelho
e um cartao com uma face amarela e uma face vermelha. Depois de uma jogada violenta, o juiz
mostra um cartao, retirado do bolso ao acaso, para um atleta. Se a face que o jogador vé é amarela,
qual é a probabilidade da face voltada para o juiz ser vermelha?

Ex. 16 O Departamento de Justica dos Estados Unidos reportou que o nimero de adultos no
Estados Unidos sob algum tipo de supervisao judicidria (prisoes, casas de detengdo ou prisao condi-
cional) chegava a 6.5 milhdes em 2000, dos quais 3.4 milhdes eram brancos e 2.15 milhdes eram
negros. QOutro relatério um pouco anterior dizia que 9% da populacio negra adulta dos Estados
Unidos estavam sob algum tipo de supervisao judicidria, comparados com 2% da populacio adulta
branca e 1.3% das outras racas. Usando estas informagaoes, calcule:

a) x tal que “1 em cada x adultos nos Estados Unidos esteja sob supervisao judicidria”.

b) A probabilidade de um negro adulto estar sob supervisio. E um branco?

¢) A probabilidade de um adulto sob supervisio ser negro. E ser branco?

d) A probabilidade de um adulto que néo esteja sob supervisao ser negro. E branco?

e) Os eventos “ser branco” e “estar sob supervisio” sao independentes?

Ex. 17 No estudo de caso acima, suponha que um paciente que ja testou + para AIDS faz um
segqundo teste independente do primeiro mas com os mesmos valores de sensitividade e especificidade.
Se ele testa + de novo, qual a chance de ter AIDS? [Dica: é como se este individuo pertencesse a
um grupo onde a prevaléncia da doenga fosse 6.573%]

Ex. 18 Suponha que disputa de pénaltis é loteria: cada pénalti tem probabilidade p de ser gol e eles
sao independentes entre si. Dois times S e U disputam uma vaga nas quartas de final de uma copa
nos pénaltis. Eles batem 5 pénaltis cada, alternadamente, e a disputa termina assim que um dos
times nao tiver mais como alcangar o outro (por exemplo, se U comega batendo e estd 2 X 0 para
U, entdo S nem bate seu wltimo pénalti).
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a) Supondo que S comega batendo, qual a probabilidade de a disputa terminar 3 X 0 para U ?

b) Supondo que U comega batendo, qual a probabilidade de a disputa terminar 3 x 0 para U ?

¢) Supondo que uma moeda justa decide quem bate primeiro, qual a chance de terminar 3 x 0 para
U? Com o auxilio de uma calculadora, mostre que, sob estas hipdteses, esta chance nao ultrapassa
2.8%.

Ex. 19 Trés eventos A, B e C sao ditos independentes quando sao independentes dois a dois

e, além disto, Pr(ANBNC) = Pr(A)Pr(B)Pr(C). Jogue um dado duas vezes. Sejam A =
{primeiro nimero é par}, B = {sequndo nimero é par} e C = {a soma dos nimeros é par}. Pergunta-
se:

a) A e B sdo independentes?

b) A e C sao independentes?

¢) B e C sao independentes?

d) A, B e C sio independentes?

Ex. 20 Mostre que -
Pr(A|B) = Pr(A) = Pr (A|B) = Pr(A)

isto é, se A e B sdo independentes, entdo A e B também sdo independentes.

Ex. 21 Se A joga uma moeda honesta n+ 1 vezes e B joga n vezes, determine a probabilidade de
A obter mais caras do que B.

Ex. 22 Sejam A e B eventos nao-impossiveis. Vimos que A é independente de B quando
Pr(B|A) = Pr(B). Dizemos que A atrai B (denotado A 1 B) quando Pr(B|A) > Pr(B) e
que A repele B (denotado A | B) quando Pr(B|A) < Pr (B).

a) Mostre que, se 0 < Pr(A) <1, entdo AT A.

b) Mostre que

(AT1B) < (B14)
(AlB) < (BLA)

ou seja, podemos dizer que A e B se atraem (ou repelem) mutuamente.

¢) Intuitivamente, quais pares de eventos abaizo se atraem e quais se repelem?

i) Time A ser campedo e time B (diferente de A) ser campedo.

ii) Time A ser rebairzado e time B (diferente de A) ser rebaizado.

ii1) Irmao ter gripe e irmd, na mesma casa, ter gripe.

iv) Irmao ter olhos azuis e irma ter olhos azuis.

v) Muitos sorvetes serem vendidos num dia e haver muitos afogamentos no mesmo dia.
d) Mostre que as sequintes afirmagdes n@o sGo necessariamente verdadeiras:

(ATB) e (BT1C) = (A1C)
(ATB) e (BT1C) = ((ANC)1B)
(AlB)e(BLlC) = (ALC)

(AlB)e(BLC) = (ANC)LB)

(Intui¢io do dltimo item: eu ndo gosto da minha irma nem no namorado dela. Eu raramente
saio com ela, e quase nunca com o namorado dela — é mais provdvel eu sair sozinho! Mas, nas
rarissimas ocasioes em que os dois saem, meus pais me forcam a ir com eles, entdo certamente
eu vou. Vocé conseque formalizar esta idéia com probabilidades?)
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Ex. 23 (A1 2004.2) Um dado honesto tem duas de suas faces pintadas de vermelho e as demais
de azul. O dado é lancado trés vezes, anotando-se a cor da face obtida.

a) Qual é a probabilidade de que a cor obtida no lo. langamento seja igual & obtida no 30%

b) Dado que a mesma cor foi obtida no 1o e 20 langamentos, qual é a probabilidade de que no 3o
lancamento saia esta mesma cor?

Ex. 24 (A1 2004.2) A figura abaizo mostra a probabilidade de que uma pessoa, escolhida ao acaso
em um grupo de mulheres com idades de 25 a 35 anos, tenha um certo nimero de filhos, ou seja,

Probabilidade — Numero de mulheres com um certo nimero de filhos

Numero total de mulheres na amostra

40%

29%
30% -

22%

20% 16% 15%
10% 1 &
4% 3%
1% 1% 1%
0% N S I Y v [P
0 1 2 3 4

5 6 7 8 9
Namero de Filhos

Probabilidade

a) Se uma mulher é escolhida ao acaso neste grupo, é mais provdvel que ela tenha quantos filhos?
Qual é a probabilidade correspondente?

b) Se uma mae é escolhida ao acaso neste grupo, é mais provavel que ela tenha quantos filhos? Qual
é a probabilidade correspondente?

¢) Suponhamos que, dentre todos os filhos das mulheres da amostra, um seja escolhido ao acaso.
Qual é a probabilidade de que ele seja filho inico?

Ex. 25 (AS 2004.2) Os alunos de um certo periodo de wma faculdade fazem 5 matérias. As
provas finais serdo marcadas para uma tinica semana (de sequnda a sdbado). Admitindo que cada
professor escolha ao acaso e independentemente dos demais a data de sua prova, qual é a probabil-
idade:

a) de que ndo haja provas no sabado?

b) de que os alunos nao fagam mais de uma prova por dia?

¢) de que haja algum dia com 4 ou mais provas?

Ex. 26 (AS 2005.2) A probabilidade do tenista Berrando Gemigemi vencer um set contra Maria
Xaropova é de 7T0%. Fles disputam uma partida de 3 sets (suponha que os sets sdo independentes
uns dos outros).

a) Qual a probabilidade do Berrando vencer a partida?

b) Qual a probabilidade de a partida terminar em 2 sets?

¢) Qual a probabilidade de Berrando vencer em 2 sets?

d) Qual a probabilidade de uma partida vencida pelo Berrando ter terminado em 2 sets?

Ex. 27 (T1 2006.1) Sequndo uma pesquisa de opinido do IBOPE® de 2003, 2% dos brasileiros
torciam para o Botafogo, 15% torciam para o Flamengo, 2% para o Fluminense e 5% para o Vasco.

3http://www.ibope.com.br/opp/pesquisa/opiniaopublica/download /imprensa_torcidas_1_mencao.pdf
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Restringindo a populagdo a apenas brasileiros que tivessem grau superior (que eram apenas 8% do
total), as porcentagens mudavam para 4%, 10%, 2% e 8%, respectivamente. Escolha um brasileiro
da amostra total do IBOPE ao acaso.

a) Qual a chance de ele nao torcer para nenhum dos quatro grandes clubes cariocas?

b) Qual a chance de ele ser um flamenguista com grau superior?

¢) Que porcentagem dos torcedores do Fluminense tem grau superior? E do Botafogo?

d) Se um brasileiro nio tem grau superior, qual a chance de ele ser flamenguista?

e) De acordo com estes dados, os eventos “torcer para o Fluminense” e “ter grau superior” sdo
independentes? Mutuamente excludentes?

Ex. 28 (AS 2006.1) O assassino é um dos 100 mil habitantes adultos de wma cidade, entio, na
falta de qualquer outra evidéncia, é razodvel supor que o senhor Simpson, morador desta cidade,
tenha probabilidade 1/10° de ser o assassino. No entanto, hd um teste de DNA; se Simpson ndo é
0 assassino, a chance do teste afirmar que os DNAs de ambos sao iguais é de apenas uma em 10
mil; se Simpson é o assassino, o teste afirmard que os DNAs de ambos sdo iguais com certeza.

O resultado acaba de voltar do laboratdrio: o teste afirma que os DNAs de Simpson e do assassino
sao iguais. Baseado apenas nesta evidéncia, qual a chance de Simpson ser o assassino?

3.6 Respostas dos Exercicios
Resp. 1 §
Resp. 2 Arvore. Dd 6—88,

Resp. 3 Td errado pra caramba. Se fossem 60% das mulheres e 55% dos homens, seriam 115%
dos brasileiros? Nao se somam laranjas com bananas assim! Fartamos o problema com uma média
ponderada de 12% e 35%, ponderada pela quantidade de homens e mulheres no Brasil. Se for meio

a meto, entao seria
12+ 35

2

% = 23.5%
dos brasileiros.

Resp. 4 Ambas as probabilidades sao 50%. Sao independentes, mas ndao sao mutuamente exclu-
dentes.

Resp. 5 Agora as probabilidades sio 78.4% para Kuerten vencer o jogo; 58% de acabar em dois

sets. E, sabido que acabou em dois sets, Kuerten sobe para % = 84.483% de chance de vencer,

entdo estes eventos nao sao independentes. Também mao sdo mutuamente excludentes — Kuerten
pode vencer 2 a 0.

Resp. 6 Pr(A)=L:Pr(B)=2;Pr(A eB)=%;Pr(4B) = %/%7 = +. Nao sio independentes,
nem excludentes.

Resp. 7 Desenhe uma drvore, pense na probabilidade de NAO haver par algum de aniversdrio
repetidos, depois use a lei do complemento. A probabilidade de HAVER uma coincidéncia é:

| _ 365.364.363.... (365 —n + 1)
365"

Surpreendentemente, n = 23 jd dd mais de 50% de chance.
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Resp. 8 a) Jogando tudo duma vez, Pr (prémio) = % = 10%. Jogando uma vez por semana, a
chance de nao ganhar nada é (%)10 = 90.4382%, entao a chance de ganhar alguma coisa é

99 10
1—|— = 9.5618 10
(100) % < 10%

Se vocé s6 quer ganhar ALGUMA coisa, melhor jogar tudo de uma vez.
b) Use cdlculo, encontre o minimo de f (x) em (—1,00), que serd f (0) = 0.
¢) Agora as probabilidades de ganhar sao

n
Jogando tudo de uma vez N
Jogando em n sorteios 1-

=)

Mas, tomando © = —+ no item (b), conclui-se que

1sto €

Melhor jogar tudo de uma vez!

Resp. 9 Tabela comega assim:

R R
M 0.2
M 0.2
0.7 1.0
Complete a la Sudoku:
R R
M 01 0.1 02
M 0.6 0.2 058
0.7 038 1.0

Como Pr (Ralph) = 0.7 # Pr (Ralph|Morgado) = 35 = 0.5 os eventos ndo sio independentes.

Resp. 10 Nao se somam probabilidades de eventos que mao sdo mutuamente excludentes! A re-

sposta correta é
4
5 671

Resp. 11 Agora, a probabilidade é
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Resp. 12 Seja n o nidmero de lancamentos. A probabilidade de nao obter um 6 é

Queremos

Entao n = 13 lancamentos serve.
2
Resp. 13 £
Resp. 14 Troque, pois a chance da outra porta ter o prémio é %
Resp. 15 2 de novo (¢ igual ao da caiza acima).

Resp. 16 Tabela em milhoes:

Brancos Negros Outros Total
Supervisao 3.4 2.15 0.95 6.5
Livre 170 — 3.4 =166.6 23.89 —2.15=21.74 73.08—0.95="72.13 260.47
3.4 _ 2.15 _ 0.95 _
Total o5 = 170 559 = 23.89 o013 = 73.08 266.97
0) gy = 3 = ¢ = 2F5T = 41.072

b) Dados do problema! Sio 9% e 2%, respectivamente.
c) 2—155 = 33.08% para negros e % = 52.31% para brancos
4) 258 = 8.35% e 2985 — 63.96%
260.47 _ 0:9970 € 36047 = 039070
e) Nao. Pr (Supervisao| Branco) = 2% < 535- = 2.434% = Pr (Supervisio)
Resp. 17 Dd 49% e uns quebrados.

Resp. 18 Seja q =1 — p a chance de um pénalti nao ser gol. Entdo:
a) Pr(U3 x 0S| S comega) = qpapgp = p3q> (¢é o tinico jeito; se chegdssemos ao quarto pénalti de
S e S errasse entdo, terminaria no mdzximo 2 x 0).
b) Pr(U3 x 0S | U comega) = papqpq + 3 (qqpapap) = p>¢® + 3p>¢* (a segunda parcela corresponde
aos casos em que U erra um dos 3 primeiros pénaltis e s confirma sua vitéria no quarto pénalti
batido).
c)

fp) = Pr(U3x05)=

= Pr(S comega).Pr(U3 x 0S| S comega) + Pr (U comega) Pr (U3 x 0S | U comega)
1 33 (2+3 (1-p)°(5-3
= Lo gty = 2O (2+3¢) _p(1-p)"(6-3p
2 2 2
Derivando com relag¢io a p e igualando a O para encontrar o mazimo em p € [0, 1]:

Z_f) - 7’2(1%79)(3(1—19)(5—3;9)—3p(5—3p)—3p(1—p))=

3
= §p2(1—p)2 (7p* = 14p+5) =0 =

T£V14
=

= p=0oup=1oup= 1

14
e
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Como f(0) = f(1) =0 e devemos ter p € [0, 1], temos o mdzimo local em

14
pr=1-— g ~ 0.4655

Substituindo de volta em f, temos uma chance maxima de

3, 8
f ) = (%) (%> (2+3%) = % (7 vi1)’ (3+ Vi) ~ 2.775%
Resp. 19 Sim, sim, sim e ndo.
Resp. 20
Pr(A|B) = Pr(A)= Pr(B|A)=Pr(B)=1-Pr(B|A)=1-Pr(B)=

= Pr(B|A) =Pr (B) = Pr(A|B) = Pr(4)

Resp. 21 Dificil este, leia com MUITO cuidado: eu jogo n + 1 moedas, vocé joga n. Note que
eu tenho mais coroas ou mais caras do que vocé (pois eu tenho mais moedas), mas nao ambos
(porque eu s6 tenho UMA moeda a mais, ndo ddé para eu ganhar em caras e em coroas também,).
Por simetria, a chance de eu ter mais caras é igual & chance de eu ter mais coroas. Assim, a
probabilidade é %

Resp. 22 a) Sim
Al B=Pr(B|A) <Pr(B)=Pr(AeB)<Pr(A)Pr(B)=Pr(AlB)<Pr(A)=B| A
b) Falso. Por exemplo, se A= C, estd obviamente errado. o o
¢) Falso. Por exemplo, se Pr(ABC) = 10% e Pr (ABC) = Pr (ABC) = Pr (ABC) = 30%, note
que A repele B e que C repele B, mas A e C juntos ATRAEM B.

Resp. 23 S = {Vvy, VVA VAV, AVV,AAV,AVA VAA AAA} com probabilidades respectiva-

2 2 2 4 4 8
mente de 2—7,2—7,?,2—7, 2—7,2—7,? 627

ST (L

[S[eY)

Resp. 24 a) Mais provdvel de ter 0 filhos, com 29% de chance.

b) Mais provavel é 1 filho, com 103229 ?f = 30.99% de chance.

¢) Supondo uma amostra ficticia de 100 mulheres, sdo

(29) (0) + (16) (1) +(22) (2) + (15) B) + (8) (4) + (4) (B) + (3) (6) + 7+ 8 + 9 = 199 filhos

A chance de ser filho unico é 11969 = 8.04%

b) 5432 _g 26%

. 4
¢) 5 provas no mesmo dia com chance (3)" = 1355
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4 provas num dia e uma no outro: hd 5 opcoes para a “outra prova”. As outras 4 caem juntas com
p 149 p p J

3 .
(%) de chance, e sobram % para a prova singular. Total:

S(BY (LY _ 25
6/\6/) 1296

Total: %36 =2.01%

Resp. 26 Gemigemi é Kuerten e Xarapova é Ralph do problema acima. Entao:
a) Pr (Berrando vencer) = 78.4%

b) Pr (2 sets) = 58%

¢) Pr (Berrando 2 a 0) = 49%

d) Pr(2 a 0| Berrando venceu) = =24 = 62.5%

Resp. 27 Montamos uma tabela novamente; para facilitar, supomos um total ficticio de 2000
brasileiros na amostra entrevistada. Com os dados do problema, ja temos:

Bota Fla Flu Vasco  Outros

Com Grau Superior 4% (160) =6.4 10% (160) =16 2% (160) =3.2 8% (160) =12.8
Sem Grau Superior
40 300 40 100

Agora é s6 completar a tabela usando somas e subtragies:

Bota Fla  Flu Vasco Outros Total
Com Grau Superior 6.4 160 3.2 12.8 160
Sem Grau Superior 33.6 284.0 36.8 87.2 1840
40.0 300.0 40.0 100.0 1520.0 2000

a) A chance de ele nao torcer pelos grandes cariocas é de % = 76%.
b) A chance de ele ser um flamenguista com grau superior é de % = 0.8%.

¢) 32 = 8% dos tricolores tém grau superior; i—é = 16% dos botafoguenses tém grau superior.

By

d) 1515 = 15.43% dos brasileiros sem grau superior torcem para o flamengo.
e) De acordo com estes dados, “ser tricolor” e “ter grau superior” sao surpreendentemente inde-
pendentes. Direto do enunciado, Pr (Flu) = 2% e Pr (Flu|Superior) = 2% também! Mutuamente
excludentes eles nao sao — hd tricolores com grau superior.

Comentdrio: de fato, a pesquisa do IBOPE entrevistou 2000 brasileiros e as porcentagens ap-
resentadas estdo levemente arredondadas. As porcentagens gerais tem um “erro de 2.2 pontos
percentuais” — razodvel para determinar a maior torcida do Brasil, mas nao razoavel para determi-
nar se Botafogo ou Fluminense tém mais torcedores. Dentre os de grau superior, eram apenas 160
entrevistados, e os erros possiveis ao tentar usar esta amostra como uma representagao do Brasil

aumentam muito (ali o erro é de 15 pontos percentuais!).

Resp. 28 Monte uma drvore ou uma tabela. Seja A = “Simpson é o assassino” e + = “Teste afirma

Total
160

2000



34 CAPITULO 3. PROBABILIDADE CONDICIONAL

que Simpson e assassino tem o mesmo DNA”. Os dados do problema sao

1

Pr(+|4)=1
- 1
Pr(=|4) =15

Assim, a tabela de probabilidades para o Sr. Simpson é (usando que Pr(+ e A) = Pr(A) Pr (+|A),
por exemplo):

A A Total

1 99999 1 1 99999
+ 100000 106,000 79090 00000 (1+ 35000)
- 0 09090%90 109000 Blah

1 R 1
Total {55600 700000

Enfim, o que se deseja calcular é
1
S0 o050 10000
Pr(A|+) = 10 1610 ~ 9.091%

1 99999\
100000 (1 + 10000) 109999



