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Prefacio

Estas s@o as notas de aula da disciplina Métodos Matematicos I. Considere este resumo como material de
apoio, em fase de construgao. Por favor, nao hesite em discutir erros e exercicios no site da disciplina.

Agradecemos aos vérios alunos e professores que contribuiram ao longo dos anos para aperfeicoar este texto. Em
particular, gostarfamos de citar Laura Paiva, Breno Lins de Mello e Juan Aratijo, que tiveram bastante paciéncia de
encontrar erros de varios tipos, agora corrigidos.






CAP{TULO 1
Motivagao: a Equacao do Calor

Considere uma barra homogénea, de comprimento L, longa e fina, isolada termicamente do meio ambiente, exceto
nas suas pontas, que sdo mantidas a temperatura constante (digamos que elas estdo mergulhadas em dgua com gelo;

assim, a temperatura ali é sempre 0). Sabendo uma distribuigdo inicial de temperatura na barra, gostarfamos de
calcular como a temperatura da barra varia com o tempo.

Fagamos um modelo matemadtico desta situagdo: seja u (z,t) a temperatura da barra no ponto z € [0, L] no
tempo t € [0,00). A distribuigdo inicial de temperatura seria uma fungao f (z) = u (z,0). O fato das pontas estarem
mergulhadas em gelo se traduz pela expressao u (0,t) = u (L,t) = 0 para qualquer tempo ¢. Falta apenas saber qual
o processo de difusao de calor no interior da barra. Um modelo para este processo é dado pela Equagao Diferencial
Parcial (EDP)

U = Kugy

(onde K & uma constante chamada difusividade térmica que depende do material da barra). A dedugdo desta EDP
a partir da Lei de Fick estd no final deste capitulo — mas é possivel entender este modelo a partir da seguinte
interpretagao da segunda derivada:

EXERCICIO 1. Suponha que g(x) é uma fungio de classe C? (isto é, g (z) ewiste e é continua no dominio de
g), e seja a um ponto no interior do dominio de g (x) Mostre que

a+h a—h
. gla+ )-59( ) —g(a)

h—0 h2
2

=g"(a).

Ou seja, a sequnda derivada "mede"quanto um ponto do grifico estd abaizo (da média) de seus vizinhos.

Com esta ideia em maos, vejamos um exemplo mais concreto: fixe um tempo ¢ = 0 e considere a temperatura
da barra g (x) = u(x,0) neste instante. Suponha que neste momento esta distribuicao seja dada pelo gréfico abaixo

Temp

— AN

(ou seja, a barra inicialmente estd em geral mais quente & esquerda, mais fria & direita, mas a temperatura oscila
bastante de um ponto a outro). De acordo com a EDP u; = Kug,, quanto maior for ¢” (a) = ug, (a,0) (isto &, se
o ponto a é muito menos quente do que a média dos vizinhos), maior serd a taxa u; (a,0) (isto é, a temperatura do
ponto a subird rapidamente). Em suma, pontos frios cercados de pontos mais quentes esquentam, e vice-versa, como
esperamos. As setas acima indicam este efeito de suavizacdo da temperatura original, e os graficos abaixo indicam
a evolucao da temperatura para varios valores de t. Eles condizem com sua intuicao sobre a difusao do calor?

1



2 1. MOTIVAGCAO: A EQUAGCAO DO CALOR

Evolugao nos tempos t =0,t =2, t =4 et = 25.

Gréfico de u (z,t)
Um dos objetivos desta disciplina é resolver problemas como o discutido acima, que se escreve:
u = Ky, para (z,t) € (0,7) x (0, 00)
w(0,t) =u(m,t) =0 para t € (0,00)
u(x,0) = f(x) para z € (0,m)

(a primeira linha é a Equagdo Diferencial Parcial (EDP), a segunda da Condi¢ées de Contorno, e a terceira dd uma
Condigao Inicial).

Obviamente, a solugéo u (z,t) vai depender da condigao inicial f (z), e a principio a relagdo entre f e u parece
complicada. Mas, para algumas condigdes f (z) simples, é possivel escrever explicitamente uma férmula para u (z,t)!

ExXERrcicio 2. Tente adivinhar informalmente uma solu¢ao da equacao do calor uy = Uz, com condigdes de
contorno u (0,t) = u (2m,t) = 0 para as condigdes iniciais abaizo.
a) u(z,0) =sinz;
b) u(x,0) = sin 2z;
¢) u(x,0) = 3sinz + 4sinbx;
d) u(z,0) =4sinz + 3.1sin2z + 1.8sin 7x.

Solugao: a) Note que quando u (x,0) = sin x, tem-se u,, (z,0) = —sinz. Ou seja, inicialmente, temos u; = —u.
Vocé conhece alguma funcio que, quando derivada com relacdo a t, troca de sinal? Bom, teriamos e~*. Um pouco
de criatividade nos leva entao a tentar

u(z,t) =e 'sinx
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Verfique que, de fato, isto € uma solugao do problema do calor com as condictes dadas!
b) Derivar sin 2z com relagao a  duas vezes faz a fungéo ser multiplicada por —4. Para que este termo também
aparega na derivada com relacgao a t, basta fazer

—4

u(x,t) = e *sin 2z

Verifique também esta solugao!
¢) Use um pouco de criatividade e note que a resposta é

u(w,t) = 3e 'sinz + de " sin 5z

d) A esta altura do campeonato, esperamos que vocé tenha notado que qualquer combinagao linear de fungoes
do tipo
U (,1) = e ™" sin (mx)
satisfaz u; = Uz, e também u (0,t) = u (27, t) = 0 para todo t. Basta agora "ajeitar"a combinagio linear para que

u (z,0) seja a funcao dada. Neste caso, por exemplo, uma solugao é
u(x,t) =4e tsinx + 3.1e " sin 2z + 1.8e 4% sin 7z

Para o leitor curioso, esta foi a férmula que gerou os gréficos acima.

Em outras palavras, sempre que a condigdo inicial « (z,0) puder ser escrita como combinagédo linear de senos, é
facil encontrar uma solugdo da EDP do calor multiplicando cada seno (em ) pela exponencial correta em ¢, isto é,
trocando cada termo da forma sin ma pelo termo e~ ™t sinma.

A discussdo acima, bastante informal, levanta vdrias questées importantes:

i) O que hé de t@o especial a respeito de senos para resolver a equagao do calor?

Resposta parcial: o0s senos sao "autofuncées"da Equagdo do Calor com condigdes de contorno como as do exemplo
acima. O conceito de autofungdes pode ser estendido para outros problemas, como veremos mais tarde.

ii) E se a condigdo inicial ndo estiver escrita como uma combinagio linear de senos? Serd possivel escrever (ou
pelo menos aproximar) qualquer fungdo f (z) = w(x,0) como uma combinagao linear de fungdes trigonométricas?
Como encontrar os coeficientes corretos?

Resposta parcial: se f(x) for periddica e continua em seu dominio, entdo ela pode ser bem aproximada por uma
combinacao linear de fungoes trigonométricas. Este tépico é o que persequiremos nas prorimas aulas.

Entao vamos destacar desde ja a questao fundamental desta parte do curso: dada uma fungéo f (z), é possivel
escrevé-la ou aproxima-la como uma soma (talvez infinita, como as das séries de Taylor) de senos (e cossenos)? Ou
seja, serd que é possivel escrever!

fx) = a?O + Z (@ cos (Mmx) + by, sin (ma)) 7

m=1

e, em caso positivo, como encontrar os a,, e by, a partir de f (z)?

1.1. A Lei de Fick e a Equagao do Calor Unidimensional

Apesar da nomenclatura ser consagrada, a equagdo do calor descreve nao s6 a maneira como calor se difunde em
um meio homogeéneo, mas serve para a difusao de qualquer substancia que obedeca & Lei de Difusao de Fick:

ProPOSICAO 3 (Lei de Difuséo de Fick). A difusdo de uma substdncia A em uma substéncia B se propaga da
regiao de maior densidade para as regioes de menor densidade; a taxa de difusdo é proporcional ao gradiente da
concentracao de A em B.

Em outras palavras, se v é a velocidade de propagacao da substancia A e p é a densidade de massa de A em B,
entao a Lei de Fick diz que

v=—-KVp
para alguma constante positiva K. No caso unidimensional, isto se resume a
dp
v(zr)=-K—
(z) .

Queremos obter uma equacao diferencial que, a partir desta lei, nos diga a variacdo da densidade p com o tempo.
Para tanto, seja M (z,t) a quantidade de massa no intervalo I = [xg,z] (para algum z( fixo) no tempo t. Uma
simples lei de conservagao de massa relaciona v com esta quantidade

oM
— = —v(x)t+v(T
oy (z) + v (zo)

LA constante ap aparece "dividida por 2"apenas para facilitar alguns cédlculos que aparecerao mais tarde.
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Mas a densidade é definida como p (z,t) = %—Af (z,t), portanto

op M  9(—v(x)+wv(x)) _Ov

ot 0z ot oz Oz
Esta equagao é simplesmente a lei de conservagao de massa. Se agora utilizarmos a Lei de Fick, obtemos a
seguinte equacao para p
_ g2

De fato, a equacao diferencial acima foi estabelecida para a conducao de calor em meios homogéneos por J.
Fourier antes da sua interpretagdo como um processo de difusdo explicitada acima (a analogia entre os processos de
transporte de calor e transporte de matéria ¢ que foi estabelecida por A. Fick, em 1855).

1.2. Exercicios

1) Adivinhe uma solugao da equagao do calor

Uy = CuUy, paraz € (0,L) et >0
u(0,t) = wu(L,t) =0 paratodot>0
u(xz,0) = bsin (%) para x € [0, L]

Resposta: u (z,t) = 5e=°™ /L gin ().

2) Adivinhe uma solugdo da equagao do calor

U = Ugy parax € (0,7) et >0
w(0,t) = w(m,t) =0 paratodot >0
u(x,0) = 4sin®z para x € [0, 7]

Dica: relembre as identidades sin® x = 1=¢22 ¢ sin Acos B = 1 (sin (A + B) +sin (4 — B)).

Resposta: u (z,t) = 3e tsinz — e~ sin 3x
3) Adivinhe uma solucao para
ug = Cug, paraz € (0,L) et >0
u(0,t) = wu(L,t) =0 paratodot >0
N
mmx
0) = msin (270 ) €(0,L
u(z,0) mZ:lc sin (—— ) paraz (0,L)

Resposta: u(z,t) = 22:1 Cm, €XP (707275”%) sin (222)

4) Adivinhe uma solucao da equagdo da onda

uggy = Qug, parax € (0,7) et >0
u(0,t) = wu(m,t) =0 paratodot >0
u(xz,0) = Tsinz para x € [0, 7]

Resposta: u (z,t) = 7cos3tsinx.



CAPITULO 2

Ortogonalidade de Funcoes

Lembremos novamente que o problema principal desta parte do curso é, dada uma fungdo f(x), encontrar
coeficientes a,, e b, tais que1

f(x) = % + mi_l (am cos (?) + by, sin (mgm)) (2.1)

(mais tarde, tomaremos N — oo, e veremos se a soma converge para f(x)). Na Algebra Linear, um problema
bem conhecido era o de aproximar um vetor conhecido ¥ como combinagdo linear de vetores de um conjunto

{1171,’[172, ceey IBN}
N
U= Zaju_}j
j=1

(provavelmente voce trabalhava com N = 3).

Note a semelhanca entre os dois problemas — se pudermos fingir que os vetores w; sdo as fungoes do tipo sin (
e cos (%) (bom, e talvez colocar Wy = % para tomar conta da primeira constante ag), e identificando ¥ com f (),
o problema é o mesmo — encontrar os coeficientes de uma combinacao linear! Assim, precisamos rever brevemente
alguns conceitos da Algebra Linear.

=)

2.1. Projecgoes Ortogonais

Dados dois vetores ¥ e W quaisquer (com W # 6) num espago com produto interno (pense R™ por enquanto),
qual o vetor paralelo a w que melhor aproxima ¢7 A resposta é dada pela projecao ortogonal:

DEFINICAO 4. Seja @ € R™ um vetor nio-nulo, e ¥ € R™ A projegdo ortogonal de ¢ sobre (na diregcao) de W é

o vetor o
. v-w
P=|=|w

w - W

PROPOSICAO 5. A projecao ortogonal tem as seguintes propriedades essenciais (com a notagdo acima)
a) O vetor U — p é ortogonal a W (justificando o nome);
b) De todos os vetores da forma M (onde A € R), a proje¢io ortogonal é o que melhor aproxima U.
¢) Em particular, = U se, e somente se, U e W sdo linearmente dependentes.

DEMONSTRACAO. a) E uma conta imediata

—

(F—§) W=7 —p- =00 —

que é uma fungao quadritica de A, a saber
FAN) =aX+b \+condea=1w-w; b=—20-7; c=0-0

Como a = 0 - W > 0, esta funcdo tem minimo em

¢) Como 7 é miltiplo de w, a ida é 6bvia; para a volta, tomando ¥ = ku, vem

ki - @
ﬁ:( v ?)wzszﬂ

w-w

O

INo exemplo principal do capitulo anterior, tinhamos L = 7; mas nos exercicios vocé viu alguns exemplos que usam L # m. Por isso
colocamos aqueles denominadores dentro dos senos e cossenos!
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E muito comum usar projecgoes ortogonais em R™ para aproximar um vetor por outro... Estd duvidando? Veja
0 exemplo a seguir:

EXEMPLO 6. Um aluno faz n avaliagées, tirando as notas xi,xa,...,x,. Assim, o desempenho deste aluno é
representado por um vetor ¥ = (x1,xa,...,x,) € R™ Infelizmente, muita gente prefere resumir o desempenho deste
aluno por um tdnico nimero no final da disciplina (que horror!). Como escolher tal nimero?

Em outras palavras, queremos aprozimar o vetor de notas ¥ = (x1, Tz, ...,&y) por um vetor Uy = (a, q, ..., ), como
se o aluno tivesse tirado uma tnica nota o em todas as avaliacdes — e é esse a que vai resumir o desempenho do
aluno. Entdo temos um problema de aproximacao: de todos os vetores mailtiplos de W = (1,1,...,1), qual o que
melhor aproxima U¢? Resposta: a projecdo ortogonal de U sobre w.... Agora termine a conta e descubra o valor de
«a. FEra exatamente o que vocé esperava, nao? Toda vez que vocé faz uma média aritmética, vocé estd fazendo uma

proje¢ao ortogonal.

E se quisermos projetar um vetor ¥ num plano gerado por dois vetores @ e ws (ou num subespago S gerado por
N vetores)? Temos:

DEFINIGAO 7. Sejam wWh,Ws, ..., WN vetores ndo-nulos ortogonais, e seja S o subespago por eles gerado. A
projecao ortogonal de v sobre S é a soma das projecées de ¥ sobre cada vetor w;, isto é

N JE—
- CRET AN
pZE o | Wi

i=1

COMENTARIO 8. Preste atencao especial aos coeficientes

w

m‘zui , que sao as coordenadas de P’ na base dos vetores
W

PROPOSIGAO 9. A projecao ortogonal ' do vetor U sobre o subespaco S tem as sequintes propriedades essenciais
a) A proje¢io ortogonal é um vetor de S
b) O vetor ¥ — p' é ortogonal a todos os vetores de S;
¢) De todos os vetores de S, a projecao ortogonal é o que melhor aprozima v.
d) Em particular, p= U se, e somente se, P € S.

DEMONSTRACAO. A primeira propriedade ¢ clara, pois p é uma combinagao linear dos vetores w; (que geram
S). As outras sdo deixadas como exercicios para o leitor (vide final do capitulo). O

Mas talvez vocé esteja pensando... Isto tudo é lindo, funciona maravilhosamente para vetores de R™. Mas fungoes
nao sao vetores.... sao?

2.2. Funcgoes sao vetores!

Basicamente, quaisquer objetos que possam ser somados entre si (assim como vetores sdo somados entre si) e
multiplicados por constantes (assim como vocé pode multiplicar um vetor por uma constante) podem ser considerados
como vetores (desde que esta soma e multiplicagdo tenham as propriedades "usuais"). Formalmente, temos:

DEFINICAO 10. Um espago vetorial real é um conjunto E (cujos elementos sio chamados vetores) dotado
de duas operagoes:
i) Uma que associa um par de vetores U, W & sua soma (denotada por U+ 0);
1) Outra que associa um vetor ¥ e um numero real A a seu produto (denotado por \v);
que tém as sequintes propriedades

e Soma:

e Multiplicacao por escalar:
para quaisquer A1, Ay € R e qualquer @ € E, tem-se \; (A2@) = (M A2) W
para todo @ € F tem-se 1u = @

e Distributividade:

Il
>
2
IS
+
>
[\
IS

para quaisquer A1, A € R e qualquer @ € E, tem-se (A1 + A2) 4
para qualquer A € R e quaisquer @, € E tem-se A (€ + ¥) = \d + AU
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Nao é dificil ver que o conjunto de todas as fungGes reais de uma varidvel real é entdo um espago vetorial —
a soma de fungdes (f + g) (x) = f(z) + g (z) e a multiplicagdo por escalar (Af) () = A.f (z) satisfazem todas as
propriedades acima. Por exemplo, o vetor nulo é a fungao identicamente nula 0 () = 0. Em suma, comece a
pensar em funcées como vetores!?

Mas para fazer projecgoes ortogonais, nao basta ter vetores — precisamos de produtos internos entre eles. O
que seria um produto interno entre funcgoes? Note que, nas contas acima, tudo que usamos foram propriedades

distributivas de produtos internos, entdo qualquer operacao que tenha tais propriedades serve! Formalmente:
DEFINIGAO 11. Um produto interno em um espago vetorial real E é uma fung¢io
(,): E x E — R

u o, v +— (u,v)
que satisfaz as seguintes propriedades:
Positividade:: Yv e E, (v,v) > 0.
Simetria:: Yu,v € E, (u,v) = (v,u);
Linearidade:: VAL, A € R,Vu,v,w € E (Au~+ Aav,w) = A1 {u, w) + Ag (v, w).

(Alguuns livros também exigem que (v, v) = 0 = v = 0 mas em nosso contexto, esta condigdo ndo serd necessaria.)

EXEMPLO 12. Em R™, o produto interno usual (chamado canénico) é fazer, dados ¥ = (v1,va,...,0,) € W =
(w1, way ...y wy,),

n
<17, 117) = Z ViWw;
i=1

Em outras palavras, o produto interno canénico "multiplica as coordenadas correspondentes dos dois vetores e depois
soma tudo”.

ExEMPLO 13. Dadas duas funcgées f,g : [a,b] — R, definimos seu produto interno canénico em [a,b] como®

b
(f.9) = / f (@) g (x) da (2.2)

Note como este produto interno mantém a idéia de "multiplicar coordenadas correspondentes e depois somar
tudo". Deixamos como exercicio para o leitor verificar que este produto interno satisfaz, de fato, as propriedades dos
produtos internos*. Vale a pena notar que estes nao sao os tnicos produtos internos nestes espagos, mas sao os mais
usuais (veja exercicios)’.

DEFINICAO 14. Dois vetores ¥ e w em E sdo ditos ortogonais quando (U,w) = 0. Em particular, duas fung¢oes
sao ortogonais em [a,b] quando

b
/f(fc)g(x)dzr:()

EXEMPLO 15. As fungdes sinmx e sinnx (com m,n naturais positivos distintos) sio ortogonais em [—m,7]. De
fato

(sinmz,sinnx) = /j sin ma sin nxdx = /:f cos((m =n) ) ;COS ((m+n)z) dr =
_ (sin((m —n)x) sin((m+n)x) " _0
2(m —n) 2(m+n)  |,__,.

2Entdo a fungdo f (z) = & agora é um vetor. A fungiio g (x) = arctan (e + cos (z)) é um outro vetor. V4 em frente e desenhe uma
setinha para cada um no seu papel! A diagonal do paralelogramo com lados f (z) e g (z) é o vetor (f + g) (x) = x+arctan (e* + cos (x)). A
funcao 8¢ (x) é uma seta 8 vezes maior que g (x), na mesma diregdo. Apenas lembre-se que as setinhas que vocé desenhou sdo arbitrarias,
apenas para ajudar vocé a pensar nas func¢oes como vetores (em particular, a setinha néo tem nada a ver com o grafico da funcdo).
Tecnicamente, para definir este produto interno, precisamos ter certeza que (f, f) ¢ um nimero real — por este motivo, trataremos
apenas das fungoes tais que
b
[ P
a

¢ um nimero real. Tais fungdes sdo ditas funcdes de quadrado integrdvel, que sdo vetores de um espago denominado £2 ([a, b]).
4Note que é possivel ter uma funcio f(z) que ndo é identicamente nula mas tal que (f (z),f(z)) = 0 — por exemplo, tome

la,b] = [0, 2] e considere f : [0,2] — R definida por f (z) = { (1)’ 22 z f 1

. Se adiciondssemos a condigao (f, f) =0 = f = 0 aos axiomas
de produto interno, este problema poderia ser contornado, mas a maneira é sutil! Se vocé realmente quiser saber: um vetor de £2 ([a,b])
nao ¢ uma fungio, mas o conjunto de todas as fungdes tais que (f — g, f — g) = 0. Em particular, o vetor nulo de £2 ([a, b]) ¢ qualquer
funcao f (z) tal que f; f2 () dz = 0. Em particular, duas fungdes sdo o mesmo vetor se diferem em apenas um nimero finito de pontos!
Surpreendentemente todos os axiomas de espago vetorial e do produto interno sdo satisfeitos neste novo conceito de "vetor".

5 . b . Al e . ~ . .
SMuitos usam J f(z) g () dz como produto interno canénico, o que praticamente nio altera a teoria a seguir.
b—a Ja ’
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PROPOSIGAO 16. As fung¢des W,, = sin (%) (m=1,2,3,...) e ¥, = cos (TT) (n=0,1,2,...) sdo ortogonais
duas a duas em [—L, L], isto é

(n2x>> = 0 (param#n)
<sin (m;m:) , COS (nzx)> = 0 (para quaisquer m e n)
(%

$>> = 0 (param #n)

Além disso

2
sin <?) H = <sin (?) ,sin (?)> =L param=1,2,3, ... (2.3)
2
Hcos (nfzx) H = <cos (?) , COS (?)> =L paran=1,2,3,...
InF = 11=2L
DEMONSTRAGAO. Sao cédlculos que deixamos como exercicio para o leitor. O

Podemos agora repetir a definicao de projegao ortogonal com nosso novo produto interno!

DEFINIGAO 17. Sejam wh,Ws, ..., Wy vetores nao-nulos ortogonais, e seja S o subespaco por eles gerado. A
projecao ortogonal de U sobre S é a soma das proje¢oes de ¥ sobre cada vetor w;, isto é

Z < 7_az> _,
(W; , W)

i=1 2

l@l

E importante notar que esta projecao ortogonal tem exatamente as mesmas propriedades que ja haviamos citado
— e a demonstracgao destas propriedades ¢ exatamente a mesma (pois na demonstracdo tudo que usamos sio as
propriedades bdsicas do produto interno, que continuam valendo).

Entao voltemos ao problema original: suponha que vocé quer aproximar uma funcao f : [-L, L] — R como uma
soma de senos e cossenos, assim:

fx) = a—o-l—i— zN: (am~cos (mﬂx) 4+ by, - sin (w)>

2 — L L
ou, pensando vetorialmente via ¢, = cos ( e 5, = sin (mg z)
N
.]?g @80 + Z AmCm + b Sm (24)
m=1

Que coeficientes do lado direito produzem a melhor aproximacgao de f (x)? Ora, os vetores ortogonais ¢, e
8, (m,n < N) geram o subespago S de todas as fung¢bes que podem ser escritas como a que estd do lado direito
da igualdade! Entao a "melhor"aproximacao seria a projecdo ortogonal de f sobre E, cujos coeficientes sabemos
calcular (lembra do comentdrio 8?)! Usando nosso novo produto interno, temos:

3 - e [
Gm <Ef7 ;n / f(z cos )dx

{ran)
bm = f sm ) dzx
< Smy

Em suma, se f (x) puder ser escrita na forma 2.4, espera-se que os coeficientes a,, e b,, sejam dados
pelas férmulas acima (e se f (x) nio puder ser escrita na forma 2.4, ainda assim esta ¢ a melhor aproximagao de
f (z) que podemos conseguir usando tais senos e cossenos).

Nos capitulos seguintes, usaremos tais coeficientes, e tomaremos N — oo, criando uma série chamada de Série
de Fourier de f (x). Sera que a fungdo f (x) é igual & sua Série de Fourier? Ou seja, serd que vale:

f(z ) SF + Z (amcos( ) + b, sin (mgm)) ?
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2.3. Exercicios

1) Em R3 verifique que @ = (3,1, —1) e %% = (—1,1, —2) sdo ortogonais. Seja @ = (0, 3,2)

a) Calcule os coeficientes a; = <<:,’13,>>, j =1,2 da projegao ortogonal de 4 sobre o plano gerado por v e ¥s.
7%

b) Faca um esbogo que contenha ¥y, U2, @, a1, a2t € P= a17; + asts.
¢) Calcule o vetor ¥ = @ — P’ e marque-o em seu esbogo. Confira explicitamente que (7, p) = 0. O que isto significa
no esbogo?

Resposta parcial: a; = =

11

=

€ ay = —

2) Repita o problema trocando @ respectivamente por:

I) Uy = (1737 75)

II) i3 = (a, b, c).

Resposta parcial: este problema e o anterior ilustram o que jd sabiamos:
— Se @ puder ser escrito como combinagdo linear de Uy e Uz, o item (la) calcula coeficientes a; e as tais que
U= a101 + as¥s, como em (I);
- Se @ nao puder ser escrito como combinacao linear de U1 e U, ainda assim o processo é itil — o vetor P = a1701+asUs
ndo serd i, mas serd a projecao ortogonal de @ no plano gerado por Uy e s (e, portanto, a diferenga entre U e P
serd a menor possivel dentre os vetores P’ daquele plano).

3) Em R3 verifique que o, = (3,1, 1), @ = (—1,1,-2) e @5 = (—1,7,4) sdo ortogonais dois a dois. Qual a
maneira mais rdpida de decompor um vetor @ = (z,y, z) na base {¥1, 02, U3}? [Obs: usar matrizes de passagem nao
é a maneira mais rdpidal]

Resposta: @ = 3$+1"1’7z171 + 7w+g72'z Uo + 7‘T/+67g+4z173.

4) Mostre que os seguintes pares de fungoes sdo ortogonais em [—1,1]:

a) leuwx;

b) z e z*

¢) sinmx e cosx;

d) f(z) e g(z) onde f & uma fun¢ao par e g € uma fungéo fmpar;

e) sinmz e sin 3wa;

5) Quando vetores ortogonais tém norma 1, dizemos que sao ortonormais. Mostre que o seguinte conjunto de
vetores ¢ ortonormal em [—L, L]:

8= {\}Esin (?) ,\%Lcos (T)} (n=1,2,3,...)

6) Encontre a projegao ortogonal da fungao f (z) = z no subespago gerado pelas fungdes 51 () = sinz, ¢ (z) =1
e & (x) = cosx (use o intervalo [—, 7]).

Resposta: p= 2sinxz. Note: enquanto é comum usar a aprorimacgdo sinz ~ x para x pequeno (Taylor), aqui
obtivemos a aproximagao x ~ 2sinx — para x € [—m, ], ndo apenas perto de x = 0. Esta é a melhor aprozimagao
possivel usando 81, ¢y e ¢1, no sentido do nosso produto interno!

7) Seja p’ a projecao ortogonal de ¥ sobre .

a) Mostre que € = ¥ — p' é ortogonal a w. Em outras palavras pode-se decompor
v=p+¢€

onde p é paralelo a W, e € é ortogonal a ), justificando a nomenclatura "proje¢ao ortogonal".
b) Encontre a projegao ortogonal da funcdo f (x) = x sobre cada uma das fungoes g, () = cosnz (n =0,1,2, ... use
o intervalo [—, 7]).
¢) Encontre a projecao ortogonal da fungdo f (z) = x sobre cada uma das fungdes h,, (x) = sinnz (n = 1,2, ...; use
[_71—7 77] )

Resposta: b) Cada uma delas dd 0; ¢) p, (z) = (— 1)"Jrl 2 sin (nz).

8) No texto, dissemos "de todos os vetores de F, a projecao ortogonal é o que melhor aproxima ¢". Neste
exercicio, vocé vai demonstrar este fato, pelo menos no caso em que E é gerado por 2 vetores (sejam eles vetores do
R™, ou fungoes!). Assim, sdo dados trés vetores U, w; e Wy num espago vetorial real, onde w; e Wy sdo ortogonais e
ndo-nulos. Desejamos aproximar ¢ por uma combinacao linear aw; + Sws de maneira a minimizar o erro quadratico

. - S o2 - - Sy S - -
erro(a, 8) = || — (aw + Bu)||” = (¥ — (e + fis), ¥ — (awy + fid))

Encontre (em fungao de ¥, Wy e ws e seus produtos internos) os valores de « e 8 que minimizam este erro.
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Dica: abra tudo para ficar com uma funcdo quadrdtica de o e 3. Qual é o método padrao que vocé conhece para
minimizar uma funcao de 2 varidveis?

9) Mostre que a equacao 2.2 no texto satisfaz, de fato, os axiomas de produto interno.

10) A férmula da projegdo ortogonal de ¥’ sobre o subespaco S de base {W;},_; 5 x
N
- <Ua u_j7,> -
p= T o\ Wi
i:zl <w7.7w7,> ‘
exige que os vetores w; sejam ortogonais. Se a base nao for ortogonal, ela tem que ser ortogonalizada primeiro, o
que pode ser feito pelo processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt: a partir da base {;},_, , 5 de S, aplicamos
o seguinte algoritmo

¢1 = ’LUl

- <42,<_51>4

SR AN FAF A

L (mdy . (Enda)
S FRE AN N AN

Mostre que o conjunto {¢;},_; , € uma base ortogonal do mesmo subespaco S. Assim, a projecao ortogonal de
¥ sobre o subespago S seria

N <177 $z> -
F=> 7%
i=1 <¢i,¢i>
Dica: suponha que j > i, e suponha que vocé jd mostrou que ¢; é ortogonal a ¢q, Py, ...0;_1. Agora escreva ¢; em
termos de ¢y, ¢y, ..., ¢;_1 € mostre que ¢; é ortogonal a ¢;.



CAP{TULO 3
Funcoes Periédicas

Queremos investigar se uma fungio f (x) qualquer pode ser escrita na forma

flx) = % + mij:l (am oS (?) + by, sin (?)) (3.1)

Antes de responder esta pergunta, queremos examinar algumas propriedades simples das fungdes trigonométricas
usadas do lado direito.

DEFINICAO 18. Uma fungao f (z) : R — R ¢é dita periddica de periodo T # 0 se f(x+T) = f (z) para todo
z eR.

Graficamente, uma fungéo f (x) é periédica se seu grafico "se repete de T' em T unidades"na direcao z.

T

EXEMPLO 19. As fungdes sinx e cosx sdo periddicas de periodo 2m. A func¢do tanx é periddica de periodo w. A
fungio f(x) =x — || (onde |z]| é a parte inteira de x) tem periodo 1.
Note que, se T' é periodo de uma fungao, entdo 27°, 3T, ..., kT',... também o sdo (com k € Z*). Por exemplo, 47

também é um perfodo das fungdes sinz e cosz. No entanto, 2r é o menor periodo positivo de sinz (e de cosz), e
portanto é chamado de seu periodo fundamental.

DEFINICAO 20. O periodo fundamental de uma fungdo periddica f (x) é o seu menor periodo positivo.

Curiosamente, a fungao f (z) = K (constante) é periédica com qualquer periodo T' # 0. Portanto, ela ndo tem
um menor periodo positivo, e, assim, nao tem periodo fundamental. Exceto por este exemplo patoldégico, pode-se
mostrar que toda fungao periédica continua tem um periodo fundamental.

PROPOSICAO 21. a) Se T é um periodo de f (x), entio - é um periodo de h(z) = f (kz).

b) Se T é um periodo comum as fungées f (x) e g(x), entao T serd também um periodo das fungoes c1f + cag € f.g
(para quaisquer c1,c2 € R).

¢) Se T é um periodo comum as fungoes f1, fo, ..., fm, ..., entdo T serd também um periodo de > >, ¢ fm () (se
esta série convergir).

DEMONSTRACAO. Vamos demonstrar apenas uma das afirmacoes acima — deixamos as outras como exercicio.
Seja p (z) = (c1 f + c2g) (z). Entao:

pa+T)=(af+cg)(@+T)=caf(@+T)+cg@+T)=cf(r)+cg(@)=p)
e, portanto, p (x) é periddica. ]

Da propriedade acima, rapidamente vemos que

e Como 27 é o perfodo fundamental de sinz, temos que %Tf serd o periodo fundamental de sin (%) Em
particular, 2L serd um perfodo de sin (%) (e de cos ("f“)),1
ITalvez seja mais familiar usar w = T (que representa a frequéncia das fungdes trigonométricas sin (wz) e cos (wz)). Entdo o

periodo fundamental é T = %’r

11
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e Mas entdo 2L é um periodo comum a todas as fungdes do lado direito de 3.1 (incluindo a constante fora do
somatorio).
Conclusao: se ha alguma esperanca de que f (x) possa ser escrita como uma soma do tipo 3.1, ela
tera de ser peridédica de periodo 2L!

3.1. Exercicios

1) Mostre que 27 &, de fato, o periodo fundamental de sin .
Dica: suponha que T é um periodo positivo de sinx; entdo sin (x +T) = sinx para todo x; substitua x = 0 para
mostrar que T é maltiplo de m; agora, mostre que T = 7 nao é periodo.

2) Encontre um perfodo da fungao f (z) = 4sin (£) — 2cos (£).
Resposta: basta tomar um mailtiplo comum a 147 e 10w — por exemplo, 70T serve.

3) Mostre que, se f (x) é periddica de periodo T', entdo

/C+T £ (o) do

c
nao depende de C. Isto é, a integral de f num intervalo de comprimento 7" nao depende do ponto inicial deste
intervalo.
Dica: pense na expressio como uma fungdo F (C). Qual a maneira mais rdpida de mostrar que F nao depende
de C'?

4) a) Mostre que, se f (x) é periédica de periodo T e diferencidvel, entdo f’(x) também é periédica de periodo
T.
b) Se f (z) ¢ periédica, pode-se dizer que F (z) = [ f (t) dt é periédica?
¢) Mostre que, se f (z) ¢ periédica de perfodo T e seu valor médio em [0, 7] ¢ M, entdo F (z) = [ f (t)dt — Mz ¢
periédica.

Resposta: b) Nao (experimente f(x) =1+ sinx, ou mesmo f(z) =1).

5) a) Mostre que, se § é racional (isto ¢, § = ™ com m e n inteiros), entdo f (x) = sinax + cos bx é periddica.

b
Dica: observe que T = %’Tm = %"n serd um periodo comum a ambas as fungoes trigonométricas.
b) Mostre que, se f (x) = sinax + cosbx ¢ periédica, entdo § ¢ racional (ou b = 0).

Dica: se f(x) é periddica de periodo T, devemos ter f(=T) = f(0)= f(T).



CAPITULO 4

Séries de Fourier

Inspirados pelas se¢bes anteriores, somos levados & seguinte definigao.

DEFINICAO 22. Seja f (x) uma fungdo periddica de periodo 2L (integrdvel, absolutamente integrdvel). A Série
de Fourier de f (x) é

fx) ~ SF = 50 + i (amc05< ) + by, sin (mgx))

m=1
onde
1 (L
am = — f () cos (w) dr (m=0,1,2,3,..)
LJ_ L
1 (L
by = Z . (1‘) sin (?) dx (m =1,2,3, )
sdo os coeficientes de Fourier de f (z).
Note que usamos o simbolo "~"ao invés de "=", pois ainda nao sabemos se a série do lado direito converge para

f (z) em algum sentido.

ExeEmMPLO 23 (Onda Triangular). Seja f (z) wuma fung¢do periddica de periodo 2w tal que f (x) = |z| para x €
[—7,7]. Temos

1 (7 2 [T
ay = f/ |m|dx:f/ xdr =7
s —r iy 0

U=z dv = cosmzxdz
1 (7 2 [T du = dx | v = S2mT
I— f/ |z| cos (ma) do = 7/ xcosmax dv ==
™) _x ™ Jo
2 (sinmz|™™" 2 (7 sinmx 2 /cosmz |T=" 2
- ( _7/ dx=0+—(— =— (=)™ -1)
iy m 2=0 iy 0 m m™m m x=0 T™m
1 s
by = f/ || sin (maz) de = 0 (pois |z|sinma é uma fungdo impar)
T™J—m
Em suma
ay = T
a _ 7:—7:‘2, sem é impar
m 0, se m é par# 0
bm = 0param=1,2,3,...

ou seja, a série de Fourier de f (x) é

f(2) Z_é i cosmx_z_é Cosx+cos3x+cosf)x+cos7x+
T 2 7 9 25 49

m impar
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No gréfico abaizo, exibimos a funcao f (x) do exemplo acima e as somas parciais

T
So(z) = 3
4
Sy (x) = g—;cosx
4 3
S3(x) = g—F<COS$+COZ x)
Se(z) = E_é +c0s3x cos5x+cos7x
T E g T\ T Ty 25 49
S3(x
y + (X)
S1(x)
S0(x)

Note como as somas parciais parecem convergir para f (x). Para ilustrar melhor esta convergéncia, abaizo estio os
grificos das fungoes e, () = S, (z) — f (x) paran =0,1,3,7. Numericamente, pode-se calcular que |e7 (z)| < 0.008
para todo x, ou seja, St (x) aproxima f(x) = |x| corretamente jd com 2 casas decimais de precisao, independente-
mente de x.

COMENTARIO 24. Uma observagao sobre a notac¢ao de somatdrio. Neste texto, usaremos a nota¢ao
c
> m
m=a:b

para indicar um somatdrio onde o indice m vai de a até ¢ pulando de b em b (ou seja, m = a,a+ b,a + 2b,...).
Assim, o somatdrio acima poderia ser escrito como

T4 SN cosmx
fay~g—— > —3

m
m=1:2
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EXEMPLO 25 (Onda Retangular). Tomemos agora uma fun¢do g (z) periddica de periodo 2 tal que g (z) = 0 para
—l<z<0eg(z)=1para0 <z <1. Calculemos os coeficientes de Fourier de g (z):

a 1/lg(m)dx=/01g(x)dm:1

1),
1 1 1 . =1
am = = / g (x) cos (mmzx) de = / cos (mmz) doe = {sm(mwx) =0
1/, 0 mm o Jz=o
1 1 1 =1 1 m—+1 1
by = 7/ g (x)sin (mnzx) dz = / sin (mnz) dx = {_cos(mmz) = G+l
1/ 0 mm =0 mm
ou seja, by, =0 se m é par e b, = % se m é tmpar. Portanto, a série de Fourier de g (x) é
1 2 K sin(mrz) 1 2/, sin (37z)  sin (5mx)
g(m)~2+7rm;2 - —2+7r<sm(7m)+ 3 + 3 + ...
Abaizo estao os grificos das somas parciais da série de Fourier de g (x)
12 S?)(é(%
y g
1.0
0.8
0.6
SO(x)
0.
0 S1(x)
-2I.0 ' -£.8 ' -£.6 ' -ll.4 ' -ll.2 ' -lI.O I. I.G\/-I 2 I. l, ' OiZ ' OI.4 ' OI.6 ' OI.8 ' 1.0 I I4\_/1I I )2(.0
e das diferencas entre g (x) e tais somas
2 Xaa~"1e)

Note que, neste caso, a convergéncia jd nao parece tio boa. Em primeiro lugar, hd uma grande oscilagdo residual no
erro; apesar de termos e, () — 0 para cada x onde g (z) é continua (vide Teorema a sequir), veremos mais tarde

que max,e(o,1) (len (z)|) ndo vai para 0.
Os exemplos acima parecem indicar que a série de Fourier de f (x) converge para f (z) (pelo menos nos pontos

onde f (z) é continua). Mais tarde discutiremos as vdrias maneiras pelas quais a série de Fourier representa a funcao
f (z), mas vamos desde ja citar sem demonstragdo um resultado importante sobre esta convergéncia.

DEFINICAO 26. Uma fungio f (z) é seccionalmente continua (ou continua por partes) num intervalo
finito (a,b) quando for continua em (a,b) exceto possivelmente em wm nimero finito de pontos x, onde existem e
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sdo finitos os seus limites laterais (denotados f (zo+) e f (zo—)). Uma fungio f (x) é seccionalmente continua
quando é seccionalmente continua em cada intervalo finito da reta real.

EXEMPLO 27. A funcgdo f (z) do primeiro exemplo deste capitulo é continua, entdo é seccionalmente continua.
A fungao g (x) do exemplo acima é seccionalmente continua (pois tem wm nimero finito de descontinuidades em
cada intervalo limitado, e nestas descontinuidades os limites laterais existem). A fungdo tanx mdo € seccional-
mente continua (apesar de ter um nidmero finito de descontinuidades em cada intervalo limitado, o limite lateral
limz_,%_ tanx = +00 nao existe.

DEFINICAO 28. Uma fungao f (x) é seccionalmente suave (ou suave por partes) quando ambas f (x) e sua
derivada [’ (x) forem seccionalmente continuas (com o entendimento de que a derivada pode nao estar definida num
nimero finito de pontos, mas os seus limites laterais f' (xo+) e f' (xo—) devem existir nesses pontos).

TEOREMA 29 (Convergéncia Pontual). Se f(x) é seccionalmente suave, entdo para cada o fizo a série de
Fourier de f (x) converge para
f(o+) + f (zo—)
2
Em particular, se f é continua em x = xg, entdo a série de Fourier converge para f (xo) neste ponto.

Em termos das somas parciais
a Al mne mnx
SN(x)=;+n;1amcos(L>+bmsin( T )

o que estamos dizendo é que, se f (z) for seccionalmente suave, entdo para cada xg real fixo

Nhinoo S (z0) = f (xo+) ;r f(fl?o*)_

EXEMPLO 30. Vimos que a série de Fourier da fungio f (x) periddica de periodo 21 com f (z) = |z| em [—7, 7]

T 4 cos3xr cosbxr cosTx
cos T + + + + ...

fla)~5 -1 9 25 19

Como f (x) é seccionalmente suave, o Teorema acima se aplica. Agora, como f (x) é continua, nem precisamos dos
limites laterais. Podemos escrever diretamente

T 4 ( cos3x cosbr cosTzx
cosT + +

el=5 -7 9 25 19

5 —|—> para —m < x < T

Em particular, tomando x = 0, obtemos uma bela identidade

e 2

(S SR R AN S Y e
2 7 9 25 7 kzl(gk_lf_ 9 25 78

3

ExeEMPLO 31. Por outro lado, a série de Fourier da onda retangular acima é
sin (3mx sin (o7
ra) | snors) )

g(@) ~ >+ % <sin (rz) +

Como g (x) é seccionalmente suave, podemos entio dizer que

1 9 . .
1= 22 () + sin (3wz)  sin (57x) ) para0<z<1
2 7 3 )
1 2 in (3 sin (5
0 = 5 + — (sin (7‘[‘{1}) + s (371'1‘) + St (57”6) + > para —1 <z <0
i

pois g (x) é continua em (—1,0) e em (0,1). Porém no ponto 0, a série nao se aproxima de g(0), mas sim de

g(0+)+9(0-) 1

2 2

o que pode ser facilmente confirmado substituindo x = 0 na série de Fourier. Por outro lado, tomando © = %,
obtemos outra bela identidade

12 1 1 1 >, (—1)F*! 1 1 1 T
l=-+2(1-c4=—-Z+.. L -S4 —4=-
2+7r< st~ 77 >:>Z tyTr T
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4.1. Exercicios

1) Obtenha a série de Fourier de f(z) = 2sin3x + 4 cos 5.

Resposta: trivial. Se vocé nao percebeu isso e fez milhares de contas, gastou tempo, mas aprendeu algo interes-
sante!

2) Calcule as séries de Fourier de f(x) = sin®(x) e g(z) = cos®(x).

Dica: dd para fazer sem integrar — lembra da questao 2 do capitulo 17

Resposta: f(x) =3 — gcos2z e g(x) = 3 cosx + 15 cos 3T + 7= cos 5.

3) (Sinal dente-de-serra) Calcule a série de Fourier da fungao f (x) periddica de periodo 27 tal que f(z) = =
para —m < x < .

1 si . i i i
Resposta: T ~ 22::1 (_1)m+ Slnwvlnm =9 (Slnx _ s1n22ac + S1n33.’1: _ sm44.t + )

4) Calcule as série de Fourier das seguintes fungoes:

2) fila) = {Sin(m) s sin() > 0

0 se sin(z) <0
e’ se —m<rx<T
b) fa(z) = { periddica de periodo 2w
¢) fo() = |sin(we)|
Resposta:
1 1 o~ 2
i~ p + 5smx—i— ’; mcos(%x)
2sinh7w (1 — (-1 (_l)mH M
fa o~ - <2+;m2+100smx+MSIme
401 <1
fs ~ - (2 — kZ:l 4k2_10052kwx>

5) a) Escreva a série de Fourier da fungao f (z) periddica de periodo 27 tal que f(x) = 2z para —7 < z < 7.
b) Escreva a série de Fourier da fungio ¢ (x) periédica de periodo 27 tal que g(z) = 2z para 0 < x < 27.
Resposta:

o .
Fo~o4 (—1)m+1 sinmax
m=1 m
oo

4
g ~ 27— nginmw

m=1

6) a) Qual a relagdo entre os coeficientes de Fourier das fungoes f(z) e g(x) e os coeficientes da série de Fourier
de af + Bg (com « e 8 constantes)?

b) Como se relacionam os coeficientes de Fourier de f (z) e de g (x) = f (z) + &, com « constante?

¢) Como se relacionam os coeficientes de Fourier de f(z), funcdo periédica de perfodo 2L, e de g(z) = f(z + ),
com « constante?

d) Como se relacionam os coeficientes de Fourier de f(x), fungao periédica de periodo 2L, e de g(x) = f(kz),
com k constante?

Respostas: Sendo a,, e by, os coeficientes da série de f e Ay, e B, os da série de ¢ :
a) Os novos coeficientes serdo aay, + BAm, e aby, + 8B, respectivamente;
b) % = @ + a; o0s outros nao mudam;
¢) Ag = ag; Apm = Gy €OS (mga) + b, sin (mza) ; By = —aup, sin (mga) + b,,, cOS (mga);
d) Os coeficientes sao exatamente os mesmos! O que muda é o valor do periodo, pois Ly = %/

7) Seja f (x) uma funcio periédica de periodo 2 tal que f (z) = 2% + 1 para 0 < x < 2. Se SF(x) ¢ a série de
Fourier de f, calcule SF(0) e SF (3).

Resposta: SF (0) = w =5 =3eSF3)=5SF(1)=f(1)=2.






CAPiTULO 5

Séries em Senos e em Cossenos

DEFINICAO 32. Uma fungao f (x) é par se seu dominio é simétrico com relagao & origem e f (—x) = f (x) para
todo x € Domf.

-

DEFINICAO 33. Uma fungao g (x) é impar se seu dominio é simétrico com relagio & origem e g (—x) = —g (x)

para todo x € Domf.

EXEMPLO 34. As fungdes do tipo cos (mim”) sdo todas pares, enquanto as fungées do tipo sin (mim”) sao todas

impares. A dnica fun¢do que é par e impar ao mesmo tempo é a fun¢do constante nula.

Cuidado! H4 funcdes que ndo sdo pares nem fmpares! Por exemplo, f(z) = 22 + x ndo ¢ par nem fmpar

(f(-1)=0#£2==%f(1)).

PROPOSIGAO 35. Se f(x) é par e g(z) é

/_LLf(ac)dx = 2/0Lf(ac)dm
L

/_Lg(x)dx =0

PROPOSIGAO 36. Se fi1(x) e fa (x) sdo pares e g1 (x) € g2 (x) sao tmpares (e c1, ca sGo numeros reais quaisquer)

.

mpar, entao

c1f1 + cafa € par (isto é, PAR+PAR=PAR)

c191 + cago € tmpar (isto é, IMPAR+IMPAR=IMPAR)
f1(x) fa (z) € par (isto é, PAR.PAR=PAR)

fi(z) g1 (x) é IMPAR (isto é, PAR.IMPAR=IMPAR)
g1 (x) g2 (z) é PAR (isto é, IMPAR.IMPAR=PAR)

Em geral, uma fun¢do par mais uma impar dd uma que ndo ¢ par nem fmpar (a menos que uma delas seja
constante). De fato, qualquer fungao h () com dominio simétrico pode ser escrita como a soma de uma par com uma

fmpar: basta tomar f () + g (z) onde f (x) = W eg(z)= W (verifique que f é par e g é fmpar!).

PROPOSICAO 37. Se f (x) é par entdo b,, =0 (m =1,2,3,... ) em sua série de Fourier, e sua série de Fourier de
f () tem apenas cossenos. Se g(x) é tmpar entio a, =0 (m =0,1,2,3,...) em sua série de Fourier. Em outras
palavras, a série de Fourier de g (x) tem apenas senos.

DEMONSTRACAO. De fato, se f (z) é fungdo par entdo f (z)sin (%) ¢ funcao impar e, portanto

bm:/_LLf(m)sin(ﬂTc> =0

anulando todos os termos em senos da série de Fourier de f (z). A demonstracao para g (x) é andloga. O

ExErcicio 38. Seja f : [0,7] — R dada por f(x) = x. Como escrever f(x) como uma soma (infinita) que
tenha apenas cossenos?

Solugao: se f (z) for uma funcao par, podemos escrevé-la como uma soma de cossenos. Como a funcdo desejada
estd definida apenas no intervalo [0, 7], basta estendé-la ao intervalo [—m, 0] de maneira que ela seja par, ou seja,
basta tomar f (z) = —z em [—m,0]. Agora estenda-a ao resto da reta de maneira que ela seja periédica, digamos, de
perfodo 27 (veja os gréficos abaixo):

19
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4 4

y y

3 3

2 2

1 1
———t——t—— ———t————
3 -2 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3
X X
Funcgéo f (x) original f1 (z) & sua extenséo par...

. e fa(x) é par e periédical

Como esta tltima fungdo é par e periddica de periodo 27, sua série de Fourier terd apenas cossenos. J4 fizemos
este calculo anteriormente; a série de Fourier desta tultima fungao é

T 4 cos3r cosbr cosTx
fo(z)==——[cosz+ + + + ...

2 7 9 25 49

Como f3 (x) é continua, a igualdade acima estd garantida. Por outro lado, como f> (z) = f (z) no intervalo [0, 7],
podemos também escrever

T 4 +0083x+cos5m+cos7x+
Ccos T
9 25 49

pelo menos para z € [0, 7).
Alids, a opgdo acima néo é a tnica forma de escrever f (z) como soma de cossenos. Por exemplo, poderfamos
primeiro estender f () = 7 para 7 < x < 27 e depois fazer a extensdo par e peridédica de periodo 47, como na figura
o1
abaixo

Outra possivel extensdo par de f (x)
Calculando a série de Fourier desta fungao de perfodo 2L = 47, obtém-se uma outra série que converge para f (z) = x
para 0 < x < 7 — vocé consegue calcular esta nova série?

Em geral, dada uma funcao f () : [0, L] — R, sempre temos a opgio de estendé-la ao intervalo [—L, 0] de forma
que ela seja par (ou impar), e daf estendé-la ainda mais para que ela seja periédica de perfodo 2L. Com isto obtém-se
séries que representam f (x) mas que tém apenas cossenos (ou senos). Nao é dificil encontrar férmulas que relacionam
diretamente a fungio f (x) aos coeficientes destas séries:

DEFINICAO 39. Dada f(x):[0,L] — R define-se sua série em senos como
mz:;bm sin (?) onde b, = 7 /0 f(z)sin (?) dx

1Alia’Ls, para ser preciso, vocé pode estender f (z) inventando os valores que vocé quiser em [, A], depois estendé-la de forma par e
enfim periédica de perfodo 2A4; a série de Fourier da extensdo convergird para f (z) onde quer que a extensio seja continual
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Analogamente, sua série em cossenos é

C;()—l—niamcos (WLﬂ) onde an, = i/oLf(x)cos (?) dx

Usando estas férmulas, vocé nem precisa realmente trabalhar com as tais extensoes pares ou impares — as férmulas
acima nos ddo diretamente a série em senos ou cossenos usando apenas integrais no intervalo [0, L]. Mesmo assim, é
bom lembrar que:

e A série em senos de f (z) : [0, L] — R ¢é a série de Fourier da extensao fmpar de f (z) que tem periodo 2L.

e A série em cossenos de f (x) : [0, L] — R é a série de Fourier da extensdo par de f (z) que tem perfodo 2L.

e Usando outras extensoes e outros perfodos, é possivel obter outras séries s6 com senos ou cossenos que
representam f (z).

5.1. Expansoes em Meia Escala

Enfim, o resto desta aula trata de como obter séries de senos ou cossenos onde apenas os coeficientes de ordem
fmpar (ou par) aparecem. Em outras palavras, observe o exemplo acima — o que a fungao f; (z) tem de especial para
que a sua série de Fourier tenha apenas os cossenos de ordem fmpar??

PROPOSIGAO 40. Seja f (z) uma fungdo periddica de periodo 2L. Suponha também que f (x+ L) = —f (z) para
todo x. Entdo na série de Fourier de f (x) todos os termos de ordem par se anulam.

DEMONSTRAGAO. De fato

/f cos /f cos mﬂ d +/ f(z cos x)da:

Trocando u por x na primeira integral (apenas por conveniéncia) mas fazendo u = z — L na segunda

/ f(u cos d —|—/ f( u+L)cos(mT+m7r)du

Agora que os limites sdo os mesmos, podemos juntar tudo numa integral s6 e usar que f (v + L) = —f (u) para todo

u:
Ay, = /OL f(u) (cos (?) — cos (? + mw)) du

Porém, se m ¢é par, os dois cossenos se cancelam, entdo a,, = 0. A demonstracdo de que b,, = 0 para m par é
totalmente andloga, trocando cos por sin. (]

A condigdo f (z + L) = —f (x) pode ser ilustrada pelo grifico abaixo:

y +

Existe também uma condigdo em f (x) para que a série de Fourier contenha apenas termos de ordem par:

PROPOSICAO 41. Seja f (x) uma fungdo periddica de periodo 2L. Suponha também que f (x + L) = f(x) para
todo x. Se usarmos o periodo 2L para calcular a série de Fourier de f(x), todos os termos de ordem impar se
anulam.

DEMONSTRACAO. A demonstracao é andloga a da proposicao anterior. O

2Para ser exato, a série de fa () tem um cosseno de ordem par, que ¢ a constante inicial g A pergunta correta entdo seria: o que
a fungdo fa2 (z) — 5 tem de especial?



22 5. SERIES EM SENOS E EM COSSENOS

Vale observar que esta tltima proposi¢do nao é téo util —se f (x + L) = f (z) para todo x, entdo poderfamos usar
L como periodo (ao invés de 2L), chegando a série de Fourier desejada mais rapidamente, sem usar este teorema.
Em suma, para obter uma série de Fourier a partir de uma funcao definida apenas num intervalo limitado, vocé
precisa pensar numa extensao periédica; no entanto:
Se vocé quer uma série de Fourier s6 com senos, estenda a sua fungao de forma que ela seja impar;
Se vocé quer uma série de Fourier s6 com cossenos, estenda a sua fungao de forma que ela seja par;
Se vocé quer apenas os temos de ordem fmpar, estenda a sua fungio de forma que f (z + L) = — f (x);
Se vocé quer apenas os termos de ordem par, estenda a sua fungdo de forma que f (x + L) = f () (e use o
periodo 2L).

Enfim, nada impede que vocé misture as idéias acima para obter uma série apenas com senos de ordem fmpar,
etc.

5.2. Exercicios

1) A seguir estéo descritas 5 fungdes e 4 séries de Fourier. Para cada funcao, qual op¢ao (a)-(d) melhor representa
a sua série de Fourier (se alguma)?

I) f1(z) = 2® se x € (—2,2]; periédica de perfodo 4
I7) f2 (x) = 2 se x € (0, 4] periédica de perfodo 4
III) f3(x) = e se ¢ € (—m,w|; periédica de periodo 27
IV) fy(x) =22 + 32t se w E (=1, 1]; periédica de perfodo 2

V) f5 () = [sin (2)|

a) Sq =% + 302 1 ancos(25E) + bysin(P5E)  ¢) S = B 4 X952 v,,cos(nx)
b) Sy = X2, 6,,sin("5*) d) Sq CO + X921, cos(nx) + n,,sin(nx)

2) Considere cada uma das fungoes f; (x) com cada uma das séries de Fourier SF;(z) abaixo (sdo 30 pares!).
Para cada um dos 30 pares, esboce o grifico de uma extenséao periédica de f; (z) cuja série de Fourier tenha o formato
SF;(z) (se tal extens@io ndo existir, simplesmente responda tanto).

ii) f(z)=22+1,0<2 <2 iv) f(x):{
i13) f(z) = sin(z), = € [0,7]
a) SFi(x)= LW+ 322 apcos (BE) + oysin (222)  d) SFi(zx) = L+ 322 acos (2AE)
b) S‘ﬁé(z) = En 1OénSlIl (ngz) 6) S.ﬁs([[‘) = E'rL—OanSln (M)

) 8‘7}3(37) = XpZl1ancos ("Zx) 1) Sﬁ6($) = G+ 302 7,c08 (”75””)

2sex € (0,1] )_{2m+1sem€(0,1]

0sexz € [—1,0] v) flz) = 2?2 sex € [—1,0]

3) Considere a fungao f (z) : [0, 7] — R dada por f (z) = 22 — 1. Seja SF; (x) sua série em senos, e SF; (x) sua
série em cossenos. Esboce nos mesmos eixos os graficos de SFy (z) e SFy (x), para « € [—2m, 27].
Dica: vocé nao precisa calcular as séries!



CAPITULO 6

Derivacao e Integracao de Séries de Fourier

O objetivo desta aula é calcular rapidamente os coeficientes das séries de Fourier de f () e de F (z fo
a partir dos coeficientes de Fourier de f (z), sempre que possivel.

Em primeiro lugar, note que a derivacao termo-a-termo da série de Fourier nem sempre nos dé resultados
satisfatérios:

EXEMPLO 42 (Dente de Serra). Seja f (z) uma fungao periddica de periodo 2 tal que f (x) = x para —m < x < 7.
Nao ¢ dificil calcular

5 T3 T4

o . . . .

m+1 SInmMT . sin2z sindx sindzx

— ——— =2 |(sinz — .
m

Serd que a série de Fourier da derivada de f é a derivada, termo-a-termo, da série de f? Em outras palavras, serd
que

129 (—1)m+1 cos (mz) = 2 (cosz — cos 2z + cos 3z — cosdx + ...)

pelo menos no intervalo (—m, ) onde f é derivdvel? A resposta é NAO! De fato, a funcdo constante 1 é a sua
propria série de Fourier! Alids, note que a série do lado direito nem mesmo converge! Por exemplo, para x = 0,
tertamos a série 2(1 —14+1— 1+ ...), que ndo converge (oscila entre 2 e 0)! Pior ainda — mais tarde veremos que
(pela identidade de Parseval), nenhuma fun¢ao de quadrado integravel pode ter uma série de Fourier com coeficientes
(2,-2,2,-2,...) como a que estd do lado direito! Neste caso, a derivagdo termo a termo da série de Fourier foi um
desastre completo!

Por outro lado, se a fungao periddica f (z) for continua em R, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 43 (Derivada da Série de Fourier). Seja f (z) uma fungdo periddica de periodo 2L, seccionalmente
derivavel e continua em toda a reta real. Se a série de Fourier de f (x) é

24 Z (amcos( ) + by, sin (mgw>>

2

Entao a série de Fourier de f' (x) é

() ~ Z (Am cos (?) + By, sin (?))

m=1

onde Ag =0, Ay, = by € By = =" an. Ou seja, a série de Fourier de 1’ (x) pode ser obtida derivando termo
a termo a série de f (x).

DEMONSTRAGAO. De fato, como f é periédica de periodo 2L, entdo f’ também o serd. Vamos calcular explici-
tamente os coeficientes da série de Fourier de f’ (z):

A, = / 1’ () cos T)dm

B, = /f sm )dac

Como f (x) é continua, podemos usar o T.F.C. para obter!:

1 @) —f(=L)
75/7Lf(:r)d:c7—70

1O Teorema Fundamental do Célculo (f;7 g' (z)dz = g(b) — g(a)) ainda vale se g (z) é diferencidvel em [a,b] exceto num nimero

finito de pontos desde que g (z) seja continua. Agora, se g (x) ndo fosse continua, ndo poderfamos usd-lo. Considere, por exemplo, a
fungao g (z) = [z]. Temos ¢’ (z) = 0 (exceto para valores inteiros de z). Note que neste caso f: g’ (z)dz = 0 mas g (b) — g (a) Z 0!

23
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onde usamos que f (L) = f (—L) (pois f tem periodo 2L) Também podemos integrar por partes?® e fazer para m > 1:

A, = %(f(x).cos(mzx I_7L / f(z —sin(m£x>dx:
= E G- s () 1 [ r@en (M) ar =",
B = 2 (f().sin (75 ij—l [ ) o (1) 1

f
- 0 ()3 [ s () e
O
EXEMPLO 44 (Onda Triangular). Mais uma vez, a série de Fourier da onda triangular f (x) (periddica de periodo
27 tal que f (z) = |z| para x € [—7,7]) é
T 4 ( cos3x  cosbr = cosTx )
cosx + + + + ...

Fa~g5 -2 9 25 49

Como f (x) é continua, podemos derivar termo a termo

, 4 (. sin3x  sin 51“ sin 71:
ff(x) ~={sinz+ +
™ 3 5

1, sex € (0,

/ 5 p . / _
onde f'(x) é a onda retangular de periodo 27 definida por f' (x) = { L sexe(—n ) .

EXERCICIO 45. a) Seja g (x) a fungdo periddica de periodo 27 tal que g (x) = x para x € [—7,w). Encontre a
sua série de Fourier. ,
b) Seja G (x) a fungdo periddica de periodo 27 tal que G (x) = % para x € [—m, 7). Encontre a sua série de Fourier.

Solugao: a) Como g (z) é impar, sabemos que sua série ndo terd cossenos. Os coeficientes B,, dos senos serao

e=r 1 [T 1
—&—f/ — cos (mz) dx =

rT=—T7 s
(_1)m+1 2
m

1 [™ 1
B, = —/ xsin (mz)dr = — (_% cos (mz)

m ™

—T —T

= 2yl (;)2 (sin (ma)|"=", =

m ™

Entao - o
(—=1)"™"" sin (mx)
ey
m=1 m
b) Poderfamos fazer os cdlculos como no item acima, mas note que G (z) é continua (com G (7) = G (—7) nos
extremos de um periodo) e G’ (z) = g (x). Assim, se

G(x) ~ 2 4 Z (@m cos (mx) + by, sin (mx))
2 m=1
O Teorema acima garante que a série de Fourier de g () serd

o0
g(z) ~ Z (mbyy, cos (max) — ma, sin (mz))
m=1
Mas esta tultima é conhecida do item (a)! Assim, temos:
mby, = Ay, =0=10b, =0param=1,2,3,...
(o que era de se esperar pois G (z) é par) e
-1 m+1 9 -1 m 9
—ma,, = B, = 7( ) = a,, = 7( )2 param =1,2,3, ...
m m
S6 falta mesmo calcular ag, o que pode ser feito diretamente

1 [ 1 3
aozf/ G(x)dz—<x
g - ™\ 6

T=T 2

3

T=—T

2A férmula de integragao por partes é o T.F.C. aplicado & func¢ao uv. A nota acima garante a correcao deste cdlculo pois tanto f
como as fungdes trigonométricas sdo continuas.
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Assim
2 o qym
G(.’E)Nl QZ( } cos (mzx)
m=1

6 m?2

A 20a soma parcial da série de g (z) A 20a soma parcial da série de G (z)

A propésito, note as oscilagoes na vigésima soma parcial de ¢ (x), que sdo muito mais intensas do que as oscilagoes
presentes na vigésima soma parcial de G (z), especialmente perto das descontinuidades. O mesmo fenoémeno é
observado nas somas parciais da série de Fourier da onda retangular mas nao aparece na onda triangular. Este
fenomeno (fendmeno de Gibbs) serd analisado mais a frente no capitulo 10.

A idéia do exercicio anterior pode ser enunciada por um teorema:

TEOREMA 46 (Integracdo da Série de Fourier). Seja f(x) uma fungdo periddica seccionalmente continua de
periodo 2L com série de Fourier dada por

o~ 2+ 5 (oo (752) i (2

Entao a fungdo G () = fom (f (t) — %") dt € continua, periddica de periodo 2L e sua série de Fourier tem a forma

6=+ 3 (o (%) + hnn (F))

(que € exatamente a série de [ (x)—%> integrada termo a termo de 0 até x; note a igualdade nesta segunda expressao!).

COMENTARIO 47. A constante Ay pode ser calculada da maneira usual:

1 /L
Aozz/_LG(x)da?.

DEMONSTRACAO. O T.F.C. garante que G (x) é diferencidvel em todos os pontos onde f (z) é continua, com
G' (z) = f (x) — 4. Nos pontos onde f (x) é descontinua, como existem os limites laterais de f (), esta funcao serd
limitada (ndo pode se aproximar de +00), e portanto G (z) serd continua. Assim, G (z) é continua em toda a reta
real.

Para mostrar que G é periddica, note que

G(m+2L)—G(x):/x+2L (f(m)—%) do = (/;mf(x)dx) —aOL:/LLf(x)dw—aoLzo

x

pois f (x) é periédica de periodo 2L, entdo sua integral em qualquer intervalo de comprimento 2L tem sempre o
mesmo valor. Assim, GG é periédica de periodo 2L.
Sendo assim, podemos calcular a série de Fourier de G (x), digamos

G (z) ~ % + i (Am Cos (?) + By, sin (mmu)>
m=1

L

Como G é continua, podemos aplicar o teorema da derivacio de séries de Fourier para encontrar®

—L L
am:mBmebm:—mAméAm:—bmeBmz—am
L L mm mm
Enfim, G () é igual & sua série de Fourier pois G (z) é continua. O

3Note que as letras maitsculas aqui fazem o papel das minisculas no enunciado daquele teorema, e vice-versa.



26 6. DERIVACAO E INTEGRAGAO DE SERIES DE FOURIER

COMENTARIO 48. A constante 42 5> pode ser obtida a partir dos by, mas a expressao raramente é til. Afinal,
tomando x = 0:

A |« . A |
=5 + Z (A, cos (0) + By, sin (0)) = 5 —|—mz Am

Mas G (0 fo — % dx = 0. Portanto, temos
Ao = = L
== An=) bm
m=1 m=1

COROLARIO 49. Mais natural seria escrever

/f (t)dt =C + % + Z ( A, Sin (mgz) + %b”” cos (mzm))

que é a integrac¢ao termo-a-termo da série de Fourier de f (z).

COROLARIO 50. Concluimos que, se f é seccionalmente continua,

/f t)dt = / dt+Z/ (amcos< : >+b 51n(mL7rt>>dt

ou seja, a série de Fourier de uma funcgdo seccionalmente continua pode ser integrada termo a termo num intervalo
[a,b] qualquer.

EXEMPLO 51. Vamos calcular a série de Fourier da funcdo periddica de periodo 2m dada por h(x) = z3 para
x € [-m,7]|. Ao invés de fazer cdlculos complz’cados podemos integrar a série de Fourier do exemplo anterior*

-5 fd

Agora, a série de Fourier de x (com pemodo 27 ) também ja foi calculada acima

cos mm)é%—T—Z bln (mx)

. i (=)™ 2sin (mx)

m

(note que aqui ndo vale a igualdade em x = ). Entdo

3 e 2 2 2
rooL (-n™ ( - W) sin (mz) =
6 | 6

o m3  m
= 23 Nmii:l( n" (12 _ng mn )sln (mz)
y 30+
20T
10T
5 4 T

20a soma parcial da série de x>. As oscilacdes estdo de volta.

4Todas as igualdades a seguir valem para = € [—7, 7.



6.1. EXERCICIOS

6.1. Exercicios

1) Seja f () uma funcao periédica de periodo 2 tal que f ()

a) Mostre que

{

sin (mmz)

l,se0<z <1

—1,se —1<2x<0

27

(uma onda retangular).

-1.2—

15

XN

A

A vigésima soma parcial da série de f ()

b) Derivando os dois lados desta equagao, temos

ff(x)y=0~4 Z cos (mmx)

m=1:2

No entanto, o somatério do lado direito nao é a série de Fourier da fungao nula. O que esté errado?

2) Mostre que

e, derivando esta, que

8 o0
cos (mx) = - Zl R

Podemos continuar o processo e concluir que

Sln

3) Integre 3 vezes a igualdade

o0

A -

m=1

para obter uma expressao para gy (

partir desta expressao, mostre que
oo

m=1

Enfim, some estas expressoes para obter

4) Calcule a série de Fourier da funcdo periédica de periodo 27 que coincide com x

1
m*

|MS

Z 4m2

cos (2mmzx) para z € (0,1)

sin (2mnz) para = € (0,1)

7 cos (2mmz) ?

nao se preocupe em obter a série de Fourier de Z

l i( 1)m+1
90’ — mé
DRI
—(2k—-1)" 96

mz) para — 7 < T < T

24’

4

apenas uma igualdade!). A

em [—m,7|.






CAPiTULO 7

Forma Complexa da Série de Fourier

Lembremos as seguintes relacoes entre exponenciais complexas e funcoes trigonométricas':

e = cosf + isinf
Daqui, temos
el 4 =it oif _ p—if
cos = —— e sinfl = ———
2 21

Vamos experimentar substituir estas identidades numa série de Fourier qualquer. Escrevendo wg = 7 para economizar
notagao, vem

o0
ap .
SF(z) = ) + E A, cos (mwoz) + by, sin (mwoz) =
m=1
ao e eimwow 4 efimwga: eimwga: o efimwoz
= —+4 g G — b =
2 2 2
m=1
o0 . .
_ ao + § am — ibm gimwox + am + ibm e~ imwox
2 2 2
m=1
Este somatoério pode ser escrito de maneira muito mais elegante se fizermos as seguintes trocas
ao
co = =
2
G, — Tbm,
¢m = ———— param=1,2,3,...
2 ) ) )
A + by,
ceyp = ———— param=1,2,3,...
2 ) ) )

(em particular, observe que c_,, = ¢,, sempre que a,,, b,, € R) pois entdo

oo
SF (z) = E Cm et
m=—0o0
Um exercicio simples (exercicio 1) é mostrar que os coeficientes ¢ acima podem ser obtidos diretamente a partir da
funcao f (x) como

1 v —ikwox
ck—ﬁ[Lf(x)e de (ke Z)

Em suma, hd uma maneira muito mais elegante de escrever uma série de Fourier, com apenas uma sequéncia de
coeficientes:

IPara o leitor interessado, uma maneira de enxergar esta relagao é via séries de poténcias. Afinal, podemos definir a fungao e* da
seguinte forma

2 3 4 5 6

. z z z z z
€:1+Z+§+§+I+E+a+m
que converge absolutamente para todo z complexo. Daqui,
is ) '2Z2 i3Z3 ’i4Z4 355 ,L'6Z6
e IET 4l 5! o T T
. ) 22 23 g4 5 46
= e :1+zz—§—z§+z+z§—a+...:¥

iz _ (1 22 2t 26 . 23 20
= e’ = —E—Fi—g—&—.,. +1 z—g—i—ﬁ—...

O primeiro termo acima é exatamente a série de poténcias da funcao cos z; o segundo é a série de sin z. Assim

e'”” =cosz+isinz

para qualquer z complexo. Se, em particular, z é real, entdo cos z é a parte real e sinz é a parte imagindria.

29



30 7. FORMA COMPLEXA DA SERIE DE FOURIER

DEFINIGAO 52. Seja f (z) uma fungdo periddica de periodo 2L. A forma complexa da série de Fourier de

f(z) ¢

o0

f(SC)N Z Ckeikng

k=—oc0

1ot :
Cp = ELLf($) 671kw0$d1'

COMENTARIO 53. Ao invés de ¢, é comum usar a nota¢do

L
Fo)y=ei=57 [ fl@)e

0,se —m1<z<0

ExeEmMPLO 54 (Onda Retangular). Seja g (x), periddica de periodo 2w, tal que g (x) = { L se0<m<n

Temos wo = T =1 e portanto

1 [ ; 1 [
g(z)e Fde = — e Ry

Ck
2T 0

:g »

T=Tr

=0

Se k=0, entdao cy = % Caso contrario:
ou seja, juntando tudo
l sek=0

1 e—ikm
= —
P or \ ik
27

cp =14 0, sek==%244, ..
7, se k for impar

e assim
e 6i(2n71)z

1 3
9D~ -2 2 T

Intepretagao fisica: a onda retangular g (x) é composta por uma componente continua com amplitude % e vdrias
outras componentes, cada uma com frequéncia 2n — 1 e amplitude m (o —i é apenas uma mudanca de fase®).
O grafico dos coeficientes |c| é uma representagdo do sinal chamada espectro de frequéncias do sinal g (x):

0571

04+

03T

021

01T
L
w

Espectro da onda retangular

2Uma onda de freqiiéncia w e amplitude A pode ser imaginada como a fungéo f (t) = Ae?™t = Acoswt + iAsinwt (se vocé nio
gosta da parte complexa, finja que apenas a parte real é observéavel). Multiplicar esta onda por um nimero complexo z = re® produz o
seguinte resultado:
2f (t) = Are" W0 — Apcos (wt + 6) + iAr sin (wt + 6)
Ou seja, o efeito foi multiplicar a amplitude por r e deslocar a fase (atrasar a onda) em 6 unidades — mas a freqiiéncia w da onda

—im/2

permanece inalterada. Por isto, multiplicar por —i = e significa apenas um atraso de fase de —% radianos, sem alterar a amplitude.
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P

Note que a forma complexa da série de Fourier é completamente equivalente a forma real! Por
este motivo, todos os Teoremas jé citados para séries de Fourier se aplicam & sua forma complexa, com as devidas
adaptagoes. Por exemplo:

TEOREMA 55 (Convergéncia). Se f () é seccionalmente suave (e periddica de periodo 2L = 121}—7;), entao

T peitme _ LD (@)

R et 2
TEOREMA 56 (Derivadas). Se f (x) é periddica de periodo i}—’;, continua e sua série de Fourier complexa é
o0
flz)= Z cpethuoe
k=—o0
entdo sua derivada tem série de Fourier complexa dada por
oo
f(z) ~ Z (ikwgcy) eFwor
k=—o0

Em linguagem de Teoria de Sinais, o processo de derivagao multiplica a componente de frequéncia w = kwg pela
constante ikwg = tw — na prética, multiplicando a amplitude por w e causando uma mudanca de fase. Note que

altas frequéncias sao ampliadas mais do que baixas frequéncias neste processo de derivacao.
. . ~ C g . . . o L.
TEOREMA 57 (Integrais). Seja f (z) uma fun¢do periddica seccionalmente continua de periodo oo com série de

Fourier complexa dada por

o0
F@)~ 3 et
k=—o00

Entao a fungio F (x) = f; (f (t) — co) dt é continua, periddica de periodo 1277; e sua série de Fourier é

= Ck ik
Fa)=Cot >, e
k=—o00
k#£0

onde Cy pode ser calculado a partir de F (x). Em outras palavras

T oo
Ck ikwox
t)dt = C _ 0
/0 f(t) O+Cox+k§mikwoe

k0

Em linguagem de Teoria de Sinais, o processo de integragao atenua as altas frequéncias muito mais do que as
baixas frequéncias (possivelmente adicionando uma nova componente continua).

ExeEmMPLO 58 (Onda Triangular). Subtraindo a componente continua da onda retangular (periddica de periodo

0,se —mr<x<0
27r)g(x):{ | se0<z<m , ficamos com

Integrando os dois lados, temos agora uma igualdade:

T 1 1 0 ei(2n71)w
t)—=|dt=Co— = S
/ (g() 2) w2 a1y

Mas, se x € [—m, ] a integral do lado esquerdo € a funcgio G (x) = 22 se0<z<m = |L2‘ Entdo podemos
-5, sSe-—m < <T
calcular
1 (7 1 Mz T
Co=— G(x)de = — —dr = —
0 27r/_,, (z) dz 7T/0 2Ty
e dat escrever
T 2 e ei(anl)m
d=g-7 2 Gooqr Pemeelmal)

que é a série de Fourier complexa da onda triangular de periodo 21 que coincide com |x| em [—m, 7).



32 7. FORMA COMPLEXA DA SERIE DE FOURIER

141

1271

1071

08T

06T

041

02T

Espectro da onda triangular ||

Note como o espectro desta onda tem um decaimento muito mais rdpido em n do que o da onda retangular.

7.1. Série Complexa e Projecoes Ortogonais

E possivel obter a série de Fourier complexa diretamente como uma projegao ortogonal, usando o produto interno
correto. Mas hd um ajuste a ser feito, pois os axiomas de produto interno mudam um pouco para espagos vetoriais
cujos escalares sao nimeros complexos:

DEFINIGAO 59. Um produto interno em um espaco vetorial E definido sobre C é uma funcao

(,): E x E — C

u o, v (u,0)
que satisfaz as seguintes propriedades:
Positividade: Yv e E, {(v,v) >0
Simetria Conjugada: Vu,v € F, (u,v) = (v,u);
Linearidade: VA1, A2 € C,Vu,v,w € E A+ v, w) = A\ (u, w) + A2 (v, w).

Em suma, um produto interno complexo tem as mesmas propriedades do produto interno real — exceto que (u, v)
é agora o conjugado complexo de (v, u).

DEFINICAO 60. Em C™, o produto interno canénico é

N
<(.’E17.’L'2, ,{L‘N) ) (y17y23 sy yN)> = Zm’bgz
i=1

DEFINICAO 61. No espago vetorial de todas as fungées f : [a,b] — C, o produto interno canénico é definido
por

b
()9 @) = [ f(e) 7@

PROPOSIGAO 62. Considere o espago das fungées f : [-L,L] — C. Com este produto interno canénico, o
conjunto de todas as fungées da forma ey (z) = o (k € Z) é ortonormal (onde wy = T ).

DEMONSTRAGAO. De fato, se m e n sdo inteiros quaisquer, temos

, , 1 [t S 1 [E
<ezmwow’ eznwow> - EIMWOT GinwoT g — ez(m—n)woxdx
oL |, oL |,

Agora, se m # n, a integral acima vale

1 ei(m—n)wox

=L ei(m—n)wDL _ e—i(m—’ﬂ)’woL (eiﬂ-)"L*n B (eiﬂ,)nfm (_1)771771 _ (_1)717’”1

= = = = 0
I, 2L (m — mn) wot 2L (m — n) woi 2L (m — n) woi

(m —mn)wy
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pois m —n e n —m tém a mesma paridade. Por outro lado, se m =n
, , 1 [k
<€zmwgm’ ezm,wo:r> — eodm -1
2L J_;
Assim, o conjunto {7 e 3iwor o=2iwoT p—iwoT | eiwoT o2iwoT } é ortonormal. O

Agora, seja f (x) uma fungao periédica de perfodo 2L e seja wg = . Usando o produto interno canonico em
[~L, L], a projecdo ortogonal de f (z) sobre o espaco gerado pelos vetores @, (z) = e¥*0% (k =0,41,42,...,£N) é

N .
Fa)= 3 et

k=—N

onde

_ <f (37) 7eikwoz> - ]-/L f(x) efik:wowdx
L

<€ikwom7€ikwom> 9l

Tomando N — oo, reobtemos a forma complexa da série de Fourier de f ().

7.2. Exercicios

1) Use diretamente as expressoes

ao
© = 3
Am — Ty,
Cm = fparamzlﬂ,?),...
b
Com = Mparamzl,?,?),...

2
para mostrar que

o 1 /L f( ) —ikngd
Y . T)e T
para todo k € Z.

2) Obtenha a série de Fourier complexa da funcdo f (z) periddica de periodo 27 tal que f () = e* se —7 < z < T,
e esboce seu espectro de frequéncias.
Resposta:

sinhm o g 1+ik
~ _1 1RT
J)~ ST (e

k=—o0

3) Obtenha a série de Fourier complexa de f(x) = 2sin 3z + 4 cos bz, e esboce seu espectro de frequéncias.
Dica: vocé nao precisa fazer nenhuma integral!

2 4

4) Obtenha as séries de Fourier complexas de f (z) = sin“zx e g (z) = cos* x.
Dica: se vocé substituir estas fungoes trigonométricas pelas suas versoes exponenciais complezas, e depois abrir
tudo, nenhuma integral serd necessdaria!

M, se |z| < 5

2 onde M é uma
0, caso contrédrio (

5) Seja dps (x) uma funcao periddica de periodo 27 tal que dps () = {

constante positiva maior do que 1).

a) Encontre a série de Fourier complexa de dy; e esboce seu espectro de frequéncias.

b) O que acontece com cada coeficiente ¢, & medida que M — co?

Comentdrio: as fungoes dpr (z) se aproximam da "fungdo"impulso unitdrio § (x) (a Delta de Dirac!). FEsta
fungao teria as seguintes propriedades no intervalo © € [—m,mw]: i) 6 (z) = 0 para x # 0; i) 6 (0) = +oo; iii)
ffﬂ&(w) dx = 1 (em outras palavras, aquele infinito em cima do zero tem que ser do tamanho certo para que a
"Grea"embaizo da funcdo 0 (z) seja 1). E claro que nao existe uma fung¢io real com estas propriedades, mas é
posstvel definir formalmente uma "fungdo generalizada"$ (x), e, por incrivel que pareca, funciona e é 4itil.

6) a) Suponha que & possivel escrever f(z) = 330 f(k)e’*. Calcule f(k).
b) Se f (") ¢ a n-ésima derivada de f e f ¢ periédica de periodo 27, verifique que:

£ (k) = (k)" f(k)
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Resposta: a) f (k) = ¢ = > |7 f(x)e**dx. A idéia é a mesma do texto, com wo = 1, usando a notagdo

f (k) ao invés de cy,.
b) O Teorema de Derivagdo é o caso n = 1, mas recomendamos ao leitor obter diretamente esta férmula usando
integracdo por partes. O caso geral pode ser obtido por inducdo em n.

7) Considere a E.D.O. : f'+af = g, onde g é continua e periddica de periodo 2.

b) Conclua que f(z) => o (k) gike ¢ solugdo da E.D.O.

)
a) Use o exercicio anterior para verificar que: (ik) f (k) + af (k) = § (k).
) a+ik
)

8) Sejam u e v vetores de um espago vetorial complexo. Dado A € C, mostre que
{(u, ) = X {u,v)

Dica: use primeiro a anti-simetria para trocar a ordem dos vetores, e depois use a linearidade no primeiro vetor.
Resposta: basta notar que

{(u, W) = (A, u) = X (v,u) = Mo, u) = X (u,v)



CAPITULO 8

A Identidade de Parseval

DEFINICAO 63. A norma de um vetor U (num espago vetorial E de acordo com um produto interno previamente
definido) é
[oll = V/(¥,9)

Note que este numero é garantidamente real, por causa da positividade do produto interno.

EXEMPLO 64. Dado ¥ = (z,y) € R? e usando o produto interno canénico, temos

5] = V/(5,7) = Va2 + y2

que é o "tamanho"do vetor ¥ com o qual estamos acostumados na Geometria Fuclideana. Analogamente, dado

7= (x,9,2) € R, temos
[0 = Va2 +y? + 22

se estivermos usando o produto interno canonico.

EXEMPLO 65. Seja f : [a,b] =R. Usando o produto interno candnico de [a,b], temos

b
1O = (. ) = / 12 (s) ds

Tipicamente, se f (t) é um sinal, a quantidade ||f (t)|* ¢ a energia deste sinal.

Qual a relagao entre a norma da soma de dois vetores e a norma de cada um deles — ou, na linguagem dos sinais,
qual a relacdo entre a energia da superposi¢ao de dois sinais e a energia de cada um deles? Temos:

PROPOSICAO 66.
2 2 2
If+gll”=1£1"+ g™ +2(f, 9)

DEMONSTRAGAO. Basta usar a distribuitividade do produto interno

If+gllP = (f+g,f+a)=(f )+ {0+ g f)+{g.9) = IfI>+2(f.9) + gl

O

Note que esta ¢ uma versio generalizada da Lei dos Cossenos. De fato, na Geometria Euclideana de R? ou R3

tinhamos (f, g) = || f|| |lg|| cos z onde z era o angulo entre os vetores f e g. Colocando || f + g|| = a, ||f]| =be | gl = ¢,
temos a conhecida lei dos cossenos (basta notar que z = A — 7w = cosz = —cos A):

a?=b%+c® — 2bccos A

[IFll=b

COROLARIO 67. Se f e g sio ortogonais, entio ||f + g||”> = ||f]I* + |lglI*.

O leitor atento notara que esta ¢ uma generalizacdo do Teorema de Pitdgoras. Alids, por falar em generalizacéo,
temos a seguinte proposigao cuja demonstragao (exercicio!) é andloga a da Lei dos Cossenos acima:

35
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PROPOSIGAO 68 (Teorema de Pitdgoras). Se {f1, fa, ..., fu} sdo ortogonais e c1, ca, ..., ¢, € R, temos
2 2 2 2
lerfr + cafo+ o+ enfull” = G AT+ Sl + o+ [ fall

Agora, suponha que

f(z —I—Zamcos( )—l—bmsm (mz’x)

(o que ocorre, por exemplo, se f (x) for continua e os coeficientes a,, e b, vierem de sua série de Fourier). Como

os vetores do conjunto {cos (mgm) sin ("zz)} onde m = 0,1,2,... en = 1,2,3,... sdo ortogonais dois a dois, nao
1

se valesse uma igualdade semelhante ao Teorema de Pitdgoras acima
2 G2 = o maz\ (|12 o || . /mmrT|>2
917 = S+ 32 aifoos (Z75) |+ 20 s (57) |
m=1
Como j4 vimos mais cedo (equagbes 2.3 na pagina 8), ||1|| =2Le Hcos (’”2“)” = ||s1n (mg”) H2 = L, entao

CL2
11 =L (; £ +bfn>
m=1

Mesmo em alguns casos em que a série de Fourier ndo converge exatamente para f (z), o resultado acima ainda
vale (desde que f (x) seja razoavelmente bem comportada). Para ser exato, pode-se mostrar que:

ficarfamos surpresos

TEOREMA 69 (Identidade de Parseval). Seja f (z) uwma fungdo integravel e de quadrado integrdavel no intervalo
[—L, L] (isto é, {f, f) é um nidmero real finito). Entao

1 [ a2 >
pf P@e=Ge S @)
onde {an}ty € {bm}]" sdo os coeficientes da série de Fourier de f (z).

ExeEMpPLO 70. Voltemos mais uma vez & série de Fourier da onda triangular

|| ~ para x € [—m, 7]

T 4de=cos((2n—1))z
7_;2 (( )

2
2 —~ (2n-1)
isto é, os unicos coeficientes nao-nulos sao
4
ag = m; Ap—1 = ———%
! 7 (2n —1)°
onde n = 1,2,.... Portanto, pela identidade de Parseval, temos
2
1 /ﬂ— 2 71'
— z|de = — +
TJ)ox = 2 Z m(2n—1)°
Como a integral do lado esquerdo é 2” , temos mais uma bela identidade
i =1+ 1 + 1 + 1 +...= 14
-1t 3 5T T 96

ExeEMpLO 71. Voltemos mais uma vez a série de Fourier da onda retangular

sin ((2k — 1) 7z
o)~ g+ 2y G

2k —1
isto é, os unicos coeficientes nao-nulos sao
2
ag =1; bor_1 =
0 ) 2k—1 p (2]€ — 1)

onde k =1,2,.... Pela identidade de Parseval:

IR Er =

1Cuidado7 este argumento nao é um demonstracgao rigorosa do jeito que estd! O "Teorema de Pitdgoras"acima foi demonstrado para
somas finitas. Agora, estamos prestes a utilizd-lo para uma soma infinita. Nem tudo que vale para somas finitas vale para somas infinitas!
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Como a integral do lado esquerdo vale 1, temos novamente a sequinte identidade

oo

I S
k-1 ¥ 5 T8

8.1. Teorema de Parseval Complexo

O Teorema de Parseval pode ser facilmente adaptado para o caso complexo:

TEOREMA 72 (Parseval). Seja f (z) uma funcao integrdavel compleza tal que f_LL |f (ac)|2 dx existe. Entao

oo

f@)Pde= > |em|?

m=—00

1 L
2L —L

onde {cpm}™

o S@o os coeficientes da série de Fourier complexa de f(x).

IDEIA DA PROVA. A idéia é que, por um lado
L

@) f@) =57 [ f@F@e=g; [ If@Pa

Por outro lado, se pudermos trocar f (x) pela sua série de Fourier complexa:

00 0o 0
§ Cmezmwgm’ § Cm etmwoz \ _ § : Cic—j <u—)»747 u—}j>
m=—oo

m=—oo 4,j=—00

onde @; = €% Enfim, usando que (w;,w;) = 0 para i # j e (w;,w;) = 1 quando i = j:
2
(f2), f@)= > lol

A demonstracdo acima tem dois grandes furos — o primeiro é que nem sempre f (z) é igual a sua série de Fourier; o
segundo é que a propriedade distributiva do produto interno nem sempre vale para somatérios infinitos. No entanto,
a demonstragdo acima contém a idéia correta, e preferimos omitir a demonstracao formal deste teorema que inclui
vérios detalhes técnicos. |

8.2. Exercicios
. - ) ] 0,se —r<2<0
1) Seja f (z) uma funcao periddica de periodo 27 tal que f (x) = { L se0<z<n
a) Calcule a série de Fourier de f ().
b) Utilize a identidade de Parseval e o item (a) para calcular o valor da série > -,

k
¢) Use a série do item (a) para calcular > - (2;21 .

Resposta: 0) § + 255, @03y o)

1
(2k—1)%°

2) Seja f (z) uma fungdo periédica de periodo 2 tal que

f(x):{ z+1 se z€]0,1)

z—1 se z€[-1,0)

Se a,, e b, s@o os coeficientes de Fourier de f, calcule % + 202 (a2 +02).

3) Seja f (z) uma funcio periédica de perfodo 2 tal que f (z) = 2® — 2 para x € [—1,1].
a) Calcule a série de Fourier de f ().
b) Utilize a identidade de Parseval para calcular >°°° | 1

n=1 né"*

Resposta: a) f(z) ~ 3 SN 2 gin (mra)  b) 76/945.

m=1 m3x3

4) Mostre que néo existe fungdo f (z) de quadrado integrével tal que

> sin (ma)
fla)y~ )y —=
m=1 \/1’7L
isto &, fungdo periédica de periodo 27 cujos coeficientes de Fourier sejam a,, = 0 (m = 0,1,2,...) e b, = \/%
(m=1,2,3...).
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5) Relembre a forma complexa da série de Fourier da Onda Retangular

O,se —m1<2x<0 I R
g(a:)—{ l,seO0<z<m Ni_;z

6i(2n71):13
= 2n—1

Use-a para re-encontrar o valor de

> 1
szzm.

n=1

6) Demonstre o "Teorema de Pitdgoras"do texto.



CAPiTULO 9

Convergéncia Pontual e Uniforme

Sabemos que, se f (x) é seccionalmente suave e continua, a série de Fourier de f (z) "converge"para f (z). Em
outras palavras, se analisarmos a seqiiéncia das somas parciais {sg (z), s1 (z), s2 (z),...} onde

sn () = % + i (am cos (?) + b, sin (?))

m=1

esta sequéncia "se aproxima'"de f (z). Nesta se¢do, discutimos mais formalmente o que queremos dizer com "con-
verge"ou "se aproxima.

Assim, considere uma seqiiéncia de fungoes f, (x) onden = 1,2, 3, .... Gostarimos de discutir se elas se aproximam
em algum sentido da funcdo f (z). Se pensarmos que f, (x) sdo estimativas para f (z), é natural considerar a funcao
erro

en (z) = |fn (x) — f (2)].
Baseado nesta funcao erro, temos duas nogoes de convergéncia.

DEFINICAO 73 (Convergéncia simples ou pontual). Diz-se que uma seqiiéncia de fungoes f, : X — R converge
pontualmente para f : X — R se, para cada © € X, tem-se lim, .o e, () = 0. Formalmente, isto significa que,
dado um "erro aceitdvel "qualquer € > 0, para cada x € X, temos um certo Ny € N a partir do qual tem-se e, (z) < €.
Em simbolos

Ve > 0,Vx € X, ANy € N tal que |f, (x) — f (z)| < & sempre que n > Ny

DEFINICAO 74 (Convergéncia uniforme). Diz-se que uma segiiéncia de funcoes f, : X — R converge uni-
formemente para f: X — R se temos

lim (sup €n (x)) =0
=00 \geX

isto é', dado um "erro aceitdvel"qualquer € > 0, temos um certo Ng € N a partir do qual, para todo x € X, tem-se
SUp,cx en () < e. Em simbolos

Ve >0, ANy € N, Vz € X, tal que |f, () — f (z)| < & sempre que n > Ny

A diferenga entre os conceitos acima é que na convergéncia pontual o Ny pode depender de x, mas na convergéncia
uniforme (dado um ¢ > 0) tem-se um Ny que serve para todos os x ao mesmo tempo. Vejamos alguns exemplos para
esclarecer esta diferenca.

EXEMPLO 75. Seja fn : R — R dada por f,, (x) = %. Para cada x fizo, tem-se lim, .o, £ =0, entdo a seqiiéncia
& converge pontualmente para a fungao nula. No entanto, dado um erro aceitdvel € > 0, é impossivel escolher

um n tal que |f, (x) — 0| < € para todo x, isto é, a convergéncia nao é uniforme! De fato, note que para cada
n temos sup,cp en () = +00 4 0/

lo supremo de uma fung¢do é a menor cota superior que ela admite (o que pode ser um maximo ou uma espécie de "maximo néo
atingido"). Por exemplo, a fungdo = definida para 0 < < 1 ndo tem mdximo igual a 1 (pois ele nunca é atingido), mas tem supremo
1. A fungdo f (z) = 6 — e” néo tem maximo 6 (pois ele nunca ¢é atingido), mas tem supremo 6.

39
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5T 5T
y ¢ y

4t 4t

3T 3T

2T // 2T

1 /

1T / — 1t
I=I=I=I=I=“=I==I= || ettt 1
5 4 -3 I 1 2 3 4 5| PR S S —
1+ X 1+ X

24 2+

3+ 3T

4+ 4+

5+ 54
Para cada x, tem-se f, (x) — 0, mas... ...por maior que seja n, ndo vale ey, (x) < € para todo x!

Por exemplo, se quisermos que o erro entre fy, (z) e o limite f (x) = 0 seja menor que 0.005, para cada = basta
fazer

%[ <0005 = n > 20012
n

Assim, para x = 1 precisamos passar de faoo; para x = 2 precisamos pelo menos ir até fioo; para x = 2000, tome
fa00000 € 0 erro serd menor que 0.005. E assim por diante, cada x com o seu n. Mas ndao hd como tomar um n
que fagca com que o erro seja menor que 0.005 simultaneamente para todo x — qualquer n que vocé escolha, tome
T > 555 € vocé verd valores de x que "escapam"ao erro "aceitdvel"de 0.005.
Em suma, todos os valores de f, (x) vao "morrer"em f (x) = 0... mas nao "ao mesmo tempo"!
)

EXEMPLO 76. Agora seja A > 0 firo e considere f, : [0, A] — R dadas por f, () = £. Desta vez, a convergéncia
é uniforme! Afinal,

A
|fn () —0] < — para todo x € [0, A]

Assim, dado um erro € > 0, basta tomar n > 2 e garantiremos que |f, (z) — 0| < ¢ para todo x € [0, A]. Ou, com a
nogdo de mdximo/supremo, a convergéncia é uniforme pois

4 0
n

e )=

a medida que n — oo.
EXEMPLO 77. Tomemos agora g, (z) : [0,1] — R dadas por g, (x) = ™. Pontualmente, veja que

0,se0<z<1
1, sex=1

i () = () = {

n—oo

No entanto, esta convergéncia nao é uniforme! De fato, note que para x < 1 temos
gn (@) g (a) =a" — 0 ="

que fica arbitrariamente préximo de 1 quando x — 1. Assim

sup e, (z) =1
z€[0,1]

isto é, o erro mdzimo nunca fica abaizo de 1. Por este motivo a convergéncia nao é uniforme.
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10T
09+
08
074+

06T

0.5
04T
03T

02T

01T

T 1 n 1 n 1 n 1 n
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 )]ZO

0.0

Para ¢ = 0.5, sempre tem x fora da faiza de raio € em volta do limite.
EXEMPLO 78. Tome h,, : [0,1] — R dada por h, (z) = 2™ (1 — z™). Novamente, é facil ver que
lim A, (z) =0

n—oo
para cada x. Tomando e, (z) = |hy, (x) — 0| = " (1 — a™), com um pouco de cdlculo vé-se que max,e(o 1] en (T) = &

(mdzimo este que ocorre para v = T\L/g Assim, lim,, o MaxXgep,1] €n () = i # 0, e entdo a convergéncia nao é

uniforme.

03T

R

0.1
; / S
0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0

0.0

1
.8 0.9 .0

N T
00 o01 1
X

Para € = 0.1, sempre tem x fora da faiza de raio ¢ em volta do limite 0.

A convergéncia uniforme tem algumas propriedades que a convergéncia pontual nao pode garantir, como veremos
a seguir (sem demonstragoes).

TEOREMA 79. Suponha que f, () — f(x) uniformemente. Entao:
i) Se cada fn (z) é continua em [a,b], entdo f (x) é continua em [a,b].
ii) Se cada f, (z) tem integral em [a,b], entdo

b b
/fn(x)dx—>/ f(z)dz quando n — oo

Note que o Teorema acima nao é védlido se a convergéncia nao for uniforme: o exemplo 77 acima mostra que
uma seqiiéncia de fungdes continuas g, (x) pode muito bem convergir pontualmente para uma fungio descontinua;
por outro lado, o exercicio (1) abaixo exibe uma seqiiéncia h,, tal que h, (x) — 0 pontualmente sem que valha
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fol hy, (z)dx = fol O0dx = 0. Enfim, note que f,(x) — f(z) ndo garante que f} (z) — f'(x) nem mesmo com
convergéncia uniforme (veja exercicio (2)).
Neste momento, pedimos ao leitor que reflita sobre as conseqiiéncias destas consideragoes. No primeiro exemplo

do capitulo anterior, vimos que

(oo} m . .2 .3 .4
m:QEZ:(—l) Hsmnzmv:2(sinx_sm2x+sm3x_sm4m+m) para —m <z <T

m=1

"

O que é um somatério "até infinito"? Ou seja, o que realmente significa aquele "..."? A interpretagao correta da

expressao acima é: definindo

m+1 Sinmx . sin2x  sin3x  sindx n+1 sinnzx
2| sinx — D

sn(2)=2) (-1 — = 5 t—3 — et (-1) -

temos s, () — x pontualmente (a medida que n — oo). Em geral, uma expressao deste tipo nao pode ser integrada
termo-a-termo (a menos que a convergéncia seja uniforme) nem derivada termo-a-termo (nem que a convergéncia
seja uniforme)?.

Para terminar esta secao, vamos agora re-enunciar o Teorema de Convergéncia de Séries de Fourier usando esta
nova linguagem:

TEOREMA 80 (Convergéncia Pontual e Convergéncia Uniforme). Se f (x) é (periddica de periodo 2L) e seccional-
mente suave, entao as somas parciais s, (x) da sua série de Fourier convergem pontualmente para

[ (xo+) + f (z0—)
2

(Em particular, se f é continua em x = g, entdo a série de Fourier converge para f (xg) neste ponto).
Mais ainda, se f () é também continua em todos os pontos do intervalo fechado [a,b], entdo a convergéncia é
uniforme no intervalo [a,b].

EXEMPLO 81. Voltemos mais uma vez ao exemplo da onda retangular g (x), periddica de periodo 2, tal que

0,se —1<z<0 L L
g(z)= { | se0<z<1 A sua série de Fourier é

g(@) ~ Lt 2 Z sin ((2k — 1) mx) _ 1 n 2 (Sin () + sin (37x) n sin (bmz) n >
™ 7r

2k —1 2 3 5

|~

Pelo Teorema de Convergéncia, ji sabemos que esta série de Fourier converge para g (x) exceto nos pontos da forma
x =k € Z. Nestes pontos, g é descontinua, e a série de Fourier convergird para w = %

Portanto, a série de Fourier converge para uma func¢do descontinua, e, por este motivo, a convergéncia nao
pode ser uniforme em toda a reta real (como sin e cos sdo continuas, quando a série de Fourier convergir uniforme-
mente, o limite tem de ser continuo). Isto dito, como g (x) é continua nos intervalos fechados da forma [e,1 — €]
(onde 0 < & < 1), dentro deles a série de Fourier converge uniformemente para 1 (e, analogamente, a série con-
verge uniformememente para 0 nos intervalos fechados da forma [—1+ €,—¢]). Note que o Teorema ndo garante
convergéncia uniforme no intervalo (0,1), apesar de g (x) ser continua ali — o problema é que este intervalo nao é

fechado, entao o Teorema nao se aplica.

Isto dito, para séries de Fourier, estas séries podem ser derivadas e integradas termo-a-termo nas condigoes dos teoremas do
capitulo anterior.
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y 121

0.8 1

0.6

M/-:-:-:-:-:-:
030___-025 020 015 Y 005 010 015 020 025 030

02T

Zoom nas somas parciats de ordem 1, 9, 17, 31 e 101.
Para entender melhor a convergéncia néao-uniforme da série de Fourier da onda quadrada, veja o grdfico acima®:
o grdfico vermelho, mais "oscilante”, tem termos de ordem até 101 da série de Fourier, mas ainda hd um pequeno
pedaco dele que fica fora da faiza definida por "erro mdzimo de 0.1 em wvolta do limite g (x)". De fato, por maior
que seja N, a soma parcial sy (x) jamais estard completamente contida naquela faiza — o erro mdzimo entre sy (x)

e g (x) serd sempre 0.5 (que ocorre logo & direita do ponto . =0).

9.1. Exercicios
1) Considere a seqiiéncia de fungodes h,, () = na™ (1 — z™) para z € [0, 1].
a) Mostre que hy, () — 0 pontualmente.
b) Mostre que fol hyn (%) dz — 1 & medida que n — oco.

¢) Conclua que lim,, fol hy (x) dx # fol (limy, o0 hyy () dz.

151
y
1.0
0.5
0.0 * * * y y y
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 )1(.0

hy () — 0 mas a drea sob o gréfico de h,, se aproxima de %
2) Considere a seqiiéncia f, (z) = %TZ”)
a) Mostre que fn (z) — 0 pontualmente e uniformemente (quando n — co).
b) Mostre que f! (z) / 0 & medida que n — oc.
) A

3) A série de Fourier da fungao f (z) periédica de periodo 27 dada por f (z) = x para —7w < x < 7 é

sinmx sin2x sin3x  sindz
~ 2 )" 22 — 9 (sina — -
Z (sm x 5 + 3 1 + )

3No gréfico, usamos escalas distintas para x e y para destacar o intervalo z € [0, 3,0.3].
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Pergunta-se:

a) Esta série converge para f (z) em toda a reta real? Mais especificamente, em que pontos a série ndo converge
para f (x)? Para onde a série converge nestes pontos?

b) A convergéncia desta série é uniforme?

¢) Falso ou verdadeiro:
N .
lim 2 (—1)™*! Snme

N —o0 m
m=1

=x

pontualmente para cada x € [5, 6].
d) Falso ou verdadeiro: dado um erro mdximo aceitavel € > 0, existe N tal que

N .
m+1 SN MT
=23 (-1) —
m=1

para todo x € [—m, x]. Justifique.
e) Falso ou verdadeiro: dado um erro méximo aceitdvel € > 0, existe N tal que
N

-9 Z (_1)m+1 simmmax
m=1

m

para todo z € [0,1]. Justifique.

Respostas: a) A série nao converge para f (x) nos pontos da forma x = km (onde k € Z ). Nestes pontos, a série
converge para f(H);f(z*) = ﬂ+(277r) =0.

b) Nao é uniforme — uma série de fungdes continuas nao pode convergir uniformemente para uma fungdo de-
scontinua, como € o caso aqus.

¢) Falso. Lembre que f (x) = x apenas para x € (—m,m)! No intervalo [5,6], f () = x — 27 (pela periodicidade),
entdo

N .
S S E L
m
m=1

d) Falso. A frase é equivalente a dizer que a convergéncia é uniforme em [—m, 7| — e a fun¢do limite é descontinua
em —m e .

2

e) Verdadeiro. A frase é equivalente a dizer que a convergéncia é uniforme em [0,1], o que é garantido pelo
Teorema de Convergéncia jé que f (x) é continua neste intervalo (e seccionalmente suave).



CAP{TULO 10

O Fen6émeno de Gibbs

Seja f (x) uma fungdo periédica de periodo 2L e considere as somas parciais S, () de sua série de Fourier, isto é

Sh +Zamc05( )-i—b bln(mzm)

Vimos que, quando f (z) nao é continua, a convergéncia de S, (x) para f () ndo pode ser uniforme. Além disso,
em todos os exemplos que vimos até aqui, apareciam oscilagdes em S, (x), oscilagoes estas que eram especialmente
ruins perto da descontinuidade. O aparecimento destas oscilagdes é chamado de fenémeno de Gibbs.

Mais ainda, ¢ notdvel que a soma parcial S,, () parece amplificar a amplitude do salto perto da descontinuidade.
Vamos analisar este efeito através do exemplo mais simples de salto: uma onda retangular.

lse —m<x<0
—lselO<z<m

= i/owf(m)sin(mx)dac: 2 (_cos(m:zc)

™ m

ExempPLO 82. Seja f (z) = { periddica de periodo 2. Como f é impar, sua série serd em

SENOS
T=m

1- (="

2
=0 n

ou seja

4 sin((2n—1)z) 4 sin3z  sinbzx

Analisemos a soma parcial

N . . . :
4 sin((2n—1)z) 4 (. sin3z  sinbx sin(2N — 1)z
San-1 { Ez:: 2n —1 _w(bmm+ 35 "5 T TaN—a

A seguir, mostramos os grifico de Syg, S199 € S399 para valores de x bem préximos de x = 0. Além da convergéncia
nao ser uniforme, a amplitude da primeira oscilag¢do (a mais prézima de x = 0) ndo parece estar se aproximando
do tamanho do salto! Em outras palavras, a altura do primeiro mdzimo de Sy (x) ndo parece estar se aproximando
de 1! Este é o fenomeno que desejamos investigar cuidadosamente a seguir.

y 1.0 7

0.5 1

n ]
-0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.05 0.10 0.15 0.20

Calculemos entao as coordenadas do ponto onde ocorre este primeiro maximo. Ali, devemos ter
sin2Nx .
Sy (z) =0=cosz +cos3x + ... +cos(2N — 1)z =0 = Ssina 0=sin(2Nz) =0
sin x
onde usamos a "famosa"formula da soma dos cossenos de arcos em P.A. (veja exercicio 1). Portanto, os extremos
locais de Sy ocorrem para x = 55 e seus mailtiplos (exceto 0).

45
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Como estamos interessados apenas naquele primeiro mdximo local, tomemos x = 5. A altura deste mdzimo é

S(ﬂ') 4 (. 7T+1.37T+1.57T+ n 1 . 2N-1)«m
— ) =—(sin—+ -sin— + —sin — + ... sin
N\an i 2N 3 2N 5 2N 2N —1 2N
Como calcular o limite M desta expressio quando N — 0o? Um novo truque nos ajuda: escreva xj = % onde
k=1,2,....,N. Entao
S (L) _ é sin 5% sin ;—K, sin 5’—]7\; - sin 7(21\;—\[1)‘" .
2N T N 3.5% 5.5 (2N —-1).5% | 2N
2 (sinx sinx sinx sin x T
_ = ( L, L A N> m
T xr1 X9 xs3 TN N

Enfim, note que os pontos x formam uma amostragem uniforme do intervalo [0,7] com Ax = Tpy1 — T = H.

FEntao N
T T sin x; T Tsinx
Ts (—): ‘A= LM = d
2°V 2N Z z 0T /0 z

usando a definicao da Integral de Riemann. Assim, a altura do primeiro maximo se aproxima de

2 [T si
M:—/ smxdx
Vi 0 X

Esta integral ndo pode ser resolvida usando funcgoes elementares — agora, usando a fun¢do Seno Integral

Si (x) = / Y gy
o t

fica bem facil escrever e calcular numericamente
2
M = —=Si(7) ~1.1790
T

Ou seja, a altura do primeiro mdximo local tende a aprorimadamente 1.18. Analogamente, o primeiro minimo local
a esquerda de x = 0 tende a altura —1.18. O intervalo [—1.18,1.18] é chamado de Intervalo de Gibbs da série de
Fourier de f (x) no ponto x = 0. Assim, o salto, que deveria ser de 2 unidades, acaba sendo de 2.36 — um erro de
18% na estimativa do tamanho do degrau, mesmo quando N — oo!

Para terminar, mencionaremos sem demonstracio que o erro de 18% néo é restrito a este exemplo — em qualquer
fungéo que seja a soma de uma fungdo continua com um degrau (o que inclui todas as fungdes descontinuas que usare-
mos), a série de Fourier (quando o niimero de termos é grande) exagera o tamanho deste degrau em aproximadamente
18%, sendo 9% a mais no degrau mais alto e 9% a menos no degrau mais baixo.

10.1. Exercicios

1) Deduza a férmula da soma dos cossenos de arcos em P.A. (para a # 0):

sin (x + (2n + 1) a) — sin (z — a)
2sina

Dica: multiplique a expressao & esquerda por 2sina e depois transforme cada produto em soma.

cosz + cos (x + 2a) + cos (x + 4a) + ... + cos (z + 2na) =

2) Considere a funcao f(x) dente de serra periédica de periodo 27 tal que f (z) = x para © € (—m, 7). Qual
o valor do salto desta fungao em x = 77 Em quanto vocé estima o valor do salto correspondente na soma parcial
Sn (z) para N grande perto de x = 7?7

3) Encontre uma férmula simples para

sinz + sin (z + 2a) + sin (z + 4a) + ... + sin (z + 2na)

4) a) Prove que, se ¢ # 1,

2 e
a+aq+aq” + ...+ aq 7aq—1

b) Escreva cada termo da expressao

n
S = Zcos (z 4 2ka)
k=0
como uma soma de exponenciais complexas. Agora divida a expressao resultante em dois somatérios de exponenciais
complexas, e note que cada um ¢é a soma dos termos de uma P.G. Use a férmula do item (a) e chegue a uma outra
expressao simples para S.



CAPITULO 11

Método da Separacao de Variaveis

O Método de Separagao de Varidveis é um método que permite encontrar solugoes de varios Problemas de Valor
Inicial ou de Contorno com EDPs. Dado um tal problema, a idéia bésica do método é:

e Separe a parte homogénea (H) do seu problema, onde vale o Principio da Superposi¢do (isto &, se uj e ug
sao solugoes de (H), entdo cjug + cous € solugdo de (H) para quaisquer ¢; e co reais);

e Procure autosolugées, isto é, solugdes (ndo-nulas) do sistema (H); no caso do método de Separagao de
Varidveis para duas varidveis, procuramos solugoes do tipo w(z,t) = X (2).T (t). Se vocé der "sorte",
encontrard uma familia de solugoes — tipicamente, w1, Uz, Ug, .. , Up, ...

e Pelo principio da Superposicao, qualquer fun¢do do tipo ZN 1 Cnlly (z,t) também serd solucao de (H);
abuse da sua sorte’ e procure uma solucio do tipo u (z,t) = >0 | ety (2, 1), calibrando os coeficientes ¢
de maneira a satisfazer as condigdes do Problema inicial que nao estavam em (H). Espera-se assim encontrar
uma solu¢ao do problema original.

11.1. A Equagao do Calor

ExempLo 83. Vamos usar o Método da Separa¢do de Varidveis para mostrar que a solugdo do Problema do
Calor

Uy = Ugg para (x,t) € (0,7) x (0,00)
w(0,t) = w(mt)=0 parat € (0,00)
w(z,0) = f(x) paraz € (0,7)

[N

E cne " tsin (nx)

/ f (x)sin (nx) dz

sGo os coeficientes da série de Fourier em senos de f (x
Em primeiro lugar, vamos nos concentrar na parte homogénea do sistema (tipicamente, uma EDP linear e
condigdes de contorno nulas). Assim, inicialmente vamos trabalhar com:

U = Ugy para (x,t) € (0,m) x (0,00) ((H))
u(0,t) = wu(mt)=0 parat € (0,00) (11.1)

Por separagao de varidveis, vamos procurar fungdes do tipo u(x,t) = X ()T (t) que satisfacam a EDP acima.

Tertamos
X" () T'(Y)
X(@) T
Como o lado esquerdo nao depende de t e o direito nao depende de x, somos forcados a concluir que ambos os lados
s@o constantes, digamos, A. Assim, temos as sequintes EDOs

X" (x) = XX (x)
T'(t) = AT(t)
Por outro lado, as condigoes de contorno nos dao
uw(0,t)=u(mt)=0=X0)Tt)=X(m)T({t)=0

Como nao estamos interessados em T (t) identicamente nula (pois af seria u (xz,t) = X (z) T (t) = 0, uma solugdo
nula que ndo nos interessa), somos forcados a concluir que

X(0)=X(r)=0

onde

X (2)T' () = X" (2) T (t) =

IE claro que, em determinadas situacoes, hd teoremas que garantem que esta passagem ao infinito funciona. Citaremos algumas
destas explicitamente, e af ndo precisaremos da "sorte".
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Neste momento, vamos separar nossa andlise em 3 casos, dependendo do sinal de A:
Caso 1: ) positivo. Entdao a solugdo da EDO em X é

X (z) = AT 4 Be=Ve
o que, juntando com as condigdes X (0) = X (w) = 0 nos daria

A+B = 0
AeV ™ L BemVAT =

Este é um sistema linear possivel determinado em A e B, entdo a tnica solugio é A= B = 0. Mas entio X (z) =0,
o0 que de novo nao nos interessa (ndo queremos u (x,t) =0).
Caso 2: A =0. Neste caso, a solucao da EDO em X ¢é

X (z) = A+ Bx

o que, juntando com as condi¢oes de contorno, nos dd
A =0
A+Br = 0

e, novamente, A = B =0, que ndo presta de novo.
Caso 3: )\ negativo. Entdo, colocando w = v/—X\ para facilitar a notagdo:

X (z) = Acos (wz) + Bsin (wz)
e, juntando com X (0) = X (7) =0
A =0
Acos (wr) + Bsin (wr) = 0
O 1nico jeito de evitar mais uma solugdo identicamente nula é tomar B # 0 e sin (wn) = 0, isto é, w =n € Z. Mas,
neste caso, B pode ser qualquer nimero real! ,

Assim, s6 temos solugdes nao-nulas se A = —w? = —n? onde n € Z — tais possiveis valores de A sdo chamados
autovalores do sistema. Teriamos entao

X, (z) = Bsin (nx)
e, como T' (t) = AT (t), entao
T, (t) = KeM = Ke ™

Juntando tudo, encontramos uma familia de solugées do sistema (H) da forma?
U (z,t) = X, () Ty, (t) = cte. (e_"% sin (nm)) onden=1,2,3, ...

(estas sdo as autofuncoes deste sistema). Pelo principio da superposi¢do, temos a esperanga® de que isto implique

na existéncia de solugoes do tipo
o0

u(z,t) = Z cne ™ tsin (nx)

n=1

Enfim, quem seriam os coeficientes ¢, ¢ Tomando t = 0, temos
o0
u(z,0) = Z cpsin (nx) = f (x)
n=1
portanto, os coeficientes sio os que aparecem na série de f (x) em senos! Sabemos o que isso significa:

Cn = i/oﬂ f () sin (nz) dz

O teorema abaixo (que ndo demonstraremos) generaliza algumas das constantes utilizadas e confirma a solugao
obtida acima (justificando os "somatérios infinitos"):

2Tomar n = 0 mais uma vez gera uma solugdo identicamente nula; e trocar o sinal de n simplesmente troca u, por —u,, que é
essencialmente a mesma solugado apenas trocando o sinal da constante multiplicativa. Assim, nada é perdido ao tomar n natural positivo.

3Mais uma vez, destacamos que isto poderia nao funcionar — o principio da superposi¢ao garante que combinagdes lineares finitas
de solugoes ainda sao solugoes; neste caso estamos usando um somatdério infinito. Por outro lado, se este somatério infinito puder ser
diferenciado termo a termo, o método funciona.
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TEOREMA 84. Seja f (z) uma fungdo integrdvel com dominio (0, L) e o wma constante positiva'. Entdo a série

o0

2,24
u(z,t) = Z Cp, €XP (ozn;) sin (?)

n=1
2 [ . (nTT
onde ¢, = E/o f(x)sin (T) dx

converge uniformemente para uma funcao infinitamente diferencidvel sempre que t > 0, e pode ser difer-
enciada termo-a-termo. Assim, esta série satisfaz o sequinte Problema do Calor com condigdes de contorno

U = Qg para (z,t) € (0,L) x (0,00)
u(0,t) = wu(L,t)=0 parat>0
Enfim, se f for seccionalmente suave,
u(z,0) = flat) + f(a—) para z € (0,L)

2
Em particular, se f for continua, tem-se
u(z,0) = f(x) parax € (0,L)

Note uma curiosa propriedade desta solugdo: mesmo que f (z) tenha saltos ou bicos, a solugdo u (x,t) serd
continua e suave para qualquer ¢t > 0. Ou seja, a solugdo u (x,t) suaviza instantaneamente a condigao inicial
f () (para qualquer ¢ positivo, por menor que seja), até nos extremos da barra.

ExXEMPLO 85. Encontremos um exemplo explicito de solu¢ao do Problema

U = Ugy para (z,t) € (0,7) X (0,00)
w(0,t) = w(mt)=0 parat € (0,00)

_J LseO0<a< 3
f(x)—{ 0,s¢ % <z<m para x € (0,m)

u (z,0)

Calculando a série de Fourier em senos de f (x), apds algum trabalho, encontramos

flz) ~ i % (1 — cos (%)) sin (mx) =

m=1

3w

. . sin3x sinbx sinbx sin7x sin9r sinl0x sinllz  sin13x
sinx + sin 2x + + + ...

3+5+3+7+9+5 11 13

Entao a solucao do sistema

Ugy = U para (x,t) € (0,m) x (0,00)
w(0,t) = wu(mt)=0 parat € (0,00)
u(z,0) = f(x) parax € (0,7)

™

u(z,t) = i % (1 — cos (n;ﬂ)) e~ gin (mz) =

m

2 . A . _o.Sin3x _ o5, SIN DT _ap, SIN 6 _40.SINTx _ <1 Sin 9

Z e tsing 4+ e Mgin 2y 4 e 9 2ROT L -25eBIMOT 36 SIMOL g SN L gy SIMIL
s

) 3 7 9

No grifico abaizo®, plotamos esta solugio para vdrios valores det (para ser exato, t = 0;0.001;0.01;0.05;0.1;0.2;0.5; 1
e2). Note a suavizagdo "instantdnea"dos saltos da condi¢ao inicial, e a queda "instantdnea"da temperatura do bordo
esquerdo para 0.

4No caso da Equacao do Calor como modelo fisico para a temperatura de uma barra homogénea, a constante o que aparece em
Ut = Qugy ¢ chamada condutividade térmica do material do qual a barra é feita.
5V0ja "filmes"no site!
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X

Nao é nenhuma surpresa que u(x,t) — 0 quando t — oo. Alids, mais ainda, note que para t grande, u(z,t) ~
%e‘t sinz (0s outros termos tem os coeficientes exponenciais muito muito muito pequenos!). Em outras palavras,
para t grande, o grifico de u(x,t) (em fungdo de x) se assemelha a uma sendide cuja frequéncia € a frequéncia

fundamental do sinal original®.

11.2. A Equacgao de Laplace

Considere agora uma placa bidimensional de material homogéneo. Seja u (x,y,t) a temperatura do ponto (z,y)
desta placa no tempo ¢. Se a placa estd isolada termicamente do meio ambiente (exceto possivelmente por suas
bordas), é possivel mostrar que a temperatura evolui segundo a equagdo do calor em duas dimensdes, a saber:

U = AU = ¢ (Uggy + Uyy)

onde ¢ é uma constante que depende das propriedades do material. Tipicamente, esta equagao vem acompanhada
de condigoes iniciais (do tipo w(x,y,0) = f(x,y)) e de contorno (por exemplo, u (z,y,t) = 0 nos pontos (z,y) na
borda de algum retangulo).

Ao invés de tentar resolver tal equagdo em duas dimensoes, abordaremos aqui agora apenas a seguinte questao:
qual seria a distribuicdo de temperatura de estado estaciondrio desta placa? Em outras palavras, queremos uma
solugao que nao dependa do tempo, ou seja, queremos resolver

Ugy + Uyy =0

Esta equagao é chamada de Equagdo de Laplace e aparece em vdrios outros contextos da Engenharia e da Fisica (suas
solugoes sdo chamadas funcgdes harmonicas). Se a regido onde vale esta equagdo for retangular (e o valor de u no
bordo da regiao for determinado por condigdes de contorno dadas), o método da separacdo de varidveis é adequado:

ExEMPLO 86. Considere o sequinte problema

Uz +uyy =0 para (-’lf,y) € (OvL) X (07M)
u(0,y) =u(L,y) =u(z,0) =0 paraxz € (0,L) ey e (0, M)
u(z, M) = f(x) para z € (0,L)

cuja solugao seria a temperatura de estado estaciondrio de uma placa com trés lados mergulhados em gelo e o quarto
lado y = M com distribuicao de temperatura deteminada por f (x).
Usando separagao de varidveis, procuremos solugéoes do tipo u (z,y) = X (z)Y (y) para as duas primeiras linhas
do problema acima. Teremos
X// Y/I

XY + XYY" = —_— = A
+ 0= e v

As condigoes u (0,y) = uw(L,y) = 0 implicam em X (0) = X (L) = 0 (pois ndo queremos solugoes identicamente
nulas). Estas condi¢des sdo incompativeis com os casos A > 0 (que dd X (z) exponencial) e A = 0 (que dd X (x)

()Alias, como o méximo do primeiro harmonico sinx estd em =z = %, isto praticamente mostra que o ponto mais quente da barra se

aproximard do centro da barra a medida que t — oco.
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fungdo afim), entio ficamos apenas com a hipdtese A < 0 (mais especificamente, com A =
as condi¢oes X (0) = X (L) =Y (0) = 0, chegamos as sequintes solugoes separadas:

enﬂ'y/L e—nﬂ'y/L

S (25

Unp (SL‘, y) = Cn

Para terminar, montamos wma soluc¢do por superposicio’
o0
= Z Cp, sinh (@) sin (@)
" L L
n=1
e calibramos os coeficientes ¢, usando a dltima condi¢do u (x, M) = f (z). Assim, queremos:
o]
nmtM nwx mrac
= Z cpsinh [ —— | sin (—) =c, = f sm ) dx
— L L

Em suma, a solugao é

oo . nmy L
u(z,y) = ansmh(me)) sin (”Lﬂ> onde b, = %/0 f(z)sin (%) dx

FEntao

4 < sinh(my) sin (ma)
u(@y) = T ;2 sinh (mm) m

Z

cujo grifico é aproximadamente

11.3. Exercicios

1) Encontre todas as solugoes ndo-nulas da forma u (z,y) = X ()Y (y) para as seguintes EDPs:
a) uy —4du, =0
b) uy +uy = 3u
c) um + 9uy, =0
d) 2%upy — Uyy =0

et —e”

"Lembre que sinhx = 5 . Esta funcéo é bastante til para simplificar as expressdes encontradas.
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Respostas: a) u(z,y) = X b)u(z,y) = @V ) u(2,y) = (€1€3%% + c2e™3%%) (c3 coswy + cysinwy) ;
u(z,y) = (c1 cos 3wz + co sin 3wx) (cze™ + cge™™Y) ;5 u(z,y) = (1 + ¢2) (e3y + ¢4);

14/ 1+4w2 1-y/144w? —w
d)u(z,y) = (cla: P +ecoxT 2 ) (csewy + cqe y) s u(z,y) = (1 + ) (e3y + ¢q) ;
14+v/1—4w? 1-y/1-4w? . 1
u(z,y) = 1T 2 + cox 2 (c3 coswy + cgsinwy) com 0 < w < 3
u(zr,y) = zl/? (c1+c2lnzx) (C3 cos g + ¢4 sin %) ;
Viw? —1 Viw? —1 1
uw(z,y) = xt/? (cl cos <w2 lnz) + cosin <w2 lnx>> (c3 coswy + ¢4 sinwy) com w > >

2) Sao dadas uma constante o > 0 e uma funcdo f (z) com dominio (0, L). Utilize o Método da Separacdo de
Varidveis para resolver o PVC do Calor com condigdes de contorno adiabdticas (isto é, as extremidades da barra

estao isoladas):
Ut = Qg para (z,t) € (0,L) x (0,00)
Uy (0,8) = uy (L,t) = 0 para t € (0,00)
u(z,0) = f(x) para z € (0, L)
Em particular, conclua que, quando t — 0o,a temperatura da barra se aproxima de uma constante, que é a temper-
atura média da barra quando ¢t = 0.

Resposta: u(x,t) =% + > | anexp (—"QL’T#?S) cos (") onde a, = %fOL f (z) cos (272) dx

3) Considere o problema do Calor:

Ut = Uge Pral <z <met >0
u(0,t) =u(m,t) =0 parat >0
u(z,0)=f(z) parad <z <

Encontre a solugao explicitamente por separagao de varidveis, nos seguintes casos:

a) f(z) =sinz.

b) f (z) = sin®z.

c) f(x)=a(r—x).

Respostas: a) u(z,t) = e 'sinz; b) u(z,t) = (3¢ 'sine — e sin3z) /4; ¢) u(z,t) =307 1, %ng,e*"% sinnx

4) [adaptado de Boyce-de Prima] Uma barra homogénea de L = 50c¢m de comprimento estd inicialmente a uma
temperatura constante de 100°C. A seguir, sua superficie lateral ¢ isolada e suas extremidades sdo mergulhadas em
gelo (a 0°C). Encontre a temperatura em seu ponto médio apés 30 minutos, supondo que (i) o material da barra é
concreto; (ii) o material da barra é ferro.

Dados: condutividade térmica destes materiais: qeoncreto = 0.005cm2/s; Qlferro = 0.150m2/s.

Resposta: (i) Aprozimadamente 100.00°C; (ii) Aprozimadamente 43.85°C.

5) Repita o exercicio (3) resolvendo agora o seguinte problema da Onda:

Uy = Uge paral <x <met >0
u(0,t) =u(m,t) =0parat >0
u(x,0)=f(z) para0 <z <7
ut (£,0) =0para0 <z <7
Encontre explicitamente a solucdo por separagdo de varidveis usando cada uma das condiges iniciais f (z) daquele
exercicio.
Respostas: a) u(z,t) = costsinz; b) u(z,t) = (3costsinz — cos3tsin3z) /4. ¢)u(z,t) =Y " ., —o5 cosntsinnz

6) Repita o exercicio (2) trocando as condi¢oes de contorno por
w(0,t) = uy (L,t) =0 para t € (0,00)
Resposta:

o0 22
u(z,t) Z by, €xp <—azLﬂ2t> sin (%x)

n=1:2

2 [k . (nm
onde b, = Z/o f(x)mn(ﬁx)dx
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7) a) Utilize o Método da Separacdo de Varidveis para resolver o seguinte PVC da Equagdo da Onda (que

representa o movimento de uma corda com extremidades fixas, largada a partir de um estado inicial f (x)):

Uy = Uy, para (z,t) € (0,7) x (0,00)
w(0,t) =u(m,t) =0 para t € (0,00)
u(x,0) = f(x) para z € (0,m)
ut (x,0) = 0 para x € (0, )

2m

Em particular, mostre que quando ¢ = =%, a corda volta ao estado inicial.

Lise0<o <3

b) Determine explicitamente esta solu¢do no caso em que ¢ e f(x) { O,seZ<z<m

Respostas: a) u(x,t) = > " | cncos (cnt) sin (nx) onde ¢, = 2 [ f (x)sin (nz) dz. Como cos (cnt) tem periodo

n=1
27”, temos u (m,t—i— 27”) =u(x,t), isto é, a corda repete seu movimento a cada 27” unidades de tempo.

b) A série em senos f(z) ~ > o 2 (1—cos () sinma estd no texto do capitulo. Entio:

u(z,t) = i 2 (1 — cos (g)) cos (mt) sin (maz) =
1

2 . . sin 3x sin bx sin 6 sin 7z
= — costsmx+Cos2tsm2m+cos3tT + cos 5t 3 + cos 6t 3 + cos Tt 7 + ...
T

cujo grafico pode ser feito usando as técnicas do capitulo 18:

Grafico de u (z,t)

8) Dada uma fungéo g (x) com dominio (0, 7), use o método da separagdo de varidveis para resolver formalmente o
seguinte problema da Onda (agora a corda tem extremidades fixas e sua posi¢ao inicial é reta, mas ha uma velocidade

inicial g (x)):

Ut = Upg pral<ax<met>0
u(0,t) = wu(mt)=0parat>0
u(z,0) = Oparal0<z<m
ut (,0) = g(x) parad<z <

Resposta: u (z,t) = Y| ¢y sinntsinnz onde ¢, = = [ g () sin (nz) dz.

9) Resolva por separagao de varidveis a seguinte "variante"da Equagdo do Calor:

U —Upe —U = Oparald<zxz<met>0
u(0,t) = w(mt)=0parat >0

_ _ a,se 0 <z <3
u(@,0) = f(x)—{ —a,se 5 <xr<T
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Resposta:
— 8a (1-n?)t - 8a (1—(4k+2)2)t s
u(z,t) = n;;l —¢ sin (nx) = kZ:O m@ sin ((4k + 2) )

10) Resolva por separagao de varidveis o seguinte problema de Laplace

Ugy +Uyy =0para0 <z <mel<y <1
w(0,y) =u(my)=u(z,])=0paral<z<mel<y<l1
u(z,0)=4parad <z <

) 16 sinh(n(1—y)) sinnz
Resposta: u(z,y) = T Zn fmpar = sinhn  n

11) Resolva por separacao de varidveis o seguinte problema de Laplace

Ugz T Uyy = Oparal<az<mel<y<L
w(z,0) = w(0,y)=u(my) =0para0<y<L
u(z,L) = x(r—2z) prrad<z <

. _ 8 oo 1 e"Y—e ™Y s _ 8 [eS] 1 sinhny _:
Resposta: u (x,y) = 2D " 1.0 75 Gr—emmp SIMNT = = > 7 o 5 SR sinna,

Problema 10 Problema 11

12) a) Seja R o quadrado (0,7) x (0,7) no plano zy e R o seu bordo. Por separagdo de varidveis, mostre que
a solugao do problema de autovalor:

Au = —)upara (z,y) € R
u = 0para (z,y) € OR
é
u(z,y) = Z Crmn Si0 (M) sin (ny) onde m,n € N* e A = m? + n?
m,n=1

b) Mostre que a fungao
Umn (l‘, Y, t) = e_(m2+n2)t

é uma solugdo do Problema do Calor bidimensional

sin mz sin ny

Ut = Ugy + Uyy para (z,y) € Ret >0
u(z,y,t) =0 para (z,y) €0Ret >0
u(z,y,0) = sinmaz sinny para (z,y) € R

¢) Mostre que
Umn (2, Y,t) = cos ( m? + n2t> sin mx sin ny
¢ uma solugéo do Problema da Onda bidimensional
Uy = Ugg + Uyy Para (z,y) € Ret >0
u(xz,y,t) =0 para (z,y) €O0Ret >0
u (z,y,0) = sinma sinny para (z,y) € R
ut (z,y,0) =0 para (z,y) € R
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Nota: Como cada Uy, € periddica em t, estas funcdes sio chamadas de ondas estaciondrias®; elas descrevem as
freqiiéncias fundamentais presentes na vibra¢io de uma membrana retangular (os grdficos abaizo mostram algumas
destas ondas quando t =0).

8Filmes no site!






CAPITULO 12

A Equacao de Laplace no Disco

Até aqui, todos os problemas que abordamos envolviam regioes retangulares, para as quais o sistema usual
de coordenadas era suficiente. Se a regido em questdo tem um bordo circular, pode ser preferivel trabalhar em
coordenadas polares.

12.1. Laplaciano em Coordenadas Polares
Dada uma func¢ao real u (z,y), podemos reescrevé-la em coordenadas polares usando a mudanga de coordenadas
r=rcosf; y=rsinb

ou reversamente

r? = 2% +y% tanf = g
x

Assim, obtemos uma nova fungao v (r,6) = u (r cos 8, sin f). Vamos abusar a notagdo e chamar a nova fungéo de u
mesmo (ao invés de v). Nosso objetivo é escrever o Laplaciano Au = g, + u,, usando derivadas com relagdo a r e
#. Comece notando que

T .
T, = — =costiry= Y —sing
r r
-5 sin @ 1 cosé
O = yQZ_T;Gyi N2 7
1+ (%) 1+(2)
portanto
sin 6
Uy = UpTy + ugly = cosb -u, — - Ug
. cos
Uy = Upry + ugly =sinb-u, + Ug
e novamente
9 2sinf cos sin? @ sin? @ 2sinf cos
Ugy = COS 0 - Upp — ——————Upg + TUGO + Uy + p) Ug
r r r r
. 9 2sinf cosf cos? 0 cos? 0 2sinf cosf
U = sin®“0-upp + —————Upg + ——Ugg + Up — U
Yy rr r r0 2 60 r r r2 6

Enfim, somando estas duas, chegamos & expressao do Laplaciano em coordenadas polares
10

1 1
AU = Ugy + Uyy = ~ =~ (rur) + 2 U6 = Urr o + 72 oo

r or

12.2. Separacgao de Variaveis em Coordenadas Polares

Com a nova expressao do Laplaciano em méaos, podemos atacar o problema de Laplace em regides “redondas".
Por incivel que parega, um dos problemas mais simples trata de um semi-anel:

ExeEMPLO 87. Vamos resolver o sequinte problema de Laplace no semi-anel:

Au=0paral <r<3el<bl<m
uw(1,0) =u(r,0)=u(r,m) =0para0 <O <mel<r<3
u(3,0) =sin20 para 0 <0 <7

Procuremos solugoes separadas da forma u (r,0) = R (r) © (0) para as duas primeiras linhas. A equa¢ao Au = 0 nos
da

1d 1 0" rd
~— (rRYO®+ RO =0= ——=—=—(rR) =\
rdr(r ) +r2 €] Rdr(r )
onde A\ é uma constante. Em suma, temos que resolver as sequintes EDOs
0'+X0 = 0
d AR

o /
dr (ri) T

57
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sujeitas as condigées R (1) = O (0) = © (7) = 0.

Caso A < 0: Neste caso, as solugoes para © (0) sdo exponenciais ou fungoes afins. Nenhuma delas serve, pois
queremos O (0) = © (7) = 0.

Caso A > 0: Entdo © (0) = Cy cos (\59) + Cysin (\59) . Para ter © (0) = © (7r) = 0, devemos ter A =n? e
Cy =0, onde n é um natural positivo. Assim, © (0) = Cysin (nd). A equagdo em R nos dd

2
R
(rR) == = 1”R"+rR = n’R =0
que é uma equacio de Euler' cuja solu¢io geral é da forma
R(r)=Csr™ + Cyr™"

Como queremos R (1) =0, devemos ter C3 = —Cly, isto é, R(r) = Cs (r™ —r=").

Juntando tudo, encontramos as sequintes solucoes separadas

Up (1,0) = ¢, (r"™ —r~") sin (nf)

Por superposicao, espera-se que
o0
u(r,0) = Z cn (r™ —r7") sin (nf)
n=1

seja a solugdo do problema desejado — basta agora calibrar as constantes c,, para que se adaptem a ultima condicao
de contorno u (3,0) = f(0) = sin20. Em geral, precisariamos abrir f(0) em sua série de senos > by, sin (n) para
tomar entao

by,
3” — 3—”
Neste caso, porém, tivemos sorte — f (6) = sin20 é sua propria série em senos, isto é, by =1 e b, = 0 para m # 2.

en (3" =37") =bp = cn =

Assim, a solug¢ao desejada é simplesmente co = ?)g_bﬁ = ﬁ = 8—90, isto é
9
u(r,0) = 20 (r* —r~?)sin26

ou, de volta as coordenadas cartesianas

9 (2P 4y +1) (2 + P - 1) oy
u(%y)—@ (.’I,'2+y2)2

A
N

Se a regido for um circulo, ha algumas condigoes de contorno “escondidas". Veja o exemplo a seguir.

ExeEmMPLO 88. Seja f(0) uma fungao periddica de periodo 2w. Mostremos que a solugdo finita do seguinte
problema de Laplace no circulo de raio a

Au=0para0<r<ae0<6<2r
u(a,0) = f(0) para 0 <6 < 2rm

Ipara relembrar a solucao da Equagao de Euler
"

z2y" +azy +by=0

veja os exercicios.
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™

u(r,0)

55 o 5 o o0, 3 o)

n=1

i

onde f(0) % + Z ay, cos (nf) + by, sin (nh)

n=1
De fato, usando o método de separagio de varidveis, chegamos novamente as EDOs
0"+X0 = 0
”R'+rR' —AR = 0
Note que queremos que © seja periddica de periodo 27, ji que, em coordenadas polares, 0 = o e 8 = o+ 27
representam o mesmo ponto e, portanto, u deve assumir o mesmo valor para 0 = « e 0 = o+ 2w. Assim, o caso

A < 0 nao nos interessa (pois © seria uma combinacgdo de fungdes exponenciais).
No caso A =0 temos que © é uma funcgao afim, o que sé é periddica se for constante. Ai

rR”—l—R’:O:>%(rR')zO:TR’:Cl:>R:C’11nr+C2

como Inr — —oo quando r — 04+, para que a solu¢do seja finita, precisamos tomar C; = 0. Assim, a tnica solugdo

encontrada para A =0 é ug (x,t) = ¢ = cte.
Enfim, se A > 0 voltamos ao caso do exemplo anterior. Temos

O (0) = Cy cos <ﬁ0) + Cysin (\59)

Como queremos que © seja periddica de periodo 2w, precisamos tomar A = n
anterior:

2. Entdo, analogamente ao exemplo

() = Cycos(nb)+ Cysin(nb)
R (7‘) = Cg?"n + 047”771
Mais uma vez, para que a solucdo seja finita quando v — 0%, precisamos tomar Cy = 0. Assim, encontramos as

sequintes solugoes separadas
Uy (1,0) = r" (A, cos (nd) + By, sin (nh))

Superpondo tudo, esperamos ter uma solugcio da forma
u(r,0) = Ag + Z r" (A, cos (nf) + By, sin (nh))
n=1
Enfim, tomando r = a, vem a condi¢do
u(a,0) = f(0) = Ao + Z a" (A, cos (nd) + By, sin (nh))
n=1
o que indica que esta é a série de Fourier de f. Em outras palavras, temos

ao

_ _n b W N, ’
Ag = 5 A, = B, = s onde f (0) 5 + Z ay, cos (nf) + by, sin (nh)

J
am
n=1

demonstrando a afirmacao original.

COMENTARIO 89. E interessante escrever esta expressdao usando a forma complexa. Ficariamos ao invés com

%) —00
r\" . TN _,
u(n 0) =cp+ E 1Cn (g) ez’ﬂ@ + E 1C—n (g) e inf
n= n=

no caso em que f (0) é uma fungdo real, sabemos que ¢, e c_p, sio conjugados, portanto os somatorios sio conjugados

um do outro. Entao
o) _~
79 — 2R » (7) inf
w(r,0) =co+ 2Re < E () €

n=1
ou, trocando a representacio do plano xy pelo plano complexo via z = x + iy = re':

i n 1 2 )
u(z) = Re (Co + Z 2¢cy, (2) > onde ¢, = > f(0) e—in gg
n=0

0
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Note que a expressio entre parénteses é wma série de poténcias genérica® em z.

12.3. Exercicios

1) Usando a Regra da Cadeia, encontre expressoes para ., u, € ugg em termos das derivadas de u com relagéo
a x e y. Substitua as expressoes encontradas em

Upp + —Up + 72“99
r r
e deduza novamente que esta expressao é o Laplaciano.

2) Mostre que a fungdo y (x) = =" ¢ solucdo da equacao de Euler
22y 4+ axy’ +by =0

desde que r seja raiz de 2 + (a — 1)r +b = 0.

a) Conclua que, se A = (a — 1)2 — 4b > 0, as raizes distintas r; e ro desta quadratica levam & solugao geral
y(x) = Cra™ 4 Coz™.

b) Se A = 0 e h4 apenas uma raiz dupla 7, mostre que y (z) = 2" (C; + Cy Inx) é solugdo.

c¢) Enfim, se A < 0 e as rafzes sdo complexas da forma « + i, escreva gotbi — glatfi)Inz — palnweki(flnz) napy
encontrar solugoes do tipo y = 2 (Cy cos (Blnz) + Casin (S1nx)).

3) a) Mostre que
u(z,y) =Cyln (a:2 + y2) + Oy
¢ uma solucao da equagao de Laplace em todo o plano, exceto na origem.
b) Mostre que

C
U(T1, T2,y ey Ty) = Tni—lz + C5 onde r = \/m% +ai+.. a2
é uma solugdo da equagdo de Laplace em R™ (exceto na origem), a saber®:

AU=Ug, 3, + Upgzy + ... + Ug, 2, =0

4) Encontre a solugéo u (r,0) da equagao de Laplace abaixo com as seguintes condigdes de contorno
Au=0paral <r<2el<f<m
w(l,0) =u(r,0) =u(r,m)=0paral <r<2e0<6<m7
u(2,0) =4para0<0<m

Resposta: u (r,0) = 183" =" sin(ng)

n fmpar 2n—2—n n

Problema 4

5) Encontre a solucdo finita u (r,0) do seguinte problema de Laplace em coordenadas polares no semi-circulo

Au=0paral<r<2el<f<m
u(r,0) =u(r,m)=0para0<r<2e0<6<m
u(2,0) =8para0<f<m

2De fato, u (z) é qualquer funcdo analitica complexa, tanto sua parte real quanto sua parte imagindria sdo harmonicas!
3Em particular, em R3, as solucbes u (z,y) = C/r sdo indicativas de vdrios potenciais energéticos que sdo “proporcionais ao inverso
da distancia-- como a energia potencial gravitacional, por exemplo.
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6) Encontre a solucao finita u (r, ) do seguinte problema de Laplace em coordenadas polares no circulo de raio

A
{ Au=0para0<r<AefeR

ur (A,0) = f(6) para 8 € R
onde f é uma funcao periédica de periodo 2. Que outra condicao f deve satisfazer para tal solugao existir?
Resposta:

u(r,0) = Ao+ n; # (an cos (nB) + by, sin (nd))

onde

Ay € R (arbitrario)

ap, = 1 f(0)cos (nd)do
™ —T
1 [ .

b, = — £ (0)sin (nd) do
L

A condi¢ao para esta solu¢do funcionar é que fj f(0)d0 =0 — ou seja, o fluxo total de calor através da borda tem
™
que ser nulo para que haja um estado estaciondrio!

7) a) Use a identidade cos§ = eer;_m para descobrir que

3 1 cos (nf) = — 1080
o T 1—2rcosf+ 172

sempre que |r| < 1.
b) Vimos que a solugdo do problema
Au=0para0<r<ae0<6<27
u(a,0) = f(0) para0 <0 < 2r
é
ap r\" r\" . 1 [2r 1 /2 .

u(r,0) = 74_2 an, (7) cos (nf)+by, <7) sin (nd) onde a, = — (o) cos (nor) dov € by, = — f (a)sin (na) da.
2 ne1 a 0

a T Jo 7r
Substitua os valores de a,, e b, na expressao de u (r,6) e use o item (a) para chegar a férmula
1 [ a2 —r?
) = — d
u(r,9) 271'/0 a? +r2? — 2ar cos (H—Oz)f(a) “

que é a chamada Integral de Poisson que representa a solugao da equagao do potencial.







CAP{TULO 13

A Funcao Gama e as Funcoes de Bessel

13.1. A Funcao Gama

Vocé deve lembrar da definicao da funcao fatorial para n natural positivo

n!:Hk:1~2-3-...~n
k=1

(além disso, convenciona-se que 0! = 1). A funcao fatorial é 1itil para escrever alguns produtérios de nimeros inteiros
de forma resumida:

ExXeEMPLO 90.

12

12!
Hk = 4.5-6-...-12= —
3!
k=4

2:4-6-...-48

48 24
IT == ][ 2n) =224

k=2:2 n=1
(2a+1)! (2a+1)!
1:3:5-...-(2a+1) = 2~4~...~(2a): 5 al

E se n nao for inteiro? Existe algo como %!? Sim! A fungdo Gama é uma extensao do fatorial para nimeros
reais:

DEFINICAO 91. Para x > 0, definimos a funcao T () como

[(z)= [, t" tetdt

PROPOSIGAO 92. Sempre que as integrais acima convergirem (ou seja, para p > 0), vale

T(p+1) =2l (p)]

DEMONSTRACAO.

F(p+1) = /O e tdt = (—tPe”"] 7 + p/ tP~te~tdx = (0 — 0) + pI' (p)

0
]
PRrOPOSIGAO 93. Para n natural positivo, vale
T(n)=(n-1)]
DEMONSTRAGAO. Claramente, I' (1) = [~ e~'dt = 1; entéo
F'n)=n—-)Tn-1)=n-1)n-2)T(n-2)=..=n-1)(n—-2)..1T'(1) = (n — 1)!
]

COMENTARIO 94. Como a integral que define T (x) s6 converge para x > 0, usa-se a propriedade T (p) =
T'(p+1) /p recursivamente para definir T (x) quando x < 0, isto é
T'(z+mn)
z(x+1)(z+2)(z+3)...(x+n—-1)

I'(z)=

onde n é escolhido de forma que x +mn > 0. Com esta definicao, o grdfico de T (x) fica assim

63
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X L

Em outras palavras, a funcao T'(x) é uma generaliza¢ao da funcao fatorial para x € R e, portanto, cresce extrema-
mente rapido para x > 2. Note que os inteiros negativos nao estio no dominio de I' (x) — por qué?

As propriedades acima jd ajudam a escrever alguns produtérios complicados:

EXEMPLO 95.
r(0.1) = (19.1)-T(19.1) = (19.1) - (18.1) - I'(18.1) = ... = (19.1) - (18.1) - ... (0.1) - T'(0.1) =
19
= JI (k + 110) =(19.1)- (18.1) -...- (0.1) = FF((200-f))
k=0

Em geral, se n é um natural positivo qualquer,
z(xz+1)(z+2)...(z+n—-1)=
para qualquer x € R—{0,—-1,—-2,-3,...}.
Vamos agora explorar um pouco mais as propriedades da fungao Gama.

PRrOPOSICAO 96. Temos

Iy e~ dt = g
L(z3)=vr

DEMONSTRACAO. Seja I a integral imprépria acima. Entao, denotando por @) o primeiro quadrante do plano

xy:
(/ e_”’zdx) </ e_dey> :/ eV gA = /2 / e rdrdo =
0 0 Q 0o Jo

= 27

2 e " ™ 1 ™ N3
- d="(or)=Tor=V"

/0< QL 2<+2> 1717

1 0 et 1 2 o0 2 s
'i=)= —dt = —e " (2udu) = 2e " du=2"— =
(3)= = [ e o= | F =V

Neste momento, fica facil calcular alguns fatoriais “novos":

1 3 1 1 ™
3 = F<2):2F<2> =7
5, _ 5.3 1, 16V
2 2 2 2 8

A proposigao a seguir dé algumas defini¢oes alternativas da fungdo Gama (sendo a primeira delas a definigao

utilizada por Euler no século XVIII):

12

Portanto

EXEMPLO 97.
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PRrOPOSICAO 98. Temos

nln® 1oy (1+14)°
T (z)= li — T[St
@ = Jlim i~z L Ttz

n=1

e portanto
e~ s e;l;/n

F@=—1Il17=

n=1

onde v = lim,,_, (( [ %) —In n) ~ 0.57722... é a constante de Euler.

DEMONSTRACAO. Nos exercicios abaixo, indicamos como mostrar estas igualdades para x natural. O caso geral
nao serd demonstrado aqui. O

Outras propriedades que citaremos sem demonstragao incluem:

PROPOSIGAO 99. A funcdo Gama satisfaz a férmula de reflexdo
0

Fx)r'(l—=z) = prml LR Z7

e a férmula de duplicagao
1
22217 ()T <x + 2) = /nl (22)

Uma conseqiiéncia importante da primeira férmula acima é que a fun¢do Gama ndo tem zeros reais (nem com-
plexos). Uma importante aproximagao da fungdo Gama, vélida para valores altos de x, é a seguinte:

PrOPOSIGAO 100 (Férmula de Stirling). Tem-se
r 1
lim L&D on
T—00 xIe*a”\/ﬂf
isto é, neste sentido,

x
D(x+1)~V2rzx (E> para x suficientemente grande
e

13.2. Funcgoes de Bessel

Assim como a EDO de Euler aparece ao resolver a Equacao de Laplace em coordenadas polares no plano, uma
outra EDO aparece ao atacar as equagoes cldssicas em coordenadas cilindricas ou esféricas. Esta EDO é a Fquag¢do
de Bessel (de ordem p > 0):

x2y// +:ny' + (:C2 7p2) Y= 0
Utilizamos o Método de Frobenius para encontrar solucoes desta EDO. Lembre que o método de Frobenius consiste

em procurar uma solugao da forma
o0 o0
y(z) =2° g anx" = E ap "t

n=0 n=0

onde ag # 0 e s ¢ uma constante a ser escolhida mais tarde. Entao!

V(@) = Y+ s)auet

Yy (x) = Z (n+s)(n+s—1)a,z"t52
e, portanto,
2y +xy = a° Z (n+s)(n+s—1)apz™ +2° Z (n+s)apz" = x° Z (n+ )% anz”
P’y = 2°) —plaua”
o0
z?y = z° Z apz"t? = g° Z Ap_ox"
n=2
Substituindo tudo na EDO de Bessel (e dividindo por x*), encontramos as seguintes equagoes nos coeficientes a,:
Tomandon = 0: (52 —p2) ap =0
Tomandon = 1: ((5 +1)% = p2> a1 =0
Outros valores de n > 2: ((s + n)2 — p2) Gy + Gp_g =0

INas linhas a seguir, somatoérios sem indices sao de n = 0 até oo.
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Ou seja, da primeira equagdo (lembrando que ag # 0) temos s = +p. Para encontrar a primeira solugdo, usamos
entao s = p. Da segunda equagao, vem a; = 0. Enfim, a terceira equagao dé a recorréncia
an:ﬁou nto = —Gn
n(2p+n) n+2)2p+n+2)

ou seja, os coeficientes de ordem impar serdao todos nulos; os de ordem par sao:

. —a2k—2 A2k—4 _
kT Sk 2pt2k)  2k(2k—2)(2p+2k) (2p 2k —2)
_ (-1)*a
T 2R(2k—2)(2k—4)..42) ((2p T 20k) 2p12k—2)..2p+2)
(-D)" (D rp+1)

T T T I R k=1 (p DT R (k1)

Enfim, voltando & férmula de y (), ficamos com
[e'S) k
(-1 ok

y(@) = aPaol (p+1) Y =5
=2 KT (p+k+1)

Para facilitar as contas, é comum escolher uma solugao tomando ay =
chegamos a uma solucao da forma:

F(Tllﬂp. Com esta escolha, finalmente

y(z)= (f;)p;mr(szj)pm (5)"

Apesar das contas acima terem sido feitas apenas para p > 0, vamos dar um nome para esta expressao englobando
valores quaisquer de p.

DEFINIGAO 101. Sejap € R. A fungdo de Bessel de primeira espécie de ordem p é a funcao definida pela sequinte

série de poténcias
ey (CD" gy
Iy (z) = (5) D nIl (n+p+1) (5)

n=0

Se p ¢ inteiro, esta fungdo estd definida para todo = real’; se p nao for inteiro, a defini¢io sé faz sentido® para x > 0.

EXEMPLO 102. O caso mais comum é o caso em que p é natural:

p@ =3 ()

n=0
E imediato escrever alguns exemplos
= (-1)" (m)Q" z? 2t 2
— — =1—- — —_— =
ol z:;) (nh)* \2 164 2304
_ o Y (m)Q"H oz o ab z7
Ji(z) = nz::o nl(n+ 1) \2 =27 16 384 Isaz2 T
(=)' gz\2H2 g2 gt 1 1
> (z) ;O al(n+2)! (2) 8 06 "30m2”  18a320” T
enquanto
== (=" (x)Qn—l oz 2 A x’ _
Joi(z) = n; nl(n— 1)1 \2 =3 % it - @
= (=D)" yz\»2 g2 gt 1 1
Jﬁ — — = — = — — vee — J
2(2) ; nl (n — 2)! (3) 5 o6 s mwswt T
)

pois os termos que apresentam (—1)! ou (—2)! no denominador sao simplesmente descartados.

2Desde que seja usada a convengao ﬁ = 0 sempre que n for inteiro negativo ou nulo.
3Aplicando o Teste da razao a série de poténcias, encontramos
T\ 2 1
=(5) ——— 0
2/ (n+1)(n+p+1)
quando n — oo. Assim, o raio de convergéncia da série de poténcias é +0o. O problema com o dominio de Jp () néo estd na série, mas
na presenga do termo zP.

Cn41
Cn
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1.0 T\

08T \

02T = < — _

0.0

-04—

As fungoes de Bessel de ordem 0,1,2 e 3 e a fungao %

Note nos gréficos que as fungdes de Bessel sdo oscilantes* (apesar de suas rafzes, em geral, nio estarem igualmente
espagadas) e tém decaimento semelhante a ﬁ Outras curiosidades do gréfico (a serem demonstradas nos exercicios)
sao:

e Nos valores de = onde o gréfico de J, corta o eixo x, as funcoes "adjacentes"J,1 e J,_1 sao simétricas.
e Nos valores de x onde o grafico de J, tem um minimo ou maximo local, os gréficos das fungoes “adjacentes"Jp e
Jp—1 se cortam.

Deixamos as seguintes propriedades como exercicios para o leitor:

PROPOSICAO 103. Se p é inteiro par, entao J, (x) é uma fungdo par. Se p é inteiro impar, entdo Jp, (x) é uma
funcao impar.

PROPOSICAO 104. Se p é um inteiro positivo, entio J, (z) = (=1)" J_, (z).

PROPOSICAO 105. Jyjo (z) =/ 2 sinz e J_q/5 (x) = 1/ 2 cosa.

T

ProrosigAo 106. Vale a sequinte recorréncia
2 gy @) = Ty () + Ty (2)
Ja as derivadas das funcoes de Bessel sao dadas por:
Prorosi¢Ao 107. Vale a sequinte relag¢ao
20, (@) = Jper (&) = Jpi1 (@)
Em particular, tomando p = 0 na sequnda equagao, vem
Jo (@) = i (x)

As proposigoes acima permitem calcular .J, 11 e J, em fungao de J, e J,_1; em particular, qualquer fungao J, (z),
assim como todas as suas derivadas, podem ser expressas em funcdo de Jy e Jq!
Por outro lado, para calcular integrais que contenham as fungoes de Bessel, as préximas relacoes sao tteis:

PROPOSIGAO 108. A partir das relagoes acima, é facil mostrar que

d
dr (@ Jp) = aPJp
d —-p —-p
= (@) = e

41ntuitivamente7 este comportamento oscilante ocorre pois, fazendo z = \/zy, a EDO de Bessel em z () é
1 /1
" 2
2+ z=— - — z.
x2 (4 P )

Para x grande, esta equagdo é essencialmente 2z + z = 0, cujas solugdes sdo sinz e cosz (e suas combinagoes).
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Enfim, voltemos & EDO de Bessel original

xzy”—kxy’—k ($2 _p2)y =0
De fato, tanto J, (z) como J_, (z) sdo solucoes desta equagdo. No caso em que p nao é inteiro, pode-se mostrar que
estas solugdes sdo linearmente independentes (pois J, (0) = 0 enquanto J_,, (0) é ilimitada), e a solugéo geral desta
EDO é simplesmente

y(2) =c1dy (z) + cadp ()
No entanto, no caso em que p ¢é inteiro, as fungbes J, e J_, sdo idénticas (a menos possivelmente de um sinal)!
Assim, precisamos de uma segunda solucdo, que é exatamente a fun¢do de Bessel de sequnda espécie, chamada de
Y, (z). Assim, para p inteiro, a solucdo geral da EDO de Bessel é

y(z) = c1dp (z) + Yy (2)

Nao abordaremos a funcéo Y, (z) neste texto; citaremos apenas que para p inteiro temos lim, o+ Y, (z) = —oo.
Como J_, também ¢ ilimitada perto de = 0, temos:

PRrROPOSIGAO 109. Seja p > 0. As tnicas solugdes limitadas préoximas de x = 0 da EDO de Bessel

Paramétrica de Ordem p

ny”—&—xy'—&— ()\2332 _pZ)y: 0

y(2) = erdp (M)

DEMONSTRAGAO. Verifique que a solugdo geral desta EDO é y (z) = c1J, (Ax)+c2Y, (Az) (ou, se o leitor preferir,
y(z) = e1dp (M) 4+ caJ_p, (Ax) no caso em que p nédo é inteiro). Como sé queremos solugdes limitadas préximas de
x = 0, o resultado segue imediatamente. O

ExeEMPLO 110 (Ondas Estaciondrias no Tambor). Uma onda numa membrana pode ser representada por uma
fungio u(z,y,t) onde u é a altura da deformagio desta membrana no ponto de coordenadas (x,y) no instante t.
Nestas coordenadas, a Equagio da Onda é

up = AU = 2 (Uzaz + Uyy)

Se a membrana é um disco, pode ser mais 1til trabalhar em coordenadas polares. Assim, procuramos uma fun¢do
u(r,0,t) que satisfaca

1 1
uy = *Au = ¢? (uw- + ~up + 2u99>
T T

Normalizemos a equagdo tomando ¢ = 1 e procuremos as solugoes separadas desta equagdo. Tomando u (r,0,t) =
R(r)©(0)T (t), vem
. 1 R'OT RO'T 7 R' R o

ROTT = RTOT + T * r2 T R Jr7“R+r2@
Assim, temos as sequintes EDOs:

"= -MT

0" = -0

2R’ +rR + (M2 = X) R=0

Facamos mais uma simplificacao: vamos procurar apenas solucdes oscilatdrias, isto é, solucdes que sejam periédicas
em t. Entio temos Ay = \> >0 (evitando exponenciais em t); por outro lado, se o dominio for 6 € R, é necessdrio®
que © (0) seja uma fungdo de periodo 27, isto é, Ay = p* onde p =0,1,2,.... Assim, a equacio em R (r) é

r?R" +rR + ()\27"2 -p)R=0
ou seja, uma EDO de Bessel de ordem p. Como p é inteiro, as solugoes desta EDO sao
R(r) =c1dp (Ar) + Y, (Ar)

mas, se quisermos apenas solugoes que nao "explodam"no centro do tambor (r = 0), temos de jogar fora a componente
Y,. Juntando tudo, encontramos solucoes separadas da forma

up (1,0,t) = Jp (A1) (1 cos pf + o sin ph) (c3 sin At + ¢4 cos At) = ¢J,, (Ar) cos (pf + 6p) cos (At + @)

5Caso o dominio em 6 seja restrito (algo como 0 < 6 < 7, por exemplo), entdo condigoes de contorno decidiriam os possiveis valores
de Ao.
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As figuras abaizo ilustram algumas destas solugdes (normalizadas tomando c =X =1 e 6y = ¢, = 0; as solugdes sio
ilustradas no tempo t =0):

A fungao ug (r,0) = Jo (1) A fungdo uy (r,0) = Jy (r) cos b A fungao uz (r,0) = Ja () cos 20

13.3. Exercicios

1) Calcule T' (3) e I" (3).
Resposta: T (2) = £ el

2) Calcule T (?0) ( ) (%) em fungao de T’ (%) ~ 2.6789. Confira sua resposta com o auxilio de uma
calculadora ou computador.

Resposta: T ( 3) 2 (4) ~2.7782; T (3) = ~1.3541 e T (&) = 3227~ ~ 4.0122.

A A ()

3) Mostre que, para x > 0

o 2
I'(z)= 2/ e P at
0

4) Dado n natural positivo, considere
nln®

xTr) =
fn (@) z(xz+1)(z+2)...(x+n)
Pode-se mostrar que lim,, ., fr (z) existe qualquer que seja  complexo (exceto quando x = 0, —1, —2, ...), motivando
a definicdo de uma nova fungao

fx) = lim f, (z)

a) Calcule f (1).

b) Calcule lim,, Fu(z+1)

fn(z)
conclua que f () =T (z) = (x — 1)! para z natural positivo.
¢) Mostre que

e mostre que f (z+ 1) = zf (z) para todo x no dominio de f (z). Em particular,

e~ T O ew/n

f @)= T };‘[114'%

onde v = lim,, . ((Zk 1 k) In n) ~ 0.57722... & a constante de Euler.

5) Prove as proposigdes 103, 104 e 105.

6) Prove as proposi¢oes 106 e 107. Use-as para escrever as seguintes expressoes em funcao apenas de Jy e Jp: a)
Ja (z). b) J5(x). ¢) J{ (z).
Respostas: a) Jo (x) = 2Jy (x)—Jo (z); b) J5 () = 2J (z)+ 2 _4J1( i) J{ (2) = =20y (z)+(Z - 1) J1 (2).

7) Prove a proposigao 108.

8) Use o resultado da proposi¢ao 108 para calcular (sua resposta contera funcoes de Bessel):
) [ i (@
b) fxp'HJ ( ) dx
c) f(mJl( ) — Jo (z)) dz [Dica: partes em [ z.J;dz]
d) [z*J; (z) dz [Dica: dv = z?J,dx]
Respostas: a) —Jo (z) +C b) 2P, () + C ¢) —ado (x) + C d) 21Ty (x) — 223 J3 (z) + C.

&
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2
3y (z) = \/?(sinm—xcosx)
7r
2 N
sy () = ﬁ((Sfx)smxfiimcosm)

10) Mostre que, se J, (\) = 0, entdo J,_1 (A) = —Jp11 (A); por outro lado, se J), (A) = 0, entdo J,1 (\) =
Jpt1 ()‘)

11) Sejam « e f3 reais distintos.
a) Verifique que as funcbes y1 (z) = J, (az) e y2 (z) = J, (Bz) satisfazem

9) Mostre que

ey +ayy + (P2 —p*)y1 = 0
2y +ayh + (B2 —p*)ya = 0

b) Mostre que:

d(z (y1y5 — y2y1)) 2
dx _( 2 5)

¢) Integre esta equagéo de 0 a 1 para concluir que, se o # 3:

[ 53y ) 3y = D)= Dok 1)
0 P P OZ2—/62
isto &
' 7, () 7, (8) — aJ! () J
/0 xJp(O‘x)Jp(ﬁx)da?:ﬂ »(a) p(§2_62p< ) Jp (B)

12) Mostre que, se m e n sdo inteiros, entdo as fungdes
Um,n (1,0, 2) = Jp, (mr) sin (nf + 0) sinh (m=z)
sao solucoes separadas e limitadas perto de r = 0 da Equacao de Laplace tridimensional em coordenadas cilindricas
1 1
Au = Uy + —u, + —ugg +us, =0parar >0,0,z€ R
r r

satisfazendo a condigdo de contorno u (r,6,0) = 0 (nota: ndo sdo as unicas solugoes, ha outras!).



CAPITULO 14

Séries de Fourier-Bessel

Pode-se mostrar que as funcoes de Bessel de primeira espécie satisfazem & seguinte condicao':
BIp (), (B)—adp(B)J} ()

/0 xJp (ax) J, (Bz) de =

a?—3

7 ,se a# [
%(J;(A)2+(1—§;§) (Jp()\))2),sea:ﬁ:)\

(14.1)

Em particular, se o e 5 forem raizes positivas distintas de J, (z), temos a seguinte relacdo de ortogonalidade

/0 zJp (ax) Jp (Bz)de =0

Esta relagao sugerem a criagdo do seguinte produto interno com peso x entre duas fungoes com dominio [0, 1]:

(f,9) =

1
/ of (2)g () du
0

Note que esta operagao define, de fato, um produto interno. Fixe um determinado p e considere as fungoes ¢,, (x) =
Jp (Anz) onde n = 1,2,3,... € A1, Ag, ..., Ay, ... 580 as rafzes positivas de Jp, (z). A relacdo de ortogonalidade acima
diz simplesmente que o conjunto {¢, ¢y, ..., d,,, ...} é ortogonal com relagéo a este produto interno!

EXEMPLO 111. As raizes das fungoes de Bessel, e de suas derivadas, sdo tabeladas. Por exemplo, aqui estao as
cinco primeiras raizes positivas das funcoes de Bessel e suas derivadas, de ordens 0 a 5:

Jo J1 Jo J3 Ja
A1 24048 3.8317  5.1356  6.3802  7.5883
A2 55201  7.0156  8.4172  9.7610 11.0647
Az 8.6537 10.1735 11.6198 13.0152 14.3725
Aq 117915 13.3237 14.7960 16.2235 17.6160
As  14.9309 16.4706 17.9598 19.4094 20.8269

Js
8.7715
12.3386
15.7002
18.9801
22.2178

b J!
3.8317  1.8412
7.0156  5.3314
10.1735 8.5363
13.3237 11.7060
16.4706 14.8636

%
3.0542
6.7061
9.9695
13.1704
16.3475

%
4.2012
8.0152
11.3459
14.5858
17.7887

Ji
5.3175
9.2824
12.6819
15.9641
19.1960

A titulo de exemplo, tomemos p = 1; as fungdes ¢,, (x) = J1 (M) tém os sequintes grdficos no intervalo [0,1]:

y

04T

02T

0.1 1

0.0 —

01T

03T

J5
6.4156
10.5199
13.9872
17.3128
20.5755

Note que ¢,, (1) = Jp (M) =0 paran = 1,2,3,.... As funcgées ¢,, desempenham no intervalo [0,1] um papel andlogo
ao das fungdes sin (nx) no intervalo [0,7], como veremos a seguir.

1A expressao do caso o # [ é o udltimo exercicio da aula anterior; fixando nesta expressao f = A e tomando a — A, obtém-se a

segunda férmula.

71
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Suponha agora que uma fungéo f (z) seja uma combinagio linear das fungoes ¢,,, digamos

f@)=> ety (z)

entdo, como as ¢,, sdo ortogonais, sabemos da Algebra Linear que

C{fod) Sy wf (@), (2)da

Cp = =

(D> ) fol x¢2 () dx

Como h4, de fato, uma infinidade de fungodes ¢,,, mesmo que f (x) ndo seja uma combinagéo linear destas fungoes,
ainda assim podemos tentar expressd-la como uma série infinita. Esta idéia inspira a seguinte definigao:

DEFINICAO 112. Seja f (z) uma fung¢do com dominio [0,1]. A série de Fourier-Bessel de f (x) é a série*
(o)
f(z) ~ Z cndp (An)
n=1

onde A1, A2, As,... sGo as raizes de J, () e

fol af (x) Jp (A\nz) do
fol zJ2 (Anz) dx

Cp =

ou seja
9 /1 9 1
eh=—"-—[ zf(x)J ()\nm)dxzi/ xf (x) Jp (An2) dz.
(71 () o ! (Jp1 (An))* Jo 3
COMENTARIO 113. De fato, para que as fungdes J, (M) sejam ortogonais com peso x, bastaria que as constantes
An fossem as solucdes de uma equacdo da forma

AJy (A) + BAJT,(A) =0

onde A, B € R; neste texto estamos nos limitando ao caso em que A =1 e B =0 (0o caso A =0¢ B =1
¢ mencionado nos exercicios). A teoria que determina qual o produto interno correto para cada EDO chama-se
Teoria de Sturm-Liouville.

TEOREMA 114. Assim como nas séries de Fourier, pode-se mostrar que, se f (x) é seccionalmente suave, entdo

- )+ f(z-)
;cnjp (Anz) = —

para todo x € (0,1).

ExempLO 115 (Equagdo da Onda no Tambor). Continuando o exemplo da aula anterior, vamos resolver o
problema da onda num tambor circular com (i) extremidades fixas; (ii) velocidade inicial nula e (iii) posi¢ao inicial
circularmente simétrica. Pela simetria do problema, esperamos encontrar solucées que nao dependam de 0. Assim,
o problema a ser resolvido é:

utt:uw—f—%ur parar <let>0
u(1,t) =0 parat >0
ut (1,0) =0 parar <1
u(r,0) = f(r) parar <1
Como vimos na aula anterior, o método de separacdo de varidveis aplicado as 3 primeiras equagoes acima nos da
solugoes do tipo
uy (r,t) = Jo (Ar) (asin Xt + 5 cos At)
A condigao u (r,0) = 0 diz simplesmente que o« = 0; jd a condigdo u (1,t) = 0 indica que Jo (N\) = 0, isto é, X tem
de ser uma das raizes da fun¢do Jy (x). Denominando tais raizes por A1, Az, A3,... chegamos as sequintes solugdes
da parte homogénea do problema
Up (r,1) = Jo (Anr) cos (Ant)
Assim como as fungdes sin (nx) sao os harmonicos fundamentais de uma corda de comprimento 7 fixzada nas extrem-
idades, estas fungées ¢,, (r,t) = Jo (Anr)cos (A\ut) sdo os harmonicos fundamentais® de uma membrana circular de
raio 1 fizada nas extremidades. As figuras abaizo mostram os grificos de ¢y, ¢o, ¢3 € ¢4 parat =0 — as animagoes
correspondentes a estas oscilagoes estao no site!
z
3Para ser exato, estes sdo os modos de vibracao rotacionalmente simétricos; ha outros modos de vibragao que dependem de 0 e que
nao estao nesta lista.

2Se o dominio de f (z) for [0, L], troque cada z por £ nas férmulas a seguir.
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Agora, aplicando o Principio da Superposi¢do, teremos solugoes da forma

t) = Z endo (Anr) cos (Ant)

n=1

Como ajustar os coeficientes ¢, para que valha a ultima condi¢ao u (r,0) = f(r)? Ora, queremos
(oo}
0) = ZCnJO (Anr) = f(r)
n=1

ou seja, os coeficientes ¢, sio exatamente os coeficientes da série de Fourier-Bessel de f (r) (e a igualdade vale desde
que f seja continua e se anule em r =1). Em suma, a solug¢io procurada é

u(r,t) = Z cndo (Anr) cos (Ant)

n=1
2 1
onde ¢, = —/ zf () Jo (Apz) dx
TEO) Jo 1) To )

14.1. Exercicios

1) Mostre que a expansao da fungao f (z) =1 (dominio 0 < z < 1) em série de Fourier-Bessel de ordem 0 é

2Jp (A
Z M (0

onde A1, Ag, ... 830 as rafzes de Jp ().

2) Mostre que a série de Fourier-Bessel de ordem 1 de f (z) = = (dominio 0 < z < 1) é

> 2
T~ nz::l N0 o) J1 (M)

10+
y
05T
2| | X2
05T 05T
-1.0+ -1.0+
Soma dos 7 primeiros termos da série do Soma dos 5 primeiros termos da série do
problema 1 problema 2

3) Mostre que a solugdo oscilatéria do Problema da Onda em coordenadas polares

utt:u”—l—%urparar<1et>0
u(l,t) =0 parat >0
ut (r,0) =0 para r < 1
u(r,0) =1parar <1
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o>

w(rt) = Zl #()\n).]o (Anr) 08 (Ant)

4) As bordas de uma placa bidimensional homogénea circular de raio 1 sdo mantidas em temperatura zero, e o
resto da placa é isolado do meio ambiente. Se a distribuicao inicial de temperatura for rotacionalmente simétrica,
é de se esperar que a temperatura dependa apenas da distancia ao centro da placa e do tempo, isto é, que seja da
forma u = u (r,t). Assim, chegamos ao problema

ut:uw+%ur parar <let >0
u(l,t) =0 parat >0
u(r,0) = f(r) parar <1

Mostre que a solucao limitada deste problema é

[eS) 1
u(r,t) = Z ene Mt T, (Anr) onde ¢, = 2#/ xf (x) Jo (Anx) dz
Ji (M) Jo

n=1
e A1, Ag, ... 830 as rafzes positivas de Jp ().
5) Seja p um nimero inteiro e w e Oy reais quaisquer. Mostre que as fungdes
Upw (7,0,1) = J, (wr) sin (pf + 0) cos (wet)

sao solugoes separadas do problema da onda
9 1 1
Ut = C Upp + —Up + — Uoo
r r

Em particular, se quisermos que tais solugbes também satisfacam a condicdo u (R, 0,t) = 0 para algum R fixo, entao
devemos tomar w = )‘7%& onde )\, ¢ uma das rafzes de J, (o caso p = 0 corresponde as solugdes rotacionalmente
simétricas encontradas no texto; mostramos abaixo os graficos de outras solugées em ¢t = 0 usando g =0 e R =1):

6) Considere a série de Fourier-Bessel de ordem 0 da fungéo f () =1 (vide exercicio 1). Utilize-a para mostrar

que
324
k=1 Ak 4

onde A1, Az, ..., A s@o as raizes de Jp (x). [Dica: adapte Parseval...]
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7) Em alguns problemas, voce pode querer escrever uma fungao f (z) como
o0
f(z) ~ ZCan (o)
n=1

onde oy, g, ... sao as raizes da derivada J, ().

a) Use a equagdo 14.1 para verificar que as fungées Jy, (o) s@o ortogonais no intervalo [0, 1] (de acordo com o
produto interno com peso x).

b) Suponha que p > 0 (assim evitamos a raiz ap = 0). Neste caso, mostre que os coeficientes ¢,, devem ser

202

o (a? —p2)7z72 (an) /0 zf (x) Jp () d

P







CAPITULO 15

Funcoes de Legendre

15.1. A EDO de Legendre

Outra EDO que aparece frequentemente na resolugdo de EDPs em problemas fisicos (por exemplo, ao resolver a
equagao de Laplace em coordenadas esféricas) é a EDO de Legendre

(1-2%)y" 22y +p(p+1)y=0

onde y (z) é uma funcado cujo dominio se restringe ao intervalo € (—1,1) e p é um ntimero real.
Como z = 0 é um ponto ordinério desta EDO, desta vez basta procurar solugdes em série do tipo

oo
= E apz"
n=0

Substituindo esta expressao na EDO de Legendre, vem

wore = =) ptn+l)
T ) (n+2) "

com ag e a; arbitrdrios. Em outras palavras

v () = ao <1p(pm+1)$z+p(p2)(1@4?1)(17%‘3):64p(p2)(:04)(IJGJ!r1)(p+3)(p+5)366+m>+
o (x_ (1)—1?3!(19+2)$37L (p—l)(p—3)5!(p+2)(p+4)x5_ (p—1)(p—3)(p—5)7!(p+2)(p+4)(p+6)x7+m)

No caso em que p ¢ inteiro, note que ap4+2 = 0, e portanto também se anulam os coeficientes ap44, apts, etc. Em
outras palavras, se p é par a série de poténcias que multiplica ap é um polinémio (finito!) de grau p; se p é fmpar, a
série de poténcias que multiplica a1 serd um polinéomio de grau p. Para escrever este polinomio de forma compacta,
basta completar os fatoriais; por exemplo, no caso em que p é par (digamos, p = 2m), os seguintes produtos aparecem
no termo em x2*:

m!
(m —k)!
(p + 2k)! B (p + 2k)! 1 (p+ 2k)!m!
Pp+2)(p+4)...(p+2k) p2k(m+1)(m+2)...(m+k) 2F pl(m+k)

pp—2)(p—4)...(p—2k+2) = 2m(2m —2)(2m —4)...(2m — 2k +2) =2~

(p+1)(p+3)...(p+2k—1) =

e, portanto, o polindémio que acompanha ag é

(1 (m)* (p+20)! m'” D 20!
2 (o — )l (m + )1 (20) 2w e

K2

m

1=

A constante & esquerda pode ser incorporada a ag; tomando i = m — k ficamos com o polinémio

m m k
Z (2P 2k)! o2k
l
k=0 p 2k)

Enfim, no caso em que p é fmpar, tomamos p = 2m+ 1 e chegamos a esta mesma expressao! Isto nos inspira a definir:

DEFINIGAO 116. Seja m = L%J, isto é, n = 2m ou n = 2m + 1 dependendo do caso em que n é par ou impar.

Definimos o polinémio de Legendre de grau n pela férmula

(2n —2k)! o
Fn Q"Zkz'n— n—2k)x

77




78 15. FUNGOES DE LEGENDRE

Ainda no caso em que p = n é inteiro, a solugéo y (z) encontrada acima serd a combinagao linear do polindmio
P, () (a série finita) com uma segunda série (a infinital). Esta segunda série, normalizada corretamente, é cos-
tumeiramente denotada por @, (z), e denominada fun¢do de Legendre de sequnda espécie e ordem m. Das fungoes
Q@ (x), citaremos aqui apenas que
lim Qn,(z)=+occe lim Qn(z)=(-1)""o
r—1— rz——11
ou seja, @y, () nao ¢ limitada no intervalo [—1,1].
Enfim, se p ndo é inteiro, pode-se mostrar que a expressao y (x) acima ¢ ilimitada proxima de x = +1 (exceto, é
claro, se ag = a1 = 0). Em suma:

PRrROPOSIGAO 117. Para n inteiro ndo-negativo, a solug¢io geral da EDO de Legendre
(1—2*)y" =22y +n(n+1)y=0

™

Yy (1‘) =c P, (iL') + CZQn (313)

onde a fungdo P, (x) é um polindmio de Legendre de ordem n e @, (z) é uma fungdo de Legendre de segunda espécie
e ordem n. Se a solugdo tiver que ser limitada em [—1,1], entdo

y(x)=c1 Py ().
Se n nao é inteiro, a unica solucao limitada da EDO de Legendre é a identicamente nula.
15.2. Propriedades dos Polinédmios de Legendre
Para desmistificar o somatoério que define P, (z), vamos explicitar os primeiros polinémios:

ExXEMPLO 118. Os primeiros polindomios de Legendre sao

Po(z) = 1
P(x) = =
1
Py(z) = 3 (3z* — 1)
1
Ps(z) = 1 (102* — 62)
1
Pi(z) = 3 (352* — 3027 + 3)
1
Ps(z) = 45 (1262° — 140z + 30z)
cujos graificos sao:
1.U
y
087

-0.2 0.2 04 Q.6 0.8 1.0
6.2+ X
wl DX
-0.6 T
-0.8 T
104

Note que a constante 2% foi escolhida de forma a que todos eles satisfacam a condigao P, (1) = 1. E facil também
ver que P, (z) é par se n é par e P, (z) é impar se n é {mpar.
Os polinémios de Legendre tém as seguintes propriedades:
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PROPOSIGAO 119 (Férmula de Rodrigues).

Pa(@) = g (2 1))

= 2l dgn

DEMONSTRACAO. Basta abrir (m2 — 1)“ em binomio de Newton
n i n n—k
2 n (=1)'nl o (-1) n! on_ok
-1y =3 s
— )\ | — k)
— (n—1i)l! = k! (n—k)!
Derivando esta férmula n vezes e dividindo por 2™n!, chega-se & expressao do polinémio de Legendre. O

H4 relagoes de recorréncia entre os polinomios de Legendre que sao parecidas com as relagoes entre as fungoes
de Bessel:

PRrOPOSIGAO 120. Valem as seguintes relagoes

@2n+1)zP,(z) = (m+1)Ppp1(x)+nPrq(x) n=12,3,..
(:c2 - 1) P (z) = naP,(x)—nP,_1(z) n=123,..
Note que, sabendo que Py(x) = 1 e Py (z) = =z, a primeira recorréncia acima pode ser usada para definir e

calcular todos os polinémios P, (z).
Enfim, para calcular integrais que incluam P, (x), a seguinte relagdo pode ser util:

ProOPOSICAO 121. Temos

/Pn(w)dx:PnJrl(m)_P’ﬂfl(x)_’_C n:1’2’3’.“
2n+1

15.3. Séries de Fourier-Legendre
Desta vez, temos a seguinte relacao de ortogonalidade (vide exercicios):

PRrROPOSICAO 122.

/1 Pn(x)Pm(x)dx:{ (2)’ sem#n
-1

It sem=nmnm
Isto significa que, usando o produto interno (f (z),g(x)) = fil f(z) g (x)dz, os polinomios de Legendre sao
ortogonais. Isto inspira a seguinte defini¢ao:
DEFINICAO 123. Seja f (z) uma func¢ao com dominio [—1,1]. Sua série de Fourier-Legendre é

f (@)~ chpn ()

n=0

onde
Cp = m = <n—|—;> /11f(x)Pn(x)d:z:

Enfim, o teorema de convergéncia para as séries de Fourier-Legendre é praticamente idéntico aos das séries de
Fourier e Fourier-Bessel:

TEOREMA 124. Seja f (x) uma fungdo seccionalmente suave com dominio [—1,1]. Entdo, se —1 < x < 1,

oo
z+)+ J (—
n=0
onde o lado esquerdo é a série de Fourier-Legendre de f (z). Mais ainda, se f(x) é C1, entdo a convergéncia é
uniforme em qualquer intervalo fechado contido em (—1,1).

EXEMPLO 125. Encontremos a série de Fourier-Legendre da fungdo f (z) = z2. Um jeito instrutivo (mas muito
ruim neste caso, como veremos a sequir) seria calcular

2n+1 [!
Cn = n2+ /xQPn(a:)dx

-1
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Da para acelerar um pouco as contas observando que, se n é impar, a funcdo dentro da integral serd impar, e portanto
cop+1 = 0. Quando o indice é par e positivo, vem

2n+1 [
Cn = nt / 2P, (z)dr =
2 |,
_ 2n+1 mQPn-&-l(x)*Pn—l(m) ' _/1 prn+1($)*Pn—1(x)dm
2 2n+1 1 1 2n+1

O primeiro termo se anula pois P,11 (x) = Pp—1 (z) em © = £1. Note que devemos fazer o cason =0 a parte (pois

nao existe P_1!):
2:0+1 (! 1
co = 7+/ 2?dr = -
2/, 3

Agora continuemos com o caso n > 0. Para acelerar a integral da direita, note que © = Py (z) — ou seja
en = —(P1, Pug1) + (P, Po1)

como o0s polindmios de Legendre sio ortogonais, isto vai dar sempre 0... a menos que n =0 (jd fizemos) ou n = 2,
quando teriamos

! 2
c2 = (P, P1) :/ wdr = 3

-1
Em suma, descobrimos que

1 2
22~ gPO (z) + ng (x)

Por que esse jeito é ruim? Porque, neste caso, f(x) é um polinomio de grau 2! Como Py, Py e Py sdo polindémios
linearmente independentes, eles sao uma base do espaco dos polindémios de grau até 2, entdo a gente jd sabia desde

0 comego que bastava usar esses trés polinomios na série! Sabendo disso, podemos evitar as integrais escrevendo a
identidade

1
332 = Copo (33) + Clpl (.13) + CQPQ (513) = C +cixr + 625 (3332 — 1)

e encontrando diretamente os coeficientes (esta identidade vai valer para x € R, diga-se de passagem, ndo apenas em
(—=1,1)). Alids, como z* ¢é par, jé sabemos que ¢c; = 0 (ou note que é o tinico termo de grau 1). Agora é s6 comparar
o0s termos em 2 e independente do polinomio:

2
Termo em x> : 1=3£=>02—*
2 3
. Co 1
Termo independente : 0= cg— > = co = 3
Entao, novamente
1 2 1 2/1
2 2
P+ -P=-+-(=-(32"-1
v gty 3+3<2(:” ))

15.4. Problemas em Coordenadas Esféricas

As séries de Fourier-Legendre serdo tteis para resolver alguns problemas cldssicos em coordenadas esféricas
(p,0,9), aqui definidas por!

x = psin¢cosl
= psin¢sind
z = pcoso

IEsta ¢ a notagdo mais usual entre matemdticos. Muitas dreas (especialmente a fisica) colocam ¢ no lugar de 6 e vice-versa, e usam
r ao invés de p. Fique atento!
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P(xy.z)
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EXEMPLO 126. Se u(z,y,z) é o estado estaciondrio da temperatura u de um sdlido S, ela deve satisfazer
AU = Ugy + Uyy + Uz, =0 se (z,y,2) €S

Suponha que S é um sdlido bem representado em coordenadas esféricas contendo a origem Para encontrar solugoes
separadas u (p, 0, @), devemos utilizar o expressio do Laplaciano em coordenadas esféricas e escrever

2 1 1 cot ¢
Upp + ;“p + mueo + ﬁud’d’ + 7% =0emS.
Procuremos solugoes que apresentem simetria circular (azimutal), isto é, que ndo dependam de 0. FEstas solugdes
u(p,d) = R(p) F (¢) satisfazem
p2upp + 2pu, + ugy + (COt ¢) ug =0
Entao
2 I / " ’ 2 It , 1 ,
p; +2€f +F7+Cot¢% = 0:>p]§’ +2';R z—%—cot¢%=k1:>
PR’ +2pR' — kiR =0
= { F"+ (cot ®) F' + k1 F =0

A EDO em R é uma EDO de Cauchy-FEuler, cuja equagio auziliar é

m(m—1)+2m—k =0
Se A =144k, <0, a solugio terd termos do tipo p~*/2 o que é indesejdvel pois p = 0 faz parte do dominio do
problema. Assim, a quadrdtica acima necessariamente terd duas raizes reais distintas, ambas satisfazendo
m(m+1)=Fk
Antes de terminar a EDO em p, voltemos nossa aten¢do para a equag¢io em ¢. Fazendo a mudanga de varidveis
Y (z) = F (¢) com x = cos ¢, vem
F'(¢) = —Y'(2)siné

F'"(¢) = Y"(z)sin?¢ —Y' (z)cos¢

ou seja
sin® oY —2cos @Y’ + k1Y =0= (1—2)Y" =22V + m(m+1)Y =0

que é exatamente a equagdo de Legendre! Para termos solugdes limitadas para x € (—=1,1), m tem que ser inteiro
(digamos, m =n € {0,1,2,...}), e as solugdes vém dos polinémios de Legendre

Y (:L’) =a, P, (:E) = F ((i)) =a, P, (COS ¢)
Sabendo agora que k1 =n(n+1) comn =0,1,2,... voltamos & EDO em R, cuja solugao geral serd

R(p) = ap" +Bp~""

Em particular, se desejarmos solugoes separadas limitadas prozimo de p = 0, descartamos a poténcia negativa, e
ficamos apenas com solugdes do tipo

Unp (pa 0) = Cnpnpn (COS ¢)
Usando o principio da superposi¢cao, encontramos mais geralmente as solucoes

oo

u(p,0) = Z cnp" Py (cos ¢)

n=0

cujos coeficientes ¢, poderiam ser calibrados se tivéssemos condigoes de contorno adequadas.
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EXEMPLO 127. Se a superficie 0S de uma esfera S de centro na origem e raio 1 tem temperatura dada por 423,
a sua temperatura de estado estaciondrio deve satisfazer:

Au =0 em intS
uw=42% em 98

Em coordenadas esféricas, a seqgunda equacgdo se traduz como
u(1,0,¢) = 4cos’ ¢

Como a condicdo de contorno nao depende de 6, é razodvel procurar solucdes que nao dependam de 0, recaindo no
exemplo anterior:

u(p,0,9) = chp P, (cos ¢)

n=0
Para valer a condicao de contorno, queremos

ch ) (COs @) —4cos 10)

3

ou seja, queremos que Y. cn, P, (x) = 4x3. Mas sabemos escrever o polinémio x> em funcdo dos polinomios de

Legendre (vide exercicio abaizo):

3 2
z3 = gPl (z) + 5P3 (z)

Assim, a temperatura de estado estaciondrio desejada é

12 8 12 4
u(p,0,0) = gppl (cos ) + 303133 (cos p) = gPCOS¢ + 5[’3 (5cos® ¢ — 3cos ¢)
ou, em coordenadas cartesianas
12
u(z,y,2) = 57 (1—2®—y* —2%) +42°

Note que Au =0, e que u = 42> na borda da esfera, como desejado!

15.5. Exercicios

1) a) Use a EDO de Legendre para mostrar que

L ((1-a?) P @) +nlnt )Py (@) =0

b) Multiplicando esta equagao por Py, (), tem-se

Pr i (1=4%) Pf) 4 m(n+1) PuPy = 0

Analogamente

Pn% (1=2*)P,)+m(m+1) PP, =0

Subtraia estas equagoes e integre de —1 a 1 para mostrar a relagao de ortogonalidade entre P, e P,.

2) Suponha que f (x) é par. O que se pode dizer sobre os coeficientes ¢,, de sua série de Fourier-Legendre? E se
f for impar? Explique.

3) a) Considere os N + 1 polinémios Py (), P; (x), ..., Pn (x). Use a relacdo de ortogonalidade para mostrar
que eles sao linearmente independentes. [Dica: suponha " ar Py () = 0 e faga o produto interno de ambos os
lados com P; (). Conclua que ap = a1 = ... = ay =0.]
b) Explique porque todo polindémio ¢ (z) de grau N pode ser escrito como uma combinagao linear finita de polindmios
de Legendre de grau até N.
¢) Escreva os polinémios 322 e 2% como combinagéo linear de Py (x), P (z), Py (z) e P (z).

Resposta: 3z = 2P, (x) + Py (x); 2® = 2Py (z) + 2P3 (z).

3

4) Demonstre as proposigoes 120 e 121.

5) a) Defina
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Integre por partes para escrever A, em termos de A, _;. Use esta recorréncia para mostrar que

An _ gn+l . (n])Q
(2n +1)!
b) Note que
1 (2n)!
P(@) = g e+

onde ¢ (x) tem grau < n. Use isto para mostrar que

e enfim conclua que

6) Mostre que

0, se n é fmpar
P, (O) = (—1)"/2

5 (n’/LQ), se n & par

7) a) Encontre a série de Fourier-Legendre da fungao f (z) = |z| (onde —1 < z < 1).
b) Suponha que vocé precisa escrever a funcdo g (z) = z (onde 0 < z < 1) na forma

o0
xr = Z Akpgk (x)
k=0
(apenas polinomios de Legendre de grau par!). Como voceé faria isso?

0,se —1<zx<0

8) Obtenha a série de Fourier-Legendre da funcao f (x) = { | se0<z<l

Resposta:

(-1)* 4k + 3 (2k

f@)~ %PO @)+ 2% + 2 k:)P%“ ()

k=0

y 10

0.8

0.6

-1.0 -08 -06 -04 - 02 04 06 08 )Zli.O

Aproximagao polinomial de grau 19 para f (x).

9) A fungéo u = u (p, ») nao depende de 6§ e satisfaz

Au = Ose0§p<1e0<¢<%
T
— = <
u(p,2> 0se0<p<1
T
u(l,9) = f(9)se0<o<

Interprete fisicamente este problema e determine w.

83

Resposta: estamos resolvendo a Equacgdo de Laplace num hemisfério sélido de raio 1, com condi¢ao de contorno

nula na base, e valores de contorno mo resto da fronteira que sao circularmente simétricos.

Uma interpretacao
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possivel: estamos encontrando a distribuicdao de temperatura de estado estaciondrio no hemisfério solido, sendo que
a temperatura no bordo sé depende da altura z = cos ¢, e a base estd em contato em dgua com gelo. A fung¢do u é:

W(pd) = Y cup"Pa(cos) onde

n=1:2

! 3
e = (2n+1) / f (arccosz) Py, (z) dx = (2n + 1) / f (&) P, (cos ¢) sin ¢ d¢ (apenas para n fmpar)
0 0



CAP{TULO 16

A EDP do Transporte e Curvas Caracteristicas

16.1. A EDP do Transporte
Na proposigao a seguir, apresentamos a EDP do Transporte, ja com sua solucao geral.

PROPOSIGAO 128. Seja c € R. A solugao geral da Equag¢do do Transporte
cug +uy =0 (16.1)

[N

u(z,y) = f(z—cy)
onde f é uma funcdio arbitraria'.
DEMONSTRAGAO. Mostremos isso de duas formas — uma mais geométrica, e outra mais algébrica. Ambas sdo

muito instrutivas e serdo tteis mais & frente.
Geometricamente: dado um ponto (zg,y9) no dominio de u, considere as retas parametrizadas v (s) =

(z (s),y(s)) onde
z(s) =cs+zo; y(s) =s+Yo
(mais tarde, veremos que tais retas sdo as curvas caracteristicas da EDP do Transporte). Definindo U (s) =
u(z(s),y(s)), note que
U' (s) = upz’ (s) + uyy’' (s) = cuy +uy =0
Assim, U (s) = cte., isto &, u(z,y) é constante ao longo de cada uma destas retas! Em particular, note que 7 (s)
corta o eixo x em (g — cyo,0). Escrevendo z* = z¢ — cyp, temos que
u (2o, y0) = u (z*,0)
Mas u (2*,0) é alguma funcao de uma varidvel, digamos, f (z*). Assim
u (2o, 90) = f (2%) = f (zo — cyo)

onde f é uma fungdo arbitraria. Como o ponto (zg,yo) é arbitrario, temos u (z,y) = f (z — cy).

Algebricamente: Considere a seguinte mudanga de varidveis
w = xT—cy
z =y

(a ideia é que as retas caracteristicas sdo da forma w = cte). Pela Regra da Cadeia, podemos re-escrever nossa EDP
em termos das novas varidveis (abusamos notagao e chamamos a nova fun¢ao ainda de u):

Uy = UpyWy + UyZy = Uqy
Uy = UpyWy + Uz Zy = —ClUy + Uy

LA principio, f ndo ¢ totalmente arbitrdria, pois f (z — cy) tem que ter derivadas parciais com relacdo a = e y. Discutiremos isto

mais abaixo.
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Jogando tudo na EDP original, vem simplesmente
Uy + Uy =u; =0
ou seja, u nao depende de z! Portanto, u (z,y) = f (w) apenas! Voltando as varidveis originais
u(z,y) = f(z—cy)
para alguma funcao f a ser determinada. O
A tal funcao f arbitraria pode ser obtida a partir de condicGes de contorno apropriadas. Vejamos um exemplo
explicito:
EXEMPLO 129. Resolva o problema
2u; +u, = 0se (z,y) €R?
uw(r,0) = z’sexeR
Solu¢cao. Como vimos acima, a solucao serd da forma
u(z,y) = f(z—2y)
Para descobrir a funcao f, usamos a condi¢cdo de contorno. Vem
u(z,0) = f () = a?
Portanto
2
u(z,y) = (z —2y)
Note como a condigdo de contorno u(x,0) = 2% afeta a resposta. Por exemplo, sabemos que u (3,0) = f (3) = 9 pela

condi¢ao de contorno; a reta caracteristica que passa por (3,0) é x—2y = 3. Entdo todos os pontos da reta x —2y = 3
tém o mesmo valor de u, pois neles

u(z,y)=fz—-2y)=f(3)=9
Entdo é como se o valor de u no ponto (3,0) tivesse sido “transportado "para todos os outros pontos desta reta — pois

¢, Equacdo do Transporte. O mesmo vale para outros pontos do eizo x — o valor u(A,0) = A? é transportado
para todos os pontos da reta x — 2y = A.

y

wo T

Tecnicamente, o raciocinio acima mostra que, se houver alguma solugao de 16.1, ela é da forma u (z,y) =
f(z — cy). Falta verificar a volta: se u(z,y) = f(z — cy), entdo u satisfaz 16.1?7 Em outras palavras, u (z,y) =
f(z — cy) é de fato a solugao? Se f for diferencidvel, é facil verificar que, se u (z,y) = f (z — cy), entédo

u, = fllx—cy) euy=—cf (x—cy)=uy+cu, =0

u(z,0) = f(z—c0)=f(z)
e, assim, esta solucao serve. Por outro lado, mesmo que f nao seja diferencidvel, a solugao encontrada acima
¢ comumente aceita como a "melhor"solu¢do de 16.1 (mesmo que u, ou u, néo existam em alguns pontos, onde a
equacao u, +cu, = 0 ndo faria sentido). Por este motivo, quando f nao é diferencidvel, diz-se que u (z,y) = f (z — cy)
¢ uma solugao fraca de 16.1. Vejamos um exemplo, dando uma intepretagdo de y como tempo (t):

ExEMPLO 130. Considere

us+2u, = OparaxeRet>0
1, < =2
w(@0) = fl&)={<2 —2<a<4

5, z>4
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Acompanhando o raciocinio para o caso geral, vemos que u é constante ao longo das retas T — 2t = constante. Para
o ponto (xg,to) indicado na figura acima, vemos que u(xo,to) = f(xo — 2tg). Em outras palavras, a solugdo é

1 se T — 2t < =2
u(z,t) = f(z—2t) = % se —2<x—2t<4
5 se x—2t >4

As figuras seguintes esbocam (i) as curvas caracteristicas deste problema no plano xt, (i) a solugdo para vdrios

valores distintos de t no plano ux e (iii) o grafico da solug¢io u (x,t) no espago xtu. Aprenda a distinguir e entender

cuidadosamente cada um destes grificos! Em particular, note como as caracteristicas determinam as "zonas de

dependéncia da solugdo-- uma pequena perturbagdo na condi¢do inicial (digamos, prézima a v = —2 quando t = 0)
L L . . p _ _ 8-(=2) _

viajard ao longo da curva caracteristica, e s6 afetard a solugao em ¥ = 8 quando t = =—5— = 5. Em outras palavras,

as ondas viajam para a direita com velocidade ¢ = 2.

\J.
5 10
X X

Caracteristicas x — 2t = cte. Da esquerda para a direita: t =0,1,2,3. Grafico de u (z,t)

Também vale a pena notar que u(x,t) ndo é diferencidvel nos pontos da reta x — ct = —2 nem nos pontos da reta
x —ct =4. Ainda assim, esta é a solugdo tipicamente aceita ("solugdo fraca”) do sistema acima.

16.2. Curvas Caracteristicas

Voceé deve ter notado que as tais retas caracteristicas ajudaram a resolver a EDP do Transporte pois transformam
a EDP em vérias EDOs ao longo de cada reta. O Método das Curvas Caracteristicas generaliza esta ideia para
outras EDPs lineares de primeira ordem, isto é, EDPs do tipo

A chave ¢é a dlgebra feita na resolucdo da primeira EDP do transporte — as retas caracteristicas funcionaram pois

tinhamos 2’ (s) = ¢ (o termo na frente do u,) e y'(s) = 1 (o termo na frente do u,). Estas igualdades que
permitiram transformam o termo ¢- u, +1- 4, em %, ou seja, transformaram a EDP (em u (z,y)) numa EDO (em

U(s)=u(x(s),y(s))). Isto nos inspira a definir:

DEFINICAO 131. Dada a EDP linear de primeira ordem

A(z,y)ug + B(z,y) uy + C (z,y) u=F (z,y) (16.2)
suas curvas caracteristicas planas v (s) = (z(s),y(s)) sdo as solugédes do sistema de EDOs
a'(s) = A(zy)
y'(s) = B(zy)

Resolver este sistema de EDOs para encontrar explicitamente as curvas caracteristicas pode ser bem complicado!
Isto dito, temos:

PROPOSIGAO 132. Seja v (s) = (x(s),y(s)) uma curva caracteristica da EDP 16.2 acima. Se u = u(x,y) é
solugao de tal EDP, entao a func¢ao U (s) = u(x(s),y(s)) satisfaz a EDO
U'+C(x(s),y(s)U=F(x(s),y(s))
DEMONSTRAGAO. De fato
U' (s) = uza’ (s) + uyy' (s) = Au, + Bu,
e portanto
U'+C(x(s),y(s)U =Auy + Buy, + Cu=F
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A ideia é entao resolver a EDO em U, e dai descobrir u, como ja fizemos na EDP do transporte! Vejamos um
par de exemplos:

EXEMPLO 133. Resolva o problema
uy +2u, = 2 para todo(z,y) € R?
u(0,y) = y* para todoy € R

Solugdo. Este problema sé nao é a EDP do Transporte pois nio é homogéneo! Isto dito, as curvas caracteristicas
sao as mesmas de antes

a'(s)=1 ¢ (s) =2=a(s) = s+ x0; y(s) =25+ o
Definindo U (s) = u(x (s),y(s)), temos:
U'(s) = ugz’ (3) + uyy’ (s) = uy + 2uy = 22 = 25 + 20
que é uma EDO com solugdo simples
U(s) = s> Jr 2szo + C.
Para calibrar a constante, usamos a condi¢ao u (0,y) = y* - basta encontrar qual s torna x =0
x(s) = = —x9
Agora sabemos como calibrar tudo:
U(=z0) = u(0,y0—2w0) =
= a2 222+ C = (yo — 220)° =
= C=(yo—2m)° + a2
Agora tome s =0 e vai acabar
U) = u(z(0),y(0) =
= u(xo,50) = C = (yo — 20)” + 27
Como isso vale para quaisquer o, Yo, a Tesposta é

w(z,y) = (y — 22)° + 2% = 52 — 4oy + 32

9(0)=(x0,y0)

X

Note que desta vez, o valor de u (0,y) ndo foi simplesmente transportado ao longo da reta caracteristica — ele serviu
de constante inicial, mas teve que ser atualizado com os valores de F (x,y) ao longo da reta. Ainda assim, note: o
valor de u (z,y) depende apenas dos valores de F (xz,y) e da condi¢cao de contorno ao longo da reta caracteristica!

ExEMPLO 134. Encontre as solug¢oes do problema

{ TUuy +yu = y2

u(l,y) = h(y)

no dominio x > 0.

Solugdo. As curvas caracteristicas satisfazem

¥ = x=ux(s)=Ce’

y = 0=y(s)=0Cy

Desta vez, as curvas caracteristicas sao semirretas horizontais! Dado um ponto (xo,yo) do plano, a curva caracteris-
tica que passa por este ponto em s =0 é

z(s) = z0e’;y (5) = Yo
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FEsta semirreta intersecta a reta (1,y) quando
roe® =1=s=—Inzg
Enfim, estamos prontos para traduzir nosso problema original em termos de U (s) = u(x (s),y (s)). Temos

U'(s)+y(s)U(s) = (y(s)*=U"+yU =y
U(=Inzo) = u(l,90) =h(yo)
A EDO tem U (s) = yo como solugio particular, e U (s) = Ke Y% como solugio geral da homogénea, assim
U(s) =yo+ Ke ¥*

Calibrando K
U(—Inwg) =yo+ Ke®™* = h(yo) = K = (h(yo) — yo) x5 *°
e portanto
u(z0,90) = U (0) = yo + K = yo + (h (y0) — o) 75

Como (z0,y0) era um ponto arbitrdrio, vem

u(z,y)=y+(h(y) —y)z™

16.3. Exercicios

1) Resolva cada um dos problemas a seguir, esbogando suas curvas caracteristicas no plano xt e seus gréficos no
plano zu para alguns valores positivos de t.
a) { ut +3u, =0parax € Ret >0
u(x,0) = 23 + 22 para z € R
b) { uy —2u, =0 parax € Ret >0
u(z,0) =e” paraz € R
Respostas parciais: a) u(z,t) = (z — 3t)° + 2 (z — 3t). b) u(z,t) = e 2,

2) No primeiro problema do exercicio anterior introduziu-se uma perturbagdo na condigado inicial em x = 0.
Uma pessoa posicionada em x = 33 demorard quanto tempo para perceber a perturbagao? E se a perturbagao for
introduzida no segundo problema?

Respostas: a) Demorard 11 unidades de tempo; b) A perturbagao nunca chega a x = 33.

3) Esboce as curvas caracteristicas do problema a seguir no plano zt e marque neste mesmo plano a localizagao
da reta onde a condicao de contorno estd definida. Em seguida, resolva o problema.
Uy +2u, =0 paraxz e Ret € R
u(s,25+ 1) =3s? para s € R
—2t42)?
Resposta: u (z,t) = %

us +2u, =0parax € Ret >0

4) E 1 ifi lugao f Ari 1
) Esboce no plano uz gréficos da solucao fraca de{ w(z,0) = ‘x B |x_2;_1|’ para z € R para varios valores

distintos de t.
Resposta parcial: t =0 é o da esquerda, t =1 é o da direita:
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5) Para cada um dos problemas a seguir, encontre e esboce as Curvas Caracteristicas passando por um ponto
arbitrério (7o, y0) € R? e destaque onde tais curvas intersectam a regiao onde sdo dadas as condigdes de contorno.
Em seguida, resolva cada problema em R2:

) Up = Uy ) Uy + Uy = 22 o) 2uy +u = x? para x > 0
u(z,0) =sina u(0,y) = ¢ u(l,y) =y
d) 2yug +uy = 2% + ) —Yug + TUy = dTY
u(z,1) = f(z) u(z,0) = z?

2

Respostas: a) u(z,t) = sin (z 4+ 3t); b) u(z,y) = 22+ (y — 2)*; ¢) u(z,y) = %—1—3”32;1; d) u(z,y)=y*+zy—1—
e+ f(L+a—y?); e)u(,y) =2+ 3y




CAP{TULO 17

A Equacgao da Onda

17.1. Férmula de D “Alembert

Vamos reanalisar a equacao da onda de outro ponto de vista, pelo menos no caso em que o ambiente é unidi-
mensionall. As equacdes
U = 2 Au; reR™t>0
u(z,0)=f(x) x€R"” (17.1)
u (2,0) =g (x) ze€R”
modelam o movimento de uma onda inicialmente com distribuicdo f e velocidade g (onde ¢ é a velocidade de
propagacao da onda neste no meio ambiente considerado). Quando n = 3, essas equagdes retratam o movimento
de uma onda do mar, ou de ondas sonoras. Para n = 1, modelam o deslocamento de uma corda vibrante. Neste
capitulo, estudaremos apenas o caso n = 1 e portanto estamos interessados em:
Ut = CUgy; zeRt>0
u(zr,0)=f(x) zeR (17.2)
w (2,0)=g(z) zeR

Agora, a equacio uy = c*uy,, pode ser reescrita formalmente da forma

L0 0 (29N (9, .9\ ,—o 9 LON(9_ 9),_o
58 C o )= ot oz ) \ot Tz ) TV o "% )\t T oz ) T

Em particular, fungoes que satisfagam (% + c%) u = 0 (isto ¢, da forma wu(z,t) = f(z F ct), como vimos na aula
anterior) devem resolver esta equacdo. Estas consideragdes sugerem a seguinte mudanga de varidveis

E=x+ct
n=x—ct
Fazendo v(&,n) = u(x,t) e assumindo que u é de classe C?, obtemos que v satisfaz v, = 0 e portanto que v(£,n) =
F(&) + G(n), para um par de fungoes F,G. Assim,
u(z,t) = F(x + ct) + G(z — ct) (17.3)
¢ um candidato a solugao de (17.2). Para que de fato seja solugdo, temos que ter:
f(@) = u(z,0) = F(z) + G(z)
g(x) = up(x,0) = cF'(x) — ¢G' ()

Portanto,

e, logo, integrando de 0 a x:

Substituindo em (17.3), temos que

B fx+et) 1 /Hct fla—c) 1 /Ht B
u(@,t) = Ci+ =0+ 9(y) dy + C2 + ——— — o ; 9(y) dy =
z+ct)+ flz —ct 1 frtet
= C1+Cy+ it )2 1 )+2—C/ 9(y) dy
xr—ct

L Este capitulo e o préximo sao simplificagoes para o caso em que a varidvel espacial é unidimensional, do material sobre problemas
hiperbdlicos contido no livro John, Fritz - Partial Differential Equations.

91



92 17. A EQUAGAO DA ONDA

em particular, u(z,0) = C; + C2 + f(x) e portanto, usando a segunda equagéo de (17.2), temos que C; + Cy =0 e
conseqiientemente,

T+c T —c ohet
tay < L) L

— d
5 + 5 9(y) dy

—ct
¢ um candidato a solugao de (17.2).

Falta agora a volta: serd que esta féormula nos dé4 uma solucdo? Para tanto, temos o seguinte teorema, cuja
demonstracao simples é deixada como exercicio.

TEOREMA 135 (Férmula de d’Alembert). Se f € C? e g € C!, entdo
flz+ct)+ f(z —ct) N 1 /’”*Ct
x

u(w,t) = 5 5 g(y) dy (17.4)

—ct
satisfaz as equagoes (17.2).
EXEMPLO 136. Encontre a solugao de

Ugt = NMgy; reR,t>0
u(xz,0) =sinz z€R
u (z,0) =0 reR

Jogando tudo na férmula de d’Alembert, temos diretamente (note que ¢ = 3):

sin (z + 3¢) + sin (x — 3t)

2

Olhando a solugdo escrita desta forma, vemos duas sendides de amplitude % cada, uma viajando para a esquerda com
velocitdade 3 e a outra para a direita com velocidade 3. No entanto, a solugdo é a superposi¢io destas duas ondas.
Se reescrevermos a solugcao abrindo aqueles senos

u(z,t) =

u(z,t) = sinx cos 3t

T 27

u(z,t) parat =0,5,%5, % Solugao para -5 <z <5 e0<t<4.

vemos que a solugdo é sempre uma sendide em x, com amplitude cos3t. Assim, o que "vemos"é uma sendide de
frequéncia fiza, cuja amplitude oscila rapidamente entre 1 e —1.

17.2. Solucoes Fracas

No problema da onda, muitas vezes estamos interessados em solugdes nédo cldssicas (isto é, solugdes que nao
sejam de classe C?). Assim, dizemos que a férmula de d’Alembert

flx+et)+ flx—ct) 1 [oF
2 +%/x

u(z,t) = 9(y) dy

—ct
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é uma solucgao fraca de
Ut = CPUgy; reR,t>0
u(z,0) = f(z); =z €R
u(z,0) =g(z); z€R
mesmo quando f &€ C? ou g & C'.

ExeEMPLO 137. Vamos obter uma solugao fraca de

Uy = Pligg; zeR,t>0
u(z,0) = 0; reR
1; x| <1
u(x,0) =g () = - zeR
(2,0) = g (2) {0; W
Usando a férmula de d’Alembert, temos imediatamente a solu¢ao
1 r+ct
t)=0+ — d
u@h=0+5 [ g@d

O problema é, como calcular corretamente a integral de g (z) acima? O grdfico de g (x) é simples:

3
X

93

mas os limites de integracao dependem de x e t. Para fazer a conta, precisamos abrir os sequintes casos:

o CASO A: x—ct <x+ct <—1. O intervalo de integragao estd a esquerda de —1, entdo u (x,t) = 0.

o CASO B:xz—ct < —-1<z+ct<1. Entdo a integral é ffd ldz, e u(x,t) = TEEEL

2c

e CASO C:z—ct < —1<1<z+ct. Entdo a integral toma a drea toda sob o grifico de g (z), e u(z,t) = L.

o CASOD: —1<z—ct<x+ct<1. Entio a integral é frer

ooy Ldz =2ct eu(z,t) =t
e CASOE: -1 <x—ct<1<zx+ct. A integral é f;ﬁct ldz e u(x,t) = 1=2tct,

2c
e CASO F: Enfim, se 1 <z —ct < x+ ct, entdo a integral se anula, e u(z,t) =0 de novo.

FEstes casos todos podem ser ilustrados no plano xt abaizo:

1 n 1 n 1 n 1 n 1 n il n 1
T + + T + T + T + + T

1 C:u=1/c 1

1 B:u=(ct+x+1)/2c E:u=(ct-x+1)/2c 1

1 A:u=0 F: u=0 1

1 t Y

1 + + X

Observe que a solucdo obtida é de classe C? exceto nas semiretas © + ct = +1,t > 0 e de classe C°
Os grificos a sequir ilustram esta solugdo para diversos valores de t.

em R x (0,00).
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0

4
X

No plato central das solucoes a velocidade de subida é 1, enquanto nas partes inclinadas a onda sobe com velocidade
%. De certa forma, o intervalo [—1,1] que inicialmente subia com velocidade 1 "puza'os seus vizinhos, que sobem
com velocidade menor; por outro lado, tais vizinhos "seguram"uma parte cada vez maior do intervalo [—1,1], até
que, parat = %, nao hd mais pontos subindo com velocidade 1 e o platé central pdra de subir. A partir dai, tudo que

se vé é um movimento horizontal de duas frentes de onda, uma para cada lado.
O exemplo acima ilustra duas propriedades importantes da equagdo da onda:
(1) O ponto P = (x9,0) influencia a regido (denominada regico de influéncia de P) {(x,t) | zog —ct < x <
xo + ct,t > 0} (veja a figura abaixo).

(2) O valor de u no ponto @ = (xo,tp) depende das condigdes iniciais f (z) e g (x) apenas no intervalo = €
[xo — cto, xo + ctp]. Este intervalo é chamado de dominio de dependéncia do ponto @ (veja a figura abaixo).

t] t] Q(x0,y0)
[\ é/ ]

1 \ £ I oA
-- N /S S

| - ,N\!f | J/ \

x n | " ] " 1 Il
T N T T N 1 N

(x0,0) X " XO-C.t0 x0+ct0 X

Regiao de Influéncia Dominio de Dependéncia

17.3. Exercicios

1) Mostre que, se f € C? (isto é,f” (z) existe e é continua) e g € C! (isto &, ¢’ (z) existe e é contfnua) entdo a
férmula de d“Alembert

u(z,t) = 5 % 9(y) dy

déd uma soluc¢ao do problema da onda com condigoes iniciais

flz+ct)+ f(z—ct) N 1 /“Ct

—ct

Ugt = gy, reR,t>0
u(z,0) = f(z); xeR
u(z,0) =g(x); xz€R

2) Encontre a solugdo u (z,t) (e o seu valor maximo) para o problema da onda
Ut = CPUgy; zeR,t>0
U(I,O):f($), r€R
w(2,0)=g(z); zER
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em cada um dos seguintes casos:
a) f(z)=sinzeg(z) =1
b) f(z) =sinz e g (z) = ccosx;
¢) f(z)=sinz e g(x) = ksinx;
Respostas: a) u(x,t) = sinzcosct + t ndo tem mdrimo; b) u(x,t) = sin(x + ct) tem valor mdzimo 1; c)

VETRE NGRS
k.

u(z,t) =sina (cosct + Esinet) = Y sinz cos (ct — a) onde o = arctan £ tem amplitude mdzima

3) Encontre a solugdo fraca do seguinte Problema de Valor Inicial da Onda, esboce-a no plano xt e esboce-a no
plano zu para vérios valores distintos de t.

Ugt = CPUyy; zeR,t>0
1 <L
u(xﬁ)zf(x)z{ e el <L g
0, caso contrdrio
ut(z,O):O; zeR

Resposta:

3.se |z +ct| <L n i,se |z —ct| <L
0, caso contrario 0, caso contrario

u(z,t) = {
ou seja, u (x,t) é simplesmente a superposi¢ao de dois pulsos quadrados, ambos com largura 2L e altura %, viajando

em direcoes opostas com velocidade c. Note que, para t > %, o0s pulsos podem ser claramente identificados (néao
havendo mais a interferéncia da superposi¢ao)

_ L L —_ oL L L
Grafico em xt t=0,03%,0.6¢ t=08¢,¢%,1.3¢






CAP{TULO 18

A Regra do Paralelogramo e a Corda Finita

Se u (z,t) satisfaz a EDP da onda, entao u (x,t) obedece a seguinte importante propriedade:

LEMA 138 (Regra do "Paralelogramo"). Seja u (x,t) uma funcdo que satisfaz uy = c*ugz,. Se A, B,C e D sdo
vértices consecutivos do paralelogramo cujos lados pertencem as retas t —ct = a,x —ct =b,x +ct =cex+ct =d,
coma<b<c<d, t>0 entio u(A)+ u(C) = u(B) + u(D).

01

DEMONSTRAGAO. Lembremos que, via uma mudanca de varidveis, temos que uy = c?uge = u (2,t) = F (z + ct)+
G (z — ct) onde F e G sao fungdes de uma varidvel cada. Entao

u(d) = F(d)+G(a)
u(B) = F(d)+G(b)
u(C) = F(c)+G(b)
u (D) F(c)+ G (a)
o que demonstra o resultado. ([l

EXEMPLO 139. Suponha que u (x,t) satisfaz us = Uz, e também u (0,t) =0, u (4,t) = t. Calculemos u (a,8) em
fungdo de u (a,0). Para tanto, basta considerar o diagrama

D(a8) g
o
=1
C(4,4+a)
F(4,4-a)
0 - - ; = ‘
0 1 A@Q) 2 3 4)1(

97



98 18. A REGRA DO PARALELOGRAMO E A CORDA FINITA

onde todos os segmentos de reta desenhados sio da forma x £+t = cte. (isto é, paralelos as curvas caracteristicas da
equagdo da onda, ja que neste caso ¢ =1). Usando a regra do paralelogramo em ABPF e DCPF, temos

u(D) = u@)+u(E)—uP)=u(C)+u(E)—(uB)+ulF)—u(l)=uv(A)+u(C)+u(E)—u(B)—u(F)=
= u(D)=u(a,0)+(4+a)+0—-0—(4—a)=u(a,0)+2a

Note que, usando este tipo de raciocinio, é possivel calcular u(xz,t + 8) em func¢do de u(x,t) para qualquer t real no
dominio de u.

O exemplo acima ilustra uma abordagem para resolver o problema da onda quando sao dadas condigoes de
contorno em & = 0 e x = L. Assim, considere o seguinte problema que modela o movimento de uma corda vibrante
de comprimento L:

Ugy = gy para x € (0,L) et >0
w(0,t) = hy (t) parat >0
u(L,t) = hs (t) parat >0

u(z,0) = f(x) para z € (0, L)
ut (2,0) = g (z) parax € (0,L)

Use as curvas caracteristicas que se propagam a partir de (0,0) e (L,0) para dividir a faixa 0 <z < Let¢ > 0 em
regides: R:ct<x<L—ct,S:ct<z;L—ct<zxeTl:x<ctix<L—ct

X ' ' A

Pela férmula de D “Alembert, na regidao R a solugdo depende apenas das condigoes iniciais:

flxt+et)+flx—ect) 1 [T
2 +%/

w(z,t) = 9(y)dy

T—ct
Ja nas regides S = {(z,t);ct <z;L—ct <z} eT = {(x,t);2 < ct;x < L — ¢t} uma aplicagdo da regra do paralel-
ogramo é suficiente para calcular u (z,t). Por exemplo, na figura a direita, podemos calcular « (C) em funcao
de u (D) (que é obtido pela condigdo de contorno u (L,tp) = ha(tp)), u(A) (que é dado pela condigdo inicial
u(za,0) = f(za)) e u(B) (que pode ser calculado pela férmula de d’Alembert pois B estd na regiao R).

Em geral, para um ponto qualquer D = (z,t), um diagrama andlogo ao do exemplo anterior permite colocar
u (D) em funcdo de u (A) onde A estd em uma das regides R, S ou T'. Assim, é possivel encontrar férmulas explicitas
para u (x,t) em toda a faixa (0, L) x (0, 00).

D T D
tg

Caso em que A € R Casoem que A €T
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18.1. Exercicios

1) Uma fungdo wu (z,t) satisfaz uy = 4u,, para quaisquer z,t reais. Sabe-se que « (0,0) = 12, u(4,2) = -5 e
u(—4,2) = 3. Calcule u (0,4).
Resposta: u(0,4) = —14.

2) Uma fungao u (z,t) satisfaz uy = u,, para todos z,t reais. Sabe-se que 4 (1,0) =0, u(0,t) =0e u(2,t) =t
para quaisquer z e ¢ reais. Calcule u (1,2), u(1,4), u(3,2) e u(3,4) e mostre que u (1,2n) = n para todo n inteiro
positivo.

Resposta: u(1,2) =1, u(1,4) =2, u(3,2) =3 e u(3,4) = 6.

3) Uma funcao u (z,t) satisfaz uy = ug, para todos z,t reais. Sabe-se que u (0,t) = 0 e u(2,t) = ¢ para todo ¢
real. Seja xg € (0,1); calcule u (2 — x9,2) e u(x0,4) em fungdo de u (x0,0) e xo.

Respostas: u (2 — x9,2) = u(0,20) + © (2,2 — ) — u(x0,0) = 2 — xg — u(20,0) e u(xp,4) = v (0,4 — o) +
u (2,20 + 2) — u (2 — o, 2) = u(z0,0) + 2x0.

4) Uma fungao u (x,t) satisfaz uy = cug, para todos z,t reais. Suponha que u (0,t) = u(L,t) = 0 para todo
t real. Mostre que, se zg € (0, L), entdo u(x9,0) = —u (L — o, %) =u (:E(), %) — em particular, u é periédica de

periodo 2£ na direcéo t.
C

5) No exercicio 7 do capitulo 11, vocé usou o Método da Separagdo de Varidveis para mostrar que a solugao

Uy = Uyy para (z,t) € (0,7) x (0, 00)
w(0,t) =u(m,t) =0 para t € (0,00)

_ _f Lsel<z <3
u(z,0)=f(z) = 0,se g <wz<m
uy (2,0) = 0 para = € (0,7)

tem a seguinte expansao em série de Fourier!

u(z,t) = i % (1 — cos (%)) cos (mt) sin (mz) =

+ cos 6t + cos Tt

2 5in 3
— (cos tsinx + cos 2t sin 2x + cos 3tsme + cos bt

sin bx sin 6 sin 7x
- + ...

Use agora a Regra dos Paralelogramos para mostrar que esta solugao fraca é, de fato, constante em cada uma das
regides esbogadas a seguir (com os valores indicados). Usando este diagrama, esboce u (x,t) versus  para os seguintes

valores de ¢: 0,0.1,0.5,1, 5,7 e 27.

1/2
4 -1/2 0

vale a pena citar que cada um dos termos do somatdério a seguir ¢ chamado de uma onda estaciondria (que ndo deve ser confundido
com o "estado estaciondrio"da equagao do calor).
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Resposta: Os grificos para t =0 e t = 27 sdo idénticos. Os outros sio’:

10 10T 107
y | ! y | y
I I
05 + 05T — 05T
I [ I
I I ' I — Il Il
0.0 —i— : 0.0 +—h — : 0.0 +—+—+—4— :
1 2 3 | { 2 3 1 2 3
I § t=pif2 |
05T of| ost 1= -05 —
I
I t=pi_|
1.0+ 10+ 10+ — —1=pi_
t=0,0.1 t=0.5,1.0 t=3,m

6) Suponha a < L. Use a Regra dos Paralelogramos para determinar e esbogar, no plano xt, a solucdo fraca de
Ut = c*uy, para (z,t) € (=L, L) x (0,00)
u(—L,t) =u(L,t) =0 para t € (0,00)
_ _ 1,se [z] <a
u(@0)=f(z)= 0,sea<|z| <L
ut (2,0) =0 para x € (—L, L)

Resposta: nas regioes sem rétulo vale u = 0:

2Voja o filme no site da disciplinal!



CAP{TULO 19

Reducgao ao Caso Homogéneo

Virios dos métodos até aqui vistos, especialmente o Método da Separagdo de Varidveis, s6 funcionam para um
problema com condigoes de contorno homogéneas (para ser exato, uma condigio nao precisava ser homogénea, pois
os coeficientes ¢, eram ajustados ao final de acordo com esta tltima condigao). Se as condi¢oes de contorno nao
sao homogéneas, o principio da superposicao deixa de valer e o método nao funciona. Felizmente, em muitos casos,
é possivel separar o problema em questdo em um problema nao homogéneo (simples) e um homogéneo (que pode
ser resolvido pelo método da separagdo de varidveis ou outro método qualquer). Vejamos alguns exemplos deste
principio em acao’.

ExEMPLO 140. Dadas as constantes A e B, considere o problema do Calor a sequir

Up = Ugy para 0 < x < L et >0
(%) u(0,t) = A parat >0
u(L,t) = B parat >0
u(z,0) = f(x) para0 <x < L

Infelizmente, nao podemos obter solu¢des separadas deste sistema e superpo-las — dadas solugdes uy e us das trés
primeiras equagoes, uma combinagao linear de uy e us nao necessariamente satisfaz as trés primeiras equagoes,
porque cruy (0,t)+caus (0,t) = ¢c; A4ca A ndo necessariamente da A. Ao invés, comegamos por procurar uma solu¢ao
particular de

Vp = VUpe para 0 <x < L et >0
(%) v(0,t) = A parat >0
v(L,t) =B parat >0

FEste problema é indeterminado e tem vdrias solugdes (pois nao hd condi¢do inicial, em t = 0). Vejamos se podemos
encontrar uma solugdo simples, digamos, que ndo dependa de t: v (z,t) = X (x). Se esta solugdo existir, ela satisfard

X'"(z)=0=X(z)=az+0b
Como também queremos X (0) = A e X (L) = B, chegamos a solu¢ao particular

_B-A4

v(z,t) =X (x) 7

r+ A

Agora fagamos w (x,t) = u(x,t) — v (x,t). Afirmamos que u é solugao de (x) se, e somente se, w é solugao de

Wy = Wy para 0 < x < L et >0
w(0,t) =0 para t >0
(%) w(L,t) =0 parat >0
w(z,0) = f(z) — (BE-22+ A) para 0 <z <L

De fato, usando que v resolve (x):

W — Wee = 0 (U —vp) — (Ugy — VUge) =0 up — Uy =0
w(0,t) = 0&<u(0,t)—v(0,t)=0<u(0,t)=A
w(L,t) = 0&wu(L,t)—v(L,t)=0&u(L,t)=B

B-A

w(z,0) = ﬂ@—( x+A>@:M%m—uamzﬂ@—(B’ﬂﬁA)@u@mzf@)

L

lEm geral: se A ¢ uma transformagao linear e b é um vetor dado, entdo a solugdo do sistema nao homogéneo AZ = b pode ser
decomposta como ¥ = p + X, onde Tp ¢ uma solugdo particular de Az =b e Ty ¢é a solugdo geral de AT = 0.

101
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Assim, resolver (x) € equivalente a resolver (x % %) e somar v (z,t) = B—ZAﬂc + A a solugdo w encontrada. Como

(% % %) é homogéneo, sabemos resolvé-lo por separagdo de varidveis. Explicitamente, temos

3 2 [t B-A
w (.’L’,t) = Z Cne_7l2ﬂ'2t/L2 sin (?) onde ¢, = z/ <f ((,C) _ < 7 T+ A)> sin (nzx) da =
n=1 0

= B—-A
= u(z,t)=) coe™ T sin (?) + r+ A
n=1

L

Vale a pena também observar o significado fisico desta expressdo — a medida que t — oo, temos que w — 0 e,
portanto, w — v. Assim, v (z,t) é o estado estaciondrio do sistema (o estado do sistema "a longo prazo”, steady-
state) enquanto w (x,t) determina o seu transiente ou estado transitério (o estado do sistema antes de alcangar seu
estado estaciondrio). Mais ainda, v (z,t) é um equilibrio do sistema — isto ¢, se a distribui¢do inicial de temperatura

é f(z) = B4z + A, ela ndo se alterard, pois entdo w (z,t) = 0 e u(z,t) = v (z,t) para todo t > 0.
EXEMPLO 141. Vamos resolver a sequinte modificacdo da equagio da onda

Ut = Ups + 22 para z ER et >0
u(z,0) =z para x € R
w (2,0) =0 para x € R
Agora, o principio da superposi¢io nao vale na prépria EDP (a primeira equagio). Comecemos entao procurando
uma solucao particular de
Ut = Vg + 7
que ndo dependa de t, isto é, v(x,t) = X (x). Teremos

4
X”(w):—x2:>X(x):—x—+am+b

12
~ . . . x4
Como procuramos apenas uma solugdo particular, vamos escolher a mais simples: v (z,t) = —55. Agora, se w =
u— v, vem
2 2
Wit = Ut — Vgt = (uma:+$ )_(U$1}+x ) = Uggy — VUggy = Wyy
x4
w(z,0) = u(x,0)—v(z,0)=x+ 1

we (2,0) = g (z,0) — v (2,0) =0

Este problema em w corresponde & Equacdo da Onda que conhecemos, entao pode ser resolvido diretamente pela
formula de d’Alembert

((z;rzm + (z + t)) + (% +(z — t)) 2t + 66222 + ¢4
2 B 12 *
Dagqui recompomos u = w + v, chegando enfim a solucdo do problema original
2, t
u(z,t) = 5T +x+ﬁ
O leitor deve se convencer que esta idéia funciona rapidamente sempre que tivermos uma FE.D.P. do tipo uy =
Uge + f1 () + fo (t) (basta tomar v = X (x) + T (t) onde X" = —f1 e T" = fo). Teoricamente, a idéia também
¢ solida para E.D.P.s do tipo uy = Uz, + f(x,t), mas neste caso encontrar a solug¢do particular v pode ser mais
complicado.

w(x,t) =

As vezes, o problema até é homogéneo, mas uma mudanca de varidveis transforma o problema num bem mais
conhecido. Vejamos um exemplo:

ExeEmpLO 142. Considere o sequinte problema de rea¢do-difusdo

U = gy +u para 0 <z < L, t>0
u(0,t) =u(L,t) =0 parat >0
u(z,0)=f(z) para0 <z <L

Neste caso, nio adianta encontrar uma solucdo particular v tal que v, = c?Vyy + v e tomar w = u —v. Teriamos
2 2 2
Wy = Up — V¢ = (c um—i—u) — (c vm—i—'v) = C"Wgpyp — W

que é novamente a equacdo inicial! Uma opcao é usar diretamente o método de separacdo de varidveis neste problema
(como fizemos nos exercicios do Cap. 11)! Outra opgao interessante é tomar:

u(z,t) = e'v (z,1)
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Pois entao
_ 2 t t, o 2.t t _ 2
Ut = CUgpy TUS= ECEVF+EV =C€VUpyp + €V UV =C Uy

e v satisfaz a equagdo do calor tradicional! Mais especificamente, usando v (z,t) = e tu (z,1):

Ve = CPUge para 0 <z < L, t>0

v(0,t) =v(L,t) =0 parat >0

v(x,0) = f(z) para 0 <z < L
Esta equacao pode ser resolvida pelo método de separacao de varidveis. Escrevendo a solugao como uma série de
Fourier, temos

L
v(@,?) = i cne T sin (sz> onde ¢p = %/ f(z)sin (?) dx
n=1 0

e, portanto
2,2

- Fro( (- 55) =)

Note como esta solugcdo amplifica os harmonicos para os quais n < % (baizas fregiiéncias) & medida que t cresce,

e atenua os harmonicos para os quais n > % (se houver um harmonico em n = %, ele serd mantido intacto). Em

suma, o processo trata-se de um filtro "passa-baira’.

19.1. Exercicios

1) Resolva o problema
Upt = Ugy — 1222 paraz € R et >0
u (x,0) = 22 para z € R
ut (z,0) = cosx para z € R
Resposta: u(z,t) = 2z* + 622t + t* + cos wsint.

2) Resolva
U =Ugy + € ' paraz ERet >0
Uy (0,t) = uy (mw,t) =0 para t > 0
u(x,0) = cos2z para x € R
Resposta: u(z,t) =1+ e cos2r — e,

3) Considere o problema do calor numa barra finita
Up = Qg paraa < x <bet >0
u(a,t) =0 parat >0
u(b,t) =0 parat >0
u(z,0) = f(x) paraa <z <b
A presenga das constantes a e b ao invés de 0 e L dificultam a solucdo por separacio de varidveis. Encontre uma
mudanca de varidveis que facilite a resolugao desta equacdo. Qual a nova condigao inicial?
Resposta: uma boa op¢io é v (x,t) = u(x + a,t). Tomando L = b — a, ficamos com o velho problema

Vp = QUge paraa < x <bet>0
v(0,t) =0 parat >0
v(L,t)=0parat>0

v(z,0)=f(r+a) prad <z <L

4) Resolva a seguinte equagao do transporte modificada
U + cuy —au =0
usando u (z,t) = e*v (x,t).

Resposta: u(z,t) = e F (x — ct) onde F é uma fungao qualquer.

5) a) Seja f (x) uma fungdo que nao se anula e considere a equagao
up— f(x)u, =0
Defina uma mudanga de varidveis por v (z,t) = v (w,t) onde w = w (z) e descubra a nova equagdo em v. A partir

dai, escolha w (z) de maneira a reduzir esta equac¢do a uma equacao do transporte em v com coeficientes constantes.
b) Escreva explicitamente a solugdo genérica de

up = (1+2%) uy
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Resposta: a) vy = f(z)w'v,. Tomando w' = f(lz), isto é, w = fﬁdm, temos vy = vy, que é a equagdo do

transporte com coeficientes constantes (cuja solugao é v (w,t) = F(w+1t)). b) u(x,t) = F (arctanz + t), onde F é
uma fun¢ao qualquer.
6) A seguinte E.D.P. ¢ um caso particular da equagdo de Black-Scholes (usada em finangas)
P, —2?Py, —aP, + P =0

onde x > 0. Utilize uma mudanga de varidveis do tipo x = €" para transformé-la numa equagao mais conhecida.
Resposta: Fazendo Q (w,t) = P (z,t) onde x = €¥“, a nova equagdo em @Q é

Qt - wa + Q =0
Tomando agora Q (w,t) = e 'u(w,t), chegamos a
Ut = Uww

que é a Equagdo do Calor em u. Juntando tudo, se u(w,t) é uma solu¢ao da equagdo do calor up = Uy, entdo
P(z,t) = e tu(Inz,t) é uma solugio da equagdo de Black-Scholes.



