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2 Definicoes e Enunciados

p.71: na definicdo 92: "...com PRODUTOS internos.... inica TRANSFORMACAO linear..."
pPp. 91-96: o titulo da Secao 14 deveria ser OPERADORES ORTOGONAIS.

3 Solucoes
1.6)

E s6 fazer a conta mesmo, sério. Assim, tem-se u=(1-6+6—-1,2—-3+6—-5,1—-6+4+1)=(0,0,0),
v=(142-3-1,24+1-3-51+2-2+1)=(-1,-52)ew=(3-2-3,3-1—-52-2-2)=(1,0,0).

Para pensar: estes 3 vetores u, v e w foram definidos como civ1 + cava + c3v3 + cavy. Serd que todos os vetores do R? podem
ser escritos nesta forma? Resposta: para estes vetores vi, va, vz € v4, sim!
(Trocar +1 por —5 no segundo termo de u; a resposta é (0,0,0) ao invés de (0,5,0) para u)

1.12b)

Distributividade FALHA: (a+ 8)u = ((a + ) z1, (a + 8) 11) e au+ Bu = (ax1, ayr) + (Bz1, By1) = (aﬂx%, ab’y%) nao sao
necessariamente iguais.

Segunda parte da distributividade também FALHA: « (u + v) = a(21y1, T2y2) = (az1y1, az2ys2) e autav = (azq, ayr )+
(azxe, ays) = (a2x1x27 O[2y1y2) nao sdo sempre iguais.

1.12¢)

Vetor nulo NAO HA, pois (a,b) + (z1,y1) = (3a + 321, 5a + 521) = (x1,y1) = a = —221/3 e o vetor nulo (a,b) tinha que ser
0 mesmo para qualquer vetor v dado.

Consequentemente, nao faz sentido falar em inverso aditivo.

1.21a)

u = uui + agus + ... + o, onde Zai =leu,....,un €X
v = [+ Byva + ... + B, u, onde Zﬂj =lewvy,...,v, €X

Trocar ) u; € Y v; por ) «a; e ) [3;, respectivamente.

2.3f) "... a soma é direta quando Nuc(X) N Nuc(Y) = {0}". Trocar () por {0}.
"Assim, F = F @ G se e somente se...". Trocar por Nuc(X)® Nuc(Y).

2.18) "... a partir do momento que F # {)...". Trocar = por #.

2.22) "... e vy € Fy tal que vy € F1". Trocar por F, por F; no final.

2.28d) Trocar ¢ (f (z)) = f () por f(g(x)) = g (x)-



2.34) Deveria ser 1 C G; e F; C (s,

2.36) Todos os Q deviam ser Q.

3.33) "a =e11 + €92 — €12 — €21 ", trocar o primeiro e;s por eq;.

4.6)

Monte um sistema de equagoes: A(1,2) = (a+2b,c+2d) = (1,1) e A(3,4) = (3a+4b,3c+4d) = (2,2). Resolva-o para
encontrar a = 0, b:%, c:Oed:%.
4.8) Devia ser a2 —3a+2 =0, com 2 no lugar do 12.

4.13) Devia ser

Trocar b com c no final.

4.21) Basta escrever os vetores e; = (1,0) e ea = (0,1) como combinagdo linear de v; = (1,1) e v2 = (2,3) e entdo usar a

linearidade de f. Resolva um par de sistemas para descobrir que e; = 3v; — v2 € e = —2v; + vo. Como f ¢é linear, f(1,0) =
3£(1,1) — f(2,3)=33—-1=8e f(0,1) = —2f(L,1)+ f(2,3) = 2.3+ 1= —5.
(Com vy ao invés de e; na expressao es = —2v;1 + vg)

4.23) Devia ser a? — 2a — 1 =0 no lugar de o? + 2o — 1 = 0.

5.7)
A3 (2,y,2) = A% (ay + bz, c2,0) = A(acz,0,0) = (0,0,0)

(Com acz ao invés de acy.)

6.20a) Devia ser (a + b, ¢, a + ¢,b) no lugar de (a + b,¢,b + ¢, b), trocando o segundo b por a.

6.22; 20b) "Assim, Nuc(B) = {(a,—a,—a,a) | a € R} e uma base de N (B) é {(1,—1,—1,1)}". Trocar os sinais da 3a e 4a
coordenadas.

k—1 ; PP
6.23) "p (z) = apz® + > j—o a;2’", com o somatério iniciando de 0.

6.32) "...isomorfo a R"*! x R"no lugar de R" x R. Em seguida: "Fy é isomorfo a R"*% e dim E; = n +2", com E, no lugar
de B e n+ 1 no lugar de n.

6.34) Devia ser "f (u,,) = 1", e depois "g (w,,) = 1". Trocar 0 por 1.

6.38) Trocar todos os intervalos [0, +o0] por [0, +00).

8.13a) "Tome A, B : R — R? com A (z,y) = (,0) e B (x,y) = (0,y)."

8.33) C3 = aL; + bL3. Trocar Ly por Ls.

9.2)
34 16 109 8
Pug = (3,2,0,0) = 3e; + 20 = —— ) — — Uy + —— U + =
uz = (3,2,0,0) e1 + 2e2 105U1 21u2+105u3+35u4

Trocar —89 por +109.



10.8)
1 V2

52 10
1 V2

5v2 10

Eliminar os "5"dos numeradores e jogar para os denominadores.

10.27b/c)
0 —c b
c 0 -—a
-b a 0

Todos os sinais estavam trocados.

11.1) "Portanto, AA* é injetiva". Eliminar v.

11.2b)
B (z,y,z,t) = (x + 37y — 6z + 53t, 37z — 36y — 59z — 6t)

Trocar 27 por 37.

11.20) Enfim

Trocar w por w; (exceto o primeiro).

12.28) Sejam v, va, ..., v, autovetores correspondentes aos n autovalores distintos. Sabemos que eles tém de ser L.I., e portanto
formam uma base de E. Note que cada subconjunto de {v1,va, ...,v,} gera um subespago de E que serd também invariante por A
(incluindo o subconjunto vazio, que gera {0}, e o conjunto todo, que gera E). Como ha 2" subconjuntos de {v1,vs, ..., v, }, temos
2™ subespacos invariantes por A.

Por outro lado, seja F' um subespaco de E invariante por A. Precisamos mostrar que F' é um dos subespagos mencionados no
pardgrafo anterior.

Em primeiro lugar, provemos que os subespagos invariantes G' de dimensao 2 contém pelo menos um autovetor. De fato, tome
um vetor u € G — {0} e escreva u em termo dos autovetores descartando coeficientes nulos:

p
u = E a;v; onde a1,as,...,ap # 0

i=1

(onde reordenamos os autovetores para facilitar a notagdo). Se p = 1, temos v, = % € G e acabou. Se p = 2, temos

U = a1V + a2
Au = a1 Av; + ashve € G (pois G ¢ invariante)
portanto vy = % € G (note que a1 # 0 e A1 # A2). Enfim, mostremos que ndo pode ser p > 3. De fato, como dim G = 2, os

vetores u, Au, A%u € G devem ser dependentes. Ou seja, existem constantes a, 3, nao todas nulas com
ou+ fAu+yAu = 0=
P P P
= aZawi —|—ﬁ2ai/\ivi +vzai)\$vi =0=
i=1 i=1 i=1
P
= Zai (CY—Fﬂ)\Z +’YA3) v; = 0.
i=1
Mas sendo os v; linearmente independentes e a; # 0, isto implica

a+ﬂ)\i+7)\? =0parat=1,2,....,p



o que é absurdo, pois o polindémio ndo-nulo p (A) = YA% 4 BA 4 o tem grau (no méximo) 2 e portanto menos que 3 raizes reais.

Agora voltemos ao problema original usando indugéo na dimenséo de F. Se dim F' = 0, temos F' = {0} e acabou; se dim F = 1,
temos F' = S ({v;}) para algum autovetor v; e acabou. Enfim, suponha que todo subespago invariante de dimensao k é gerado por
autovetores, e tome F' invariante com dim F' = k + 1. Precisamos mostrar que F é gerado por autovetores.

Note que F' deve conter algum autovetor. De fato, F' deve ter um subespago invariante de dimensao 1 (feito!) ou 2 (e este
espago de dimensdo 2 conteria um autovetor pelo exposto acima). Para facilitar, suporemos vy € F.

Agora escreva Fy = S ({v1}) e F» = S ({vg,...,v,}). Claramente Fy e Fy sdo invariantes, portanto Gy = FNF) e Go = F N Fy
também o sao. Afirmamos que

F =G 9 G,.
Claramente G N Gy = {0} e também G1,G2 C F = G + Gy C F. Por outro lado, se w € F, escreva

n
w = Cc1v1 + E CrVk-
k=2

Como v; € F, temos w — c1v; € F' e portanto u = ZZ:Q Vg € F. Assim
w=cCcv +u

onde c1v1 € Gy e u € G, mostrando que F' C Gy + Gs.

Agora terminamos o passo de indugdo: como dim G = 1, temos dim Gy = dim F' — dim G; = k. Sabemos que G; = S ({v1}) e,
por hipétese de indugdo, Go vai ser gerado por algum conjunto 5 de autovetores. Assim, F' = G; + Go serd gerado por {v;} U S,
um conjunto de autovetores. Ufal

12.33) Seja A : E — E um operador linear de posto 1. Com n = 1 o problema ndo tem graca, entdo suponhamos n > 2.
Como dim N (A) = n —dimIm A = n — 1, devemos ter uma base do nicleo com n — 1 autovetores L.I. de autovalor 0, digamos,
{v1,v9, ..., 0,1} Complete esta conjunto para uma base {vi,vs, ...,v,} de E. Entdo, a matriz de A na base {v1,va,...,v,} serd do
tipo

0O 0 0 .. x1
0 0 0 .. xo
a=|0 0 0 .. z3
0 0 0 .. o

onde w = Av,, = 2101 + TV + ... + Ty v, # 0 (se fosse w = 0 o posto seria 0). Assim, tr (4) =040+ ... + z, = z, (note que o
traco da matriz que representa o operador A ndo muda & medida que mudamos a base escolhida para representéd-lo; veja problema
8.37). Por outro lado

Aw = A(z1v1 + ... + 2p0,) = A(zhvn) = AV, = Tpw

e w é o autovetor procurado.

13.8 ii).
2a —b=2c+1
Trocar o sinal do 2c.
13.8 iii)
2b—d=2e+1

Trocar o sinal do 2e.
13.32)
|Au| 4+ |Bu| < a+b

Trocar = por <.
Assim, ||[A+ B|| <a+b=|A|| + ||B||. Novamente, trocar = por <.
Acrecsecntar ao final: "Enfim, para o exemplo, basta tomar A (x,y) = (0,2). E fécil ver que ||A|| = 1 mas A? = 0".

13.33) Pelo exercicio 11.17, se t é uma matriz do operador T' numa base ortogonal, temos

T =)t
i



Assim, sejam by, xy € a,xp as matrizes de B e A na base canonica. Denote as linhas de b por iy, (s, ...,
por ci,ca, ..., ¢, € R™. Portanto:

IBAP? = Y (ba)}, => (li¢;)* <

i, i,
STl =311 e P = 1B |4
i, i J

onde aplicamos a desigualdade de Schwarz ao produto interno canonico em R™.

IN

lm S an

e as colunas de a

14.10) "...note que Av = E”’“gu”. Acrescentar v em Av.

u,u
14.18) "...podemos encontrar v € E nao nulo tal que...". Acrescentar nao nulo.

14.19) Seja u = (z,y, 2)... Trocar (a,b ¢) por (z,y,z2).
na matriz de A.

”\a

Ao final, trocar os sinais de ambos

14.21)
(azT + xaT) + A (ayT + yaT)

Faltaram T em z e y.

15.7) Trocar 13 por 14 e vice-versa.
15.10)
3 4 3 2 0 2
X= [0 0] [2 0}+[2 0]

Trocar 2 por —2 e vice-versa na matriz da direita.

18.1d) ...cujo nicleo ¢ {b}". Trocar v por b.

18.7, volta: Seja o = b (v1,v2). Trocar f por b.

20.10) ...para todo v, PAPB = PBPA. Trocar PA = PB por esta igualdade.

20.11)

a—2I = .. base:{(—-3,-3,1)}
...na base {(1,0,0),(0,2,—-1),(-3,-3,1)}...

Trocar ambos 3 por —3.

A(0727_1) = (172a ) (170a0)+(0a27 )
A(-3,-3,1) = (-6,-6,2)=2(-3,-3,1)

Trocar 1 por 0 na linha de cima, e os 3 sinais das primeiras coordenadas na linha de baixo.

22.18) Trocar < por <.

22.20) Claramente, A*v = > | B, AFu;. Trocar j por i.



