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1. Considere o PVI:

d _
tgay(t) + 4ty (t) = e,

y(=1)=0.
(a) [1 pt] Determine o maior intervalo onde a solu¢ao do PVT existe.
(b) [1 pt] Encontre a solugao do PVI.

Solugao:

(a) Primeiramente, vamos reescrever a EDO como:

d dy(t) et
Syt + 2 =
a?'r T =
Podemos ver que a EDO ¢ linear de 12 ordem. Assim, como p(t) = % e g(t)

(—00,0) U (0,00), temos que o maior intervalo onde o PVI tem solucéo é (—o0,0).

In(t*

(b) Multiplicando-se pelo fator integrante pu = el 4/tdt — In(t") — ¢4 temos:

d

(1) =te™".

Integrando em relagao a t, obtemos
thy(t) = /te*t dt.

Usando integracao por partes u = t, du = dt, dv = e~ 'dt e v = —e™ 4

/te’t dt = —te™" + /e*t dt =—te™" —e "+ Ch.

Com isso, a solugao geral da EDO é:

Finalmente, fazendo y(—1) = 0, obtemos que C7 = 0, daf a solucao do PVI é:

y(t) = Et-De? ;41) eit, Vt € (—00,0).

€

t3

sao continuas em

2. [2 pts] Determine a solucao geral da EDO:

%;y(t) + ?)iy(t) +y(t) =e " +2sin (t).

2
dt

Solugao:

Resolvendo a EDO homogénea: 2%y(t) +34y(t) +y(t) = 0.

A2 430 4+3=0=X\ =1, X=-1/2

Com isso a solugao geral da EDO homogénea é:

yh(t) = 0267% + Cleit, vVt € R.
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Encontrando uma solugao particular da EDO nao-homogénea:

Para isso, vamos usar o método dos coeficientes a determinar. Vamos supor a solugao particular da forma:
yp, = Csin (t) + Beos (t) + Ate™"

Com isso,
y, = Ccos (t) — Bsin (t) + Ae™" — Ate™",

y, = —C'sin(t) — Bcos (t) — 24e7 " + Ate™!

Substituindo na EDO nao-homogénea, temos:

4C cos (t) — 2C'sin (t) — 2B cos (t) — 4Bsin (t) — 2Ate™" = e~ " + 2sin (t).

A solugao geral da EDO é:

3cos(t) sin(t)

5 — 5 +(—t+01)€_t+02€_%, VvVt € R.

3. [2 pts] Determina a solucao da EDO:
d? d et

@y(t) - 2&9(0 +y(t) = e

Solugao:
Resolvendo a EDO homogénea: %y(t) — 24 y(t) + y(t) = 0.

M2 +1=0=X=1

Com isso a solugao geral da EDO homogénea é:

yn(t) = (Caot + Cy) €', Vt € R.

Encontrando uma solugao particular da EDO nao-homogénea:

Para isso, vamos usar o método da variagao dos parametros. Vamos supor a solugao particular da forma:
_ t t
yp = v(t)e" + tu(t)e,

com a condicao:

d d
ti ti =
e dtv(t) +te dtu(t) 0.

Com isso,

d d
Y, = etav(t) +o(t)e! +u(t)e' + tet%u(t) + tu(t)e’

=v(t)e' +u(t)e’ + tu(t)e

Yy = el —v(t) + et%u(t) +o(t)e! + 2u(t)et + tet%u(t) + tu(t)e’

Substituindo na EDO nao-homogénea, temos:
d d d et
—o(t) + —u(t) +t—u(t) ) e = —.
(0O + Guo+ e 5utn ) o

Dal, temos o sistema:
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cuja solugao é:
d 1 d 1 1 1

Logo, solucao geral da EDO nao-homogénea é:
t

y(t) = 5 + Cate’ + Cre, Wt € R,

4. [1 pt] Determina a solucao geral da EDO:

d? d
ﬁy(t) + 4ay(t) + Ty(t) = 0.

Solugao:
NrdA+4=0=X 1 =—V3i—2, A=+V3i—2

Com isso a solugao geral da EDO é:

y(t) = Cye ' cos (\/gt) + Cre?! sin (\/gt), vt € R.

5. Uma boia cilindrica de raio r, altura h e densidade de massa p estd boiando em um fluido de densidade p;y > p, como
na figura abaixo. Se a boia é mergulhada ligeiramente e depois solta, ela oscila na posigao vertical. Suponha que se
pode desprezar o amortecimento viscoso do fluido e a resisténcia do ar.

Y

(a) [1 pt] Considere o sistema de referéncia tomando zero como o topo da boia na posi¢ao de equilibrio e positivo
para cima, como na figura. Se y = y(t) é a funcdo que descreve a posigao do topo da boia neste sistema de
referéncia, deduza uma equacao diferencial do movimento da boia e encontre a solucao geral.

(b) [1 pt] Determine o periodo do movimento.

(c) [1 pt] Suponha que a boia esteja mergulhada na 4gua, isto é, py = 1 kg/m3 e o didmetro da boia é 60 cm.
Sabendo-se que o periodo de oscilagao é 2s, determine a massa da boia.

Solucgao:
(a) Deduzindo o Modelo:

As tnicas forgas atuando sobre a boia sao o peso e a forca de empuxo. Por uma questao de simplicidade,
vamos denotar por A = 712 a drea da base do cilindro. Neste caso, a forca peso é dada por

P= —mg = —pAhg.
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Seja hg < h a altura da parte submersa do cilindro na posicao
de equilibrio. Nesta posigao, as forca de empuxo é dada por

h ho
parte = B
submersa E=msg=prAhog

Posigao de Equilibrio

Na posigao de equilibrio a boia nao estd se movendo, dai, sua aceleracao é zero. Portanto, pela 22 lei de
Newton,
E+P=0= prAhog — pAhg =0 = prho — ph = 0. (1)

No segundo momento, quando a boia é mergulhada ligeiramente, ela comega a oscilar. Neste caso, a forga
de empuxo varia. Se o topo da boia estd na posigdo y = y(t), entdo a parte da boia submersa tem altura
dada por hg — y, onde hg — h <y < hyg.

Y Y Y
1y(t) >0
-10 +0 +0
-1y(t) <0
h ho / h ho — y(t)
parte h ho —y(t) I parte submersa
parte
submersa ) )
submersa
Posigao de Boia deslocada Boia deslocada
Equilibrio para baixo para cima

Com isso, o empuxo é dado por =
E = prA(ho —y)g.
Novamente, pela 22 lei de Newton,
my" = E+ P
= pAhy" = —pAhg + ps A(ho — y)g.
Cancelando A
phy" = —phg + prhog — pryg

Usando a equacao (1), obtemos o modelo:
phy" + prgy = 0.

Pr9

Determinando a Solucao Geral: Dividindo-se a equagao por ph e definindo w := oh

a EDO na forma:

podemos reescrever

y" +wiy = 0.
Vimos, que esta EDO é o modelo para oscilagdes livres nao amortecidas, cuja solucao é da forma:
y(t) = Rcos(wt —9), Vit € R,
onde w é a frequéncia.

(b) Do modelo anterior sabemos que o periodo é:
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(¢) A massa da boia é dada por
m = pAh = prr?h

Do item (b), sabendo que T'= 2 e py = 1, temos que

T2:4w2ﬂ:s4:4w2@:»ph:£

Prg g w2

Substituindo na equacdo anterior e usando que r = 0.6 m, g = 9.8 m/s? e m &~ 3.14, temos que

2 0.09
g _ Tg ~ 0.280739135742188 Kg.
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