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Sobre o Teorema de Bertini em
Caracteristica Positiva

Introducao

Pelo Teorema de Bertini, sobre variacao de pontos singulares em um
sistema linear, temos que quase todas as fibras de um morfismo dominante
entre variedades algébricas suaves sobre um corpo de caracteristica zero sao
suaves. Um andlogo na teoria das variedades diferencidveis é conhecido como
Teorema de Sard, que diz que a imagem dos pontos criticos de uma aplicagao
suave entre variedades diferenciaveis tem medida nula.

Entretanto, em caracteristica prima este teorema sé vale sob hipdteses
adicionais. Por exemplo quando a fibra geral do morfismo for racional. Os
primeiros exemplos foram publicados em 1944 por O. Zariski [6].

Considere a superficie S := {(z,y,t) € A%(k) x AY(k)|f = y* + 2P + t},
onde k é um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 2. Conside-
remos ainda a projecao na tltima coordenada 7 : S — Al

No caso em que p = 3, Bombieri e Mumford [1] usaram esta fibracao para
provar que toda fibracao de superficies suaves sobre curvas suaves, cuja fibra
geral admite uma cuspide, sao localmente formalmente isomorfas.

Observe que para todo t € Al a fibra X; := 7 !(¢) é uma curva com
uma tnica singularidade (t'/7,0) e a superficie S é suave. Desta forma, o
morfismo 7 nos fornece um contra-exemplo para o Teorema de Bertini em
caracteristica p > 2. Com leves alteragoes encontramos exemplos em carac-
teristica 2 também.

Porém nao é simples de imaginar como construir familias patologicas cujo
grau das curvas sejam menores que a caracteristica do corpo. Tais exemplos,
bem como uma classificagao, foram publicados em 2004 por K.-O. Stohr [4].



No6s iremos apresentar uma fibragao patoldgica, que surgiu em [5].

Uma Familia Patolégica de Quarticas Planas

Seja k algebricamente fechado de caracteristica 5. Considere a superficie
irredutivel S em P? x Al dos pontos ((z : y : 2),t) satisfazendo a equagao
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2z 4+ (2227 — wy2® + Py —yt+ (y + 32)2%% =0,

juntamente com o morfismo projecao
n:S — Al
induzido pela projecao da segunda coordenada de P? x Al

As fibras do morfismo 7 sdo da forma C; x {t}, onde C; é uma quértica
plana projetiva nas coordenadas z, y e z, determinada pela equacao acima.

Homogenizando a equacao acima podemos ver S como uma superficie
projetiva em P> x P e np: S — PL.

Se t # 0 e oo, entao pelo critério do Jacobiano temos que a curva irre-
dutivel C} possui uma unica singularidade

(t* + Y2 (12 = 1)1/7 1 2).

E mais, Py = ((0:0:1),0), 5=((4:3:1),3) e Py =((1:0:0),00) sao
as unicas singularidades de S.

Desta forma, 1 : S\ {Cp, C3,C} — P\ {0, 3, 00} nos fornece um mor-
fismo dominante entre variedades suaves cujas fibras sao todas singulares.

Um fato interessante que envolve este exemplo, é que pelo critério do Hes-
siano, quase todas as fibras admitem um ponto de inflexao nao ordinério. E
mais, cada fibragao patolégica por quérticas planas que admitem um ponto
de inflexao nao ordinério na fibra geral é birracionalmente equivalente a uma
fibracao obtida por uma extensao da base desta fibracao apresentada.

Vamos resolver as singularidades de S e analisar o que acontece com as
fibras dos pontos especiais 0, 3 e co. Seja 17 : S — P! 0 morfismo composto,



onde S — S é a resolucao de S.

Observe que Cy = n*(0) é uma curva em S dada pela equagao polinomial
3z = 0. Denotemos por A§°) e Ago) as componentes “xz = 07 e “z = 0.
Explodindo a singularidade (P, 0) obtemos a configuragao.
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Onde a curva racional suave A é o divisor excepcional de S em (P, 0).
A intersecao entre A e AEO) é o tinico ponto singular da superficie em A®.
Explodindo este ponto, obtemos a seguinte configuracao.
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Onde a curva racional suave A é o divisor excepcional, que consiste
inteiramente de pontos singulares da superficie. Explodindo ao longo desta
curva, obtemos a seguinte configuragao.
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Onde a curva racional A®) é o divisor excepcional. A intersecdo de A®)
com A§°) é um ponto singular da superficie. Explodindo ao longo desta curva,
obtemos a seguinte configuragao.
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Onde o divisor excepcional é a uniao de duas curvas racionais suaves Ag )

4 ~ . . ;. ~
e Ag ), que nao possuem singularidades da superficie. O pull-back por 7 de
t = 0 é a combinacao linear das curvas racionais suaves,

77(0) =3 A + AY +3AM 1 34® 154 4 4 AY

onde as componentes nao se intersectam ou se intersectam transversalmente,
de acordo com a figura acima.

Da mesma forma obtemos
7*(00) =3B” + BY + B{" +2BY" + B{" + 3B + 2By’

0 0) .~
onde B£ ) e Bé ) sdo componentes de n*(c0) = C e as outras componentes
irredutiveis sao curvas racionais suaves obtidas por uma cadeia de blowups
de pontos. Elas nao se intersectam ou se intersectam transversalmente, de
d di bai i 5 B(Z) B(Q)
acordo com o diagrama abalxo, exceto a intersegao entre 5, e By que tem

multiplicidade dois.
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No ultimo caso temos,
75(3) =CO 420" 4+ CV 4200

onde 51(0) ¢ a transformacao birracional de n*(3) e as outras componentes
irredutiveis sao curvas racionais suaves obtidas por uma cadeia de blowups
de pontos. Elas nao se intersectam ou se intersectam transversalmente, de
acordo com o diagrama a seguir.
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Lembremos rapidamente, que dado um divisor D de uma superficie a
auto-intersecao de D, denotada por D - D ou D?, é calculada pela intersecao
entre D e D', digamos D - D', onde D’ é uma deformagao conveniente do
divisor D.

Como as fibras de um morfismo sobre P! e suas componentes se inter-
sectam com indice de intersecao zero, podemos calcular a auto-intersecao de
cada componente das fibras, usando as expressoes dos pull-backs apresenta-
dos anteriormente. Por exemplo, vamos calcular A . A,

0 ). 77%(0)
3AM A(°)+A LAWY 43 A . 4
3 A0 . 46 +5A<1> A<4+4A Ag4>

= 3AM . AL 4+ 3

E logo, AM . AD = _1,

Como podemos concluir facilmente, as curvas §£O) e AW s30 as tnicas
curvas racionais com auto-intersecao —1 nas fibras. Logo pelo critério de
Castelnouvo elas podem ser contraidas. Desta forma, concluimos que a fi-
bracao 77 : S — P!(k) ndo é minimal e, a partir desta, podemos chegar na
fibracao minimal, como resume o seguinte teorema.

Teorema 1. A fibracion : Y — P'(k) obtida da fibragio 7 : Y — PY(k) pela
contracao das duas componentes de fibras B e A ¢ o modelo minimal
regular proprio da fibra¢do patoldgica(ou nao- sucwe) n:Y — PYk). Sua

fibra sobre os trés pontos t = 0,00 e 3 sao combinacoes lineares de curvas
Tacionals Suaves

77(0) = 34" + AY +34% 454 4 44
7*(00) = By + BV + 2B + BV + 3B + 2BV
7*3) =0 yo0 1 TV 42T

cujas configuracoes de intersecoes sao obtidas pelas ultimas trés figuras, re-
movendo as curvas pontilhadas. As curvas restantes sdo curvas irredutiveis
que coincidem com as fibras n*(t) = C; da fibragdao original 7).

b}



Observe que apesar da fibracao ser minimal, o espaco total nao é uma
superficie minimal, j4 que pode ser verificado que a curva que contém os
pontos de inflexdo nao ordindrio das fibras de i, (1: 0: 0) x P!, é uma curva
horizontal racional e com auto-intersecao —1. Porém é possivel conhecer a
geometria da superficie S, j& que, é possivel encontrar um conjunto de curvas
nesta superficie que contraindo chegamos em P?. E portanto conhecemos o
seu grupo de Picard.

Filosofia da Construcao

Dizemos que o morfismo dominante 7w : X — Y entre variedades sobre
um corpo k é patolégico(ou nao-suave) quando todas as fibras sao singulares,
enquanto o espago total é ndo singular( apés uma eventual restrigao da base
a um aberto denso de Y).

Suponhamos que dimX = dimY + 1 e que K := k(Y') seja algebrica-
mente fechado e separavelmente fechado em F' := k(X). Geometricamente,
isto significa que quase toda fibra do morfismo 7 é uma curva integral.

Desta forma, podemos ver F' como corpo de fungoes em uma variavel
sobre o corpo K.

Assumimos também que 7 seja proprio, e portanto as fibras sao curvas
projetivas.

Consideremos Z o modelo nao singular do corpo de fungoes F|K. De
modo geral, Z pode ser obtido pela fibra genérica do morfismo 7, mais pre-
cisamente, Z é obtido pelos pontos fechados da fibra do ponto genérico de Y
por T.

No segundo exemplo,
2z 4 (2227 — wy2® + Py — yt+ (y + 32)2%% =0,
¢ o modelo nao singular do corpo de fungoes k(S)|k(t).

Observe agora que quando estendemos a curva Z a K, digamos Z Qg K,
obtemos uma curva singular. E mais, esta propriedade ¢é refletida na fibra
geral do morfismo 7.



Desta forma, temos em mente o fato geral:

“O morfismo m: X — Y € patologico(ou nao-suave) se e sé se Z Qg K
€ uma curva singular sobre K.”

O que esta por tras dessa afirmacgao é a seguinte filosofia:

“Propriedades de Z @ K sdo herdadas por quase toda fibra do morfismo
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.

Observe agora que Z ®k K é singular se e s6 se seu género geométrico é
menor que o género aritmético.

Como o género aritmético é invariante por extensoes do corpo de constan-
tes(cf. [2], p. 182), temos que esta ultima condigao equivale a desigualdade

g<g

onde g e g denotam o género do corpo de fun¢oes F|K e F ®x K|K, respec-
tivamente.

Na literatura um corpo de fungoes que satisfaz esta condicao ¢é dito nao-
coOnservativo.

Um primo p € F com anel de valorizacao O, ¢ dito suave quando o
domfnio semi-local, unidimensional KO, é integralmente fechado. A K-
codimensao de EOP no seu fecho inteiro é chamada o grau de singularidade
de p. Como a diferenca g — g ¢ dada pela soma das multiplicidades dos pri-
mos nao suaves(cf. [2], p. 182), temos que o corpo de fungdes F|K possui
um primo nao suave se e s6 se g < g.

Um fato geral, que é interessante no nosso contexto, é a seguinte relacao

{divisores primos horizontais de X — Y}

!

{pontos fechados da fibra genérica de X — Y'}

!

{primos de F|K}

Restringindo a um aberto da base Y, para que X seja suave e que nao
surja componentes de dimensao menor que a dimensao de Y em X \ X,



temos que
m: X — Y é patolégico(ou nao-suave) < X\ X, é um divisor horizontal,

onde X,, denota os pontos suaves do morfismo 7 : X — Y.

No exemplo, este divisor é dado pela curva irredutivel S\ {Co, C3, Cso } N
V(yt + dzy?z + 432 + 40?22 + 2xy2? + 123).

Sendo assim, surge um fato interessante:

“Os primos de F|K que estao relacionados as componentes de X \ X,
sao exatamente os primos nao suaves de F|K.”
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