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RESUMO

Neste trabalho, provamos que, dado um corpo K algebricamente fechado de caracteristica
positiva, o conjunto das séries twist-recurrent sobre K forma uma extensao algébrica de
K((t)), mas nao forma um fecho algébrico. A grosso modo, séries twist-recurrent sao
séries de poténcias com expoentes racionais tais que o conjunto de coeficientes possui
subsequéncias satisfazendo relagoes de recorréncias.

Palavras-Chave: Fungoes Twist-recurrent. Séries Twist-recurrent. Extensoes Algébricas.

Fecho Algébrico.



ABSTRACT

In this work, we prove that given an algebraically closed field K of positive characteristic,
the set of the twist-recurrent series over K forms an algebraic extension of K ((t)). We also
prove that this field is not algebraically closed. Roughly speaking, twist-recurrent series
are power series with rational exponents such that the set of coefficients has subsequences
satisfying recurrence relations.

Keywords: Twist-recurrent Functions. Twist-recurrent Series. Algebraic Extensions.

Algebraic Closure.
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Introducao

Quando consideramos um corpo K de caracteristica zero, o Teorema de Newton-
Puiseux nos diz que o fecho algébrico de K((t)) é dado por (57, K((t'/)) (ver [He]). No
entanto, Chevalley em [Ch] notou que, quando K é um corpo de caracteristica p > 0, o
polinoémio de Artin-Schreier X? — X — ¢t~! nao possui raiz no corpo de Newton-Puiseux.
Entao, em [Ab], Abhyankar notou que, com uma generalizagao adequada da nocao de

série de poténcias, este polinomio deveria ter as raizes da forma
. _ _ 2 .
PP Y com i € F,.

Uma série de poténcias generalizada (ou simplesmente “série”) é uma expressao da

forma Zxata, com z, € K, onde o suporte {a | z, # 0}, é um subconjunto bem-

acQ
ordenado de Q, isto é, todo subconjunto nao vazio dele tem um menor elemento. A

adicao e multiplicagao destas séries sao definidas de maneira natural, de modo que este
conjunto com estas operacoes formam um anel (ver [Haj).
O teorema a seguir nos diz que o anel acima, que claramente contém o corpo K((t)),

também contém um corpo algebricamente fechado.

Teorema (Huang [Hu|, Rayner [Ra], Stefanescu [St1]). Seja L o conjunto das séries de

poténcias generalizadas da forma f = Z Tt (x4 € K), onde o conjunto S (que depende

a€es
de f) tem as sequintes propriedades:

1. Todo subconjunto nao vazio de S possui um menor elemento.

2. Existe um numero natural m tal que todo elemento de mS tem denominador igual

a uma poténcia de p.
Entdao L € um corpo algebricamente fechado.

Em sua tese, [Hu], Huang encontrou o conjunto que seria o fecho algébrico do corpo
K((t)), sem descrever seus elementos. Entao, Kedlaya em [Kel] tentou fazer essa des-

cricao tomando um subconjunto do anel das séries de poténcias generalizadas, com um



suporte que satisfaz as condigoes do teorema acima, e impondo algumas condigoes sobre
os coeficientes destas séries. Estas séries foram denominadas por twist-recurrent.

Este trabalho foi baseado no artigo mencionado acima e pretendia dar uma demons-
tragao detalhada de que o conjunto dos elementos descritos nele forma um fecho algébrico
do corpo K((t)). Porém, percebemos que o conjunto descrito forma uma extensao algébrica
de K((t)), mas nao um fecho algébrico. Uma nova tentativa de descrever o fecho algébrico
de K((t)) pode ser encontrada no preprint [Ke3| de Kedlaya.

Este trabalho estd dividido em trés capitulos. No primeiro, daremos alguns pré-
requisitos para a compreensao da estratégia utilizada por Kedlaya em [Kel|. No segundo,
definiremos os objetos principais introduzidos neste artigo, provamos algumas proprieda-
des destes objetos e, por fim, demonstramos que o conjunto descrito forma uma extensao
algébrica de K ((t)). No terceiro, mostramos onde a tentativa de demonstragao, de que

essa extensao € o fecho algébrico, falha e encerramos mostrando um contra-exemplo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo enunciaremos alguns resultados sobre corpos de valorizacao e polindmios
aditivos que sao ferramentas necessarias para a definicao dos objetos utilizados ao longo

do trabalho.

1.1 Valorizacgoes e corpos de valorizacoes

Seja I" um grupo abeliano aditivo totalmente ordenado. Adicionamos a I' um elemento
formal 400 com as propriedades a < +00, +00 < 400, a+(+00) = 400, (+00)+(+00) =

+00, para cada a € I', denotamos este conjunto por I”.

Definigao 1.1. Seja F' um corpo, um mapa v : ' — I'' com as propriedades

v(a) =400 <= a=0
v(af) = v(a) +v(f)
v(e + ) > min(v(a), v())

¢ dito uma valorizagao em F'. Neste caso F' é dito um corpo de valorizagao.

O mapa v induz um homomorfismo de F* para I' e seu grupo de valores v(F™) é um
subgrupo totalmente ordenado de T'.

Sejam O, = {a € F* | v(a) > 0}, M, = {a € F* | v(a) > 0}, entdo M, coincide
com o conjunto dos elementos de O, nao invertiveis. Portanto O, é um anel local com
tinico ideal maximal M, e o corpo F, = O, /M, é chamado corpo residual. Os elementos
invertiveis de @, formam um grupo multiplicativo U, = O, \ M,, chamado grupo de
unidades.

Uma valorizacdo v em F é dita discreta se o grupo totalmente ordenado v(F™*) é

isomorfo ao grupo naturalmente ordenado Z.
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Um corpo F é dito um corpo de valorizagao discreta se admite uma valorizagao discreta

nao trivial v. Um elemento 7 € O, é dito um elemento primo se v(7) gera o grupo v(F™*).

Lema 1.2. Seja F' um corpo de valorizacao discreta e m um elemento primo, entao O, é
um dominio de ideais principais e todo ideal proprio de O, pode ser escrito como w0,

para algum n > 0. Em particular, M, = 7Q,,.
Prova. Ver [Fe|, pag. 7. O

Lema 1.3. Qualquer elemento o € F™* pode ser escrito unicamente como w"e para algum

neleeel,.

Prova. Ver [Fe|, pag. 7. O

Sejam v uma valorizacao discreta em F' e 0 < d < 1. A aplicagdo d, : FF x FF — R
definida por d, (o, 3) = d*®% ¢ uma métrica em F que induz uma topologia Hausdorff
em F. Para todo a € F os conjuntos a + "0, n € Z, formam uma base de vizinhancas

abertas de a.
Lema 1.4. O corpo F' com a topologia definida acima é um corpo topoldgico.

Prova. Ver [Fe|, pag. 7. O

Seja F' um corpo com uma valorizagao discreta v, vamos supor que v(F™*) = Z. Como
F é um espago métrico temos a nogao de sequéncia de Cauchy. Uma sequéncia (o, )n>0
de elementos de F' ¢é dita uma sequéncia de Cauchy se para todo nimero real ¢ existe
N > 0 tal que v(a,, — @) > ¢ para m,n > N. Pelas propriedades de valorizagao, temos
que para uma sequéncia de Cauchy existe limv(ay,).

Um corpo de valorizagao discreta F' é dito um corpo de valorizacao discreta completo
se toda sequéncia de Cauchy (ay,),>0, é convergente, isto ¢, existe & = lima,, € F' com
respeito a v.

Seja F' um corpo e L uma extensao de F' com valorizagdo w : L — I, Entao w induz
a valorizacao wy = w|r : F — I". Neste contexto dizemos que L|F é uma extensao de
corpos de valorizagao. O grupo wy(F*) é um subgrupo totalmente ordenado de w(L*) e o
indice de wo(F*) em w(L*) é chamado indice de ramifica¢ao e(L|F,w). O anel O,, é um
subanel do anel O, e o ideal maximal M,,, coincide com M,, N O,,,, portanto o corpo
residual F,,, pode ser considerado como um subcorpo do corpo residual L,,. O grau da

extensio Ly |F,, é chamado grau residual f(L|F,w).



Sejam F' e L corpos com valorizacoes discretas v e w respectivamente e F© C L. A
valorizacao w é dita ser uma extensao da valorizacao v se a topologia definida por wq é

equivalente a topologia definida por v. Se a € F entao w(«) = e(L|F, w)v(«).

Proposicao 1.5. Seja F' um corpo completo com respeito a uma valorizagdo v e L uma
extensao finita de F'. Entao existe uma unica extensdo w em L da valorizacdo v e o corpo

L € completo com respeito a w.

Prova. Ver [Fe], pag. 41. O

A partir daqui s6 trataremos de corpos completos e, pela unicidade da extensao w,
denotaremos e(L|F,w), f(L|F,w) por e(L|F), f(L|F'), respectivamente. Além disso, de-
notaremos O, Oy, My, My, Uy, Uy, Fy, Ly, por Op, O, Mp, M, Up, UL, F, L, respecti-
vamente.

Corolario 1.6. Sen = [L : F], entdo e(L|F)f(L|F) = n.
Prova. Segue da demonstracao da proposicao anterior. O]

Uma extensao finita L de um corpo de valorizagao discreta F' é dita nao ramificada
se L|F é uma extensdo separavel e de mesmo grau que L|F. Uma extensdo finita L|F é

dita totalmente ramificada se f(L|F) = 1. Uma extensao finita L|F é dita mansamente

ramificada se L|F ¢é separavel e p{ e(L|F), onde p > 0 ¢é a caracteristica de F.

Proposicao 1.7. Seja L uma extensdao finita mansamente ramificada de um corpo de
valorizagao discreta completo F' e seja Lo|F a sub-extensao nao ramificada mazximal em
L|F. Entio L = Lo(m) e Op = Op,[n], onde m é um elemento primo em L satisfazendo

a equagao X°¢ — my = 0 para algum elemento primo my em Ly, onde e = e(L|F).
Prova. Ver [Fe], pag. 53. O

Sejam L uma extensao de Galois finita de F' e G = Gal(L|F'). Para um inteiro i > —1

definamos

Gi={0ceG|oa—aec M paratodo a € Or}.
Entao G_1 =G e G141 C G,
Lema 1.8. Os G; sao subgrupos normais de G.

Prova. Ver [Fe], pag. 57. O



O grupo G; é dito o i-ésimo grupo de ramificacdo de L|F. Os grupos G; definem uma

filtracdo de G e o quociente G/Gy é o grupo de Galois da extensao L|F.

Proposicao 1.9. Seja L uma extensio de Galois finita de F e seja L uma extensio
separdvel F. Entio Gy = Gal(L|Ly), onde Lo|F € a sub-extensio nao ramificada mazimal
em L|F.

Prova. Ver [Fe], pag. 58. O

O grupo Gg é chamado grupo de inércia de GG, e o corpo Ly é chamado subcorpo de

inércia de L|F.

Proposicao 1.10. Seja L uma extensdo de Galois finita de F' e L uma extensdo separdvel
de F. Se a caracteristica de F é p > 0, entdo o grupo Go/G, € ciclico de ordem rela-
tivamente prima a p, G;/Gi1 sao p-grupos abelianos e Gy € o p-subgrupo mazimal de
Gy.

Prova. Ver [Fe|, pag. 59. O

Proposicao 1.11. Seja L uma extensio de Galois finita de F e L uma extensao separdvel
de F. Entdo o grupo Gy coincide com Gal(L|L,), onde L1|F ¢ a sub-extensio mansamente

ramificada mazximal em L|F.

Prova. Ver [Fe|, pag. 59. ]

Terminaremos esta secao concluindo um resultado que é fundamental para a tentativa
de Kedlaya em caracterizar o fecho algébrico de K((t)) com K algebricamente fechado de

caracteristica positiva.

Lema 1.12. Toda extensdo finita normal de K((t)) estd contida em uma torre de ex-

tensoes de Artin-Schreier sobre K ((t'/™)) para algum n € N.

Prova. Seja L uma extensao normal finita de K((¢)) de grau de inseparabilidade ¢ e seja
G o grupo dos K ((t))-automorfismos de L. Temos que o corpo fixo de G, L%, é tal que
a sub-extensao LY|K((t)) de L|K((t)) é puramente insepardvel de grau ¢q. Além disso,
L|LY é separdvel, portanto de Galois e G = Gal(L|L%).

Como K((t)) é completo com respeito a valorizagao usual v;, temos, pela Proposigao
1.5, que LY é completo com respeito a uma valorizacio w que estende v; e, portanto,
LY = LY((t)) e w = v;. Como LE|K ¢ extensao algébrica e K é algebricamente fechado,

temos que LG = K, ou seja, LE|K((t)) é uma extensdo totalmente ramificada e vale



LY = K((f)). Também temos que v;(z) = qu(x) para todo z € K((t)), pela extensao ser
totalmente ramificada e pelo Corolério 1.6.

Como K ((t))|K((t)) é puramente inseparével, temos que £ € K((t)), logo ¢ = v;(t?) =
qu(t7), o que implica v;(#9) = 1. Logo 7 é um elemento primo de K ((t)), ou seja, t7 = ut,
onde u € Ug()). Como K((t)) = K((ut)) podemos supor que LY = K((t!/9)), a menos
de K-isomorfismo.

Consideremos a filtracdo Gal(L|LY) = Gy Gy > -+ > G, = {id}, com os G; definidos
acima. Seja M = L%. Temos que M|LY é a sub-extensao mansamente ramificada maxi-
mal em L|LY pela Proposi¢ao 1.11. Segue da Proposicdo 1.7 que M = K ((tY/9))(z*/™),
onde p{m, m = [M : L%] e  é um elemento primo de L%, pois também temos M = K
donde e(M|L%) = m. Como z é um elemento primo de L%, existe u € U.c tal que uxr =
t1/4. Como p t m, existe v’ € Urc tal que «'™ = u. Portanto temos que u/z'/™ = /™
assin K ((#/9))(21/m) = KC((8/9)) (u2/m) = K ((#/0))(¢/om) = K ((£1/m)).

Segue da Proposicao 1.10 que | Gal(L|M)| = |G1| = p®, entdo existe uma filtracao
G1 =GypGi>-- > G = {id} tal que [G} : G} ,4] = p (ver [Lal, pag. 35). E pelo Teorema
de Artin-Schreier (ver [La], pag. 290) as extensdes M C L C --- C L% = L sio todas
de Artin-Schreier. O

1.2 Polinémios aditivos

Defini¢ao 1.13. Um polinémio P(X) sobre um corpo K de caracteristica p > 0 é dito
ser aditivo se vale a identidade polinomial P(Y + Z) = P(Y) + P(Z).

Lema 1.14. Seja K um corpo de caracteristica p > 0. Dados ry,...,r, € K, o determi-

nante de Moore

8] Tn
&t 7’%
n—1 n—1
&1 rP
¢ nulo se, e somente se, ry,...,r, sao linearmente dependentes sobre IF,,.
Prova. Ver [Ke2], pdg. 392. O

Lema 1.15. Seja P(X) um polinomio nao nulo sobre um corpo K de caracteristica p > 0

e seja L um fecho algébrico de K. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) O polinomio P(X) € aditivo;
(b) A equacao P(y+ z) = P(y) + P(z) € satisfeita para todo y,z € L;
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(¢) As raizes de P(X) em L formam um [F,—espago vetorial com relagdo a adi¢do, todas

as suas raizes ocorrem com a mesma multiplicidade, que € uma poténcia de p;
(d) P(X)=coX +c1 XP+ -+, XP" comcy,...,c, € K.
Prova. Ver [Ke2], pag. 392. O

Teorema 1.16. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Seja

P(X) € K[X] um polinémio separdvel com raizes
W ={wy,...,w,} C K.
Entao P(X) € aditivo se, e somente se, W é um subgrupo de K.
Prova. Ver [Gol, pag. 4. O

Coroléario 1.17. Seja P(X) como no teorema acima. Entdo P(X) é F,-linear se, e

somente se, as raizes W de P(X) formam um F,-espago vetorial.

Prova. Ver [Gol, pag. 4. O



Capitulo 2

Uma extensao algébrica de K ((t))

Neste capitulo definiremos um tipo especial de série de poténcias generalizadas, as
séries twist-recurrent, e provaremos alguns resultados importantes para tentar encontrar
o fecho algébrico de K((t)). Encerramos o capitulo mostrando que o conjunto dessas
séries ¢ uma extensao algébrica de K ((t)).

A partir deste capitulo K sempre denotard um corpo algebricamente fechado de ca-

racteristica p > 0.

2.1 Séries twist-recurrent

Dizemos que uma sequéncia {c, } satisfaz uma relagao de recorréncia linearizada (RRL)

se existem dy,...,d, € K tais que
docn + dycPyy + -+ dpcy, = 0 (2.1)

para todo n > 0. Podemos assumir que dj # 0.
Observacao 2.1. Se dy,...,d; = 0 podemos trocar a RRL acima por
k—j

dj+1cn+j —|— s + dkaH_k = 0 (22)

Ou seja, ignorando alguns termos iniciais da sequéncia {c,}, podemos também assumir

que dy # 0.

Lema 2.2. Seja k um inteiro positivo e sejam dy, . . ., ds elementos de K com dy,dy # 0.

1. As raizes do polinomio P(X) = do X +d; XP+- - Fd X7 formam um espago vetorial

de dimensao k sobre IF),.
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2. Seja zi, ...,z uma base do espago vetorial acima. Entdo uma sequéncia {c,} sa-

tisfaz (2.1) se, e somente se, tem a forma
=2 N 4 A (2.3)
para alguns Ay, ..., \ € K.

Prova. Para provar a primeira afirmagao notemos que como dy # 0, temos que P(X) é

um polindmio separavel. Entao pelo Corolario 1.6 as raizes de P(X) formam um F-espaco

vetorial.
Seja {z1,...,2z,} uma base desse espaco, queremos encontrar o valor de m. Temos
que
a1z1+ -+ Ay 2m,
ai,...,an, € F,, sdo raizes de P(X), ou seja, temos p™ raizes distintas. Portanto m = k.

Para provar a segunda afirmagao, sejam V = {sequéncias que satisfazem (2.1)} e V' =
{sequéncias que satisfazem (2.3)}.
Primeiro verificaremos que V' é subespaco vetorial do K-espago das sequéncias com

soma usual e produto dado por
n(co,c1,ca,...) = (com, ean™?, can?" ).
Sejam {c,}, {c/,} sequéncias em V e n € K, entdo {c,} +n{c,} = {c. + ("""}, =
{¢,} é tal que
k n k n k
doCp + -+ + @,y = do(cn + 07" ) + -+ di(chyy + 0P R
— dop + - 4 ey 0 (dody + -+ diE)
=0.
Portanto V' é subespaco vetorial do espaco das sequéncias.
Afirmamos que V' é subespaco vetorial de V. De fato, vamos mostrar primeiramente

que V' é um subconjunto de V. Para isto, seja {e,} sequéncia em V’. Entdo existem

A1, .. A € K tais que
Desta forma, temos

n n n+k n+k
doen + -+ diel = do(2A" + 4 2 AT ) o+ (AT A AT
= don A7 4 A AT gz A e d A
= P(zl))\i/pn +- P(zk)/\llc/pn
=0.

11



Para concluir que V' é um subespaco vetorial de V', basta observar que uma combinacao
linear de elementos de V' é, claramente, um elemento de V.

Notemos que a dimenséao de V' sobre K é k pois pela rela¢ao (2.1) temos que a partir dos
temos ¢y, . .., cx_1 de uma sequéncia conseguimos construir a sequéncia inteira, portanto

temos um isomorfismo 7" : K¥ — V' dado por

k-1 d 1/p" s
7 1/pF—*
T(Co,...,ckfl) = <Co,...,6k1,—z<d—) Ci/p ,>
k

Portanto a dimensao de V é k.

Agora, consideremos {c,} uma sequéncia em V', entao
(CoyeevsCpyen) = (zl)\l—1—---—|—zk)\k,...,zl)\i/pn +---+zk)\,1€/pn,...)
= (zl)\l,...,zl)\}/pn,...) +-- 4 (zk)\k,...,zk)\,lﬁ/pn,...)
=M(2z1,21, )+ Mz, 20, - 0)-
Notemos que as sequéncias constantes {e,}, e, = z;, para todo i = 1,..., k, pertencem a

V', pois temos

en = 2; = Zlol/pn —|— e +Zi11/pn _|_ . _|_Zk01/pn_

Além disso, essas sequéncias sao linearmente independentes sobre K. Caso contrario,

teriamos
(0,0,. . ) = )\1(21721,. . ) + - +)\k(zk,zk,. . )
k—1 k—1
= (21/\1—I—---—i—zk)\k,...,zl)\i/p +---+zk/\,1€/p ),
onde A1,..., \; pertencem a K e nao sao todos nulos. Portanto,
M+ M =0
z]fkfl)\l +-+ zﬁkfl)\k =0.
Ou seja
21 Zk /\1 0
2 2 | |0
szil zzkfl py 0

com o vetor dos lambdas nao nulo. Desta forma o determinante da matriz dos z’s é nulo,
o que, pelo Lema 1.14, contraria o fato dos z;’s serem linearmente independentes sobre

[F,. Portanto a dimensao de V' também é k. Logo V' = V. O

12



Coroldrio 2.3. Se as sequéncias {c,} e {c,} satisfazem RRL’s com coeficientes d, . . . , dj,
e dy,...,d;, respectivamente, entdo as sequéncias {c, + c,} e {c,c,} satisfazem RRL’s

com coeficientes dependendo apenas dos d; e d;.

Prova. Sejam {z1,..., 2} e {w,...,w;} as bases para os F,-espacos vetoriais das raizes
dos polinomios P(X) = doX + --- + dp X?" ¢ Q(X) = d\X + --- + d/X?'| respecti-
vamente. Temos que os conjuntos V = {z; +y; | P(z;) = 0,Q(y;) = 0} e V' =
{3

finita

{z1,. .,z U{wy,...,w} e{zw; |i=1,...,k,j=1,...,1}. Pelo Corolario 1.17, temos
que os polinémios P'(X) = H (X —t) eQ(X)= H (X — t)) sao aditivos.

tev tev’
Como {c,} e {d,} satisfazem as RRL’s associadas aos polinémios P(X) e Q(X),

P(x;) =0,Q(y;) = 0 p sao [F,-espagos vetoriais gerados, respectivamente, por

respectivamente, temos pelo lema anterior, que existem Aq,..., Ak, pt1, ..., € K tais

que
Cp = Z zi}\i/p”
1 '3
¢y =Y w”,
J
donde

Cp + €, = Zzikil/pn —i—ij,ujl-/pn
J

i

et = D (zity) (hgs) 7
0,
Com isso, obtemos que {c, + ¢} e {¢,c,} também satisfazem (2.3), consequentemente
satisfazem (2.1). Além disso, temos que as RRL’s sdo aquelas associadas a P'(X) e Q'(X),

respectivamente. Ou seja, as novas RRL’s dependem apenas dos coeficientes d, ..., d; e

dg, . . ., d; iniciais. m

Observacao 2.4. Segue da demonstragao acima que se tivermos um numero finito de
sequéncias, podemos encontrar uma RRL que é satisfeita por todas. Basta considerar a
RRL satisfeita pela soma das sequéncias, pois o espaco das raizes do polinomio associado
a esta RRL é a soma dos espacos das raizes dos polinomios associados as RRL’s iniciais.
Desta forma, o polinomio associado a RRL de uma das sequéncias divide o polindmio

associado a RRL da soma das sequéncias.

Agora construimos o conjunto em que as séries que trabalhamos estao suportadas.

Para a € N e b,c > 0, definimos o conjunto
1
Supe = {a(n—blp_l—b2p—2_...) | n>—bb€{0,....p—1}> b gc}.
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Notemos que as séries suportadas em algum S, . pertencem ao corpo L do Teorema
de Huang-Rayner-Stefanescu, pois se A C Sy, temos que inf A € S, ., pois € o limite de
uma sequéncia nao crescente de elementos cujas somas dos digitos das partes fracionarias,
escritos em base p, sao menores ou iguais a ¢. Além disso, esta condigao também implica
que essa sequéncia nao pode ter ponto de acumulacao, logo A é bem ordenado. A segunda
condicao do teorema é satisfeita quando multiplicando um elemento de S, ;. por a.

Nosso objetivo é encontrar dentre as séries suportadas na uniao dos conjuntos Sgp.c,

aquelas que sao algébricas sobre K ((t)). Para isto introduzimos as seguintes definigoes.

Definicao 2.5. Seja T, = S19.N (—1,0). Uma funcao f : T, — K é twist-recurrent de
ordem k, para algum inteiro positivo k, se existem dy,...,d; € K tais que a RRL (2.1)

vale para toda sequéncia {c,} da forma
o= f(=bip™ = = bp T = pT(bp T 4 -)) (R 20) (2.4)

para j € Ne by, by, ... €{0,...,p— 1} com Zbi < ¢. Se o valor de k nao for relevante,

dizemos apenas que [ é twist-recurrent.
Exemplo 2.6. Uma sequéncia dessa forma é
f(=0,2021), f(—0,20201), f(—0,202001), f(—0,2020001), ...
onde os argumentos de f estao escritos em base p.
Definicao 2.7. Uma série z = Z Tt é twist-recurrent se as seguintes condigoes valem:
1. Existem a,b,c € N tais que x estd suportada em S, .

2. Para valores a,b,c para os quais z estd suportada em S,;. e para cada inteiro

m > —b, a fungao f,, : T, = K, dada por f,(®) = T(m+a)/a, ¢ twist-recurrent.
3. As fungoes f,,, geram um espago vetorial de dimensao finita sobre K.
Uma maneira de encontrar séries twist-recurrent é dada pelo seguinte lema.

Lema 2.8. Toda série twist-recurrent suportada em Sy, pode ser escrita como a soma
de um elemento de K((t)), com termo inicial de grau maior ou igual a —b, e uma com-
binagao K((t))-linear finita de séries twist-recurrent suportadas em T,.. Além disso, toda

combinacao dessa forma € twist-recurrent.
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Prova. Se z = Zxato‘ ¢ uma série twist-recurrent suportada em S, consideremos
as fungoes f,, : T. — K para m > —b pela férmula f,,(5) = ;45 como na Definicao
2.7. Pela condigao 3 desta definicao as funcgoes f,,, geram um espago vetorial de dimensao
finita de func¢oes de T, em K. Seja {g1,...,9,} uma base desse espago e escrevamos

fm = kimg1 + ... + krmgr. Assim

T = Z Tot®

Q€S p,c
= wt"+ ) > wat™
m>—b m>—b a€Tl,
= Z Tt™ + Z Z fm(a)tm™*e
m>—b m>—b a€T,
- Z Tt + Z Z (klvmgl (a) +- kr,mgr(a))tm+a
m>—b m>—b a€Tl,
= Z xmtm + ( Z kl,mtm> (Z gl(a)ta> +-+ ( Z kr,mtm> (Z gr(a)ta> :
m>—>b m>—b a€cT, m>—b acTe.

Com isto expressamos z como uma soma de um elemento de K ((¢)), com termo inicial de
grau maior ou igual a —b, e uma combinagao K ((¢))-linear finita de séries twist-recurrent
suportadas em T,.. Reciprocamente, para mostrar que uma soma dessa forma é twist-

recurrent mostraremos que

1. Sey € K((t)) é uma série com termo inicial de grau maior ou igual a —b e x é uma
série twist-recurrent suportada em 7T, entao o produto yx é uma série twist-recurrent

suportada em Sy p ..

2. Se z,y sao séries twist-recurrent suportadas Sy ., entao  + y também ¢é uma série
twist-recurrent suportada em S ..
Inicialmente provaremos a primeira afirmacao. Sejam y = E ant™ e x = E Tat?,

m>—b acT,
entao

yr = (Z amtm) (Z xata) =D ) amzat™ = > gt

m>—b a€cT, m>—b a€T, BES1,b,c
onde 8 =m+ o e Tg = anTa.
Portanto yx satisfaz a condigao 1 da Definigao 2.7. As condigbes 2 e 3 sao claramente
satisfeitas, pois as funcoes f,, sao dadas por f,, = a,,g, onde g é a tunica fungao twist-
recurrent nao nula de z.

Agora, para a segunda afirmacao, sejam =z = Z Tty = Z Yat®, entao
Qa€Si p e Q€S pc
rt+y= Z (o + yo) 1. Portanto x + y satisfaz a condi¢ao 1 da Definigao 2.7.

a€S1,b,c
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Verificaremos a condicao 2. Denotemos por fi.m,, fo.m as funcoes twist-recurrent dadas

b ? b
por esta condicao para x,y, respectivamente. Entao para x + y temos as funcoes f,, =
fim + fom. Para ver que essas fungoes sao twist-recurrent consideremos uma sequéncia

{a,} em T, como na Definigao 2.5. Assim

{fmlan) o = {fl,m(an) + fom(an) o = {Tmian + Ymtan bn-

Por hipdtese as sequéncias {Zm+a, }n € {Umta, In satisfazem RRL’s, entao, pelo Corolario
2.3, {Tmia, + Ymia, }n satisfaz uma RRL. Portanto as fungoes f,, sdo twist-recurrent,
como queriamos.

Para provar a condigao 3, basta observar que o espago das funcgoes f,, é gerado pela
uniao entre os conjuntos dos geradores das funcgoes fi,, e fa.,, que sao conjuntos finitos.

Isto conclui a afirmacgao 2 e o lema. O]

Observacao 2.9. Na demonstragao acima vimos que o Corolario 2.3 implica que somas de
funcoes twist-recurrent é twist-recurrent. Também veremos, na demonstracao do item 2 do

Teorema 2.11, que este lema implica que somas de séries twist-recurrent é twist-recurrent.

Proposicao 2.10. Dados dois conjuntos Sap. € Sap o existe um terceiro S;; - tal que

Sa,b,ca Sa’,b’,c’ C S”,T),E‘

Prova. Primeiramente observemos que Sape C S,5; € Sy, C Syjs Se tomarmos
b=max {b,0'} e & = max {¢,¢'}. De fato, dado a € S, temos
1
= a(” —bipt =bypP—--),

comn > —b, b €{l,...,p—1} e Zb" < ¢ Como—b>—-bec<ctemosn> —be
Z bi < ¢, e portanto, a € S, ;.. Analogamente mostramos que Sy p, C S, 5. Assim,
podemos supor, sem perda de generalidade, que b=10 e ¢ = e que d’ < a.

Provaremos que se tomarmos a = aa’, b = a(b+ 1) e ¢ = ac obtemos as inclusoes
desejadas.

Seja a € Sy, €ntao

1 _ _ _
Oé:a(n—bﬂ? P—byp P —lip l)
1
— E(a’n—a'blp_l o a/pr—Q . _a/blp—l)
1 _ _
:a(a/”—ﬂh—ﬁp 1—"'—7“117 l)7
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onde

a'by = pqi + 1y
b1+ q = pg—1 + -1

a'’by + g = pqr + 11,
com(O0<r,<p—1e

Zﬁzrl—i—"'—i-?"l

=db —pg+adb_1+q—pg_1+---adb+q—pn
<ad'b—pg+ a'b_1 +pg — pgi—1 + - a’by + pg2 — P

=da <Z b,») —pq <dc<eé.

Resta mostrar que a'n — ¢; > —b para obtermos a € S; ;.. Para isto, basta mostrar que

¢ <ad.

Temos que

bh<p=db<dp=q= [a,bll < {@] =d,
p p
dby+q<dp-1)+d=dp=qg.< {M] < {@} =ad,
D p

continuando o processo acima obtemos ¢; < a’, como desejado. Com isso mostramos que
Sabe C S5

Analogamente mostramos que Sy pec C S - n

2.2 Teorema

Teorema 2.11. O conjunto das séries twist-recurrent S forma um corpo. Além disso, S

¢ uma extensao algébrica de K((t)).
Prova. Verificaremos as seguintes afirmacoes:
1. Toda série twist-recurrent é algébrica sobre K ((t)).
2. As séries twist-recurrent sao fechadas para adicao e multiplicacao.

Segue dessas afirmagoes que S é um anel, algébrico sobre K((t)) (que serd um corpo,
j4 que, pelo item 1, 271 € K((t))(x) = K((t))[z] C S para toda série twist-recurrent z).
Segue da Proposicao 2.10 que dados dos conjuntos suporte S; j =, Sa by, €xiste um ter-

ceiro S, .. que os contém, assim podemos definir soma e produto de séries twist-recurrent.
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Também podemos ver séries suportadas em S,;. como séries suportadas em Si;. na

. . 1 ~
indeterminada t=. Portanto provaremos as afirmagcoes supondo a = 1.

1. Provaremos por indugdo em c. O caso ¢ = 0 é vélido pois S140 = {m € N | m > —b}.
Assim, o conjunto das séries suportadas neste conjunto é {y € K((t)) | ord;y > —b} C
K((t)). Suponhamos, agora, ¢ > 1. Pelo Lema 2.8, s6 precisamos provar para séries
suportadas em T..

Seja r = Z Tot® uma série twist-recurrent com RRL dada por
€T,

k
docn‘f‘dlcﬁﬂ + -+ d n+k — 07

com dy, dy # 0, com k minimo e ¢, = fo(a,) = za,, onde o, = —byp~™t — -+ —b;_1p It —
p"(bjp~@ +---). (Notemos que se x estd suportada em 7, a tnica fungao twist-recurrent

nao nula é fj, portanto s6 temos uma RRL.)

Consideremos
y = d(l)/pkxl/pk + d}/ﬁkml/pkfl 4+t dllc/pkl,
k—1
Afirmamos que y é twist-recurrent suportada em S 5. 1, onde b= » (p—1)p".
i=0
Primeiro observamos que se § = — Z bip~" pertence a T, e by = --- = b, = 0, entdo
ys = 0. De fato, se by = ... =by =0 entdo a =p"B €T, e

ys = d(l)/pka:(l)/pk 4 di/pkxl/pkil bt di/pkwp_ka’

p~la

—la o

k k
Ys = doTa +dizy 1+ +dpa

:doco—l—dlc’f—l—-“—l—dkcik,

onde {c,} = {fo(p™a)}, n > 0. Como z é twist-recurrent, temos que yzk = 0, logo
ys = 0, como queriamos.
Agora se b; # 0 para algum 1 < i < k entao temos [ € Spk7576_1. De fato, se [ é minimo

tal que b; # 0, entao

B=—=bp ' = —bp = bpp™ =

1
= E(_blpk*l — b = bpap = ).

k
Como b; # 0 temos Zbi > 1, o que implica Zbi <c—-1le
i=1 i>k

b b < (o= D+ (- 1) =D,
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Portanto 5 € S5, e

s = dllc/pl+1xll/pf/3l+1 4ot d,lg/pkx
¢ nao nulo se zg # 0.

Para mostrar que y é twist-recurrent resta verificar as condigoes 2 e 3 da Definigao
2.7.

Como vimos acima s6 estamos interessados nos a € T, tais que b; # 0 para algum
i=1,...,k Seja T} ={a €T.:b; #0 para algum 1 < i < k}.

Afirmamos que

k k k
1/P Z dl/P T b = Z di/P T b+ Z di/ﬁ T+ Z di/P Tot®
acT} a€T} a€T} a€Ty
b1 40 b1=0,b2 40 by=--=bj,_1=0
by, #0
di/p 1/p . Z dl/f?1 {El/pta _ Z dllc/pl ;épta e Z di/Pl Ilgéépta
€Ty aeTy aeTy
b1=0 b1=0,b37£0 bi==bg_1=0
by #0
1 k k—1 1 k 1 k—1 1 k 1 k—1
T @ = Y e = Y d e e
aeTy aeTy
by=--=br_1=0 bi=--=br_1=0
b £0
sao twist-recurrent em S 5. 1. (Observe que {a € T : by = --- = by = 0} = &, portanto

d(l)/ P (zY/ pk)* = 0.) Para isso, mostraremos que as funcoes f;,, : T._1 — K, definidas por
fim(a) = (dl/pj( Py, onde 0 < j < k—1em > —b, sdo twist-recurrent. Como
existe apenas um nimero finito dessas fungoes, teremos as trés condigoes da Definicao 2.7

o - : 1% sk g1k aphet 1wk
satisfeitas por cada uma das séries acima. Como dy'" /7 +d;'" x +-o4+d)" =
y = di/pk (xl/pkfl)* + .4 d,lg/pk:c*, teremos que y ¢é twist-recurrent, pelo item 2.

Ja vimos que T C Spk,b,c—l'

1/pF ~
Para dk/p x* temos as funcgoes fo., : Tepm — K, ondem = —ag—---—a;p',0 <1 < k—1,
m = —ag — - - - — a;, sao dadas por
1/pk m + o
AP g ma, se cT.
k & k
Jom(a) = ’ p
0, caso contrario

Notemos que 7., C T,_1, portanto podemos estender as funcoes f ,, para T,_; definidas
da mesma forma.

Assim, se (a,) é uma sequéncia da forma

—j+1

ap = —bip™t — - —bjp —p (b =) (2.5)
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que nao anula fy,,, temos que

1 k
Con = fO,m(an) = dk/p Imkan
P
satisfaz a RRL
do d1 dk k
—7 %= Con —_Cg 1+‘|—_Cp :O
1/pk Y 1/pk—1 n+ 0,n+k
d,'”? d,? i
m—+ oy, N :
Estamos usando o fato de (—k) ser uma sequéncia em 1, e que Tmtan satisfaz a
p P
RRL
P "
Con Co,n+1 Con+k
d0_7+d1< , ) +...+dk< , ) o
1/p* 1/p* 1/p*
Para dl/pk(xl/p)* temos as funcoes fi., : Teym — K, onde m = —ag — - - — a;p',0 <
k—1 5 1m - Lcet+m , onde m = —ag ap,V >
[ <k—-2 m=—ay—---— a;, sao dadas por
m+ «
d,lg@lkml{fﬁ, se p —: S
fl,m(a> = p Pk p
0, caso contrario

Novamente temos que 1,1 C T,._1, portanto podemos estender as funcoes f; ,, para T,_;
definidas da mesma forma.
Assim, se (a,,) é uma sequéncia da forma (2.5) que nao anula f,,, temos que

1/pF 1
Cin = fl,m(an) = dk/_pl xp/w;:-&-kan
p

satisfaz a RRL

d(] dy d k
T N B )
dllc/fylk dllﬂ/iplk 1 “1,n+1 dk—l 1,n+k

por um motivo andlogo ao anterior.

. 1/pk j ~
Mais geralmente, para dk/fj (z'/P")* temos as funcoes fim @ Tegmn — K, onde m =

—ap— - —ap',0<I<k—j—1,m=—ay—---— a;, sdo dadas por
k j M + «
dl/_p‘ xl/-lr)n]+a7 s€ pJ € Tc
k—j pl mre pk
f],m(a) = p .
0, caso contrario

Novamente temos que 11 C Te—;, portanto podemos estender as funcoes f;,, para T,_;
definidas da mesma forma.

Assim, se () é uma sequéncia da forma (2.5) que ndo anula f;,,, temos que

1/pF 1/p7
Cin = fim(m) = /7 p/an
P

satisfaz a RRL

do dl dk k
T G T e G H o G =0,
Ay~ k—j =3
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por um motivo analogo ao primeiro.

Portanto, obtemos que todas as séries d}ﬂ/_p; (:cl/ pj)* sao twist-recurrent. Consequente-
mente, obtemos que y é uma série twist-recurrent.

Por hipétese de indugao temos que y é algébrico sobre K ((t)), assim como y?". Logo,
pelo modo como y foi escolhido, temos que z é algébrico sobre K ((t)). Isto termina a

prova do item 1.
2. Sejam z,y séries twist-recurrent suportadas em S; ;.. Pelo Lema 2.8 podemos escrever
r = po(t) + ij(t)xj, onde p;(t) € K((t)),0 <j <r,ex;,1 <j<r, sdo séries twist-
j=1

recurrent suportadas em T, e y = qo(t) + qu(t)yj, onde ¢;(t) € K((t)),0 <j<se

Jj=1
yj, 1 < j < s, sao séries twist-recurrent suportadas em 7.

Sem perda de generalidade podemos supor r > s.
T

Para a soma, temos = + y = go(t) + Zgj(t)zj, onde
=0

pi(t) +4;(t), se0<j<s zj+y;, sel<j<s
9;(t) = - |
p;(t), ses+1<j<r zj, ses+1<j<r
Assim, temos que os z;’s sao twist-recurrent suportados em T, pelo Coroldrio 2.3, e

os g;(t)’s pertencem a K((t)). Logo, pelo Lema 2.8, x + y é uma série twist-recurrent.

Para o produto, temos

Ty = hOO _'_ij QO l'j +Zp0 QJ 3/] +Zzh]k :ijlm

=1 k=1
onde hj, = p;(t)qr(t), para 0 < j <reO<k<s

Segue do Lema 2.8 que hgo(t) + Zp] qo(t)z; + Zpo q;(t)y; é twist-recurrent.
7j=1

7j=1
Resta, entao, mostrar que cada x;y, também é twist-recurrent. Dai usando novamente o

Lema 2.8 obtemos que zy é twist-recurrent. Para isto, basta mostrar que o produto de
duas séries twist-recurrent x,y suportadas em T, é twist-recurrent.

Provaremos isto mostrando que qualquer sequéncia da forma

= (my)—bo—blpfl—'"— j—1p I T —p=n(bjp=I = —bpp™™) T (my)'Yn

pode ser escrita como a soma de um numero finito de produtos de pares de sequéncias
semelhantes derivadas de = e y. Essas sequéncias satisfarao RRL’s fixas, portanto {c,}
também satisfarda uma RRL, pelo Corolario 2.3.

Primeiro, observemos que (xy), é a soma de todos z,ys tais que (a; ) € T x T, e

a+ B =r.
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Suponhamos inicialmente que b,;_1,b; # 0.

Queremos escrever {(xy),, },» como soma finita de produtos de sequéncias que satisfa-
zem RRL’s. Para isto, devemos organizar os pares (a,; 8,) € T, x T,, onde a,, + B, = Yn,
em um nimero finito de sequéncias de modo que {z,, }» e {ys, }» satisfagam RRL’s.

Escreveremos apenas (a,; 3,) para indicar (a,; 5,) € T. x T, tal que o, + B, = Yn.
Também escreveremos os nimeros «, 3, em base p para facilitar a escrita.

Notemos que os pares (a,; 8,) podem ser de trés formas distintas:

Lo (on;Bn) = (—0,¢1. . cjmqtq .o Uy ... ¢ —=0,dy . djqvy . ovpdj . ody) e i +
d;—1 = bj_1, consequentemente u; = - =u, =v; = - =0, = 0e¢; +d; +
Cir1 +d; ¢ +d,
u+...+ — :bjﬂ
D P

. (an; Bn) = (=0,¢1. .. ¢joquy .. UpCj .. ¢y —0,dy ... dj_qvr ... vpd;j ... d,), com ¢j_q1+

djiy =bj1—1,us+vy =+ = up—1 +vp_1 = p—1 e up +v; = p, consequentemente
civ1+d; ¢ +d
Upt1 =" = Up = Vg1 = -+ = vy = 0 e cj+d;+ IRy ;Pjr = by;

iii. (Oén7 Bn> = (-0, C1...Cj—q1UL ... UpCj...Cp; —O7 dl c. djflvl . 'Undj . dr), com ijl‘i‘

dji-v =bj1—1, u1 +v1 = -+ = u, +v, = p— 1, consequentemente c; + d; +
Cit1 +d; ¢ +d,
u++ — :bj+p’

p P

Além disso, a partir de um par (oy;3,) podemos obter um par (,i1;5n+1) como

segue:

a. Se (an; Bn) ¢ da forma (i), entdo podemos escrever
(Qns1; Bns1) = (=0, ¢1 ... cjmquy oo Upg1Cy oy —0,dy - djqvy . 0 dy . dy),
com Upt1 = Upy1 = 05
b. Se (an; f,) € da forma (ii), entdo podemos escrever
(Qng1; Bns1) = (=0,¢1 .. cjmrun - UG 63 —0,dy o djqvr . vpdy L dy),

com Upi1 = VUpy1 = 0;

c. Se (ay; B,) é da forma (iii), entao devem existir u, v € {0,...,p—1} tais que u+v = p

ec;j—u,d; —ve{0,...,p— 1}, entdo podemos escrever

(an+1; Bn—&-l) =

(—0, C1...C1Uy ... Un41CjCj41 - .. Cp; —O, d1 e dj_lvl N Un+1djdj+1 . dr>,
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COM Upy1 = U, Upy1 =V, Cj = ¢j — U, d; = d; — .

Observemos que em (c) esses u e v nao sao necessariamente tnicos. E nos trés casos
acima as somas dos digitos de a,,11 € (5,41 sao iguais as somas dos digitos dos respectivos
O, Pn. Portanto os pares (o, 11; 8n11) estao de fato em T, x T,. Além disso, por cons-
trucéo, temos que dois pares distintos (ov,; n), (G 3n) d&o origem, via (a), (b) ou (c), a
pares distintos (0tni1; Bns1)s (Gns1; Bus1), POis podemos reverter a construcio para obter
o par (ay; fBn) que deu origem ao par (au,11; Bpi1)-

Notemos também que para n suficientemente grande todos pares (a,; 8,) sdo da forma
(i) ou (ii), e em (ii) k& possui uma cota superior N, pois a soma dos digitos de a,, com
os digitos de 3, deve ser menor ou igual a 2c. E este N sera dado pelo maior n tal que
(cun; Br) pode ser da forma (iii). Isto implica que o nimero de pares (ayy1; Onv+1) € igual
ao nimero de pares (ayym; Snm) para todo m > 2, pois todos pares (anym; Bn1m) Serao
obtidos via (a) ou (b). Ou seja, a partir de N 4+ 1 o nimero de pares (a,; 3,) para de
crescer.

Por fim, resta organizar os pares (a,; ,) em um nimero finito de sequéncias de modo
que cada par esteja em apenas uma sequéncia e {x,, }n, {ys, }» satisfagam RRL’s.

Comegamos com as sequéncias que contém os pares (ap; By). Estes podem ser da forma

(i) ou (iii), assim:

e se (ap; fy) é da forma (i) podemos usar (a) continuamente para obter uma sequéncia

{(n; Bn) }nzo tal que {za, tn>0, {¥s, tn>0 satisfazem RRL’s, pela Definigao 2.5.

e se (ap; By) é da forma (iii) podemos usar (c¢) para obter um par (aq, ;) da forma
(ii) e entao usar (b) continuamente para obter uma sequéncia {(a,; 5,)}n>1 tal que
{Za, }n>1, {ys, }n>1 satisfazem RRL’s, pela Definigao 2.5. E incluindo (ap; fp) nesta
sequéncia ainda teremos que {xa, }n>0, {Ys, }n>0 satisfazem as mesmas RRL’s, pois,

pela Observacao 2.1, podemos ignorar alguns termos iniciais de uma sequéncia.

Agora queremos as sequéncias que contém os pares (aj; ;). Observemos que as
sequéncias acima contém todos pares («g; 51) da forma (i) e alguns da forma (ii), possi-

velmente todos. Portanto os pares restantes s6 podem ser da forma (ii) ou (iii). Assim:

e se (ay; f1) é da forma (ii) podemos usar (b) continuamente para obter uma sequéncia

{(an; Bn) }nz1 tal que {za, fn>1, {Ys, tn>1 satisfazem RRL’s, pela Definigao 2.5.

e se (ag; 1) é da forma (iii) podemos usar (c) para obter um par (ag, f2) da forma
(ii) e entao usar (b) continuamente para obter uma sequéncia {(a,; 5,) }n>2 tal que

{Za, }n>2, {ys, fn>2 satisfazem RRL’s, pela Defini¢ao 2.5. E incluindo (aq; 1) nesta
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sequéncia ainda teremos que {4, }n>1, {ys, tn>1 satisfazem RRL’s, pela Observagao
2.1.

Este processo se repete até o caso das sequéncias que contém os pares (ay; Sy), onde
encontramos os tltimos pares da forma (iii) e possivelmente alguns da forma (ii) que
nao estao em nenhuma das sequéncias obtidas nos passos anteriores. Assim repetimos o
processo mais uma vez para obter as sequéncias que comegam a partir desses (ay; Oy)’s
restantes. Se os uyy1’s e vyy1’s obtidos via (¢) no segundo item do processo forem tnicos
teremos todos os pares (ani1;0n+1), consequentemente todos pares (au;fB,), n > 0,
incluidos em alguma sequéncia. Caso contrario teremos que repetir o processo para os
pares (an41; Bnv+1) da forma (ii) que restaram e finalmente obter que cada par (ay; 5,),
n > 0, estd em alguma sequéncia.

Por construcao temos que o niimero de sequéncias é igual ao nimero de pares (ay; By)
ou igual ao nimero de pares (ani1;Fn+1), € ambos sdo finitos. Logo, pela Observagao
2.4, {(zy), }n satisfaz uma RRL.

Restam os casos em que b;_; = 0 ou b; = 0.

Seexistem 0 <i<j—2ej+1<s < mtaisqueb; # 0eb, # 0, entao podemos consi-

derar uma sequéncia auxiliar {¥, }, = {—bo, b1 . b }n, que é da forma consi-

50 0bs
derada anteriormente e satisfaz v, = Yp1s—i—1- Portar?to podemos construir as sequéncias
de pares {(a,, Bn)}n para {7, }, tais que {zg, }» € {?/Bn }n satisfazem RRL’s, como acima.
Entao para {7,}, temos as sequéncias {(au; ) }n, onde (an, 5r) = (Gnis—i-1; Bn+5_i_1).
Como {74, }n € {y3, }n satisfazem RRL’s, temos, em particular, que {zs, ., ,_, }n = {Ta, }n
e{ys, .. . ,tn = {ys. }n satisfazem as mesmas RRL’s.

Se nao existe j + 1 < s < m tal que bs; # 0 entao temos que {7,}, é uma sequéncia
constante, portanto as sequéncias {(a,; 5,)}, também sao constantes e, pela Definigao
2.5, {xa, }n € {ys, }n satisfazem RRL’s. E o numero de sequéncias {(ay; 8,)}n ¢ finito,
igual ao nimero de pares («; 5o).

Se nao existe 0 < ¢ < 7 — 1 tal que b; # 0, entao, neste caso, temos que toda
sequéncia é obtida a partir de um par («g;59) do seguinte modo: dado (ag;fy) =

(=0,¢1...¢;—0,dy...d,), entdao {(an; Bu)tn = {—0,0...0¢c1...¢:;—0,0...0d;...d,}n.

Claramente temos que {Zq, }n € {ys, n satisfazem RRL’s, pela Defini¢ao 2.5. E o ntimero
de sequéncias {(a,; 5,)}n € finito, igual ao niimero de pares (ag; 5).

Em todos os casos podemos escrever os conjuntos

Up = {{(O‘naﬁn”n | nz O}

Uy = {{(an; Bn)}n | n > 1, (c1; f1) ndo é termo de nenhuma sequéncia em Uy}
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UN+1 =

N
{{(an; Bn)tn | n > N+ 1, (ani1; Bys1) ndo é termo de nenhuma sequéncia em U UZ},
i=0

onde Uy, ...,Uxns1 podem ser vazios, dependendo do caso considerado.

Assim podemos escrever

{(zy)y}n = Z {za, ndys,tn + -+ Z {a, 1ni{ys. tn-

{(an;Bn) In€lo {(an;Bn)n€UN41
Com isso, mostramos que xy satisfaz condi¢ao 2 da Definigao 2.7. A condicao 1 vale
porque zy esta suportado em 7i. + 7T, C S112. € a condigao 3 vale porque em T, + T, s6
temos as funcoes fy e f_1 twist-recurrent nao nulas. Logo xy é uma série twist-recurrent.

Isto termina a prova do item 2. O
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Capitulo 3

O corpo S nao é algebricamente
fechado

Como vimos no Lema 1.12, uma extensao finita normal de K((t)) estd contida em
uma torre de extensdes de Artin-Schreier sobre K((t'/™)), para algum n. Além disso,
como o suporte de uma série em K ((t'/™)) estd contido em {2 | m > —b} = S, 40, para
algum b inteiro nao negativo, e Ty = &, temos que as funcoes f., r > —b sao twist-
recurrent por vacuidade. Ou seja, temos que K ((t'/")) C S. Assim, para mostrar que S é
algebricamente fechado, bastaria mostrar que é fechado sob extensoes de Artin-Schreier.
Isto é, bastaria mostrar que as raizes dos polinémios X? — X —y € S[X], y € S, pertencem
a §. Esta ultima afirmacao foi utilizada pelo Kedlaya para tentar provar que S é o fecho
algébrico de K((t)). No entanto, esta afirmacao ¢ falsa, como veremos no decorrer do
capitulo.

Na proxima se¢ao mostraremos dois pontos em que a demonstracao desta afirmacao
poderia falhar. Por fim, mostramos, na secao seguinte, dois exemplos em que a demons-

tracao da afirmacao acima falha, um para cada ponto.

3.1 Uma afirmacao falsa

Afirmacao 3.1. Se y é uma série twist-recurrent e x? — x =y, entdo x também € twist-

recurrent.

Tentativa de prova do Kedlaya. Dado y twist-recurrent, podemos supor sem perda
de generalidade que y tem suporte contido em Si;.. Escrevemos y = y; + y» com gy

suportado em (—00,0) NSy € Yo suportado em (0, 4+00) NSy .. Sendo y twist-recurrent,
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temos que y; e yo também serao. Note que as raizes de X? — X — y sao obtidas pelas
somas das raizes de X? — X — y; e de XP — X — y5. Desta forma, é suficiente considerar
os casos em que y estd suportada em (—00,0) N Sy, e (0,400) N Sy, separadamente.

Primeiro, suponhamos que y estd suportada em (—oo,0) NSy ,.. Neste caso, as raizes
de X? — X —y sao

T = (Zyl/pn> +¢,1=0,...,p— L
n=1

Vamos considerar o caso ¢ = 0 e deixaremos (—o0, 0) subentendido.

Temos que
o0
a€Sy p,c n=1

estd suportado em S 5z, onde a escrita de b na base p é dada por b = a;p' + - - - + ag, com
0 <a; <p-—1,edefinimos ¢ = ¢+ I(p — 1). De fato, dado m — > b;p* € Sip.N (—00,0),
podemos escrever m = —(d;p' + -+ -+ dp), com 0 < d; < p — 1, temos que
m—bipt—---
o
A parte inteira deste nimero estd entre m e 0 e a soma dos digitos da parte fracionaria é

menor ou igual a > d; + > b; < ¢.

— E « 1/p"
T = t < yp”a ) )
OtESLbi neAq

Devemos mostrar que x é twist-recurrent. Neste caso, é suficiente mostrar que as

— " = —dgp " = byp T

Assim, escrevemos

onde A, ={n | p"a € Sip.}.

funcoes f_y, ..., fo sao twist-recurrent.
Utilizando a escrita de b na base p, vamos provar que as func¢oes f_4, ..., f_1 sao somas

de, no maximo, [ fungdes twist-recurrent. De fato, se {a, } ¢ uma sequéncia em Sy z, onde
ap=m—byp = —bi_p U —p T (byp T )

com m < 0, entao
A, CA{L, .. 1}

Desta forma, podemos usar a Corolario 2.3 para obter que cada f; é twist-recurrent com
i=—b,...,—1.
Agora, para mostrar que fy é twist-recurrent, conseguimos mostrar que qualquer

sequéncia da forma
an=—=bip = = bap I —p (b 4 )
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em 75 satisfaz
#Aa, <l+1e #Aow = #AaN+'r

para todo r > 0 e N suficientemente grande.

Portanto, toda sequéncia {z,, } satisfaz uma RRL, mas nao conseguimos usar o Co-
rolario 2.3 para obter uma unica RRL que é satisfeita por qualquer sequéncia desta forma,
como podemos ver na argumentacao abaixo.

Consideremos
Qg = —ap > — - —agp = p T (bipT T 4 )
onde s > 0 é fixo, b=a;p' +--- +ag e Y. b; = c. Neste caso,
Aa,, ={s+1+1}.

Portanto a sequéncia {x,, ,} satisfaz a RRL

1/ps+l+1 l/ps+l+l k .

dO Cn+"'+dk CZ+I€_07
i — /""" onde do, ..., dy sa ficientes da RRL associada a fungd
ja que, Ta,, = Yau, ,onde dy,...,d, sao os coeficientes da associada a funcao

f_b de y. Ou seja, para cada s poderemos ter uma RRL diferente e, consequentemente,

nao poderemos usar o Corolario 2.3 para obter uma tnica RRL.

3.2 Contra-exemplo

A seguir, veremos em um exemplo que, quando temos uma série twist-recurrent 1,
suportada em (—o00,0) N Sy4., € 2P — x = y, nem sempre temos que a fungao fy de x é

twist-recurrent.

Exemplo 3.2. Suponhamos que K # F,. Escolhemos um elemento A € K, de modo que

ele nao esteja contido nenhum subcorpo finito de K. Consideremos
o0
—1 —m —1 —1-m
y = Z AP T T
m=1

que, claramente, estd suportada em 7T,. Escrevendo y = Z Yolt®, temos que y, # 0
a€cTy
apenas quando « é um elemento da sequéncia {—p~! —p " 1}, = {a, }n.

Assim, para verificar que y é twist-recurrent, basta notar que {y,, } satisfaz a seguinte

RRL
cn— At =0.

n
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De fato, como as demais sequéncias em 75 sao enviadas na sequéncia nula pela fungao f
associada a y, temos que esta funcao é twist-recurrent. Consequentemente, y também é.

Como vimos,

o)
— 1/p"
s

oo
_ Z )\p*1’”+~~~+p*’”*”t—p*“”—P’l””’"’
mn=1
é raiz do polinomio X? — X — y. Notemos que x também estd suportada em T3, ou seja,
x possui apenas a funcao fy nao nula.

Para verificar que = é twist-recurrent, bastaria mostrar que dada qualquer sequéncia
da forma {—bip~t — - = bj_p It —p(bjp7 + -+ )} = {B.}, em Tp, sua imagem por
fo satisfaz uma RRL fixa.

Suponhamos que essa RRL exista, digamos, dyc,,+- - ~—|—dkcf:1k = 0. Consideremos uma
sequéncia {5, } com b;,_; = b; = 1. Entéo temos que {c,} = {fo(B,)} = {N\' '+

satisfaz a RRL acima. Assim,

do)\pl—j+m+pl—j—n + dl(Apl—j+,__+p1—j—n—1)p et dk()\pl—j+m+p1—j—n—k)pk _

1=j1...apl—j—n 2—j 4pl=d ... 4pl—j—n k+l—j 4. 1 p2=d1pl=di...apl—i—-n
do)\p +--4p +d1)\p +p T4 4p +...+dk)\p T+ +p* T +pt T4 4p = 0.

Multiplicando a equacao acima por ()\plfj*“*pl*j*n) 1 obtemos

do + d1>\p2_j + dg()\p2_j)1+p 4+ 4 dk<)\p2—j)1+p+...+pk—1 —0

. . A~ . , . 2—j . PPN .
Ou seja, a existencia da RRL é equivalente a AP~ * ser raiz do polinomio

k—1

do + di X7 4+ dp X P 4o g X Pt

para todo j > 1, Mas isto é um absurdo, pois o polinomio possui um numero finito
de rafzes, enquanto o conjunto {\*77 | j > 1} ¢ infinito, j4 que \ foi escolhido fora de

qualquer corpo finito.
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