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RESUMO

Neste trabalho, provamos que, dado um corpo K algebricamente fechado de caracteŕıstica

positiva, o conjunto das séries twist-recurrent sobre K forma uma extensão algébrica de

K((t)), mas não forma um fecho algébrico. A grosso modo, séries twist-recurrent são

séries de potências com expoentes racionais tais que o conjunto de coeficientes possui

subsequências satisfazendo relações de recorrências.

Palavras-Chave: Funções Twist-recurrent. Séries Twist-recurrent. Extensões Algébricas.

Fecho Algébrico.



ABSTRACT

In this work, we prove that given an algebraically closed field K of positive characteristic,

the set of the twist-recurrent series over K forms an algebraic extension of K((t)). We also

prove that this field is not algebraically closed. Roughly speaking, twist-recurrent series

are power series with rational exponents such that the set of coefficients has subsequences

satisfying recurrence relations.

Keywords: Twist-recurrent Functions. Twist-recurrent Series. Algebraic Extensions.

Algebraic Closure.
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Introdução

Quando consideramos um corpo K de caracteŕıstica zero, o Teorema de Newton-

Puiseux nos diz que o fecho algébrico de K((t)) é dado por
⋃∞
n=0K((t1/n)) (ver [He]). No

entanto, Chevalley em [Ch] notou que, quando K é um corpo de caracteŕıstica p > 0, o

polinômio de Artin-Schreier Xp −X − t−1 não possui raiz no corpo de Newton-Puiseux.

Então, em [Ab], Abhyankar notou que, com uma generalização adequada da noção de

série de potências, este polinômio deveria ter as ráızes da forma

i+ t−1/p + t−1/p2 + · · · , com i ∈ Fp.

Uma série de potências generalizada (ou simplesmente “série”) é uma expressão da

forma
∑
α∈Q

xαt
α, com xα ∈ K, onde o suporte {α | xα 6= 0}, é um subconjunto bem-

ordenado de Q, isto é, todo subconjunto não vazio dele tem um menor elemento. A

adição e multiplicação destas séries são definidas de maneira natural, de modo que este

conjunto com estas operações formam um anel (ver [Ha]).

O teorema a seguir nos diz que o anel acima, que claramente contém o corpo K((t)),

também contém um corpo algebricamente fechado.

Teorema (Huang [Hu], Rayner [Ra], Stefanescu [St1]). Seja L o conjunto das séries de

potências generalizadas da forma f =
∑
α∈S

xαt
α (xα ∈ K), onde o conjunto S (que depende

de f) tem as seguintes propriedades:

1. Todo subconjunto não vazio de S possui um menor elemento.

2. Existe um número natural m tal que todo elemento de mS tem denominador igual

a uma potência de p.

Então L é um corpo algebricamente fechado.

Em sua tese, [Hu], Huang encontrou o conjunto que seria o fecho algébrico do corpo

K((t)), sem descrever seus elementos. Então, Kedlaya em [Ke1] tentou fazer essa des-

crição tomando um subconjunto do anel das séries de potências generalizadas, com um
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suporte que satisfaz as condições do teorema acima, e impondo algumas condições sobre

os coeficientes destas séries. Estas séries foram denominadas por twist-recurrent.

Este trabalho foi baseado no artigo mencionado acima e pretendia dar uma demons-

tração detalhada de que o conjunto dos elementos descritos nele forma um fecho algébrico

do corpoK((t)). Porém, percebemos que o conjunto descrito forma uma extensão algébrica

de K((t)), mas não um fecho algébrico. Uma nova tentativa de descrever o fecho algébrico

de K((t)) pode ser encontrada no preprint [Ke3] de Kedlaya.

Este trabalho está dividido em três caṕıtulos. No primeiro, daremos alguns pré-

requisitos para a compreensão da estratégia utilizada por Kedlaya em [Ke1]. No segundo,

definiremos os objetos principais introduzidos neste artigo, provamos algumas proprieda-

des destes objetos e, por fim, demonstramos que o conjunto descrito forma uma extensão

algébrica de K((t)). No terceiro, mostramos onde a tentativa de demonstração, de que

essa extensão é o fecho algébrico, falha e encerramos mostrando um contra-exemplo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo enunciaremos alguns resultados sobre corpos de valorização e polinômios

aditivos que são ferramentas necessárias para a definição dos objetos utilizados ao longo

do trabalho.

1.1 Valorizações e corpos de valorizações

Seja Γ um grupo abeliano aditivo totalmente ordenado. Adicionamos a Γ um elemento

formal +∞ com as propriedades a ≤ +∞, +∞ ≤ +∞, a+(+∞) = +∞, (+∞)+(+∞) =

+∞, para cada a ∈ Γ, denotamos este conjunto por Γ′.

Definição 1.1. Seja F um corpo, um mapa v : F → Γ′ com as propriedades

v(α) = +∞ ⇐⇒ α = 0

v(αβ) = v(α) + v(β)

v(α + β) ≥ min(v(α), v(β))

é dito uma valorização em F . Neste caso F é dito um corpo de valorização.

O mapa v induz um homomorfismo de F ∗ para Γ e seu grupo de valores v(F ∗) é um

subgrupo totalmente ordenado de Γ.

Sejam Ov = {α ∈ F ∗ | v(α) ≥ 0}, Mv = {α ∈ F ∗ | v(α) > 0}, então Mv coincide

com o conjunto dos elementos de Ov não invert́ıveis. Portanto Ov é um anel local com

único ideal maximalMv e o corpo F v = Ov/Mv é chamado corpo residual. Os elementos

invert́ıveis de Ov formam um grupo multiplicativo Uv = Ov \ Mv, chamado grupo de

unidades.

Uma valorização v em F é dita discreta se o grupo totalmente ordenado v(F ∗) é

isomorfo ao grupo naturalmente ordenado Z.
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Um corpo F é dito um corpo de valorização discreta se admite uma valorização discreta

não trivial v. Um elemento π ∈ Ov é dito um elemento primo se v(π) gera o grupo v(F ∗).

Lema 1.2. Seja F um corpo de valorização discreta e π um elemento primo, então Ov é

um domı́nio de ideais principais e todo ideal próprio de Ov pode ser escrito como πnOv
para algum n > 0. Em particular, Mv = πOv.

Prova. Ver [Fe], pág. 7.

Lema 1.3. Qualquer elemento α ∈ F ∗ pode ser escrito unicamente como πnε para algum

n ∈ Z e ε ∈ Uv.

Prova. Ver [Fe], pág. 7.

Sejam v uma valorização discreta em F e 0 < d < 1. A aplicação dv : F × F → R

definida por dv(α, β) = dv(α−β) é uma métrica em F que induz uma topologia Hausdorff

em F . Para todo α ∈ F os conjuntos α+ πnOv, n ∈ Z, formam uma base de vizinhanças

abertas de α.

Lema 1.4. O corpo F com a topologia definida acima é um corpo topológico.

Prova. Ver [Fe], pág. 7.

Seja F um corpo com uma valorização discreta v, vamos supor que v(F ∗) = Z. Como

F é um espaço métrico temos a noção de sequência de Cauchy. Uma sequência (αn)n≥0

de elementos de F é dita uma sequência de Cauchy se para todo número real c existe

N ≥ 0 tal que v(αn − αm) ≥ c para m,n ≥ N . Pelas propriedades de valorização, temos

que para uma sequência de Cauchy existe lim v(αn).

Um corpo de valorização discreta F é dito um corpo de valorização discreta completo

se toda sequência de Cauchy (αn)n≥0, é convergente, isto é, existe α = limαn ∈ F com

respeito a v.

Seja F um corpo e L uma extensão de F com valorização w : L→ Γ′. Então w induz

a valorização w0 = w|F : F → Γ′. Neste contexto dizemos que L|F é uma extensão de

corpos de valorização. O grupo w0(F ∗) é um subgrupo totalmente ordenado de w(L∗) e o

ı́ndice de w0(F ∗) em w(L∗) é chamado ı́ndice de ramificação e(L|F,w). O anel Ow0 é um

subanel do anel Ow e o ideal maximal Mw0 coincide com Mw ∩ Ow0 , portanto o corpo

residual Fw0 pode ser considerado como um subcorpo do corpo residual Lw. O grau da

extensão Lw|Fw0 é chamado grau residual f(L|F,w).
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Sejam F e L corpos com valorizações discretas v e w respectivamente e F ⊂ L. A

valorização w é dita ser uma extensão da valorização v se a topologia definida por w0 é

equivalente à topologia definida por v. Se α ∈ F então w(α) = e(L|F,w)v(α).

Proposição 1.5. Seja F um corpo completo com respeito a uma valorização v e L uma

extensão finita de F . Então existe uma única extensão w em L da valorização v e o corpo

L é completo com respeito a w.

Prova. Ver [Fe], pág. 41.

A partir daqui só trataremos de corpos completos e, pela unicidade da extensão w,

denotaremos e(L|F,w), f(L|F,w) por e(L|F ), f(L|F ), respectivamente. Além disso, de-

notaremos Ov,Ow,Mv,Mw, Uv, Uw, F v, Lw por OF ,OL,MF ,ML, UF , UL, F , L, respecti-

vamente.

Corolário 1.6. Se n = [L : F ], então e(L|F )f(L|F ) = n.

Prova. Segue da demonstração da proposição anterior.

Uma extensão finita L de um corpo de valorização discreta F é dita não ramificada

se L|F é uma extensão separável e de mesmo grau que L|F . Uma extensão finita L|F é

dita totalmente ramificada se f(L|F ) = 1. Uma extensão finita L|F é dita mansamente

ramificada se L|F é separável e p - e(L|F ), onde p > 0 é a caracteŕıstica de F .

Proposição 1.7. Seja L uma extensão finita mansamente ramificada de um corpo de

valorização discreta completo F e seja L0|F a sub-extensão não ramificada maximal em

L|F . Então L = L0(π) e OL = OL0 [π], onde π é um elemento primo em L satisfazendo

a equação Xe − π0 = 0 para algum elemento primo π0 em L0, onde e = e(L|F ).

Prova. Ver [Fe], pág. 53.

Sejam L uma extensão de Galois finita de F e G = Gal(L|F ). Para um inteiro i ≥ −1

definamos

Gi = {σ ∈ G | σα− α ∈Mi+1
L para todo α ∈ OL}.

Então G−1 = G e Gi+1 ⊂ Gi.

Lema 1.8. Os Gi são subgrupos normais de G.

Prova. Ver [Fe], pág. 57.
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O grupo Gi é dito o i-ésimo grupo de ramificação de L|F . Os grupos Gi definem uma

filtração de G e o quociente G/G0 é o grupo de Galois da extensão L|F .

Proposição 1.9. Seja L uma extensão de Galois finita de F e seja L uma extensão

separável F . Então G0 = Gal(L|L0), onde L0|F é a sub-extensão não ramificada maximal

em L|F .

Prova. Ver [Fe], pág. 58.

O grupo G0 é chamado grupo de inércia de G, e o corpo L0 é chamado subcorpo de

inércia de L|F .

Proposição 1.10. Seja L uma extensão de Galois finita de F e L uma extensão separável

de F . Se a caracteŕıstica de F é p > 0, então o grupo G0/G1 é ćıclico de ordem rela-

tivamente prima a p, Gi/Gi+1 são p-grupos abelianos e G1 é o p-subgrupo maximal de

G0.

Prova. Ver [Fe], pág. 59.

Proposição 1.11. Seja L uma extensão de Galois finita de F e L uma extensão separável

de F . Então o grupo G1 coincide com Gal(L|L1), onde L1|F é a sub-extensão mansamente

ramificada maximal em L|F .

Prova. Ver [Fe], pág. 59.

Terminaremos esta seção concluindo um resultado que é fundamental para a tentativa

de Kedlaya em caracterizar o fecho algébrico de K((t)) com K algebricamente fechado de

caracteŕıstica positiva.

Lema 1.12. Toda extensão finita normal de K((t)) está contida em uma torre de ex-

tensões de Artin-Schreier sobre K((t1/n)) para algum n ∈ N.

Prova. Seja L uma extensão normal finita de K((t)) de grau de inseparabilidade q e seja

G o grupo dos K((t))-automorfismos de L. Temos que o corpo fixo de G, LG, é tal que

a sub-extensão LG|K((t)) de L|K((t)) é puramente inseparável de grau q. Além disso,

L|LG é separável, portanto de Galois e G = Gal(L|LG).

Como K((t)) é completo com respeito à valorização usual vt, temos, pela Proposição

1.5, que LG é completo com respeito a uma valorização w que estende vt e, portanto,

LG = LG((t̃)) e w = vt̃. Como LG|K é extensão algébrica e K é algebricamente fechado,

temos que LG = K, ou seja, LG|K((t)) é uma extensão totalmente ramificada e vale
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LG = K((t̃)). Também temos que vt̃(x) = qvt(x) para todo x ∈ K((t)), pela extensão ser

totalmente ramificada e pelo Corolário 1.6.

Como K((t̃))|K((t)) é puramente inseparável, temos que t̃q ∈ K((t)), logo q = vt̃(t̃
q) =

qvt(t̃
q), o que implica vt(t̃

q) = 1. Logo t̃q é um elemento primo de K((t)), ou seja, t̃q = ut,

onde u ∈ UK((t)). Como K((t)) = K((ut)) podemos supor que LG = K((t1/q)), a menos

de K-isomorfismo.

Consideremos a filtração Gal(L|LG) = G0 . G1 . · · · . Gn = {id}, com os Gi definidos

acima. Seja M = LG1 . Temos que M |LG é a sub-extensão mansamente ramificada maxi-

mal em L|LG, pela Proposição 1.11. Segue da Proposição 1.7 que M = K((t1/q))(x1/m),

onde p - m, m = [M : LG] e x é um elemento primo de LG, pois também temos M = K

donde e(M |LG) = m. Como x é um elemento primo de LG, existe u ∈ ULG tal que ux =

t1/q. Como p - m, existe u′ ∈ ULG tal que u′m = u. Portanto temos que u′x1/m = t1/qm,

assim K((t1/q))(x1/m) = K((t1/q))(u′x1/m) = K((t1/q))(t1/qm) = K((t1/qm)).

Segue da Proposição 1.10 que |Gal(L|M)| = |G1| = ps, então existe uma filtração

G1 = G′0 .G
′
1 . · · · .G′s = {id} tal que [G′i : G′i+1] = p (ver [La], pág. 35). E pelo Teorema

de Artin-Schreier (ver [La], pág. 290) as extensões M ⊂ LG
′
1 ⊂ · · · ⊂ LGs = L são todas

de Artin-Schreier.

1.2 Polinômios aditivos

Definição 1.13. Um polinômio P (X) sobre um corpo K de caracteŕıstica p > 0 é dito

ser aditivo se vale a identidade polinomial P (Y + Z) = P (Y ) + P (Z).

Lema 1.14. Seja K um corpo de caracteŕıstica p > 0. Dados r1, . . . , rn ∈ K, o determi-

nante de Moore ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r1 · · · rn

rp1 · · · rpn
...

. . .
...

rp
n−1

1 · · · rp
n−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
é nulo se, e somente se, r1, . . . , rn são linearmente dependentes sobre Fp.

Prova. Ver [Ke2], pág. 392.

Lema 1.15. Seja P (X) um polinômio não nulo sobre um corpo K de caracteŕıstica p > 0

e seja L um fecho algébrico de K. As seguintes condições são equivalentes:

(a) O polinômio P (X) é aditivo;

(b) A equação P (y + z) = P (y) + P (z) é satisfeita para todo y, z ∈ L;
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(c) As ráızes de P (X) em L formam um Fp−espaço vetorial com relação a adição, todas

as suas ráızes ocorrem com a mesma multiplicidade, que é uma potência de p;

(d) P (X) = c0X + c1X
p + · · ·+ cnX

pn com c0, . . . , cn ∈ K.

Prova. Ver [Ke2], pág. 392.

Teorema 1.16. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica p > 0. Seja

P (X) ∈ K[X] um polinômio separável com ráızes

W = {w1, . . . , wm} ⊂ K.

Então P (X) é aditivo se, e somente se, W é um subgrupo de K.

Prova. Ver [Go], pág. 4.

Corolário 1.17. Seja P (X) como no teorema acima. Então P (X) é Fp-linear se, e

somente se, as ráızes W de P (X) formam um Fp-espaço vetorial.

Prova. Ver [Go], pág. 4.
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Caṕıtulo 2

Uma extensão algébrica de K((t))

Neste caṕıtulo definiremos um tipo especial de série de potências generalizadas, as

séries twist-recurrent, e provaremos alguns resultados importantes para tentar encontrar

o fecho algébrico de K((t)). Encerramos o caṕıtulo mostrando que o conjunto dessas

séries é uma extensão algébrica de K((t)).

A partir deste caṕıtulo K sempre denotará um corpo algebricamente fechado de ca-

racteŕıstica p > 0.

2.1 Séries twist-recurrent

Dizemos que uma sequência {cn} satisfaz uma relação de recorrência linearizada (RRL)

se existem d0, . . . , dk ∈ K tais que

d0cn + d1c
p
n+1 + · · ·+ dkc

pk

n+k = 0 (2.1)

para todo n ≥ 0. Podemos assumir que dk 6= 0.

Observação 2.1. Se d0, . . . , dj = 0 podemos trocar a RRL acima por

dj+1cn+j + · · ·+ dkc
pk−j

n+k = 0. (2.2)

Ou seja, ignorando alguns termos iniciais da sequência {cn}, podemos também assumir

que d0 6= 0.

Lema 2.2. Seja k um inteiro positivo e sejam d0, . . . , dk elementos de K com d0, dk 6= 0.

1. As ráızes do polinômio P (X) = d0X+d1X
p+· · ·+dkXpk formam um espaço vetorial

de dimensão k sobre Fp.
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2. Seja z1, . . . , zk uma base do espaço vetorial acima. Então uma sequência {cn} sa-

tisfaz (2.1) se, e somente se, tem a forma

cn = z1λ
1/pn

1 + · · ·+ zkλ
1/pn

k (2.3)

para alguns λ1, . . . , λk ∈ K.

Prova. Para provar a primeira afirmação notemos que como d0 6= 0, temos que P (X) é

um polinômio separável. Então pelo Corolário 1.6 as ráızes de P (X) formam um Fp-espaço

vetorial.

Seja {z1, . . . , zm} uma base desse espaço, queremos encontrar o valor de m. Temos

que

a1z1 + · · ·+ amzm,

a1, . . . , am ∈ Fp, são ráızes de P (X), ou seja, temos pm ráızes distintas. Portanto m = k.

Para provar a segunda afirmação, sejam V = {sequências que satisfazem (2.1)} e V ′ =

{sequências que satisfazem (2.3)}.
Primeiro verificaremos que V é subespaço vetorial do K-espaço das sequências com

soma usual e produto dado por

η(c0, c1, c2, . . .) = (c0η, c1η
1/p, c2η

1/p2 , . . .).

Sejam {cn}, {c′n} sequências em V e η ∈ K, então {cn}+ η{c′n} = {cn + (η1/pnc′n)}n =

{c̃n} é tal que

d0c̃n + · · ·+ dkc̃
pk

n+k = d0(cn + η1/pnc′n) + · · ·+ dk(c
pk

n+k + η1/pnc′ p
k

n+k)

= d0cn + · · ·+ dkc
pk

n+k + η1/pn(d0c
′
n + · · ·+ dkc

′ pk
n+k)

= 0.

Portanto V é subespaço vetorial do espaço das sequências.

Afirmamos que V ′ é subespaço vetorial de V . De fato, vamos mostrar primeiramente

que V ′ é um subconjunto de V . Para isto, seja {en} sequência em V ′. Então existem

λ1, . . . , λk ∈ K tais que

en = z1λ
1/pn

1 + · · ·+ zkλ
1/pn

k .

Desta forma, temos

d0en + · · ·+ dke
pk

n+k = d0(z1λ
1/pn

1 + · · ·+ zkλ
1/pn

k ) + · · ·+ dk(z1λ
1/pn+k

1 + · · ·+ zkλ
1/pn+k

k )p
k

= d0z1λ
1/pn

1 + · · ·+ dkz
pk

1 λ
1/pn

1 + · · ·+ d0zkλ
1/pn

k + · · ·+ dkz
pk

k λ
1/pn

k

= P (z1)λ
1/pn

1 + · · ·+ P (zk)λ
1/pn

k

= 0.
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Para concluir que V ′ é um subespaço vetorial de V , basta observar que uma combinação

linear de elementos de V ′ é, claramente, um elemento de V ′.

Notemos que a dimensão de V sobreK é k pois pela relação (2.1) temos que a partir dos

temos c0, . . . , ck−1 de uma sequência conseguimos construir a sequência inteira, portanto

temos um isomorfismo T : Kk → V dado por

T (c0, . . . , ck−1) =

(
c0, . . . , ck−1,−

k−1∑
i=0

(
di
dk

)1/pk

c
1/pk−i

i , . . .

)
.

Portanto a dimensão de V é k.

Agora, consideremos {cn} uma sequência em V ′, então

(c0, . . . , cn, . . .) = (z1λ1 + · · ·+ zkλk, . . . , z1λ
1/pn

1 + · · ·+ zkλ
1/pn

k , . . .)

= (z1λ1, . . . , z1λ
1/pn

1 , . . .) + · · ·+ (zkλk, . . . , zkλ
1/pn

k , . . .)

= λ1(z1, z1, . . .) + · · ·+ λk(zk, zk, . . .).

Notemos que as sequências constantes {en}, en = zi, para todo i = 1, . . . , k, pertencem a

V ′, pois temos

en = zi = z101/pn + · · ·+ zi1
1/pn + · · ·+ zk0

1/pn .

Além disso, essas sequências são linearmente independentes sobre K. Caso contrário,

teŕıamos

(0, 0, . . .) = λ1(z1, z1, . . .) + · · ·+ λk(zk, zk, . . .)

= (z1λ1 + · · ·+ zkλk, . . . , z1λ
1/pk−1

1 + · · ·+ zkλ
1/pk−1

k , . . .),

onde λ1, . . . , λk pertencem a K e não são todos nulos. Portanto,

z1λ1 + · · ·+ zkλk = 0

zp1λ1 + · · ·+ zpkλk = 0
...

zp
k−1

1 λ1 + · · ·+ zp
k−1

k λk = 0.

Ou seja 
z1 · · · zk

zp1 · · · zpk
...

. . .
...

zp
k−1

1 · · · zp
k−1

k




λ1

λ2

...

λk

 =


0

0
...

0

,

com o vetor dos lambdas não nulo. Desta forma o determinante da matriz dos z’s é nulo,

o que, pelo Lema 1.14, contraria o fato dos zi’s serem linearmente independentes sobre

Fp. Portanto a dimensão de V ′ também é k. Logo V ′ = V .
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Corolário 2.3. Se as sequências {cn} e {c′n} satisfazem RRL’s com coeficientes d0, . . . , dk

e d′0, . . . , d
′
l, respectivamente, então as sequências {cn + c′n} e {cnc′n} satisfazem RRL’s

com coeficientes dependendo apenas dos di e d′j.

Prova. Sejam {z1, . . . , zk} e {w1, . . . , wl} as bases para os Fp-espaços vetoriais das ráızes

dos polinômios P (X) = d0X + · · · + dkX
pk e Q(X) = d′0X + · · · + d′lX

pl , respecti-

vamente. Temos que os conjuntos V = {xi + yj | P (xi) = 0, Q(yj) = 0} e V ′ ={∑
finita

xiyj

∣∣∣ P (xi) = 0, Q(yj) = 0

}
são Fp-espaços vetoriais gerados, respectivamente, por

{z1, . . . , zk} ∪ {w1, . . . , wl} e {ziwj | i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , l}. Pelo Corolário 1.17, temos

que os polinômios P ′(X) =
∏
tl∈V

(X − tl) e Q′(X) =
∏
t′l∈V ′

(X − t′l) são aditivos.

Como {cn} e {c′n} satisfazem as RRL’s associadas aos polinômios P (X) e Q(X),

respectivamente, temos pelo lema anterior, que existem λ1, . . . , λk, µ1, . . . , µl ∈ K tais

que

cn =
∑
i

ziλ
1/pn

i

c′n =
∑
j

wjµ
1/pn

j ,

donde

cn + c′n =
∑
i

ziλ
1/pn

i +
∑
j

wjµ
1/pn

j

cnc
′
n =

∑
i,j

(ziwj)(λiµj)
1/pn .

Com isso, obtemos que {cn + c′n} e {cnc′n} também satisfazem (2.3), consequentemente

satisfazem (2.1). Além disso, temos que as RRL’s são aquelas associadas a P ′(X) e Q′(X),

respectivamente. Ou seja, as novas RRL’s dependem apenas dos coeficientes d0, . . . , dk e

d′0, . . . , d
′
l iniciais.

Observação 2.4. Segue da demonstração acima que se tivermos um número finito de

sequências, podemos encontrar uma RRL que é satisfeita por todas. Basta considerar a

RRL satisfeita pela soma das sequências, pois o espaço das ráızes do polinômio associado

a esta RRL é a soma dos espaços das ráızes dos polinômios associados às RRL’s iniciais.

Desta forma, o polinômio associado a RRL de uma das sequências divide o polinômio

associado a RRL da soma das sequências.

Agora constrúımos o conjunto em que as séries que trabalhamos estão suportadas.

Para a ∈ N e b, c ≥ 0, definimos o conjunto

Sa,b,c =

{
1

a
(n− b1p

−1 − b2p
−2 − · · · )

∣∣ n ≥ −b, bi ∈ {0, . . . , p− 1},
∑

bi ≤ c

}
.
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Notemos que as séries suportadas em algum Sa,b,c pertencem ao corpo L do Teorema

de Huang-Rayner-Stefanescu, pois se A ⊂ Sa,b,c, temos que inf A ∈ Sa,b,c, pois é o limite de

uma sequência não crescente de elementos cujas somas dos d́ıgitos das partes fracionárias,

escritos em base p, são menores ou iguais a c. Além disso, esta condição também implica

que essa sequência não pode ter ponto de acumulação, logo A é bem ordenado. A segunda

condição do teorema é satisfeita quando multiplicando um elemento de Sa,b,c por a.

Nosso objetivo é encontrar dentre as séries suportadas na união dos conjuntos Sa,b,c,

aquelas que são algébricas sobre K((t)). Para isto introduzimos as seguintes definições.

Definição 2.5. Seja Tc = S1,0,c ∩ (−1, 0). Uma função f : Tc → K é twist-recurrent de

ordem k, para algum inteiro positivo k, se existem d0, . . . , dk ∈ K tais que a RRL (2.1)

vale para toda sequência {cn} da forma

cn = f(−b1p
−1 − · · · − bj−1p

−j+1 − p−n(bjp
−j + · · · )) (n ≥ 0) (2.4)

para j ∈ N e b1, b2, . . . ∈ {0, . . . , p− 1} com
∑

bi ≤ c. Se o valor de k não for relevante,

dizemos apenas que f é twist-recurrent.

Exemplo 2.6. Uma sequência dessa forma é

f(−0, 2021), f(−0, 20201), f(−0, 202001), f(−0, 2020001), . . .

onde os argumentos de f estão escritos em base p.

Definição 2.7. Uma série x =
∑

xαt
α é twist-recurrent se as seguintes condições valem:

1. Existem a, b, c ∈ N tais que x está suportada em Sa,b,c.

2. Para valores a, b, c para os quais x está suportada em Sa,b,c e para cada inteiro

m ≥ −b, a função fm : Tc → K, dada por fm(α) = x(m+α)/a, é twist-recurrent.

3. As funções fm geram um espaço vetorial de dimensão finita sobre K.

Uma maneira de encontrar séries twist-recurrent é dada pelo seguinte lema.

Lema 2.8. Toda série twist-recurrent suportada em S1,b,c pode ser escrita como a soma

de um elemento de K((t)), com termo inicial de grau maior ou igual a −b, e uma com-

binação K((t))-linear finita de séries twist-recurrent suportadas em Tc. Além disso, toda

combinação dessa forma é twist-recurrent.
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Prova. Se x =
∑

xαt
α é uma série twist-recurrent suportada em S1,b,c, consideremos

as funções fm : Tc 7→ K para m ≥ −b pela fórmula fm(β) = xm+β como na Definição

2.7. Pela condição 3 desta definição as funções fm geram um espaço vetorial de dimensão

finita de funções de Tc em K. Seja {g1, . . . , gr} uma base desse espaço e escrevamos

fm = k1,mg1 + . . .+ kr,mgr. Assim

x =
∑

α∈S1,b,c

xαt
α

=
∑
m≥−b

xmt
m +

∑
m≥−b

∑
α∈Tc

xm+αt
m+α

=
∑
m≥−b

xmt
m +

∑
m≥−b

∑
α∈Tc

fm(α)tm+α

=
∑
m≥−b

xmt
m +

∑
m≥−b

∑
α∈Tc

(k1,mg1(α) + · · ·+ kr,mgr(α))tm+α

=
∑
m≥−b

xmt
m +

(∑
m≥−b

k1,mt
m

)(∑
α∈Tc

g1(α)tα

)
+ · · ·+

(∑
m≥−b

kr,mt
m

)(∑
α∈Tc

gr(α)tα

)
.

Com isto expressamos x como uma soma de um elemento de K((t)), com termo inicial de

grau maior ou igual a −b, e uma combinação K((t))-linear finita de séries twist-recurrent

suportadas em Tc. Reciprocamente, para mostrar que uma soma dessa forma é twist-

recurrent mostraremos que

1. Se y ∈ K((t)) é uma série com termo inicial de grau maior ou igual a −b e x é uma

série twist-recurrent suportada em Tc, então o produto yx é uma série twist-recurrent

suportada em S1,b,c.

2. Se x, y são séries twist-recurrent suportadas S1,b,c, então x+ y também é uma série

twist-recurrent suportada em S1,b,c.

Inicialmente provaremos a primeira afirmação. Sejam y =
∑
m≥−b

amt
m e x =

∑
α∈Tc

xαt
α,

então

yx =

(∑
m≥−b

amt
m

)(∑
α∈Tc

xαt
α

)
=
∑
m≥−b

∑
α∈Tc

amxαt
m+α =

∑
β∈S1,b,c

x̃βt
β,

onde β = m+ α e x̃β = amxα.

Portanto yx satisfaz a condição 1 da Definição 2.7. As condições 2 e 3 são claramente

satisfeitas, pois as funções fm são dadas por fm = amg, onde g é a única função twist-

recurrent não nula de x.

Agora, para a segunda afirmação, sejam x =
∑

α∈S1,b,c

xαt
α, y =

∑
α∈S1,b,c

yαt
α, então

x+ y =
∑

α∈S1,b,c

(xα + yα) tα. Portanto x+ y satisfaz a condição 1 da Definição 2.7.
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Verificaremos a condição 2. Denotemos por f1,m, f2,m as funções twist-recurrent dadas

por esta condição para x, y, respectivamente. Então para x + y temos as funções fm =

f1,m + f2,m. Para ver que essas funções são twist-recurrent consideremos uma sequência

{αn} em Tc, como na Definição 2.5. Assim

{fm(αn)}n = {f1,m(αn) + f2,m(αn)}n = {xm+αn + ym+αn}n.

Por hipótese as sequências {xm+αn}n e {ym+αn}n satisfazem RRL’s, então, pelo Corolário

2.3, {xm+αn + ym+αn}n satisfaz uma RRL. Portanto as funções fm são twist-recurrent,

como queŕıamos.

Para provar a condição 3, basta observar que o espaço das funções fm é gerado pela

união entre os conjuntos dos geradores das funções f1,m e f2,m, que são conjuntos finitos.

Isto conclui a afirmação 2 e o lema.

Observação 2.9. Na demonstração acima vimos que o Corolário 2.3 implica que somas de

funções twist-recurrent é twist-recurrent. Também veremos, na demonstração do item 2 do

Teorema 2.11, que este lema implica que somas de séries twist-recurrent é twist-recurrent.

Proposição 2.10. Dados dois conjuntos Sa,b,c e Sa′,b′,c′ existe um terceiro Sã,b̃,c̃ tal que

Sa,b,c, Sa′,b′,c′ ⊂ Sã,b̃,c̃.

Prova. Primeiramente observemos que Sa,b,c ⊂ Sa,b̃,c̃ e Sa′,b′,c′ ⊂ Sa′,b̃,c̃, se tomarmos

b̃ = max {b, b′} e c̃ = max {c, c′}. De fato, dado α ∈ Sa,b,c temos

α =
1

a
(n− b1p

−1 − b2p
−2 − · · · ),

com n ≥ −b, bi ∈ {1, . . . , p − 1} e
∑

bi ≤ c. Como −b ≥ −b̃ e c ≤ c̃ temos n ≥ −b̃ e∑
bi ≤ c̃, e portanto, α ∈ Sa,b̃,c̃. Analogamente mostramos que Sa′,b′,c′ ⊂ Sa′,b̃,c̃. Assim,

podemos supor, sem perda de generalidade, que b = b′ e c = c′ e que a′ ≤ a.

Provaremos que se tomarmos ã = aa′, b̃ = a(b + 1) e c̃ = ac obtemos as inclusões

desejadas.

Seja α ∈ Sa,b,c, então

α =
1

a
(n− b1p

−1 − b2p
−2 − · · · − blp−l)

=
1

ã
(a′n− a′b1p

−1 − a′b2p
−2 − · · · − a′blp−l)

=
1

ã
(a′n− q1 − r1p

−1 − · · · − rlp−l),
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onde

a′bl = pql + rl

a′bl−1 + ql = pql−1 + rl−1

...

a′b1 + q2 = pq1 + r1,

com 0 ≤ ri ≤ p− 1 e∑
ri = rl + · · ·+ r1

= a′bl − pql + a′bl−1 + ql − pql−1 + · · · a′b1 + q2 − pq1

≤ a′bl − pql + a′bl−1 + pql − pql−1 + · · · a′b1 + pq2 − pq1

= a′
(∑

bi

)
− pq1 ≤ a′c ≤ c̃.

Resta mostrar que a′n− q1 ≥ −b̃ para obtermos α ∈ Sã,b̃,c̃. Para isto, basta mostrar que

q1 ≤ a′.

Temos que

bl < p⇒ a′bl < a′p⇒ ql =

[
a′bl
p

]
≤
[
a′p

p

]
= a′,

a′bl−1 + ql ≤ a′(p− 1) + a′ = a′p⇒ ql−1 ≤
[
a′bl−1 + ql

p

]
≤
[
a′p

p

]
= a′,

continuando o processo acima obtemos q1 ≤ a′, como desejado. Com isso mostramos que

Sa,b,c ⊂ Sã,b̃,c̃

Analogamente mostramos que Sa′,b,c ⊂ Sã,b̃,c̃.

2.2 Teorema

Teorema 2.11. O conjunto das séries twist-recurrent S forma um corpo. Além disso, S
é uma extensão algébrica de K((t)).

Prova. Verificaremos as seguintes afirmações:

1. Toda série twist-recurrent é algébrica sobre K((t)).

2. As séries twist-recurrent são fechadas para adição e multiplicação.

Segue dessas afirmações que S é um anel, algébrico sobre K((t)) (que será um corpo,

já que, pelo item 1, x−1 ∈ K((t))(x) = K((t))[x] ⊂ S para toda série twist-recurrent x).

Segue da Proposição 2.10 que dados dos conjuntos suporte Sã,b̃,c̃, Sa′,b′,c′ existe um ter-

ceiro Sa,b,c que os contém, assim podemos definir soma e produto de séries twist-recurrent.
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Também podemos ver séries suportadas em Sa,b,c como séries suportadas em S1,b,c na

indeterminada t
1
a . Portanto provaremos as afirmações supondo a = 1.

1. Provaremos por indução em c. O caso c = 0 é válido pois S1,b,0 = {m ∈ N | m ≥ −b}.
Assim, o conjunto das séries suportadas neste conjunto é {y ∈ K((t)) | ordt y ≥ −b} ⊂
K((t)). Suponhamos, agora, c ≥ 1. Pelo Lema 2.8, só precisamos provar para séries

suportadas em Tc.

Seja x =
∑
α∈Tc

xαt
α uma série twist-recurrent com RRL dada por

d0cn + d1c
p
n+1 + · · ·+ dkc

pk

n+k = 0,

com d0, dk 6= 0, com k mı́nimo e cn = f0(αn) = xαn , onde αn = −b1p
−1−· · ·− bj−1p

−j+1−
p−n(bjp

−j + · · · ). (Notemos que se x está suportada em Tc a única função twist-recurrent

não nula é f0, portanto só temos uma RRL.)

Consideremos

y = d
1/pk

0 x1/pk + d
1/pk

1 x1/pk−1
+ · · ·+ d

1/pk

k x.

Afirmamos que y é twist-recurrent suportada em Spk,b̃,c−1, onde b̃ =
k−1∑
i=0

(p− 1)pi.

Primeiro observamos que se β = −
∑

bip
−i pertence a Tc e b1 = · · · = bk = 0, então

yβ = 0. De fato, se b1 = . . . = bk = 0 então α = pkβ ∈ Tc e

yβ = d
1/pk

0 x1/pk

α + d
1/pk

1 x
1/pk−1

p−1α + · · ·+ d
1/pk

k xp−kα,

e

yp
k

β = d0xα + d1x
p
p−1α + · · ·+ dkx

pk

p−kα

= d0c0 + d1c
p
1 + · · ·+ dkc

pk

k ,

onde {cn} = {f0(p−nα)}, n ≥ 0. Como x é twist-recurrent, temos que yp
k

β = 0, logo

yβ = 0, como queŕıamos.

Agora se bi 6= 0 para algum 1 ≤ i ≤ k então temos β ∈ Spk,b̃,c−1. De fato, se l é mı́nimo

tal que bl 6= 0, então

β = −blp−l − · · · − bkp−k − bk+1p
−k−1 − · · ·

=
1

pk
(−blpk−l − · · · − bk − bk+1p

−1 − · · · ).

Como bl 6= 0 temos
k∑
i=1

bi ≥ 1, o que implica
∑
i>k

bi ≤ c− 1 e

blp
k−l + · · ·+ bk ≤ (p− 1)pk−1 + · · ·+ (p− 1) = b̃.
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Portanto β ∈ Spk,b̃,c−1 e

yβ = d
1/pk

k−l+1x
1/pk−l+1

pl−1β
+ · · ·+ d

1/pk

k xβ

é não nulo se xβ 6= 0.

Para mostrar que y é twist-recurrent resta verificar as condições 2 e 3 da Definição

2.7.

Como vimos acima só estamos interessados nos α ∈ Tc tais que bi 6= 0 para algum

i = 1, . . . , k. Seja T ∗c = {α ∈ Tc : bi 6= 0 para algum 1 ≤ i ≤ k}.
Afirmamos que

d
1/pk

k x∗ :=
∑
α∈T ∗c

d
1/pk

k xαt
α =

∑
α∈T ∗c
b1 6=0

d
1/pk

k xαt
α+

∑
α∈T ∗c

b1=0,b2 6=0

d
1/pk

k xαt
α+ · · ·+

∑
α∈T ∗c

b1=···=bk−1=0
bk 6=0

d
1/pk

k xαt
α

d
1/pk

k−1 (x1/p)∗ :=
∑
α∈T ∗c
b1=0

d
1/pk

k−1 x
1/p
pα t

α =
∑
α∈T ∗c

b1=0,b2 6=0

d
1/pk

k−1 x
1/p
pα t

α + · · ·+
∑
α∈T ∗c

b1=···=bk−1=0
bk 6=0

d
1/pk

k−1 x
1/p
pα t

α

...

d
1/pk

1 (x1/pk−1
)∗ :=

∑
α∈T ∗c

b1=···=bk−1=0

d
1/pk

1 x
1/pk−1

pk−1α
tα =

∑
α∈T ∗c

b1=···=bk−1=0
bk 6=0

d
1/pk

1 x
1/pk−1

pk−1α
tα

são twist-recurrent em Spk,b̃,c−1. (Observe que {α ∈ T ∗c : b1 = · · · = bk = 0} = ∅, portanto

d
1/pk

0 (x1/pk)∗ = 0.) Para isso, mostraremos que as funções fj,m : Tc−1 → K, definidas por

fj,m(α) = (d
1/pk

k−j (x1/pj)∗)α, onde 0 ≤ j ≤ k − 1 e m ≥ −b̃, são twist-recurrent. Como

existe apenas um número finito dessas funções, teremos as três condições da Definição 2.7

satisfeitas por cada uma das séries acima. Como d
1/pk

0 x1/pk + d
1/pk

1 x1/pk−1
+ · · ·+ d

1/pk

k x =

y = d
1/pk

1 (x1/pk−1
)∗ + · · ·+ d

1/pk

k x∗, teremos que y é twist-recurrent, pelo item 2.

Já vimos que T ∗c ⊂ Spk,b̃,c−1.

Para d
1/pk

k x∗ temos as funções f0,m : Tc+m̃ → K, ondem = −a0−· · ·−alpl,0 ≤ l ≤ k−1,

m̃ = −a0 − · · · − al, são dadas por

f0,m(α) =


d

1/pk

k xm+α

pk
, se

m+ α

pk
∈ Tc

0, caso contrário
.

Notemos que Tc+m̃ ⊂ Tc−1, portanto podemos estender as funções f0,m para Tc−1 definidas

da mesma forma.

Assim, se (αn) é uma sequência da forma

αn = −b1p
−1 − · · · − bj−1p

−j+1 − p−n(bjp
−j − · · · ) (2.5)
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que não anula f0,m, temos que

c0,n = f0,m(αn) = d
1/pk

k xm+αn
pk

satisfaz a RRL
d0

d
1/pk

k

c0,n +
d1

d
1/pk−1

k

cp0,n+1 + · · ·+ dk
dk
cp
k

0,n+k = 0.

Estamos usando o fato de

(
m+ αn
pk

)
ser uma sequência em Tc e que xm+αn

pk
satisfaz a

RRL

d0
c0,n

d
1/pk

k

+ d1

(
c0,n+1

d
1/pk

k

)p

+ · · ·+ dk

(
c0,n+k

d
1/pk

k

)pk

= 0.

Para d
1/pk

k−1 (x1/p)∗ temos as funções f1,m : Tc+m̃ → K, onde m = −a0 − · · · − alpl,0 ≤
l ≤ k − 2, m̃ = −a0 − · · · − al, são dadas por

f1,m(α) =


d

1/pk

k−1 x
1/p

pm+α

pk

, se p
m+ α

pk
∈ Tc

0, caso contrário

.

Novamente temos que Tc+m̃ ⊂ Tc−1, portanto podemos estender as funções f1,m para Tc−1

definidas da mesma forma.

Assim, se (αn) é uma sequência da forma (2.5) que não anula f1,m, temos que

c1,n = f1,m(αn) = d
1/pk

k−1 x
1/p

pm+αn
pk

satisfaz a RRL
d0

d
1/pk

k−1

c1,n +
d1

d
1/pk−1

k−1

cp1,n+1 + · · ·+ dk
dk−1

cp
k

1,n+k = 0,

por um motivo análogo ao anterior.

Mais geralmente, para d
1/pk

k−j (x1/pj)∗ temos as funções fj,m : Tc+m̃ → K, onde m =

−a0 − · · · − alpl,0 ≤ l ≤ k − j − 1, m̃ = −a0 − · · · − al, são dadas por

fj,m(α) =


d

1/pk

k−j x
1/pj

pj m+α

pk

, se pj
m+ α

pk
∈ Tc

0, caso contrário

.

Novamente temos que Tc+m̃ ⊂ Tc−1, portanto podemos estender as funções fj,m para Tc−1

definidas da mesma forma.

Assim, se (αn) é uma sequência da forma (2.5) que não anula fj,m, temos que

cj,n = fj,m(αn) = d
1/pk

k−j x
1/pj

pm+αn
pk

satisfaz a RRL
d0

d
1/pk

k−j

cj,n +
d1

d
1/pk−1

k−j

cpj,n+1 + · · ·+ dk
dk−j

cp
k

j,n+k = 0,

20



por um motivo análogo ao primeiro.

Portanto, obtemos que todas as séries d
1/pk

k−j (x1/pj)∗ são twist-recurrent. Consequente-

mente, obtemos que y é uma série twist-recurrent.

Por hipótese de indução temos que y é algébrico sobre K((t)), assim como yp
k
. Logo,

pelo modo como y foi escolhido, temos que x é algébrico sobre K((t)). Isto termina a

prova do item 1.

2. Sejam x, y séries twist-recurrent suportadas em S1,b,c. Pelo Lema 2.8 podemos escrever

x = p0(t) +
r∑
j=1

pj(t)xj, onde pj(t) ∈ K((t)), 0 ≤ j ≤ r, e xj, 1 ≤ j ≤ r, são séries twist-

recurrent suportadas em Tc, e y = q0(t) +
s∑
j=1

qj(t)yj, onde qj(t) ∈ K((t)), 0 ≤ j ≤ s e

yj, 1 ≤ j ≤ s, são séries twist-recurrent suportadas em Tc.

Sem perda de generalidade podemos supor r ≥ s.

Para a soma, temos x+ y = g0(t) +
r∑
j=0

gj(t)zj, onde

gj(t) =

pj(t) + qj(t), se 0 ≤ j ≤ s

pj(t), se s+ 1 ≤ j ≤ r
, e zj =

xj + yj, se 1 ≤ j ≤ s

xj, se s+ 1 ≤ j ≤ r
.

Assim, temos que os zj’s são twist-recurrent suportados em Tc, pelo Corolário 2.3, e

os gj(t)’s pertencem a K((t)). Logo, pelo Lema 2.8, x+ y é uma série twist-recurrent.

Para o produto, temos

xy = h00(t) +
r∑
j=1

pj(t)q0(t)xj +
s∑
j=1

p0(t)qj(t)yj +
r∑
j=1

s∑
k=1

hjk(t)xjyk,

onde hjk = pj(t)qk(t), para 0 ≤ j ≤ r e 0 ≤ k ≤ s.

Segue do Lema 2.8 que h00(t) +
r∑
j=1

pj(t)q0(t)xj +
s∑
j=1

p0(t)qj(t)yj é twist-recurrent.

Resta, então, mostrar que cada xjyk também é twist-recurrent. Dáı usando novamente o

Lema 2.8 obtemos que xy é twist-recurrent. Para isto, basta mostrar que o produto de

duas séries twist-recurrent x, y suportadas em Tc é twist-recurrent.

Provaremos isto mostrando que qualquer sequência da forma

cn = (xy)−b0−b1p−1−···−bj−1p−j+1−p−n(bjp−j−···−bmp−m) = (xy)γn

pode ser escrita como a soma de um número finito de produtos de pares de sequências

semelhantes derivadas de x e y. Essas sequências satisfarão RRL’s fixas, portanto {cn}
também satisfará uma RRL, pelo Corolário 2.3.

Primeiro, observemos que (xy)γ é a soma de todos xαyβ tais que (α; β) ∈ Tc × Tc e

α + β = γ.
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Suponhamos inicialmente que bj−1, bj 6= 0.

Queremos escrever {(xy)γn}n como soma finita de produtos de sequências que satisfa-

zem RRL’s. Para isto, devemos organizar os pares (αn; βn) ∈ Tc× Tc, onde αn + βn = γn,

em um número finito de sequências de modo que {xαn}n e {yβn}n satisfaçam RRL’s.

Escreveremos apenas (αn; βn) para indicar (αn; βn) ∈ Tc × Tc tal que αn + βn = γn.

Também escreveremos os números α, β, γ em base p para facilitar a escrita.

Notemos que os pares (αn; βn) podem ser de três formas distintas:

i. (αn; βn) = (−0, c1 . . . cj−1u1 . . . uncj . . . cr;−0, d1 . . . dj−1v1 . . . vndj . . . dr) e cj−1 +

dj−1 = bj−1, consequentemente u1 = · · · = un = v1 = · · · = vn = 0 e cj + dj +[
cj+1 + dj+1

p
+ · · ·+ cr + dr

pr−j

]
= bj;

ii. (αn; βn) = (−0, c1 . . . cj−1u1 . . . uncj . . . cr;−0, d1 . . . dj−1v1 . . . vndj . . . dr), com cj−1+

dj−1 = bj−1−1, u1 +v1 = · · · = uk−1 +vk−1 = p−1 e uk +vk = p, consequentemente

uk+1 = · · · = un = vk+1 = · · · = vn = 0 e cj+dj+

[
cj+1 + dj+1

p
+ · · ·+ cr + dr

pr−j

]
= bj;

iii. (αn; βn) = (−0, c1 . . . cj−1u1 . . . uncj . . . cr;−0, d1 . . . dj−1v1 . . . vndj . . . dr), com cj−1+

dj−1 = bj−1 − 1, u1 + v1 = · · · = un + vn = p − 1, consequentemente cj + dj +[
cj+1 + dj+1

p
+ · · ·+ cr + dr

pr−j

]
= bj + p;

Além disso, a partir de um par (αn; βn) podemos obter um par (αn+1; βn+1) como

segue:

a. Se (αn; βn) é da forma (i), então podemos escrever

(αn+1; βn+1) = (−0, c1 . . . cj−1u1 . . . un+1cj . . . cr;−0, d1 . . . dj−1v1 . . . vn+1dj . . . dr),

com un+1 = vn+1 = 0;

b. Se (αn; βn) é da forma (ii), então podemos escrever

(αn+1; βn+1) = (−0, c1 . . . cj−1u1 . . . un+1cj . . . cr;−0, d1 . . . dj−1v1 . . . vn+1dj . . . dr),

com un+1 = vn+1 = 0;

c. Se (αn; βn) é da forma (iii), então devem existir u, v ∈ {0, . . . , p−1} tais que u+v = p

e cj − u, dj − v ∈ {0, . . . , p− 1}, então podemos escrever

(αn+1; βn+1) =

(−0, c1 . . . cj−1u1 . . . un+1c̃jcj+1 . . . cr;−0, d1 . . . dj−1v1 . . . vn+1d̃jdj+1 . . . dr),
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com un+1 = u, vn+1 = v, c̃j = cj − u, d̃j = dj − v.

Observemos que em (c) esses u e v não são necessariamente únicos. E nos três casos

acima as somas dos d́ıgitos de αn+1 e βn+1 são iguais às somas dos d́ıgitos dos respectivos

αn, βn. Portanto os pares (αn+1; βn+1) estão de fato em Tc × Tc. Além disso, por cons-

trução, temos que dois pares distintos (αn; βn), (α̃n; β̃n) dão origem, via (a), (b) ou (c), a

pares distintos (αn+1; βn+1), (α̃n+1; β̃n+1), pois podemos reverter a construção para obter

o par (αn; βn) que deu origem ao par (αn+1; βn+1).

Notemos também que para n suficientemente grande todos pares (αn; βn) são da forma

(i) ou (ii), e em (ii) k possui uma cota superior N , pois a soma dos d́ıgitos de αn com

os d́ıgitos de βn deve ser menor ou igual a 2c. E este N será dado pelo maior n tal que

(αn; βn) pode ser da forma (iii). Isto implica que o número de pares (αN+1; βN+1) é igual

ao número de pares (αN+m; βN+m) para todo m ≥ 2, pois todos pares (αN+m; βN+m) serão

obtidos via (a) ou (b). Ou seja, a partir de N + 1 o número de pares (αn; βn) para de

crescer.

Por fim, resta organizar os pares (αn; βn) em um número finito de sequências de modo

que cada par esteja em apenas uma sequência e {xαn}n, {yβn}n satisfaçam RRL’s.

Começamos com as sequências que contêm os pares (α0; β0). Estes podem ser da forma

(i) ou (iii), assim:

• se (α0; β0) é da forma (i) podemos usar (a) continuamente para obter uma sequência

{(αn; βn)}n≥0 tal que {xαn}n≥0, {yβn}n≥0 satisfazem RRL’s, pela Definição 2.5.

• se (α0; β0) é da forma (iii) podemos usar (c) para obter um par (α1, β1) da forma

(ii) e então usar (b) continuamente para obter uma sequência {(αn; βn)}n≥1 tal que

{xαn}n≥1, {yβn}n≥1 satisfazem RRL’s, pela Definição 2.5. E incluindo (α0; β0) nesta

sequência ainda teremos que {xαn}n≥0, {yβn}n≥0 satisfazem as mesmas RRL’s, pois,

pela Observação 2.1, podemos ignorar alguns termos iniciais de uma sequência.

Agora queremos as sequências que contêm os pares (α1; β1). Observemos que as

sequências acima contêm todos pares (α1; β1) da forma (i) e alguns da forma (ii), possi-

velmente todos. Portanto os pares restantes só podem ser da forma (ii) ou (iii). Assim:

• se (α1; β1) é da forma (ii) podemos usar (b) continuamente para obter uma sequência

{(αn; βn)}n≥1 tal que {xαn}n≥1, {yβn}n≥1 satisfazem RRL’s, pela Definição 2.5.

• se (α1; β1) é da forma (iii) podemos usar (c) para obter um par (α2, β2) da forma

(ii) e então usar (b) continuamente para obter uma sequência {(αn; βn)}n≥2 tal que

{xαn}n≥2, {yβn}n≥2 satisfazem RRL’s, pela Definição 2.5. E incluindo (α1; β1) nesta

23



sequência ainda teremos que {xαn}n≥1, {yβn}n≥1 satisfazem RRL’s, pela Observação

2.1.

Este processo se repete até o caso das sequências que contêm os pares (αN ; βN), onde

encontramos os últimos pares da forma (iii) e possivelmente alguns da forma (ii) que

não estão em nenhuma das sequências obtidas nos passos anteriores. Assim repetimos o

processo mais uma vez para obter as sequências que começam a partir desses (αN ; βN)’s

restantes. Se os uN+1’s e vN+1’s obtidos via (c) no segundo item do processo forem únicos

teremos todos os pares (αN+1; βN+1), consequentemente todos pares (αn; βn), n ≥ 0,

inclúıdos em alguma sequência. Caso contrário teremos que repetir o processo para os

pares (αN+1; βN+1) da forma (ii) que restaram e finalmente obter que cada par (αn; βn),

n ≥ 0, está em alguma sequência.

Por construção temos que o número de sequências é igual ao número de pares (αN ; βN)

ou igual ao número de pares (αN+1; βN+1), e ambos são finitos. Logo, pela Observação

2.4, {(xy)γn}n satisfaz uma RRL.

Restam os casos em que bj−1 = 0 ou bj = 0.

Se existem 0 ≤ i ≤ j−2 e j+1 ≤ s ≤ m tais que bi 6= 0 e bs 6= 0, então podemos consi-

derar uma sequência auxiliar {γ̃n}n = {−b0, b1 . . . bi 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

bs . . . bm}n, que é da forma consi-

derada anteriormente e satisfaz γn = γ̃n+s−i−1. Portanto podemos construir as sequências

de pares {(α̃n, β̃n)}n para {γ̃n}n tais que {xα̃n}n e {yβ̃n}n satisfazem RRL’s, como acima.

Então para {γn}n temos as sequências {(αn; βn)}n, onde (αn, βn) = (α̃n+s−i−1; β̃n+s−i−1).

Como {xα̃n}n e {yβ̃n}n satisfazem RRL’s, temos, em particular, que {xα̃n+s−i−1
}n = {xαn}n

e {yβ̃n+s−i−1
}n = {yβn}n satisfazem as mesmas RRL’s.

Se não existe j + 1 ≤ s ≤ m tal que bs 6= 0 então temos que {γn}n é uma sequência

constante, portanto as sequências {(αn; βn)}n também são constantes e, pela Definição

2.5, {xαn}n e {yβn}n satisfazem RRL’s. E o número de sequências {(αn; βn)}n é finito,

igual ao número de pares (α0; β0).

Se não existe 0 ≤ i ≤ j − 1 tal que bi 6= 0, então, neste caso, temos que toda

sequência é obtida a partir de um par (α0; β0) do seguinte modo: dado (α0; β0) =

(−0, c1 . . . cr;−0, d1 . . . dr), então {(αn; βn)}n = {−0, 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

c1 . . . cr;−0, 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

d1 . . . dr}n.

Claramente temos que {xαn}n e {yβn}n satisfazem RRL’s, pela Definição 2.5. E o número

de sequências {(αn; βn)}n é finito, igual ao número de pares (α0; β0).

Em todos os casos podemos escrever os conjuntos

U0 = {{(αn; βn)}n | n ≥ 0}
U1 = {{(αn; βn)}n | n ≥ 1, (α1; β1) não é termo de nenhuma sequência em U0}
...
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UN+1 ={
{(αn; βn)}n | n ≥ N + 1, (αN+1; βN+1) não é termo de nenhuma sequência em

N⋃
i=0

Ui

}
,

onde U1, . . . , UN+1 podem ser vazios, dependendo do caso considerado.

Assim podemos escrever

{(xy)γn}n =
∑

{(αn;βn)}n∈U0

{xαn}n{yβn}n + · · ·+
∑

{(αn;βn)}n∈UN+1

{xαn}n{yβn}n.

Com isso, mostramos que xy satisfaz condição 2 da Definição 2.7. A condição 1 vale

porque xy está suportado em Tc + Tc ⊂ S1,1,2c e a condição 3 vale porque em Tc + Tc só

temos as funções f0 e f−1 twist-recurrent não nulas. Logo xy é uma série twist-recurrent.

Isto termina a prova do item 2.
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Caṕıtulo 3

O corpo S não é algebricamente

fechado

Como vimos no Lema 1.12, uma extensão finita normal de K((t)) está contida em

uma torre de extensões de Artin-Schreier sobre K((t1/n)), para algum n. Além disso,

como o suporte de uma série em K((t1/n)) está contido em {m
n
| m ≥ −b} = Sn,b,0, para

algum b inteiro não negativo, e T0 = ∅, temos que as funções fr, r ≥ −b são twist-

recurrent por vacuidade. Ou seja, temos que K((t1/n)) ⊂ S. Assim, para mostrar que S é

algebricamente fechado, bastaria mostrar que é fechado sob extensões de Artin-Schreier.

Isto é, bastaria mostrar que as ráızes dos polinômios Xp−X−y ∈ S[X], y ∈ S, pertencem

a S. Esta última afirmação foi utilizada pelo Kedlaya para tentar provar que S é o fecho

algébrico de K((t)). No entanto, esta afirmação é falsa, como veremos no decorrer do

caṕıtulo.

Na próxima seção mostraremos dois pontos em que a demonstração desta afirmação

poderia falhar. Por fim, mostramos, na seção seguinte, dois exemplos em que a demons-

tração da afirmação acima falha, um para cada ponto.

3.1 Uma afirmação falsa

Afirmação 3.1. Se y é uma série twist-recurrent e xp − x = y, então x também é twist-

recurrent.

Tentativa de prova do Kedlaya. Dado y twist-recurrent, podemos supor sem perda

de generalidade que y tem suporte contido em S1,b,c. Escrevemos y = y1 + y2 com y1

suportado em (−∞, 0)∩S1,b,c e y2 suportado em (0,+∞)∩S1,b,c. Sendo y twist-recurrent,
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temos que y1 e y2 também serão. Note que as ráızes de Xp − X − y são obtidas pelas

somas das ráızes de Xp −X − y1 e de Xp −X − y2. Desta forma, é suficiente considerar

os casos em que y está suportada em (−∞, 0) ∩ S1,b,c e (0,+∞) ∩ S1,b,c, separadamente.

Primeiro, suponhamos que y está suportada em (−∞, 0)∩ S1,b,c. Neste caso, as ráızes

de Xp −X − y são

x =

(
∞∑
n=1

y1/pn

)
+ i, i = 0, . . . , p− 1.

Vamos considerar o caso i = 0 e deixaremos (−∞, 0) subentendido.

Temos que

x =
∑

α∈S1,b,c

∞∑
n=1

y1/pn

α tα/p
n

está suportado em S1,b,c̃, onde a escrita de b na base p é dada por b = alp
l + · · ·+ a0, com

0 ≤ ai ≤ p− 1, e definimos c̃ = c+ l(p− 1). De fato, dado m−
∑
bip

i ∈ S1,b,c ∩ (−∞, 0),

podemos escrever m = −(dlp
l + · · ·+ d0), com 0 ≤ di ≤ p− 1, temos que

m− b1p
−1 − · · ·
pn

= −dlpl−n − · · · − d0p
−n − b1p

−n−1 − · · · .

A parte inteira deste número está entre m e 0 e a soma dos d́ıgitos da parte fracionária é

menor ou igual a
∑
di +

∑
bi ≤ c̃.

Assim, escrevemos

x =
∑

α∈S1,b,c̃

tα

(∑
n∈Aα

y
1/pn

pnα

)
,

onde Aα = {n | pnα ∈ S1,b,c}.
Devemos mostrar que x é twist-recurrent. Neste caso, é suficiente mostrar que as

funções f−b, . . . , f0 são twist-recurrent.

Utilizando a escrita de b na base p, vamos provar que as funções f−b, . . . , f−1 são somas

de, no máximo, l funções twist-recurrent. De fato, se {αn} é uma sequência em S1,b,c̃, onde

αn = m− b1p
−1 − · · · − bj−1p

−(j−1) − p−n(bjp
−j + · · · )

com m < 0, então

Aαn ⊂ {1, . . . , l}.

Desta forma, podemos usar a Corolário 2.3 para obter que cada fi é twist-recurrent com

i = −b, . . . ,−1.

Agora, para mostrar que f0 é twist-recurrent, conseguimos mostrar que qualquer

sequência da forma

αn = −b1p
−1 − · · · − bj−1p

−(j−1) − p−n(bjp
−j + · · · )

27



em Tc̃ satisfaz

#Aαn ≤ l + 1 e #AαN = #AαN+r

para todo r ≥ 0 e N suficientemente grande.

Portanto, toda sequência {xαn} satisfaz uma RRL, mas não conseguimos usar o Co-

rolário 2.3 para obter uma única RRL que é satisfeita por qualquer sequência desta forma,

como podemos ver na argumentação abaixo.

Consideremos

αs,n = −alp−s − · · · − a0p
−s−l−1 − p−n(b1p

−s−l−2 + · · · )

onde s ≥ 0 é fixo, b = alp
l + · · ·+ a0 e

∑
bi = c. Neste caso,

Aαs,n = {s+ l + 1}.

Portanto a sequência {xαs,n} satisfaz a RRL

d
1/ps+l+1

0 cn + · · ·+ d
1/ps+l+1

k cp
k

n+k = 0,

já que, xαs,n = y
1/ps+l+1

αs,n , onde d0, . . . , dk são os coeficientes da RRL associada a função

f̃−b de y. Ou seja, para cada s poderemos ter uma RRL diferente e, consequentemente,

não poderemos usar o Corolário 2.3 para obter uma única RRL.

3.2 Contra-exemplo

A seguir, veremos em um exemplo que, quando temos uma série twist-recurrent y,

suportada em (−∞, 0) ∩ S1,b,c, e xp − x = y, nem sempre temos que a função f0 de x é

twist-recurrent.

Exemplo 3.2. Suponhamos que K 6= Fp. Escolhemos um elemento λ ∈ K, de modo que

ele não esteja contido nenhum subcorpo finito de K. Consideremos

y =
∞∑
m=1

λp
−1+···+p−mt−p

−1−p−1−m

que, claramente, está suportada em T2. Escrevendo y =
∑
α∈T2

yαt
α, temos que yα 6= 0

apenas quando α é um elemento da sequência {−p−1 − p−n−1}n = {αn}n.

Assim, para verificar que y é twist-recurrent, basta notar que {yαn} satisfaz a seguinte

RRL

cn − λ−1cpn+1 = 0.
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De fato, como as demais sequências em T2 são enviadas na sequência nula pela função f̃0

associada a y, temos que esta função é twist-recurrent. Consequentemente, y também é.

Como vimos,

x =
∞∑
n=1

y1/pn

=
∞∑

m,n=1

λp
−1−n+···+p−m−nt−p

−1−n−p−1−m−n
,

é raiz do polinômio Xp −X − y. Notemos que x também está suportada em T2, ou seja,

x possui apenas a função f0 não nula.

Para verificar que x é twist-recurrent, bastaria mostrar que dada qualquer sequência

da forma {−b1p
−1 − · · · − bj−1p

−j+1 − p−n(bjp
−j + · · · )} = {βn}, em T2, sua imagem por

f0 satisfaz uma RRL fixa.

Suponhamos que essa RRL exista, digamos, d0cn+· · ·+dkcp
k

n+k = 0. Consideremos uma

sequência {βn} com bj−1 = bj = 1. Então temos que {cn} = {f0(βn)} = {λp1−j+···+p1−j−n}n
satisfaz a RRL acima. Assim,

d0λ
p1−j+···+p1−j−n + d1(λp

1−j+···+p1−j−n−1
)p + · · ·+ dk(λ

p1−j+···+p1−j−n−k)p
k

=

d0λ
p1−j+···+p1−j−n + d1λ

p2−j+p1−j+···+p1−j−n + · · ·+ dkλ
pk+1−j+···+p2−j+p1−j+···+p1−j−n = 0.

Multiplicando a equação acima por (λp
1−j+···+p1−j−n)−1, obtemos

d0 + d1λ
p2−j + d2(λp

2−j
)1+p + · · ·+ dk(λ

p2−j)1+p+···+pk−1
= 0.

Ou seja, a existência da RRL é equivalente a λp
2−j

ser raiz do polinômio

d0 + d1X
p2−j + d2X

1+p + · · ·+ dkX
1+p+···+pk−1

para todo j ≥ 1, Mas isto é um absurdo, pois o polinômio possui um número finito

de ráızes, enquanto o conjunto {λ2−j | j ≥ 1} é infinito, já que λ foi escolhido fora de

qualquer corpo finito.
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