PARTE 1

FUNCOES VETORIAIS

1.1 Introducao

Em Calculo 1, trabalhamos com funcoes reais de uma variavel real, i.e. funcoes da

forma
f : Dom(f)CR — R

x — oy = f(z).

Como exemplo de fungoes reais de uma varidvel real, podemos citar f(z) = 2, * € R
e g(z) =z, z>0.

Em Célculo 2B trabalharemos com funcoes mais gerais, que sao as fungoes vetoriais
de vdrias varidveis reais, as quais estao definidas na proxima secao.

1.2 Funcoes Vetoriais

DEFINICAO 1.2.1: Dado um conjunto Dom(F) C R", uma fun¢do vetorial F de
n varidveis reais é uma correspondéncia, F' : Dom(F) C R™ — R™, que a cada ponto
X = (21,29, ...,2,) € Dom(F), associa um e apenas um Y = (y1,y2,...,y,) € R™
Como de costume, o conjunto Dom(F') é chamado de dominio da funcao F.

No caso de fungoes vetoriais F' : Dom(F) C R" — R™, temos que existem, e sao
tnicas, m fungoes reais de n varidveis reais, f; : Dom(F) CR* — R, i = 1,...,n, tais
que para todo X € Dom/(F),

F(X) = (f1(X), f2(X), ..., fn(X)).

Estas funcoes sao chamadas de fung¢oes coordenadas de F ou fungoes componentes de
F'. Desta forma, representamos a funcao F' como
F :  Dom(F)CR" — R™
X = (21,29, ...,x,) +— F(X)=(fi(X), f2(X), ..., fn(X)).
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Como exemplo de fun¢ao vetorial de uma variavel real podemos citar F'(t) = (cost, sent),
t € R e como exemplo de funcao vetorial de varias variaveis reais, podemos citar

F(z,y) = (\/w2+y2,xy, x+y>, (z,y) € R

Observacao 1.2.1: Um ponto ou vetor X € R" pode ser representado tanto na hori-
I
zontal quanto na vertical. Isto é, X = (21,9, ...,x,) ou X = 2

T

Em relacao ao dominio da funcao F' temos um importante comentério a fazer. Conti-
nuaremos aqui abusando da linguagem, tal como fizemos em Célculo 1. Isto é, quando
a funcao F' for dada por sua expressao e fizermos a pergunta: “qual € o dominio da
funcao F'?” Estaremos de fato perguntando: “qual é o maior subconjunto de R™ no
qual F estd bem definida?”, ou seja, “qual € o maior subconjunto de R™ no qual todas
as m expressoes dadas por fi(X), i = 1,...,m, estdo bem definidas?” Desta forma,
podemos ver que chamando de D; o maior subconjunto de R™ no qual a expressao dada
por f;(X) estd bem definida, o dominio da fungdo F' é a intersecao de todos os Dj,
i=1,...,m,ie. Dom(F) =), D;. Confira os exemplos abaixo.

Exemplo 1.2.1: Determine e esboce o dominio da fungao
1 1
F(SE,y) = (_7—> .
iV

~ 1
Solugao: Neste caso, temos que fi(z,y) = — e

1 5

folz,y) = Wars Portanto, Dy = {(z,y) € R?|y > 0} e :

Dy = {(z,y) € R?|x < 0}, de modo que |
|

Dom(F) = {(z,y) e R?|2* +y* <1,y >0 e z < 0}. X

v

Na figura ao lado temos um esbogo de Dom(F') (em
amarelo).

Exemplo 1.2.2: Determine e esboce o dominio da fungao

_ 1 ry
Flz,y) = ( 1—(m2+y2)’y7x>'
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Solugao:  Neste caso, temos que fi(z,y) =
1 x Y
, fo(z,y) = — e f3(x,y) = =. Portanto,
Dy ={(z,y) e R?|2®+y* <1}, Dy = {(z,y) € R?* |y #
0} e D3 = {(z,y) € R* |z # 0}, de modo que

Dom(F) = {(z,y) e R*|2* + > < 1L,y #0 e x #0}.

Na figura ao lado temos um esbogo de Dom(F') (em
verde).

A seguir apresentamos os conceitos de imagem, grdfico e conjunto de nivel de fungoes
vetoriais de varias varidveis reais.

Dada a fungao F': Dom(F) C R™ — R™, definimos os seguintes conjuntos
e Imagem de F:: Im(F) ={F(X) € R™"| X € Dom(F)}.
e Gréfico de F: G(F) ={(X,F(X)) e R*™™™ | X € Dom(F)}.

e Conjunto de Nivel K de F: dado K € Im(F),
Ck(F)={X € Dom(F)|F(X)=K}.

Observacgao 1.2.2: Em Célculo I, a visualizagao dos graficos ajudavam em muito a
compreensao das fungoes reais de uma varidvel real, que eram nossa matéria prima.
Em tempo, lembre-se que dada uma funcao f : Dom(f) C R — R, seu gréfico é o
subconjunto de R? dado por G(f) = {(z, f(z)) € R* |z € Dom(f)}. Aqui em Célculo
2, a visualizacdo deste conjunto de pares ordenados (X, F'(X)), X € Dom(F), que
constituem o grafico da funcao F', continuarao de grande valia para um melhor en-
tendimento das funcoes. Entretanto, vale a pena ressaltar que tal visualizacao apenas
sera possivel se n +m < 3.

Observacao 1.2.3: Em Calculo I, nao fazia sentido esbocar nem dominio, nem ima-
gem de funcao reais de uma variavel real, pois tais conjuntos seriam simplesmente
subconjuntos da reta. Aqui em Célculo 2B, além de esbogar o dominio (nos casos
em que n > 2, como nos Exemplos 1.2.1 e 1.2.2 anteriores), vamos ter interesse em
esbogar imagens (nos casos em que m > 2, como nos Exemplos 1.2.3 e 1.2.6 a seguir)
e conjuntos de nivel (nos casos em que n > 2, como no Exemplo 1.2.5 a seguir).

Agora faremos alguns exemplos utilizando os conceitos vistos anteriormente.
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Exemplo 1.2.3: Determine e esboce a imagem da funcao F(t) = (,t2), t > 0.

A
Solugao: Temos que a imagem de F' é o conjunto y

Im(F) = {(t,t*) € R*|t > 0}.

Observe que z = t e y = t2, de modo que a imagem
da funcao F é a parte da pardbola y = 22, com = > 0
(figura ao lado).

Exemplo 1.2.4: Determine e esboce o gréfico da fungao f(z,y) = /22 + 2, (z,y) €
R2.

Solugao: Temos que o grafico de f é o conjunto

G(f) = {(z,y, V22 +4?) € R’ | (z,y) € R?}.

Observe que z = /22 + 42, de modo que o gréafico da
funcdo f é o semicone z = \/x? + y?, com z > 0 (figura
ao lado).

Exemplo 1.2.5: Determine e esboce o conjunto de nivel (1,0) da funcao F(z,y,z) =
(r+y+2z,2), (z,y,2) € R

R
R
N

Solugao: Temos que conjunto de nivel (1,0) de F’
é o conjunto

—

S |
N
Q;&\\ k\.\

Cao(F) = {(z,y,2) e R’ |aty+2=1 ¢ 2 =0},

que consiste da intersecao do plano x +y+ 2z =1,
com o plano z = 0, o que fornece a reta z +y =1
no plano zy. o conjunto de nivel (1,0) de F' esta
esbocado na figura ao lado.

Exemplo 1.2.6: Determine e esboce o gréifico da funcao F(t) = (t,t?), t € R.
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Solucgao: Temos que o gréafico de F' é o conjunto
G(F)={(t,t,t*) € R*| € R}.

Observe que x = t, y = t e z = t2, de modo que o grafico
da funcao F' é a intersecao do plano x = y com o cilindro
z=y? (ou z = 2?) (figura ao lado).

Exemplo 1.2.7: Determine e esboce a imagem da funcao F(t) = (cost, sent),
t €[0,2n].

Solugao: Temos que a imagem de F' é o conjunto dado por
Im(F) = {(cost, sent) € R*|t € [0,2n]}.

Para esbogar este conjunto, observe inicialmente que como x(t) = cost e y(t) = sent,
temos que z2(t) + y?(t) = 1. Portanto, todos os pontos da imagem desta fungao estao
contidos na circunferéncia 22 + y* = 1. Agora veremos que as equacoes acima repre-
sentam nao apenas alguns pontos da circunferéncia, mas sim todos os pontos da mesma.

De fato, considere a circunferéncia de raio 1 e centro na
origem esbocada ao lado. Neste caso, é facil ver que

x = x(t) = cost, YOF = = RP=(x)

t €[0,2n],

y =1y(t) = sent,

<
~—
v

onde t é o angulo central indicado. Observe que quando
t varia de 0 a 2w, o ponto P = (x,y) parte do ponto
(1,0) e completa a volta ao longo da circunferéncia no
sentido anti-horario.

cisamente a circunferéncia x? 4+ y* = 1 (figura ao lado). 1

h
1
Concluimos portanto que a imagem desta funcao é pre- / \ .

Exemplo 1.2.8: Esboce o grafico da fungao F(t) = (cost, sent), t € R.
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Solugao: Temos que o grafico de F' é o conjunto dado por
Im(F) = {(t,cost, sent) € R*|t € R}.

Para esbocar este conjunto, observe inicialmente que sendo y(t) = cost e
2(t) = sent, temos do Exemplo 1.2.6 acima, que y?(t) + 2%(t) = 1. Ou seja, a
projecao do grafico de F', no plano yz, é a circunferéncia de raio 1 e centro na
origem (figura abaixo a esquerda). Desta forma, temos que as coordenadas y e z
do grafico da fungao F' estdao contidas no cilindro circular reto y* + 22 = 1 (figura
abaixo a direita).

' N

N
N

1 x

Além disto, a varidavel x vai aumentando conforme o
valor de t vai crescendo, pois x = t. Desta forma,
temos como grafico desta funcao, uma curva que faz
uma espiral para frente, conforme o valor de ¢ aumenta.
Esta curva, semelhante a uma mola espiral, é chamada y
de hélice.

Veremos agora exemplos que mostram que um mesmo conjunto pode ser apresentado
como imagem de uma func¢ao, ou como grafico de outra funcao, ou ainda, como con-
junto de nivel de uma terceira funcgao.

Exemplo 1.2.9: Determine o grafico da funcao

f: R — R
(.y) — flz,y)=a+y%

Solugao: Temos que o grafico de f é o conjunto
G(f) = {(z,y,2* +y*) € R®| (2,y) € R?*}.

Note que z = 22 + 32, de modo que o grafico da funcao f ¢ o paraboldide z = 22 + 3%

Q

Exemplo 1.2.10: Determine a imagem da funcao

H : R = R3
(z,y) — H(z,y)=(z,y,2*+y?).
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Solucao: Temos que a imagem de H é o conjunto
Im(H) = {(z,y,2* +y*) € R*| (2,y) € R?*}.

Novamente vemos que z = 2 +1?%, de modo que a imagem da funcao H é o paraboléide
2., ,2
z=x°+y°.

Exemplo 1.2.11: Determine o conjunto de nivel 0 da funcao
g : R3 — R
(I,y,Z) = g(xaya Z) =Zz= (‘7“2 + y2)
Solucao: Temos que conjunto de nivel 0 de g é o conjunto
Colg) = {(z,y,2) ER’|(2,y) ER* e 2 =2 +y°},
que equivale a
Colg) = {(z,y,2* +y*) € R?| (w,y) € R?},

que também fornece o paraboléide z = 22 + y2.

Observe que nos trés exemplos acima, o conjunto pedido
era dado pelo paraboldide z = 22 +1?2, esbocado ao lado.
Compare esta observacao com as definicoes apresentadas
abaixo.

DEFINICAO 1.2.2:

e Diz-se que um conjunto S C R"™™ estd definido explicitamente se S é o gréafico
em R"™™ de uma fungao F': Dom(F) C R* — R™.

e Diz-se que um conjunto S C R™ esta definido parametricamente se S é a imagem em
R™ de uma fun¢ao H : Dom(H) C R" — R™.

e Diz-se que um conjunto S C R"*™ est4 definido implicitamente se S é o conjunto de
nivel em R™™™ de uma fungao G : Dom(G) C R™™™ — R™.

Na préxima aula, vamos falar de fungoes vetoriais de uma variavel real e veremos mais
exemplos de identificacao e esboco de imagens. Ja na terceira aula, vamos falar de
funcoes reais de varias variaveis reais, de modo que veremos mais exemplos de identi-
ficacao e esbogo de dominios, conjuntos de nivel e graficos.
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1.3 Exercicios

Exercicio 1.3.1: Descreva o conjunto S, onde S é a parabola y = 2%, x € R de forma
explicita, implicita e paramétrica.

Resposta: Forma explicita: S é o gréafico da fungao f

f iR — R
2

r — f(x)=2a%

isto é,
S =G(f) = {(z,2*) € R*|z € R}.

Forma implicita: S é o conjunto de nivel zero da funcao g

g : R — R
(z,y) — glz,y) =y—a?

isto é,
S =Colg) ={(z,y) e R* |y — 2* = 0}.

Forma paramétrica: S é a imagem da fungao F’

F : R — R
t — F(t)=(t,1%),

isto é,
S =Im(F) = {(t,t*) € R*|t € R}.

Exercicio 1.3.2: Responda cada um dos itens a seguir.
a) Defina uma fungao f; cujo conjunto de nivel 0 ¢ a parédbola y = x* em R2.

b) Defina uma funcao f, cujo conjunto de nivel 0 é o cilindro parabdlico y = z* em

R3.
¢) Determine e esboce o dominio e a imagem da funcao f3(z,y) = (x, Yy, /1 — (22 + y2)) :

d) Determine uma funcao f; tal que seu grafico é a imagem da fungao f3 do item (c).

Resposta:
a)

f(xvy) :y_IZ’

o
S
Tl

f2 R?

(I,y,Z) f(l’,y,Z) :y_lQa

11



Cdlculo 2B - Notas de Aula (em construgcdo) - Prof® Denise 2011-2 9

c¢) Temos que o dominio de f3 é o conjunto

Dom(fs) = {(z,y) €R*[1~ (2" +y°) = 0}
= {(z,y) e R*|2* +¢y* < 1}

O dominio de f3 é portanto a circunferéncia de centro na origem e raio igual a 1 e seu
interior (figura abaixo & esquerda).
A imagem de f3 é o conjunto

Im(fs) = { (2.9, V1= (2 7)) € B*| (z,9) € R?}.

A imagem de f3 é portanto a semi-esfera de centro na origem e raio igual a 1, com
z > 0 (figura abaixo a direita).

A

d)
f4 . Dom(f4)§]R2 — R

(z,y) = flr,y) = 1= (22 +¢?),

onde Dom(f;) = {(x,y) € R?| 22 + y* < 1}. Observe que de fato,

G(fs) = {(l’,y, V1= (22 +y2)> e R |z e R}.



