PARTE 3

FUNCOES REAIS DE VARIAS
VARIAVEIS REAIS

3.1 Funcoes Reais de Varias Variaveis Reais

Vamos agora tratar do segundo caso particular de funcoes vetoriais de varias variaveis
reais, I’ : Dom(F) C R* — R™, que sao as funcgoes reais de vérias variaveis reais.
Neste caso, temos que m =1 e n > 2, i.e. o dominio é um subconjunto de R", n > 2,
enquanto que a imagem é um subconjunto da reta .

DEFINIQAO 3.1.1: Dado Dom(f) C R", uma func¢ao real f de vdrias varidveis reais
¢ uma correspondéncia, f : Dom(f) C R" R, que a cada ponto X = (z1,x9, ..., z,) €
Dom(f), associa um e apenas um y = f(X) € R.

Exemplo 3.1.1: Abaixo temos alguns exemplos de funcgoes reais de varias variaveis,
comn =2 (( e (b)) en=3((c)e (d)).

a) f(r,y) =4 (2* +¢?), (v,y) € R%.

b) g(z, )—xy, (,y) € R?.

c) hz,y,2) =x+y+ 2, (v,y,2) € R3.

d) w(z,y,2) = O (,y,2) € R\{(0,0,0)}.

Conforme ji mencionado, o conjunto Dom(f) é chamado de dominio da fungao f.
Além disso, continuaremos abusando da linguagem, conforme mencionado nas aulas
anteriores. Isto é, quando a fungao f for dada por sua expressao e fizermos a pergunta:
“qual € o dominio da funcao f?” Estaremos de fato perguntando: “qual € o maior
subconjunto de R™ no qual f estd bem definida?”, ou seja, “qual é o maior subconjunto
de R™ no qual a expressao dada por f(X) estd bem definida?”
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3.2 Operacoes com Funcoes Reais de Varias Varia-
veis Reais

Definiremos a seguir as usuais operagoes de soma, diferenca, produto e quociente, da
mesma forma que fizemos para fungoes reais de uma variavel.

DEFINICAO 3.2.1: Considere as funcoes f,g: D C R" — R e a constante k € R.
Neste caso, definimos as seguintes funcoes:

a) a funcdo f+¢g: D CR" — R, chamada de soma de f e g, dada por
(f +9)(X) = f(X) +9(X),VX € D;
b) a funcao f —¢g: D C R" — R, chamada de diferen¢a entre f e g, dada por
(f =9)(X) = f(X) —g(X),VX € D;
¢) a fungao kf : D C R" — R, chamada de produto de f pela constante k, dada por
(Ef)(X) = kf(X),VX € D;
d) a funcao fg: D C R"™ — R, chamada de produto de f pela fun¢io g, dada por
(f9)(X) = f(X)g(X), VX € D;
e) se g(X) # 0, VX € D, a fungao g : D CR™ — R, chamada de quociente de f pela

(g) (X) = %,VX e D.

funcao g, dada por

Vamos agora nos concentrar em fungoes reais de apenas duas variaveis reais.
3.3 Funcoes Reais de Duas Variaveis Reais

Vamos trabalhar agora apenas com fungoes reais de duas varidveis reais. Isto é, vamos
trabalhar com funcoes f da forma

R
f(x,y).

[ Dom(f) C R?
(z,y)

—
—

Vamos iniciar identificando e esbocando o dominio de algumas fungoes de duas variaveis
reais.
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Exemplo 3.3.1: Determine e esboce o dominio das fungoes definidas pelas expressoes
abaixo.

) filw.y) = T2,
b)fg(:v,y)z\/y—lx—l—\/l—y
C) f3($’y) = 2 y2'

d) falz,y) = /2? —y* — 1
e) f5(x,y) = Y

Solugao:

a) Neste caso, como o termo z — y aparece no denomi- ,
nador da expressao de fi, devemos ter z —y # 0. Desta ,
forma, segue que 4

Dom(f1) = {(z,y) € R*|y # }.

Temos portanto que o dominio da funcao é todo plano ,
xy, excetuando a reta y = x (figura ao lado). 7

b) Neste caso, para podermos tirar as duas raizes que
aparecem na expressao de fs, devemos ter y —x > 0 e
1 —y > 0. Portanto, segue que

Dom(fy) = {(z,y) ER*|y >z e y < 1}.

Ao lado temos um esboco da regiao determinada pelas
retasy=x ey =1.

¢) Neste caso, para podermos tirar a raiz que aparece na
expressao de fs, devemos ter 2 — y? > 0. Além disso,

V' N
como o termo /22 — y? estd no denominador da funcao A y y
f3, é necessario ter x> — y? # 0. Portanto, segue que \ /
AN /
N\ /
Dom(fs) = {(z,y) € R*|2* —y* > 0}. A | 4
X >
Comoz’ -9y’ >0y’ <y <z —|rl<y< RN x
||, temos que ; N
/ N
/ N
Dom(fs) = {(z,y) € R*| — |z <y < [«]}. y D |

Ao lado temos um esbo¢o do dominio da funcao f.
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d) Neste caso, para podermos tirar a raiz que aparece na
expressao de fy, devemos ter 22 — %2 — 1 > 0. Portanto,
segue que

Dom(fi) ={(z,y) € R*|2® —y* > 1}.

Ao lado temos um esboco da regiao determinada pela
hipérbole 2% — y? = 1.

e) Neste caso, como o termo x — 1 aparece no denomi-
nador da expressao de f5, devemos ter x — 1 # 0. Desta
forma, segue que

Dom(fs) = {(z,y) € R* |z # 1}.

Temos portanto que o dominio da funcao é todo plano
xy, excetuando a reta x = 1 (figura ao lado).

f) Neste caso, como o termo xy — 1 aparece como argu-
mento do logaritmo natural na expressao de fg, devemos
ter xy — 1 > 0. Desta forma, segue que

v

Dom(f) = {(x,y) € R*|zy > 1}. X

Ao lado temos um esboco da regiao determinada pela
hipérbole zy = 1. (figura ao lado).

Q©

3.4 Exemplos de Funcoes Reais de Duas Variaveis
Reais

Veremos a seguir exemplos de alguns tipos de funcoes reais de duas varidveis reais.

Exemplo 3.4.1: (Funcao Polinomial) Uma func¢ao polinomial de duas varidveis
reais a valores reais ¢ uma funcao f : R?> — R dada por

f@y) = ) tmnz"y™,
m+n<p

onde p é um natural fixo e os coeficientes a,,, sao numeros reais dados. A soma é
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estendida a todas solugoes (m,n), m e n naturais, da inequagao m +n < p.

Exemplo: f(z,y) = 22°5y* + x2y5.

Exemplo 3.4.2: (Fungao Afim) Uma fun¢ao afim de duas varidveis reais a valores
reais ¢ uma funcao f : R? — R dada por

flx,y) =ax + by + ¢,
onde a, b e ¢ sao numeros reais dados. A funcao afim é um caso particular de uma

funcao polinomial.

Exemplo: f(z,y) =2z + Ty + /6.

Exemplo 3.4.3: (Fungao Linear) Uma funcdo linear de duas varidveis reais a valores
reais ¢ uma funcao f : R? — R dada por

[(z,y) = ax + by,

onde a e b sdo numeros reais dados. A funcao linear é um caso particular de uma
funcao afim.

2
Exemplo: f(z,y) =2z + —uv.

V3

Exemplo 3.4.4: (Funcgao Racional) Uma fun¢ao racional de duas varidveis reais a
valores reais ¢ uma fungao f : Dom(f) C R? — R dada por

~ plz,y)
flz,y) = 1)

onde p e g sdo fungoes polinomiais dadas. Temos, neste caso, que Dom(f) = {(z,y) €
R? | g(x,y) # 0}.

2,2 3
7
Exemplo: f(z,y) = % Observe que

Dom(f) = {(z,y) € R*|a(y+1) # 0}
= {(zy) eR?|z#0ey# -1}

Temos portanto que o dominio da funcao é todo plano  _______
xy, excetuando as retas x = 0 e y = —1 (figura ao lado). !

3.5 Curvas de Nivel de Funcoes Reais de Duas Variaveis
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Seja f : Dom(f) C R? — R. Conforme ji sabemos, dado k € Im(f), temos que o
conjunto de nivel da funcao f correspondente ao nivel k£ é o subconjunto do dominio
dado por

Ci(f) = {(x,y) € Dom(f) | f(x,y) = k}.

No caso em questao, que é o das funcoes reais de duas variaveis reais, os conjuntos de
nivel de f sao de fato curvas, as quais sao portanto chamadas de curvas de nivel de
f. Conforme mencionado, as curvas de nivel sao muito tteis para se ter uma visao do
comportamento da funcao. Isto porque elas nos fornecem todos os pontos do dominio
tais que o valor da funcao é constante. Desta forma, se tivéssemos todas as curvas
de nivel k£ poderiamos construir o grafico de f “pegando”’cada curva de nivel de f e
colocando na altura z = k.

Observacgao 3.5.1: Como sabemos que f é constante ao longo das curvas de nivel,
observe que duas curvas de nivel de uma funcao f correspondentes aos niveis ki e ko,
onde k; # ko, nao podem se interceptar.

Vamos agora fazer alguns exemplos.

Exemplo 3.5.1: Determine e esboce as curvas de nivel das fun¢oes dadas abaixo.

a) filz,y) =z +y
b) folz,y) = 2° + ¢
0) falw.y) = —=
d) fa(z,y) =In(zy — 1)
e) fs(z,y) =y —2962
xXr
f) fG(xvy) = l’2—|y-y4
Solugao:

a) Neste caso, observe que Dom(f1) = R? e que Im(f;) = R. Desta forma, temos que
para todo k real, o conjunto de nivel k de f; é dado por

Cr(f1) ={(z,y) eR® |z +y =k},

ou seja, as curvas de nivel k de f; sao retas z 4+ y = k. Por exemplo,

para k = 0, temos a reta y = —ux;

para k =1, temos a reta y = —x + 1;
para k = 2, temos a reta y = —x + 2;
para k = —1, temos a reta y = —x — 1;
para k = —2, temos a reta y = —x — 2.

As curvas de nivel de f; encontram-se esbogadas abaixo. A curva de nivel k£ = 0 esta
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esbocada em azul, as curvas de nivel £ > 0 estao eshocadas em verde e as curvas de

nivel £ < 0 estao esbogadas em rosa.
RN \§

!

N

b) Neste caso, observe que Dom(fs) = R? e que Im(fy) = {z € R|z > 0}. Desta
forma, temos que para todo k > 0 real, o conjunto de nivel £ de f, é dado por

Ci(fe) = {(z,y) e R*|2" +y* = k}.

Observe que para k = 0, temos apenas o ponto (0,0), i.e. Co(f2) = {(0,0)}. J& para
k > 0, temos que as curvas de nivel £ > 0 de f, sao circunferéncias 2? + y? = k, i. e.
circunferéncias de raio vk e centro na origem. Por exemplo,

para k = 1, temos a circunferéncia z? + y? = 1;

para k = 2, temos a circunferéncia 2% 4 y? = 2;

para k = 3, temos a circunferéncia % 4 y? = 3;

para k = 4, temos a circunferéncia z? + y? = 4.

As curvas de nivel de f; encontram-se esbogadas abaixo. A curva de nivel £ = 0 (a
origem) esté esbogada em azul e as curvas de nivel k£ > 0 est@o esbogadas em verde.

V. N

c¢) Neste caso, observe que

Dom(fs) = {(z,y) € R* |z # 1}

e que Im(f;) = R. Desta forma, temos que para todo k real, o conjunto de nivel k de
f3 é dado por
Cr(f3) = {(z,y) € Dom(f3) |y =k(z —1)},

ou seja, as curvas de nivel k de f3 sdo retas y = k(x — 1). Por exemplo,
para k = 0, temos a reta y = 0;
para k =1, temos a reta y = x — 1;
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para k = 2, temos a reta y = 2z — 2;

para k = —1, temos a reta y = —x + 1;

para k = —2, temos a reta y = —2x + 2.

As curvas de nivel de f3 encontram-se esbogadas abaixo. As curvas de nivel £ = 0
(semi-retas) estao esbogadas em azul, as curvas de nivel £ > 0 (semi-retas) estao
esbogadas em verde e as curvas de nivel k < 0 (semi-retas) estao esbogadas em rosa.

\&

\
/

IN

d) Neste caso, observe que
Dom(fs) = {(z,y) € R*|zy > 1}

e que I'm(f;) = R. Desta forma, temos que para todo k real, o conjunto de nivel k de
f1 é dado por
Ci(fa) ={(z,y) € Dom(fy)| In(zy — 1) = k}.

Como In(xy —1) =k & 2y — 1 = ¥ & a2y = 1+ €*, temos que as curvas de nivel k de
f sao hipérboles 2y = 1 + . Por exemplo,

para k = 0, temos a hipérbole xy = 2;

para k = 1, temos a hipérbole zy = 1 + ¢;

para k = 2, temos a hipérbole zy = 1 + €2;

1
para k = —1, temos a hipérbole y = zy =1 + —;
e

1
para k = —2, temos a hipérbole y = zy =1+ —.
e
As curvas de nivel de f; encontram-se esbogadas abaixo. As curvas de nivel £ = 0

estao esbocadas em azul, as curvas de nivel £ > 0 estao esbocadas em verde e as curvas
de nivel k£ < 0 estao eshocadas em rosa.

'Y
| 4

X

e) Neste caso, observe que Dom(f5) = R? e que Im(f5) = R. Desta forma, temos que
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para todo k real, o conjunto de nivel k de f5 é dado por

Ci(fs) = {(z,y) e R?|y* —2® = k}.

Observe que para k = 0, temos que 3> — 2> =0 < > = 22 & |y| = |z| & y = +=z,
i.e. as curvas de nivel zero sao as retas y = x e y = —x. Ja para k > 0, temos que as
curvas de nivel £ > 0 de f5 sao hipérboles y?> — 22 = k > 0, i. e. hipérboles cujos focos
estao no eixo y. Contudo, para k < 0, temos que as curvas de nivel £ < 0 de f5 sao
hipérboles y? — 22 = k < 0, i. e. hipérboles cujos focos estao no eixo x. Por exemplo,
para k =0, temos as retas y = x e y = —u;

para k = 1, temos a hipérbole y? — 2% = 1;

para k = 2, temos a hipérbole y? — 22 = 2;

para k = —1, temos a hipérbole 22 — 3% = 1;

para k = —2, temos a hipérbole 22 — 3% = 2.

As curvas de nivel de f5 encontram-se esbocadas abaixo. As curvas de nivel £ = 0
(retas) estao esbogadas em azul, as curvas de nivel k£ > 0 estao esbogadas em verde e
as curvas de nivel k£ < 0 estao esbocadas em rosa.

f) Neste caso, observe que Dom(fs) = R*\{(0,0)}. J& a imagem de fg, vamos deter-
minar mais tarde. Desta forma, temos que para todo k € Im(fs), o conjunto de nivel
k de fg é dado por

2

Culfo) = {(w.9) € Dom(fe) | 2 =k},

Observe que k =0 € Im(fs), e que o conjunto de nivel 0 de fg é dado por

Co(fs) = {(z,y) € Dom(fs)|x=0ouy=0}.

(L’yz

Desenvolvendo entao a igualdade PRI =k, para k # 0, temos que
2Ty

.Iy2

m:k s ay’ =k + ky' o ka® — yPr 4+ kyt = 0.

Resolvendo a equacao acima em x, segue que

y? £ 21 — 4k2
x = :
2k
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11
De posse deste resultado, fica claro que Im(fs) = [—5, 5] Sendo assim, para k €

11
[ 37 2} k # 0, temos que o conjunto de nivel k£ de fz é dado por

Cr(fs) = {(:E,y) € Dom(fs) ‘ r=y (1i1m)}

ou seja, as curvas de nivel k(k # 0) de fs sdo as pardbolas x = y?

com (z,y) # (0,0). Por exemplo,
para k = 1/2, temos a pardbola r = y?;

(H:NW)

para k = 1/3, temos as pardbolas x = 32 5 ;

exr =1y

2
4++12 4 — /12

para k = 1/4, temos as parabolas © = y? <+T> ex =1y’ (T)’
para k = —1/2, temos a parabola z = —y?;

3 5 3—+b
para k = —1/3, temos as parabolas z = —y? ( +2\/_> ex=—y ( 2\/_>;

4++/12 4 — /12
para k = —1/4, temos as parabolas x = —y? <+T> exr = —y> (T) :

As curvas de nivel de fg encontram-se esbocadas abaixo.

Vamos agora passar aos graficos de fungoes reais de duas variaveis. Portanto, é inter-
essante que voceé faga uma revisao de planos, cilindros, esferas, superficies de revolugao
e superficies quadricas em geral. Na Parte 4, temos uma revisao destes topicos. Nao
deixe de estuda-los.

3.6 Graficos de Funcoes Reais de Duas Variaveis

Seja f : Dom(f) C R? — R. Conforme ja sabemos, temos que o grifico da funcao f ¢
o subconjunto de R? dado por
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G(f) = {(z,y, [(z,9)) € R*| (2,y) € Dom(f)}.

No caso em questao, que é o das fungoes reais de duas variaveis reais, atente para o
fato de que os graficos destas funcoes estao em R3.

A representacao geométrica do grafico de uma funcao de duas varidveis é uma tarefa
dificil. Por isto, em alguns casos nos contentamos com as curvas de nivel. Vamos agora
fazer alguns exemplos que nao estao entre os mais dificeis.

Exemplo 3.6.1: Determine e esboce os gréaficos das fungoes dadas abaixo. Use as
curvas de nivel encontradas no Exemplo 3.5.1, se achar necessario.

a) hi(z,y) =z +y.
b) ho(z,y) = 2° +y°
c) hs(z,y) = y* — a2,
d) ha(z,y) = e+
e) h5($ay) =1 ; y2'
£) ho(r,y) =~

Solucgao:
a) Temos que o grafico de h; é dado por
G(l) = {(z,y,x +y) € R*|(z,y) € R*}.
Temos portanto que o grafico da funcao é o plano
Zz=x+Yy,

que é o plano que contém a origem e é perpendicular aos
vetores (1,1,—1) e (—1,—1,1) (figura ao lado).

b) Temos que o grafico de hy é dado por
G(ho) = {(z,y,2" +y*) € R?| (z,y) € R?}.

Temos portanto que o gréafico da funcao é o paraboldide
z =2 + y? (figura ao lado).




