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3.9 Superficies de Nivel de Funcoes Reais de Trés
Variaveis

Seja f : Dom(f) C R® — R. Conforme ji sabemos, dado k € Im(f), temos que o
conjunto de nivel da funcao f correspondente ao nivel k£ é o subconjunto do dominio
dado por

Sk(f) = {(;U,y,Z) € Dom(f) ‘ f(.l’,y,Z)) = k}

No caso em questao, que ¢ o das fungoes reais de trés variaveis reais, os conjuntos de
nivel de f sao de fato superficies, as quais sao portanto chamadas de superficies de

nivel de f.

Observagao 3.9.1: Como sabemos que f é constante ao longo das superficies de nivel,
observe que duas superficies de nivel de uma funcao f correspondentes aos niveis ky e
ko, onde ki # ko, ndo podem se interceptar.

Vamos agora fazer alguns exemplos.

Exemplo 3.9.1: Determine e esboce as superficies de nivel das funcoes dadas abaixo.

a) hl(.fli,y,Z) =T
b) ho(x,y,2) = 22 + %
c) hy(z,y,2) = 2 + 4y* + 2*
1
e) hy(z,y,2) = r>0,y>0ez>0
l—2z—-y—=2
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a) Neste caso, observe que Dom(h;) = R® e que

Im(hy) = R. Desta forma, temos que para todo k real,
as superficies de h; correspondentes ao nivel k£ sao dadas
por

Se(h) = {(z,y,2) € R’ |w =k},

ou seja, as superficies de nivel de hy sao planos paralelos
ao plano yz. Por exemplo,

para k = 0, temos o plano = = 0;

para k =1, temos o plano x = 1;

para k = 2, temos o plano x = 2;

para k = —1, temos o plano z = —1;

para k = —2, temos o plano r = —2.

As superficies de nivel de h; encontram-se esbocadas ao
lado.

b) Neste caso, observe que Dom(hy) = R? e que a im-
agem de hy é

Im(hs) = {k € R| k > 0}.

Desta forma, temos que para todo k& > 0, as superficies
de nivel de hy correspondentes ao nivel k sao dadas por

Si(he) = {(z,y,2) € R®|2* + y* = k}.

Observe que para k = 0, temos que a superficie de
nivel de hy é da forma z? + y? = 0, o que corresponde
ao eixo z. Ja para cada k > 0, temos que a superficie
de nivel de hy correspondente ao nivel k£ é da forma
2?2 +y? =k > 0, o que corresponde a cilindros circulares
concentricos (figura ao lado). De fato, por exemplo
para k = 0, temos 22 + 9> =0 & 2 =0ey =0, que é
a reta (z,y,2) = (0,0,2), z € R;

para k = 1, temos o cilindro 2% + 3% = 1;

para k = 2, temos o cilindro 2% + y? = 2;

para k = 3, temos o cilindro 2% + y* = 3.
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c) Neste caso, observe que Dom(hs) = R? e que a im-
agem de hg é

Im(hs) = {k € R|k > 0}.

Desta forma, temos que para todo k > 0, as superficies
de nivel de hs correspondentes ao nivel k sao dadas por

Si(hs) = {(z,y,2) € R*|2” + 4y” + 2% = k}.

Observe que para k = 0, temos que a superficie de nivel
de h3 se degenera em apenas um ponto, que é a origem
(0,0,0). J& para cada k > 0, temos que a superficie
de nivel de hg correspondente ao nivel k£ é da forma
2?2+ 4y? + 22 = k > 0, o que corresponde a elipséides
concentricos (figura ao lado). De fato, por exemplo
para k = 0, temos 22 + 49> + 22 =02 =0,y=0c¢e
z =0, que é a origem (0,0,0);

para k = 1, temos o elipséide 2?2 + 412 + 22 = 1;

para k = 2, temos o elipséide x? + 4y? + 22 = 2;

para k = 3, temos o elipséide z2 + 4y + 2% = 3.

d) Neste caso, observe que
Dom(hy) = {(z,y,2) ER* | +y+2<1,2 >0,y >0,z > 0}

e que a imagem de hy é
Im(hy) ={k eR|k > 1}.
De fato, comox +y+2< 1,2 >0,y >0,2>0,temos que 0 < z+y+2 < 1 &
1

—1l<—-2—-y—2<0&0<1l—2—y—2<1,de modo que ——— > 1 e,
l—2z—y—=z

portanto, 7 > 1. Desta forma, temos que para todo k > 1, as superficies

—r—y—z
de nivel de hy correspondentes ao nivel k sao dadas por

1
i) = {(@.2) € Dom(h) —}
l—z—y—=z

= {(:c,y,z)EDom(h4) Vi—-zrz—y—z=

1
k
= {(m,y,z) € Dom(hyg) |1 —z—y—2z= k2}

k2

= %LMAGDWMM)x+y+z:1——}

Portanto, temos que as superficies de nivel de hy correspondentes ao nivel k (k > 1)

sao da forma x +y+ 2 = 1 — o que corresponde a planos paralelos ao plano

ﬁa
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xr +y+ z =1, contidos no tetraedro z +y+ 2z <1, 2 >0,y > 0, z > 0 (excetuando a
face z +y + z = 1) (figura abaixo). De fato, por exemplo,
parak=1temosz+y+2=0&2=0,y=0ez=0,poisx >0,y >0, 2> 0;

para k =2, temos o plano x +y+z=1— —;

47

1
para k = 3, temosoplanoa:+y+z:1—§;

1
para k = 4, temosoplanox+y+z:1—1—6.

e) Neste caso, observe que Dom(hs) = R e que
Im(hs) = R. Desta forma, temos que para todo k real,
as superficies de nivel de hs correspondentes ao nivel k
sao da forma

Si(hs) = (2., 2) € B®|a® + 4% — 22 = k}.

Portanto, vamos ter trés casos diferentes:

— para k = 0, temos que as superficie de nivel de hs é o
cone 72 + y? — 22 = 0;

— para cada k > 0, temos que a superficie de nivel de hs
correspondente ao nivel k é da forma z? + y* — 2% = |k|.
Temos assim, que as superficies de nivel de hjz sao
hiperboléides de duas folhas;

— para cada k < 0, temos que a superficie de nivel de hs
correspondente ao nivel k ¢ da forma 2% — 2% — y* = |k|.
Temos assim, que as superficies de nivel de hj; sao
hiperboldides de uma folha.
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3.10 Graficos de Funcoes Reais de Trés Variaveis

Seja f: Dom(f) C R® — R. Conforme j sabemos, temos que o grafico da fungao f é
o subconjunto de R* dado por

G(f) ={(z.y.2 f(z.y,2)) € RY|(2,y,2) € Dom(f)}.

No caso em questao, que sao o das funcoes reais de trés varidveis reais, atente para o
fato de que os gréficos destas funcoes estao em R*, de modo que nao é possivel esboca-
los.

Exemplo 3.10.1: Determine o grafico da funcao f(x,y,z) = 2 + >

Solugdo: G(f) = {(x,y,2 2> +y?) € RY| (v,y,2) € R*}.
3.11 Exercicios

Exercicio 3.11.1: Determine e esboce as curvas de nivel da fun¢ao f(z,y) = ey,

Resposta: Temos que Dom(f)R? e Im(f) = (0,00). As curvas de nivel k, para k.0,
sao dadas por

Co(f) = {(z,y) eR? | =k}
{(z,y) e R* |2y = Ink}.

Observe que se k = 1, temos que 2°y = 0 < x = 0 ou y = 0. Portanto, as curvas de
nivel 1 de f sao os eixos coordenados. Se 0 < k < 1 ou se k > 1, as curvas de nivel de

Ink
f sao dadas pela equacao y = n_2 Note que se 0 < k < 1, Ink < 0, de modo que as
x
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curvas estao abaixo do eixo x e se kK > 1, Ink > 0, de modo que as curvas estao acima
do eixo x. Abaixo temos um esboco das curvas de nivel.

As curvas de nivel k = 1 (eixos coordenados) estao esbocadas em azul, as curvas de nivel
k > 1 estao eshocadas em verde e as curvas de nivel 0 < k < 1 estao esbocadas em rosa.

\




