PARTE 4

REVISAO DE PLANOS, CILINDROS,
SUPERFICIES DE REVOLUCAO,
ESFERAS E SUPERFICIES
QUADRICAS EM GERAL
(Leitura para Casa)

Vamos agora fazer uma revisao de planos, cilindros, superficies de revolucao, esferas e
superficies quadricas em geral.

4.1 Revisao de Planos

Dado um ponto Py = (zo, Yo, 20) pertencente a um plano que é perpendicular ao vetor
nao-nulo v = (a,b,c), temos que um ponto P = (z,y,2) pertence a este plano se e

—

somente se o vetor FPyP for perpendicular ao vetor v. Em outras palavras, P pertence
ao plano se e somente se

7. PyP= 0.

Como FPyP= (l’ — Zo,Y — Yo, 2 — Zo), temos que P pertence ao plano se e somente se
(Cl,b,C) . (x_x07y_y07z_20) = 07

o que equivale a
a(x — xo) + b(y — yo) + c(z — 29) = 0.

Temos assim que a equagao do plano que contém o ponto Py = (xg, %o, 20) € é perpen-
dicular ao vetor nao-nulo v = (a, b, ¢) é dado por

a(x —xo) + b(y — yo) + ¢(z — 29) = 0.
Observe ainda que a equagao acima pode ser escrita como
ar + by + cz =d,

onde d = axy + byy + czy. Reciprocamente, é facil verificar que toda equacao da forma
ax + by + cz = d, se a, b e ¢ nao forem todos nulos, representa um plano cujo vetor

A7
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normal é dado por (a, b, c).
4.2 Revisao de Cilindros

Dada uma curva C' em um plano e uma reta [ que nao esta contida no plano da curva
C, chamamos o conjunto de pontos formado por todas as retas que interceptam C' e
sao paralelas a [ de cilindro.

A curva C é chamada de diretriz do cilindro e a cada reta paralela a [ que intercepta
C é chamada de geratriz.

O cilindro que mais estamos acostumados é aquele obtido tomando-se como curva C'
uma circunferéncia no plano xy e como [ uma reta perpendicular a este plano. Este
cilindro é conhecido como cilindro circular reto. De um modo geral, trabalhamos com
mais frequéncia com cilindros cuja curva diretriz C' estd contida em um dos planos
coordenados e a reta geratriz [ é perpendicular ao plano coordenado que contém C.
Observe que, nesta situacao, a curva C' é funcao apenas duas varidaveis. Desta forma,
temos que a superficie em R? cuja equacdao contém apenas as varidveis x e y é um
cilindro cuja geratatriz é paralela ao eixo z. Da mesma forma, temos que a superficie
em R3 cuja equacao contém apenas as varidveis x e z é um cilindro cuja geratriz é
paralela ao eixo y. E, finalmente, temos que a superficie em R? cuja equacao contém
apenas as variaveis y e z é um cilindro cuja geratriz é paralela ao eixo x.

Observe que se a “curva’C for, por exemplo, a reta ax + by = ¢, o “cilindro” gerado
trata-se de um plano cujo vetor perpendicular é o vetor (a, b, 0). Desta forma, podemos
ver os planos como “cilindros” especiais.

Exemplo 4.2.1: Esboce as superficies em R? dadas pelas equacoes abaixo.

2
x
a) Neste caso, observe que, no plano xy, a equagao y +19% =1, é a equacao de uma
2
x
elipse com centro na origem e a = 2 e b = 1. Portanto, em R?, a equacao T +y?=1¢a
2
x
equacao de um cilindro cuja diretriz é a elipse ” +9? = 1, no plano zy, e cuja geratriz
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¢ paralela ao eixo z. Este cilindro é chamado de cilindro eliptico (figuras abaixo).
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b) Neste caso, observe que, no plano wzy, a equacao y = z?, é a equacao de uma
pardbola. Portanto, em R3, a equacao y = 2% é a equacao de um cilindro cuja diretriz
é a pardbola y = 22, no plano wy, e cuja geratriz é paralela ao eixo z. Este cilindro é
chamado de cilindro parabdlico (figura ao lado).

X

c) Neste caso, observe que, no plano zz, a equagao z = /z, é a equagao de uma raiz
ciibica. Portanto, em R3, a equacio z = /z ¢é a equacdo de um cilindro cuja diretriz
é a raiz cibica z = J/x, no plano zz, e cuja geratriz é paralela ao eixo y. (figuras
abaixo).
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d) Neste caso, observe que, no plano yz, a equacdo z = seny, é a equagao de uma
sendide. Portanto, em R?, a equacao z = seny ¢ a equacao de um cilindro cuja diretriz
¢ a sendide z = seny, no plano zz, e cuja geratriz é paralela ao eixo z. (figura ao

lado).

BVRVA

e) Neste caso, observe que, no plano zz, a equacao z = |z|, é a equacao da fungao
médulo. Portanto, em R3, a equacdo z = |x| é a equacao de um cilindro cuja diretriz
é o grafico da fungao médulo y = 2z = |z|, no plano zy, e cuja geratriz é paralela ao
eixo y (figura ao lado).

4.3 Revisao de Superficies de Revolucao
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Um outro tipo de superficies comumente encontradas sao as superficies de revolucao.
Uma superficie de revolucao é uma superficie obtida pela rotacao de uma curva plana
C' ( C estd contida em um plano), no espago, em torno de uma reta [, contida no plano
da curva. A reta [ é chamada de eizo de revolucao ou rotacao. Neste caso, observe
que as intersegoes de uma superficie de revolucao com planos perpendiculares ao eixo
de revolucao, quando nao é vazia, fornecem pontos ou circunferéncias. Portanto, se a
superficie de revolucao é o grafico de uma funcao, temos que suas curvas de nivel ou
sao pontos ou sao circunferéncias.

Vamos apenas tratar aqui de algumas superficies de revolucao de sao obtidas pela
rotacao de curvas dadas na forma implicita ao redor de um dos eixos do plano coor-
denado. Além disto, vamos supor que que a curva nao intercepta o eixo de rotacao
em mais de um ponto. Como exemplos deste tipos que trataremos, temos: curva dada
pela equacao f(z,y) = 0 girada em torno do eixo z ou do eixo y; curva dada pela
equacao f(x,z) = 0 girada em torno do eixo x ou do eixo z e curva dada pela equagao
f(yz) = 0 girada em torno do eixo y ou do eixo z.

Para ilustrar o processo, suponha que a curva no plano yz dada pela equagao f(y,z) =0
(ou a curva no plano zz dada pela equagao f(z, z) = 0) tenha sido girada em torno do
eixo z. Neste caso, temos que um ponto P = (z,y, z) qualquer contido na superficie
resultou da rotacao de um ponto () particular contido na curva, cujas coordenadas
(Yo, 20) satisfazem a equacdo f(yo, 20) = 0 (ou cujas coordenadas (zg, 29) satisfazem a
equagao f(xo,z9) = 0). Contudo, analisando o processo de rotagao, podemos observar
que z = zp e Yo = V2 +y% se yo > 0 ou yog = —y/22+ 9>, se yop < 0 ou (2 = z e
o = /22 + Y%, se xg > 0 ou xg = —+/22 + y2, se xy < 0). Desta forma, temos que

F(WVx2+ 92, 2) = f(y0,20) = 0,90 >0 (ou f(v/22+ 92 2) = f(x0,20) = 0,29 > 0)

ou

f(=vVx2+y2%,2) = f(v0,20) = 0,90 < 0 (ou f(—+/22+ 92 2) = f(x0,20) = 0,29 < 0).

Como P é um ponto arbitrario na superficie, uma forma de reconhecer se uma dada
equagao representa uma superficie de revolu¢ao de uma curva f(y, z) = 0 no plano yz
em torno do eixo z (ou de uma curva f(z,z) = 0 no plano yz em torno do eixo z) é
verificar se esta equacao s6 apresenta as variaveis x e y na forma /x2 + y2. E, sendo
assim, para descobrir a equacao f(y,z) = 0 que originou a superficie, basta substituir
o termo /22 + y? por y (ou, entdo, para descobrir a equagao f(x,z) = 0 que originou
a superficie, basta substituir o termo \/x? 4+ 32 por z).

Analogamente, uma forma de reconhecer se uma dada equacao representa uma su-
perficie de revolugao de uma curva f(y, z) = 0 no plano yz (ou de uma curva f(z,y) =0
no plano xy) em torno do eixo y é verificar se esta equacao sé apresenta as varidveis z
e z na forma a2 + z2. E, sendo assim, para descobrir a equagao f(y,z) = 0 que orig-
inou a superficie, basta substituir o termo v/ a2 + 22 por z (ou, entao, para descobrir a
equacao f(x,y) = 0 que originou a superficie, basta substituir o termo /22 + y? por z).
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Finalmente, uma forma de reconhecer se uma dada equagao representa uma superficie
de revolugao de uma curva f(x,z) = 0 no plano xzz (ou de uma curva f(x,y) = 0 no
plano zy) em torno do eixo x é verificar se esta equagao s6 apresenta as varidveis y e
z na forma /y? + 22. E, sendo assim, para descobrir a equagao f(x,z) = 0 que origi-
nou a superficie, basta substituir o termo /4% + 22 por z (ou, entdo, para descobrir a
equagao f(z,y) = 0 que originou a superficie, basta substituir o termo /y? + 22 por
y)-

Exemplo 4.3.1: Esboce as superficies de revolucao dadas pelas equacoes abaixo, iden-
tificando a curva e o eixo de revolucao.

a) z = e~ (@ +v?)
b) 2% + 2% = e~

Solucgao:

a) Neste caso, observe que, as varidveis z e y s6 aparece na forma (y/22 + y2)2. Estamos
portanto diante de uma superficie de revolucao gerada pela rotacao de uma curva no
plano yz (ou xz) em torno do eixo z. Além disso, como z = f(z,y), temos que a curva
no plano yz é o grifico de uma funcdo z = g(y) (ou z = h(z)). Desta forma, para
descobrir a fungao z = ¢g(y) (ou z = h(x)), cuja rotagao do gréfico resultou na superficie
em questao, vamos substituir o termo (22 +y?) na equagao da superficie por > (ou por
2?). Encontramos assim, a funcio z = g(y) = e ¥". Temos entdo que esta superficie é
a superficie gerada pela rotagao do gréfico da funcdo z = g(y) = e~¥”, no plano yz, em
torno do eixo z (ou, o que dd no mesmo, a rotagao da curva z = h(x) = 6_9”2, no plano
zz, em torno do eixo z) (figura ao lado).

Z
i \ =
5 =

b) Neste caso, observe que, as varidveis z e z s6 aparece na forma (v/z2 + 22)%. Estamos
portanto diante de uma superficie de revolucao gerada pela rotagdo de uma curva no
plano zy (ou yz) em torno do eixo y. Portanto, conforme vimos, vamos substituir o
termo (x? + 2?) na equagao da superficie por 2? (ou por z?) para descobrir a equagao
da curva no plano xy (ou yz), cuja rotagdo em torno do eixo y gerou a superficie dada.
Desta forma, encontramos a equacio 22 = =2’ o que corresponde a z = ¢; (y) = e v’
ou z = go(y) = —e ¥, Como a rotacao é em torno do eixo y, podemos escolher uma
das duas equacoes, pois o resultado da rotagao de ambas sera o mesmo. Vamos escolher
z=g(y) = e, Temos entdo que esta superficie é superficie gerada pela rotacao do
grafico da fungao z = ¢1(y) = e™¥*, no plano yz, em torno do eixo y (ou, o que da no
mesmo, a rotagao do grafico da fun¢éo x = hy(z) = e‘yQ, no plano zy em torno do eixo
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y) (figuras abaixo).

z (ou x)

4.4 Revisao de Esferas

Considere dois pontos Py = (g, Yo, 20) € P1 = (x1, 91, 21) em R3. Sabemos que distancia
entre estes dois pontos Py e P; é dada por

d(Py, P) = ||PoPi|| = v/ (21 = 20)? + (41 — 0)? + (21 — 20)*.
Portanto, se P = (x,v,2) é um ponto em R? que satisfaz a equagao
(x —20)* + (y — %0)* + (2 — 20)* = @”,

onde a > 0, temos que a distancia de P ao ponto F, ¢ constante e igual a a. Temos
portanto que o conjunto de pontos que satisfaz a equacao acima é o conjunto formado
por todos os pontos que distam de Fy uma distancia igual a a. Desta forma, geometri-
camente, temos entao que a equacao

(z —x0)* 4+ (y — 90)* + (2 — 20)> = @”

é a equagao de uma esfera com centro em Py = (g, Yo, 20) € raio a.

Exemplo 4.4.1: Identifique a superficie dada pela equacao
24?422 4+ 20 — 4y + 62 = 11.
Solugao:
Reagrupando os termos e completando os quadrados, temos que
PP+ 22— Ay +62—11=0 2 +2r+ > —dy+22+62—-11=0

SE+1)2 -1+ @y —22%—44+(2+3)2-9+11=0
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S @+1)?2+(y—2)>%+ (2 +3)? = 25.

Temos portanto que a superficie dada trata-se de uma esfera de centro em (1,—-2,3) e
raio igual a 5.

Q

4.5 Revisao de Superficies Quadricas

Uma equagao do segundo grau nas variaveis z, y e z mais geral tem a forma
Az + By +C2* + Doy + Evz + Fyz +Gr+ Hy + 1z +J =0,

onde admitimos que nem todos os coeficientes A, B, ..., F' sao nulos. A representacao
geométrica do conjunto de pontos no espaco que satisfaz a equagao acima é chamada
de superficie quadrica. Ja vimos algumas superficies quadricas como esferas, cilindros
parabdlicos, elipticos e hiperbdlicos.

Excluindo os cilindros, é possivel mostrar que por meio de rotacoes e translacoes con-
venientes dos eixos coordenados, podemos colocar a equacao do segundo grau apre-
sentada acima em certas formas canonicas e mostrar que existem seis tipos distintos
de superficies quadricas nao-degeneradas: elipséide, hiperboléide de uma folha, hiper-
boldide de duas folhas, cone eliptico, paraboldide eliptico e paraboldide hiperbdlico.

Vamos trabalhar apenas com superficies quadricas nas formas canonicas:

e No caso de elipsodides, hiperboldides de uma folha e hiperboldides de duas folhas
temos a seguinte forma canonica

172 y2 22

:I: st o5 2 :I: — =1, (1)
onde a, b e ¢ sao constantes positivas.

e No caso de cones elipticos temos que a seguinte forma candnica

2 2 2
x Yy z
i 5t 2 i — =0, (2)
onde a, b e ¢ sao constantes positivas e nem todos os sinais do lado esquerdo da equacao
sao iguais.

e No caso de paraboldides elipticos e paraboldides hiperbdlicos temos uma das seguintes
formas canonicas

LUQ y2 1’2 22 y2 22

onde a, b e ¢ sao constantes positivas.
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Para visualizar e esbocar uma superficie é de grande utilidade se valer das intersecoes
das mesmas com os planos coordenados e com planos paralelos aos planos coordena-
dos. Chamamos as intersecoes de uma superficie com os planos coordenados de tracos
e as intersecoes de uma superficie com os planos paralelos aos planos coordenados
chamamos de se¢oes. Cabe observar que toda secao de segundo grau de uma superficie
quadrica qualquer é uma conica. Também ajuda bastante no processo de visualizar e
esbocar a superficie, verificar a existéncia de simetrias.

Vamos a seguir ver separadamente cada uma das quadricas mencionadas acima.
4.5.1 Elipséide

Neste caso, temos que todos os sinais do lado esquerdo da equagao (1) s@o positivos.
A equagao canodnica de um elipséide é portanto dada por

2 2 2
2?2y oz
§+_+§:1’

onde a, b e ¢ sao constantes positivas.

Os tragos do elipsdide nos planos coordenados xy, xz e yz estao dados abaixo:

2 2

e Traco no Plano zy : elipse — + vo_ 1;
a b?
72 2

e Trago no Plano zz : elipse — + — =1;
a c
2 2

e Traco no Plano yz : elipse == + — = 1.
b? 2

Na figura ao lado temos o elipsdide e seus tracos
e nas figuras abaixo temos os trés tracos em separado.

A
AZ p4 y4
é y y y
X X X

As secoes do elipsdide nos planos z = k, y = k e x = k estao dadas abaixo:

e Secgoes no plano z = k:
— Para |k| > ¢ nao temos intersegoes;
2 .2 L2
— Para |k| < c temos as elipses — + 5 =1 — —;
a b2 c?
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— Para |k| = ¢ temos os pontos (0,0,¢) e (0,0, —c).

Observagao 4.5.1.1: as segoes no plano y = k e x = k se comportam de forma
analoga as secoes no plano z = k.

Observagao 4.5.1.2: Se a = b = ¢ # 0, a superficie é uma esfera.

T — xo)z (?J - yo)2 (Z - 20)2
a? + b2 + c?

de um elipséide deslocado, com centro no ponto (g, Yo, 20)-

Observacao 4.5.1.3: A equacao ( =1 ¢ a equacao

4.5.2 Hiperboldide de Uma Folha

Neste caso, temos que apenas um dos sinais do lado esquerdo da equacgao (1) é negativo.
Por exemplo, a equagao canonica de um hiperboléide de uma folha, cujo eixo é o eixo

z, € dada por

ZE2 y2 2,'2

a? b2 2 ’

onde a, b e ¢ sao constantes positivas.

2 2 2

Os tracos do hiperboléide de uma folha x_2 + Z—Q — — = 1 nos planos coordenados zy,
a c
xz e yz estao dados abaixo:
2 2

e Traco no Plano xy : elipse ) + i 1;

2 22
e Traco no Plano 2z : hipérbole — — — =1;

a c

2 2

e Traco no Plano yz : hipérbole wa 1.

Na figura ao lado temos o hiperboldide de uma
folha e seus tracos e nas figuras abaixo temos os trés
tragos em separado.

A A A
z z z
== »
X y X y X y
242 2
As segoes do hiperboldide de uma folha — + i 1 nos planos z =k, y =k e
a c

x = k estao dadas abaixo:
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22 P 12
e Secoes no plano z = k: elipses — + 5 =1+ —.
a b? c?
e Secoes no plano y = k:
c c
— Para |k| = b temos as retas z = -z e z = ——1;
@ 2 1.2
z
— Para |k| < b temos as hipérboles — — — =1 — 72 cujos focos estao no eixo x;
c
2 2 2
x k
— Para k| > b temos as hipérboles — — — = i 1, cujos focos estao no eixo z.
c a

Observagao 4.5.2.1: as secOes no plano x = k se comportam de forma analoga as
secoes no plano y = k.

Observacao 4.5.2.2: O eixo do hiperboléide de uma folha corresponde a variavel cujo
coeficiente é negativo.

2 2 2
~ . .. x z )
Observagao 4.5.2.3: Se a = b, o hiperboldide de uma folha — + y—Q —— =1¢uma
a’?  a c
superficie de revolugao cujo eixo de revolucao ¢é o eixo z.

2 )2 o2

(x 21‘0) i (v — %) _ (z — 20) — 1 6 a equacio
a b? c?

de um hiperboléide de uma folha deslocado, com centro no ponto (xg, yo, 20), cujo eixo

é o eixo z.

Observacao 4.5.2.4: A equacao

4.5.3 Hiperboldide de Duas Folhas

Neste caso, temos que dois dos sinais do lado esquerdo da equagao (1) sdo negativos.
Por exemplo, a equagao canonica de um hiperboldide de duas folhas, cujo eixo é o eixo
z, € dada por

2 2t
2 @ B
onde a, b e ¢ sao constantes positivas.
2 g% g
Os tracos do hiperboléide de duas folha — — — — == = 1 nos planos coordenados xy,

xz e yz estao dados abaixo:

e Traco no Plano zy : nao ha;

22 a2

e Trago no Plano 2z : hipérbole — — — =1;
c a
2 2

e Trago no Plano yz : hipérbole — — == = 1.
2 b2

Na figura ao lado temos o hiperboldide de duas
folhas e seus tragos e nas figuras abaixo temos os dois
tragos em separado.
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As secoes do hiperboldide de duas folhas SN nos planos z =k, y =k e

r = k estdo dadas abaixo:

e Secoes no plano z = k:
— Para |k| = ¢ temos os pontos (0,0,¢) e (0,0, —c);
— Para |k| < ¢ a secao é vazia;

72 2 g2
— Para |k| > ¢ temos as elipses = + w2
22 2P k2
e Secoes no plano y = k: as hipérboles — — — =1+ —.
c b
) o 2 g2 12
e Secoes no plano x = k: as hipérboles — — — =1+ —.
c b a

Observacgao 4.5.3.1: O eixo do hiperboldide de duas folhas corresponde a variavel
cujo coeficiente é positivo. Nao existe traco no plano coordenado perpendicular ao eixo.

Observacao 4.5.3.2: Se a = b, o hiperboldide de duas folhas SN - 1 é uma

superficie de revolucao cujo eixo de revolugao é o eixo z.

2 2 2
- . (z—=x r—x — , .
Observagao 4.5.3.3: A equacao ( 5 o) — ( 72 0) - (y QZJO) =1 ¢é a equagao
a c
de um hiperboldide de duas folhas com centro no ponto (zg, o, 20), cujo €ixo é o eixo

Z.

4.5.4 Cone Eliptico

Neste caso, temos que a forma canonica de um cone eliptico é dada por

1.2 y2 22

onde a, b e ¢ sao constantes positivas e nem todos os sinais do lado esquerdo da equacgao
sao iguais. Por exemplo, a equagao canonica de um cone eliptico, cujo eixo é o eixo z,
¢ dada por

.172 y2 22

a2 b2 2 ’

onde a, b e ¢ sao constantes positivas.
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2 2 2
Os tragos do cone ehptlco — + vz _ = 0 nos planos coordenados xy, xz e yz estao
c?

b2
dados abaixo:

e Trago no Plano zy : o ponto (0,0, 0);

c
e Traco no Plano zz : temos as retas z = —x e
a

c
Z=——1u;

a

c c

e Traco no Plano yz : temos as retas z = pyer=—3v

Na figura ao lado temos o cone eliptico e seus
tracos e nas figuras abaixo temos os trés tracos em
separado.

2 2 2
z
As segbes do cone eliptlco — + LA - = 0 nos planos z = k, y = k e x = k estao

b2 2

dadas abaixo:

72 2 g2
e Secoes no plano z =k, k # 0: as ehpses -+ b2 =
22 2t k2
e Secoes no plano y =k, k # 0: as hipérboles - 5 = b_z;
) ‘ 22 Z2 L2
e Secoes no plano x =k, k # 0: as hipérboles — — = = —
c b a

Observacgao 4.5.4.1: O eixo do cone eliptico corresponde a variavel cujo coeficiente
é negativo.
22 2
Observagao 4.5.4.2: Se a = b, temos o cone circular — + = — — =1, que ¢ uma
a’>  a c
superficie de revolucao cujo eixo de revolucao ¢ o eixo z.

(z — 20)? i (y — ) _ (2 — 20)?
a? b? c?
de um cone eliptico deslocado, com centro no ponto (g, yo, 20), cujo eixo é o eixo z.

Observagao 4.5.4.3: A equagao = 0 ¢é a equacao

4.5.5 Paraboléide Eliptico

Neste caso, temos que as formas canonicas de um paraboldide eliptico sao dadas pelas
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equacoes abaixo.
22 2 22 2 g 22
Z::t(?—Fﬁ) ,y:ﬂ:(ﬁ—i—c—Q) € x::l:(ﬁ—Fg). (5)
onde a, b e ¢ sao constantes positivas.

Por exemplo, a equagao canonica de um paraboldide eliptico com concavidade voltada
para cima, cujo eixo é o eixo z, é dada por

2 2
T )
T
onde a e b sao constantes positivas.
2 2
Os tragos do paraboldide eliptico z = — + o) nos planos coordenados xy, rz e yz
a
estao dados abaixo:
e Traco no plano xy : o ponto (0,0,0); -
, x?
e Traco no plano zz : temos a parabola z = ﬁ;
2
e Traco no plano yz : temos a parabola z = y_2
a

Na figura ao lado temos o paraboldide eliptico e
seus tracos e nas figuras abaixo temos os trés tragos em

separado. X Y
z z z
7 y y y
X X X
2 2
As segoes do paraboldide eliptico z = — + 2 nos planos z =k, y = k e x = k estao
a

dadas abaixo:

e Secoes no plano z =k, k # 0O:

2 2
x
— Para k£ > 0 temos as elipses — + = = k;
a b?
— Para k < 0 a secao é vazia;
2 k’2
e Segoes no plano y = k: as pardbolas z = — + 72
a
2 k2

e Secoes no plano x = k: as parabolas z = L + —.
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Observacgao 4.5.5.1: O eixo do paraboldide eliptico corresponde a variavel cujo ex-
poente é igual a um.

2 2
Observagao 4.5.5.2: Se a = b, temos o paraboldide circular z = — + =, que é uma
a a
superficie de revolucao cujo eixo de revolugao é o eixo z.
(x — 20)? (y — w0)?

Observacao 4.5.5.3: A equacdo z — zg = +

2 2
a b
um paraboldide eliptico com concavidade voltada para cima deslocado, com centro no

ponto (Zo, Yo, 20), Cujo eixo é o eixo z.

é a equacao de

4.5.6 Paraboldide Hiperbdlico

Neste caso, temos que as formas canonicas de um paraboldide hiperbdlico sao dadas
pelas equacgoes abaixo.

x? y2 1’2 22 y2 22

onde a, b e ¢ sao constantes positivas.

Por exemplo, a equacao candnica de um paraboléide hiperbdlico é dada por

2 2
v
b2 a?’
onde a e b sao constantes positivas.
2 2
Os tragos do paraboldide hiperbdlico z = 2o nos planos coordenados xy, rz e yz
a
estao dados abaixo:
b
e Traco no plano zy : temos as retas y = —x e
a
b
y=—-uz
72
e Traco no plano zz : temos as parabolas z = —ﬁ;
2
e Trago no plano yz : temos as parabolas z = y_2
a

Na figura ao lado temos o paraboldide hiperbdlico
e seus tracos e nas figuras abaixo temos os trés tracos
em separado.
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2 2
x
As secoes do paraboldide hiperbélico z = 2z nos planos z =k, y=kex =k
a
estao dadas abaixo:
e Secoes no plano z =k, k # 0O:
2 2
x
— Para k > 0 temos as hipérboles % e |k|, cujos focos estao no eixo y;
22 g
— Para k < 0 temos as hipérboles — — i |k| , cujos focos estao no eixo z;
a
2 ]{32
e Secoes no plano y = k: as pardbolas z = —— + 7 (concavidade para baixo).
a
2 2
e Secoes no plano x = k: as pardbolas z = 2 ;2 (concavidade para cima).
a
2 2
~ ~ - r—2 p ~
Observacao 4.5.6.1: A equacao z — 2y = y bzyo) — ( 5 0) ¢ a equacao de um
a

paraboléide hiperbdlico deslocado, com centro no ponto (g, yo, 20)-



