PARTE 5

LIMITE

5.1 Um Pouco de Topologia

Vamos agora nos preparar para definir limite de funcoes reais de varias variaveis reais.
Para isto, precisamos de alguns conceitos importantes. Em primeiro lugar, vamos
recordar que dados dois vetores U = (vy,vg,...,v,) € U = (ug, Uz, ..., u,) em R™ a
distancia entre v e u é dada por

= V(01 —w1)? + (v2 — u2)? + ...+ (v — )2,

onde a funcao || .|| : R® — R é chamada de norma. Observe ainda que

171 = /o2 + 03 + ...+ 02 = VTT,

Desta forma, uma bola aberta em R"™ de raio r com centro em Xo = (%10, 20, .-y Tno)s
que denotaremos por B,.(Xj), é definida por

B (Xo) = {(z1, 22, ..., 2) € R™| (11 — 210)” + (22 — @20)* + .. + (T — no)? < 1%}

e, uma bola fechada em R™ de raio r com centro em Xy = (219, 20, -, Tno), que deno-

taremos por B,(Xy), é definida por

B.(Xo) = {(z1, 29, ..., 2,) € R"| (21 — x10)2 + (9 — xQO)Q + ...+ (x, — mn0)2 < r2}.

Desta forma, no plano (R?), temos que uma bola aberta de raio r com centro em
(20,%0) € o conjunto de pontos que estao dentro da circunferéncia de raio r com
centro em (zg, o), cuja equacao é (x — xz9)*> + (y — yo)?> = r%. E, no espaco (R?),
temos que uma bola aberta de raio r com centro em (xg, Yo, 20) ¢ 0 conjunto de pon-
tos que estdao dentro da esfera de raio r com centro em (zo,yo, 20), cuja equagao é

(= 20)2 + (y — y0)> + (2 — 20)2 = 12

Vamos definir agora pontos interiores, conjuntos abertos, vizinhanga, pontos de acu-
mulacao, pontos de fronteira e conjuntos fechados.
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DEFINICAO 5.1.1: (Ponto Interior) Dado um conjunto A C R™ nao-vazio, dize-
mos que Xy € A é um ponto interior de A se existe uma bola aberta com centro em
X, inteiramente contida em A.

DEFINI(}AO 5.1.2: (Conjunto Aberto) Dado um conjunto A C R"™ nao-vazio,
dizemos que A é um conjunto aberto se todos os seus pontos sao pontos interiores.

Exemplo 5.1.1: Toda bola aberta B,(Xg) = {(x1,Z2, ..., ) € R™ | (21 — 210)* + (22 —
T20)? + ... + (T — Tno)? < 72} é um conjunto aberto em R™. Em particular, a bola
aberta B,(zo,y0) = {(x,y) € R* | (x — x0)* + (y — y0)? < r*} é um conjunto aberto em
R2.

Exemplo 5.1.2: O conjunto A = {(z,y) e R?|0 <z < 1e0 <y <1} éum conjunto
aberto em RZ.

DEFINICAO 5.1.3: (Vizinhanga) Uma vizinhanga de X, € R" é um conjunto
aberto que contém Xj.

Exemplo 5.1.3: Toda bola aberta B,(Xy) = {(x1, 22, ..., z,) € R"| (1 — 210)* + (22 —
220)? + ... + (T — Tp0)? < 72} é uma vizinhancga de Xj.

DEFINICAO 5.1.4: (Ponto de Acumulagao) Dizemos que Xy € R" é um ponto
de acumulacao do conjunto A C R"™ se toda bola aberta com centro em X, contém
pelo menos um ponto X € A, X # X.

Exemplo 5.1.4: O conjunto dos pontos de acumulagao da bola aberta B;(0,0) =
{(z,y) € R?|(x,y) € 2* + y* < 1} é o conjunto {(z,y) € R?|(x,y) € 2* +y*> < 1}

Exemplo 5.1.5: O conjunto dos pontos de acumulacao da bola fechada B;(0,0) =
{(z,y) € R?|(x,y) € 2* +y*> < 1} é o conjunto {(z,y) € R?| (z,y) € 2* + y* < 1}.

Exemplo 5.1.6: O conjunto dos pontos de acumulacio do conjunto R*\{(0,0)} é todo
o plano.

Exemplo 5.1.7: O conjunto dos pontos de acumulagao do conjunto B;(0,0)U{(2,0)}
é o conjunto {(z, ) € R?| (z,y) € 22+ y? < 1}
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Observagao 5.1.1: Se Xy € R" é um ponto de acumulagao do conjunto A, podemos
nos aproximar de Xy, o quanto quisermos, por uma sequéncia de pontos onde todos
os pontos pertencem a A. Esta definicao sera necessaria para apresentar o conceito
de limite de fungoes de varias varidveis reais, pois a possibilidade de aproximagao de
um ponto em R™ é bem mais ampla do que simplesmente se aproximar pela direita ou
pela esquerda, ou através de uma combinacao pela direita e pela esquerda, que eram
os casos possiveis de aproximagao em se tratando de pontos na reta.

DEFINICAO 5.1.5: (Ponto de Fronteira e Fronteira) Dado um conjunto A C R”
nao-vazio, dizemos que Xy € R™ é um ponto de fronteira de A, se toda bola aberta
com centro em X, possuir pelo menos um ponto que pertence a A e um ponto que nao
pertence a A. O conjunto dos pontos de fronteira de um conjunto A é chamado de
fronteira de A. A fronteira de A é denotada por JA.

Exemplo 5.1.8: A fronteira da bola aberta B;(0,0) = {(x,y) € R?| (x,y) € 2*+1y> <
1} é a circunferéncia 22 + y* = 1.

Exemplo 5.1.9: A fronteira da bola fechada B;(0,0) = {(z,y) € R?| (z,y) € 2*+y* <
1} ¢é a circunferéncia x® + y* = 1.

Exemplo 5.1.10: A fronteira do conjunto B; (0, 0)U{(2,0)} ¢ a circunferéncia z*+y* =
1 e o ponto (2,0).

DEFINICAO 5.1.6: (Conjunto Fechado) Dado um conjunto A C R" nao-vazio,
dizemos que A é um conjunto fechado se ele contém todos os seus pontos de fronteira.

Exemplo 5.1.11: Toda bola fechada B,.(X,) = {(x1, 79, ...,2,) € R"|(z; — 110)* +
(rg — 90)* + ... + (2, — T0)* < r?} é um conjunto fechado em R™. Em particular,
a bola fechada B, (zo,y0) = {(7,y) € R?*|(z — x0)* + (y — y0)* < r?} é um conjunto
fechado em R?.

Exemplo 5.1.12: O conjunto B;(0,0) U{(2,0)} é um conjunto fechado.

Exemplo 5.1.13: O conjunto A = {(z,y) € R?|0 <z < 1e0 <y < 1} é um
conjunto fechado em R2.

Vamos definir agora conjuntos limitados e conjuntos compactos.
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DEFINICAO 5.1.7: (Conjunto Limitado) Dado um conjunto A C R" nao-vazio,
dizemos que A é um conjunto limitado se existe M > 0 tal que A C R, onde R é o
“retangulo”em R" dado por

R={(x1,z9, c,xp) ER"| =M <oy < M,—-M <axy<M,...—M <z, <M,}.

Exemplo 5.1.14: Toda bola aberta, em R", de raio r e centro em X, ¢ um conjunto
limitado em R"™ e toda bola fechada, em R", de raio r e centro em X, também é um
conjunto limitado em R™.

Exemplo 5.1.15: O conjunto A = {(x,y) € R?|2? <y < 4} é um conjunto limitado
em R?.

Exemplo 5.1.16: O conjunto A = {(z,y) € R?|z >0 ey > 0} NAO é um conjunto
limitado em R2.

DEFINICAO 5.1.8: (Conjunto Compacto) Dado um conjunto A C R"™ nao-vazio,
dizemos que A é um conjunto compacto se ele é fechado e limitado.

Exemplo 5.1.17: Toda bola fechada, em R", de raio r e centro em X é um conjunto
compacto em R”.

Exemplo 5.1.18: O conjunto A = {(x,y) € R?|2? < y < 4} é um conjunto compacto
em R2.

Exemplo 5.1.19: O conjunto A = {(z,y) € R? |z >0 ey > 0} NAO é um conjunto
compacto em R?, pois, apesar de ser um conjunto fechado, ele nao é um conjunto lim-
itado.

Vamos agora passar a definicao de limite.

5.2 Limite

A esséncia do conceito de limite continua sendo a que vimos em Calculo 1A. Vamos
portanto recorda-la.
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Recordacao de limite de fungoes reais de uma variavel real: Seja f : Dom(f) C
R — R uma funcao real de uma variavel real. Suponha que f esta definida no intervalo
aberto I contendo z( (exceto possivelmente no préprio zp). Dizemos que f(z) tende a
[, 1 € R, quando x tende a xq, cuja notagao é lim f(x) = [, se para todo € > 0 dado,

T—X0

existe 0 > 0 tal que,
O0<|z—mo| <d=|f(zx)—1 <e.

Tradugao: Dada uma funcao f : Dom(f) C R — R definida no intervalo aberto
I contendo xy (exceto possivelmente no préprio zp), dizemos que f possui limite [
quando x tente a z se, dado uma distancia maxima que permitimos que f(x) se afaste
de [ (uma dada distancia ), sempre é possivel encontrar uma outra distancia (uma
distancia §), tal que se x nao se afastar de 2o uma distancia maior do que esta distancia
encontrada (a distancia ), o valor da fungao f, para pontos nesta vizinhanca limitada,
estard préoximo de [ o quanto queremos (a distancia dada ¢).

Observacao 5.2.1: Note que um ponto zy pertencente a um intervalo aberto I é
trivialmente um ponto de acumulacao de I.

O que devemos fazer entao para definir limite de fungoes reais de n variaveis reais é
simplesmente adaptar o conceito de distancia, que antes, em Calculo 1A, era dado pelo
modulo, uma vez que o dominio da fungao era um subconjunto da reta, para o conceito
de distancia em R", que é onde os novos pontos do dominio estao.

DEFINICAO 5.2.1: (Limite) Seja f a funcao real de varias variaveis f : Dom(f) C
R™ — R e seja Xy um ponto de acumulagao do Dom(f). Dizemos que f(X) tende a [,

l € R, quando X = (1,9, ...,x,) tende a Xy, cuja notagao é XllH)l{ f(X) =1, se para
— A0

todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que, para todo X € Dom(f),

0<||X = Xo|| = V(x1 —210)2 + oo + (1 —200)2 <6 = |f(X) =] <e.

Desta forma, para a funcao real de duas variaveis

f @ Dom(f)CR* — R
(z,9) = flz,y)

temos que ( )lir(n )f(x,y) = [ se, para todo £ > 0 dado, existe § > 0 tal que, para
z,Y)—(Z0,Y0

todo (z,y) € Dom(f),

0<(x—20)2+ (y—uy)2<d=|flz,y) — 1| <e.
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, 52y
Exemplo 5.2.1: Mostre que lim ——— =
(2.9)—(00) 22 + 3

S5y

Solucao: Aplicando a definicao de limite, temos que im
(z,9)—(0,0) x° + Yy

=0, se dado

g > 0, existe 6 > 0 tal que,

0<Va?2+y? <=

S5xy

— < E.
x2 + 12

Observando que
5a2y

x? + 92

5I2 * K%
= y2|y| <5yl <5va? + 2, (1)

2 +

para € > 0 dado, basta fazer § = % De fato, se § = %’ segue que

0<\/x2+y2<5:§=>5 242 <e,

portanto, de (1), temos que

52
0<\/x2+y2<§=>‘ﬂ

<€
x? + y? '

2 x2-|—y2_
x2+y2 - xz_,_yz -

conforme desejado. Explicagoes das desigualdades: (x) 0 < 1

e (xx) |yl :2\/y2 < /2% +y?). Abaixo temos um esbogo da grafico da fungao
DTy

flz,y) = o sob diferentes angulos, para facilitar a visualizacao.
T Yy

g

A
\\\\

X

R
AN
{

.

Vejamos agora as propriedades de limite. Cabe ressaltar que vimos todas as versoes
destas propriedades para funcoes da reta na reta em Célculo 1A.

TEOREMA 5.2.1: Seja f: Dom(f) C R" — R e seja Xy um ponto de acumulagao
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do Dom(f), entao
lim f(X)=[1l< lim f(X)—[0{=0.

X—Xo X—Xo

TEOREMA 5.2.2: Seja f : Dom(f) C R" — R e seja Xy um ponto de acumulagao
do Dom(f), entao

Jim F0) =1 Jim F(Y +X) =1

TEOREMA 5.2.3: (Propriedades de Limite) Considere as fungoes f,g : D C
R™ — R, tais que limy . x, f(X) = [, limx_.x, g(X) = m e seja k € R. Neste caso,
temos que

TEOREMA 5.2.4: Seja f : Dom(f) C R" — R e seja Xy um ponto de acumulagao
do Dom(f), entao

G f(X) =0« lim [f(X)|=0.

Observagao 5.2.1: Note que é fundamental no Teorema 5.2.4 que o valor do limite
seja 0, pois caso contrario, é possivel ter limy .y, |f(X)| =1 # 0, sem que sequer exista
limx_x, f(X). Por exemplo, para a funcao

B 1, sey <0
f(may)_{ _17 sey>0 )

temos que limg 0,0 |f(z,y)| = limgy)—©00 1 = 1 # 0, enquanto que nao existe
hm(w,y)ﬂ(0,0) f(iL', y)

TEOREMA 5.2.5: Seja f : Dom(f) € R® — R uma fungao polinomial, entao
limy_.x, f(X) = f(Xo).
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Exemplo 5.2.2: Calcule lim 52%y + 2y°.
(z,y)—(0,0)

Solugao: Como a funcao f(z,y) = 5%y + zy* é polinomial, temos pelo Teorema 5.2.5
acima que

lim x, = lim  5z%y + 21°
(z,y)—(0,0) f@.y) (z,9)—(0,0) vy
= f(0,0) =0.

TEOREMA 5.2.6: Seja f: Dom(f) € R — R uma fungao racional, e seja Xy um
ponto do Dom(f), entao limx_.x, f(X) = f(Xo).

, 52y
Exemplo 5.2.3: Calcule lim ——.
(9)—(12) % + y?

5 2

# é dado por
Dom(f) = R\{(0,0)}. Portanto, o ponto (z¢,y0) = (1,2) € Dom(f). Desta forma,
pelo Teorema 5.2.6 acima que

Solugao: Observe que o dominio da fungao racional f(z,y) =

52y

lim x, = lim ——
(2,y)—(1,2) f(y) (2y)—(1.2) 22 + 2
5.12.2

= 1,2) = ——==2

TEOREMA 5.2.7: (Teorema do Confronto (ou do Sanduiche)) Sejam f, g, h :
D C R" — R e seja Xy um ponto de acumulacao de D. Suponha que existe uma
vizinhanga Vx, de X tal que f(X) < g(X) < h(X) para todo X € Vx, N D, exceto
possivelmente no préprio ponto Xy. Desta forma, se Xlim f(X)=le )(1er)1(0 h(X)=1

— X0
entdo, lim ¢(X) também existe e
X—Xy

lim ¢g(X)=1.

X—Xo

TEOREMA 5.2.8: (Teorema do Anulamento) Sejam f,g: D C R" — R e seja
X um ponto de acumulagao de D. Se thr)l( f(X) = 0 e existe uma vizinhanga Vx, de
— A0

Xy tal que g é limitada em Vx, N D, entao thr)l( f(X)g(X) também existe e
— A0

Jim f(X)g(x) = 0.
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5 2
Exemplo 5.2.4: Calcule, caso exista, lim %
(z,y)—(0,0) 2= + Y

2

Solugao: Observe que a fungao g(x,y) = ¢ limitada, uma vez que

2?2 + y?
22 22 +y?
0 < 1.  Além disso, a funcao f(z, = by ¢é tal que
224y a2+ 2 cao f(z,y) Y q
lim f(z,y)= lim b5y =0. Portanto, estamos diante do limite do produto
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

de duas fungoes que satisfazem as condi¢oes do Teorema do Anulamento. Sendo assim,
segue que

52y _ 22

m — = m bdy. —=0.
(29)—(0,0) 22 + 112 @00 Y 22 4 42

(Esta funcao é a mesma do Exemplo 5.2.1.)

@
. ‘ 23— ay?
Exemplo 5.2.5: Calcule, caso exista, lim ———.
(z,y)—(0,0) T+ Y
22— o2
Solugao: Observe que a fungao g(z,y) = R é limitada, uma vez que
Z )
22 — 42 24P '
2242 | T a4y B
Além disso, a fungao f(x,y) =x étalque lim f(x,y)= lim = = 0. Portanto,
(z,y)—(0,0) (z,)—(0,0)

estamos diante do limite do produto de duas funcgoes que satisfazem as condigoes do
Teorema do Anulamento. Sendo assim, segue que

23 — ay? . 2?2 — o2

lim ———— m x.—=0.
(@,y)—(0,0) 22 + 12 (@y)—00) x2 4 y?

23 —

Abaixo temos um esbogo da grifico da fungio f(r,y) = ——-.
¢ +y
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TEOREMA 5.2.9: Sejam g : Dom(g) C R" — Re f: Dom(f) C R — R tais
que Im(g) € Dom(f). Seja X, um ponto de acumulacao de Dom(g), suponha que
limx_x, 9(X) = a e suponha ainda que a ¢ um ponto de acumulacado de Dom(f). Se
f nao esta definida em a ou se f é continua em a, entao

lim f(g(X)) = lim f(u).

X—Xo u—a

Observagao 5.2.2: Utilizamos a versao deste teorema dada em Calculo 1A (g :
sen (tan(x))

Dom(g) € R — R) para calcular limites do tipo lin% : Neste caso,
z— an
g(x) =tanz, f(u) = senu) 29 =0, a= lir%g(x) = lin(l)tanx =0e¢ f(u)= " a0

esta definida em a = 0, de modo que

lim f(g(X)) = lim ———— = lim f(u) = lim

T—T0 z—0 tanx u—a u—0 U

1 - -2
Exemplo 5.2.6: Verifique se  lim cos(zy )

iste.
(z,y)—(1,2) 22 (y — 2)? existe

Solugao: Neste caso, observe que desejamos saber limy . x, f(g(X)), onde g(z,y) =

1 —cosu
-2 = — Xy = (1,2 = li =1 —-2)=20
Z'(y )a f(u) u2 ) 0 ( ) )7 a (x,y)lLI%l,Q)g(x’y) xli%x(y ) €
1—cosu _ , .
f(u) = ——5—— ndo estd definida em a = 0. Portanto, pelo Teorema 5.2.9, temos que
u
, , 1 —cos(xy —2x) . . l—cosu 1
Xh—>n)l<0 Hg(X)) (m,yl)li}%lﬂ) 22 (y — 2)? }LIE»I}L F(u) b 2 2

Observe que também podemos aplicar este mesmo raciocinio para determinar

1 — cos(xy — 2x) 1 — cos(zy — 27)

lim e lim
@y)—@2)  T2(y —2)? (@y)—0g0) Ty —2)?
Desta forma, também obteremos que
1 —cos(zy —2x) 1 1 — cos(zy — 2x)

lim = - = lim
(zy)—(w02)  x2(y — 2)? 2 (@y)—0y) x%(y—2)?
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Abaixo temos um esboco do grafico de f sob diferentes angulos para facilitar a visu-
1 — cos(zy — 2x)
v (y —2)°
Dom(f) = {(z,y) € R? | x # 0 e y # 2}, de modo que os pontos correspondentes as

duas retas x = 0 e y = 2, encontram-se tracejados.

alizagao. Observe que o dominio da fungao f(z,y) = ¢ dado por

y ~
) N
Ty / 7 ~
/ //o/’;z”/ §§}\\\ )
y i i

I

PRI

i
Z %
-

!
llllllﬂ,’/ T
W

i
R
TR
R

7
Z 77
-
[ 1,;1 7
N

Observagao 5.2.3: Caso f esteja definida em a e nao seja continua neste ponto,

as fungoes reais de varidveis reais abaixo servem para exemplificar (conforme visto

em Célculo 1A) que a igualdade thr)l( f(g(X)) = lim f(u) pode falhar. Considere as
—Xo u—a

{u—i—l, u#1

5 w1 © g(x) = 1 para todo x real. Escolhendo xy = 3, ob-

serve que lin% g(x) = liné 1 =1, demodo que a = 1. Além disso, temos que lin% flu)=2
mas, lir% flg(x)) = lin%5 =5#2= lirr% f(u).

fungoes f(u) =

Observagao 5.2.4: Sabendo que limy_.x, g(X) = a, se existir uma vizinhanga Vy,
de Xy tal que g(X) # a para todo X € Vx,N Dom(g), limx_.x, g(X) = a, a igualdade
limx_x, f(g(X)) = lim,_, f(u) do Teorema 5.2.9 também ird valer, independente do
comportamento de f em a. O enunciado do teorma para este caso seria assim: “Sejam
g:Dom(g) CR" =R e f:Dom(f) CR — R tais que Im(g) C Dom(f). Seja Xo um
ponto de acumulacao de Dom(g) e suponha que limx_.x, g(X) = a. Se a é um ponto
de acumulagdo de Dom(f) e se existe uma vizinhanc¢a Vy, de Xy tal que g(X) # a
para todo X € Vx, N Dom(g), entao limx_.x, f(g(X)) = lim,_, f(u).”

Observe que, pelo o Teorema 5.2.9 acima, se limx_x, g(X) = a e f é uma funcdo
continua em a, entao,

li X)) =1 = = li X) ).
Jiny F(o(X)) = lim () = 7(0) = 7 ( i, o(1))
Em outras palavras, temos que se f é uma funcao continua, podemos “passar o limite
para dentro”, de modo que: “o limite da f é igual a f do limite”. Pela importancia
deste resultado, que é a prépria caracterizacao de fungoes continuas (conforme visto
em Calculo 1A), vamos enuncia-lo abaixo.
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COROLARIO 5.2.1: Sejam g : Dom(g) CR" — Re f: Dom(f) CR — R tais
que Im(g) € Dom(f). Seja Xy um ponto de acumulacao de Dom(g) e suponha que
limx_x, g(X) = a. Se a é um ponto de acumulacao de Dom(f) e f é continua em a,
entao

lim f(g(X)) = f( lim g(X)> :

X—Xy X—=Xo

Agora vamos ver um teorema que serd bastante ttil para demonstrar que uma dada
funcao NAO possui limite.

TEOREMA 5.2.10: Seja f: Dom(f) C R" — R e seja Xy um ponto de acumulagao
do Dom(f). Suponha que th)l( f(X) =1. Considere agora a curva C' parametrizada
—A0

pela fungao continua v : [a, b] — R", tal que v(ty) = Xy, to € [a,b]. Suponha que, para
todo t # ty, tem-se que y(t) # Xo, e que, y(t) € Dom(f), Vt € [a,b], t # t;. Neste
caso, segue que

lim f(~(t)) =1,

t—to

ou um limite lateral apropriado.

Observe que se for possivel encontrar uma curva C; C Dom(f)U{X,}, parametrizada
pela funcdo ~;, e uma curva Cy C Dom(f) U { X}, parametrizada pela funcao 7,, de

modo que v (ug) = Xo = 72(vo) e tal que lim f(y1(v)) # lim f(y2(v)) (ou um limi-
uU—uQ v—v0
te lateral apropriado), podemos concluir pelo Teorema 5.2.10 acima, que NAO existe

A fX).

1,2 2

Exemplo 5.2.7: Verifique se  lim existe.

(2,y)—(0,0) T2 + 12

2 2

Tt =y o . - .
= PRl Vamos mostrar que o limite acima nao existe
z

Solugao: Considere f(z,y)
apresentando dois caminhos distintos de aproximacao, de modo que o limite ao longo
destes caminhos nao sejam iguais. Para isto, considere a curva '} parametrizada por

7 (t) = (¢,0),t > 0 e a curva Cy parametrizada por yo(t) = (0,t), ¢ > 0. Desta forma,
2 _ 2

calculando separadamente, lim ﬁ ao longo das curvas C; e Cs, temos que
(zy)—(0,0) T + Y
2 2 2
: rt—y : T = :
lim —— = lim t)) = lim = lim 1 =1,
@y—00 x2+y? -0+ fon(®)) t—0t 2+ 0  t—ot
ao longo de Cy
e
li lim f(y2(t)) = i -1 lim —1 = —1
im = lim = lim = lim -1 =—1.
(2,4)—(0,0) t—0+ 2 t—0t 04+ 12 =0+

ao longo de Ca



