PARTE 6

DERIVADAS PARCIAIS

6.1 Introducao

Vamos falar agora das derivadas parciais de uma funcao real de varias variaveis reais,
f : Dom(f) € R" — R. Para simplificar, vamos comecar com uma fungao em R?,
para sé depois generalizar o conceito de derivada parcial para fungoes em R™.

Seja
f:Dom(f)CR* — R
(7,9) — 2= f(z,y)
Vamos fixar y = yo e, com isto, criar uma funcao da reta na reta, g,,, definida como

9uo () = [ (2, %0)-

Esta nova fun¢ao definida é uma funcao real de variavel real, bem estudada em Calculo
1A, para a qual sabemos aplicar o conceito de diferenciabilidade. Sendo assim, se g,
for diferenciavel em xg, temos que existe g’yo(xo), a qual é dada pelo limite abaixo

. G (o +h) — gy (x
93/10(9‘30) :}LIL% yo( 0 f)L yo( 0)'

Definimos entao a derivada parcial de f com relagao a x no ponto (xg,1o), denotada

por —(.T(), ?JO), como

ox

af / : gO(I0+h>—g0(l’o)
%(xojyo) = gyo(fﬂo) = }lbli% . h .

?

isto é,
of . f(xo+ h,y0) — f (20, Y0)
— (o, = lim :
(91:< 0 yO) h—0 h
Encontramos também outras notagoes para a derivada parcial da fungao f com relagao

a variavel x. Elas sao: % =0.f=f.=D,f =D1f.
x

Vamos fazer a mesma coisa, s6 que agora com a variavel x. Isto é, vamos fixar x = xg
e criar a funcao da reta na reta, h,,, definida como

hao(y) := f(20,y).

92
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Esta nova fungao definida também ¢ uma fungao real de varidvel real. Se h,, for
diferenciavel em yo, temos que existe A}, (yo) a qual é dada pelo limite

, . hay (Yo + k) — hy,
hmo (?Jo) — llgg% (yO ]2: (yO) )

Definimos entao a derivada parcial de f com relagio a y no ponto (xo,o), denotada

por ——(Zo, Yo), como

dy

af N 1 hdfo (?JO + h) B hl‘o (yO)

8_y(x07 yO) - hCEO (yO) - ]1:11)1(1] ]{: )
o o1 o0+ K) — Flro.m)

. Zo, Yo + K) — J(To, Yo
e (iUO, yo) = ]161_)1% 2 .

As notacgoes para a derivada parcial da funcao f com relacao a variavel y, sao entao:
of
a_y:ayf:fy:Dyf:DQf'

Para melhor entender estas novas definicoes, vamos aplica-las para determinar as
derivadas parciais da funcao no exemplo abaixo.

Exemplo 6.1.1: Determine as derivadas parciais de f, onde
fla,y) = 2%y + 2z.

Solucgao: Pela definicao acima, temos que

of L J(xo + h,yo) — f(z0, v0)
%(900, yo) = }Lli% h
— Im (2o + h)?yo + 2(xo + h) — (x§yo + 20)
- h—0 h
~ m T2yo + 2hxoyo + PPy + 220 + 2h — 23y — 270
h—0 h
. 2hxoyo + M2y + 2h
= lim
h—0 h
. h(2z0yo + hyo + 2)
= lim
h—0 h

= ]lziH(l) 2x0Y0 + hyo + 2 = 2x0yo + 2,

e
of . J(wo,y0 + k) — f(20,90)
v) -]
ay (:C()? ?JO) klz)% k
_ b 23(yo + k) + 220 — (23yo + 210)
= lim
h—0 k
— lim x3yo + 23k + 2xo — iy — 20
h—0 k’
2
Y M T 2 _ 2
= gy ==
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Observe que na hora de derivar com respeito a x, tudo se passou como se x fosse a
Unica variavel e y fosse apenas mais uma constante. Aconteceu o inverso na hora de
derivar com respeito a y: encaramos y como a unica variavel e x como uma constante
qualquer. Sendo assim, todas as regras de derivacao de fungoes de uma variavel podem
ser naturalmente aplicadas, considerando que cada vez existe apenas uma variavel e,
a outra variavel que “sobra”, é vista apenas como uma outra constante. De fato, no
exemplo acima concluimos que se f(z,y) = 2%y + 2z, entao

of B
%(l} y) = 2wy+2
of o

Vamos aplicar esta observacao nos exemplos abaixo.

Exemplo 6.1.2: Seja f(x,y) = arctan(z® + y?). Determine as derivadas parciais de

f.

Solucgao: De acordo com o que foi observado, vamos abandonar a definicao e aplicar
as regras de derivacao normalmente. Se tivéssemos que derivar a funcgao

g(t) = arctan(t* 4 C),

onde C' é uma constante, nao teriamos divida (espero que nao) em afirmar que

, 2t
ey
Portanto,
of 2x
or Y = e
of

Y (z,y) = oy
oy T T @)

Agora, sempre no nosso espirito de fornecer as definicoes e resultados da maneira mais

geral possivel, vamos generalizar o conceito de derivada parcial para uma funcao real
definida em R".

6.2 Derivadas Parciais

Seja
f:Dom(f)CR* — R
X = (21,29, ...,xn) —  [(X) = f(a1,22,....2,)
e seja Xog = (210,220,---,Tno) € Dom(f). Vamos criar uma nova fungao g; x,, definida
da seguinte forma:
gix, : Dom(gix,) CR — R
7 = JiXo (CCZ) = f(xlo, L20 +-+L(i—1)05 5Ci7117(z‘+1)0737n0)

Isto é, todas as variaveis, com excecao de z;, foram fixadas:
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1 = Ti0
To = T20

Ti—1 = T(i-1)0
Ti+1 = L(i+1)0

Tp = Tno

gix, € portanto uma fungao da reta na reta e, se g;x, é derivavel em z; o, definimos a
derivada parcial de f com relagdo a varidvel x; no ponto Xog = (x10, T20, ..., Lno) COMO

0
i x,(Tio0) e a notagao utilizada ¢ 8—f(X()). Sendo assim,
Li

of o N1 9ixo(Tio + ) — gix,(Tio)
D, (Xo) = giXo('T”LO) —}IL{% h

f(ﬂflo, ey Tijo + h, -'-7$n0) - f($10> <oy Lj0, ---,l'no)

= Jim h

Neste caso, as outras notacoes sao :

0

Conforme observado no caso de fungoes de duas variaveis, no calculo de derivadas
parciais de fungoes de n variaveis, todas as regras de derivacao de fungoes de uma
variavel podem ser naturalmente aplicadas, considerando que cada vez existe apenas
uma variavel e as outras variaveis que “sobram” sao vistas apenas como constantes.

Vamos agora nos concentrar em funcoes de duas e de trés variaveis, e fazer um exemplo

em R3.

Exemplo 6.2.1: Seja f(z,vy, z) = In(zyz) e*¥z. Determine as derivadas parciais de f.

Solugao: Utilizando as regras de derivacao normalmente, incluindo a regra da cadeia,
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temos que

a 1 2 2
—f(x,y, z) = z (—yz "V 4+ In(zyz) €° nyy)
T Yz

z
= 2 &" 4 2z In(ayz) €Y
x

a 1 2 2
—f(x,y, 2) = =z (—xz "V +In(zyz) yx2>
Yz

¥ 2 2
= 2"V 4 2o In(wyz) Y

Y
g—ﬁ(x,y,Z) = o (meln(aﬁy@)

Tyz
= V(1 + In(zyz))

No Exemplo 6.2.2 a seguir, vamos fazer uma pequena recordagao de Célculo 1A, nos
preparando para o Exemplo 6.2.3 logo apods.

Exemplo 6.2.2: Vamos contar a historia da professorinha de Calculo 1A e seus alunos,
para relaxar um pouco.

“Considere a funcao f definida abaixo”, diz a professora.

J2P 43 #2
o= {7

“Vamos calcular a derivada de f. E facil ver que para x # 2, f'(x) = 2x. Vejamos
agora quem é f’(2).”Os alunos nao se contém e respondem imediatamente: “ZERO!” A{
o professora lhes pergunta : “Por que?”E, cheios de convicgao, eles respondem: “Ora
professora, que pegadinha boba, f é constante e a derivada de constante é zero, até meu
irmaozinho sabe.” Depois disso, a professora abatida, olhando seus alunos de Calculo
2B, que também foram de Caélculo 1A, se pergunta: “OH DEUS, ONDE FOI QUE
EU ERREI?”Depois de beber um pouco de agua e respirar fundo, ela se questiona
interiormente: “Que fago?... Vou embora?... Talvez dar uma volta no Plaza...” Entao
tem uma idéia que transparece em um risinho malicioso para os mais sagazes. Resolve se
vingar! Entao pergunta: “Vocés sabem qual é a derivada da fungao polinomial g(z) =
2?2 + 377 Os alunos prevendo problemas, olham para baixo e esperam que um inocente
se manifeste. De fato, um distraido mais afoito responde: “E 2, professora.” Ela
concorda e entao a turma respira mais aliviada. Dai ela complementa: “Vocés portanto
estao de acordo que a derivada desta funcao no ponto x = 2 é 47”Todos balancam a

cabeca. Ela da um sorriso de felicidade e todos pensam que ela se acalmou. Qual
nada, é ai que ela contra-ataca: “E QUAL E A DIFERENCA ENTRE A FUNCAO

z? + 3; T #2,,

7 r =2

g(z) = 2243 E A FUNCAO QUE EU DEFINI ACIMA f(z) = Eles

boquiabertos veém seu mundo ruir. E verdade, elas sao iguais, o que significa que a
derivada da funcao f nao é zero no ponto x = 2, e sim 4. Alguns vao para o banheiro
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chorar. O mundo nunca mais serd o mesmo. A derivada de uma constante nao é
mais zero. Ela percebendo a aflicao dos que ficaram, se arrepende e tenta se redimir
comecando a explicacao docemente: “Nao estamos falando de fungoes reais de variaveis
reais?” Todos respondem em unissono: “Sim, claro!”Entao ela desabafa: “Como é que
voces queriam entao que o valor da fungao no ponto z = 2 fosse outra coisa senao um
nimero?” Eles caem em si e fazem uma carinha de que estao comecando a entender,
mas na realidade estao mais tranqiilos porque pensaram “Entao pode ser que derivada
da funcao constante ainda continue sendo zero...” Ela sentindo um fio de esperanca,
comeca: “Lembrem-se que na definicao de derivada, encontramos o limite TAL, onde
é necessario saber, além do valor da funcao no ponto x = 2, seu valor em pontos um
pouquinho a direita de x = 2 e um pouquinho a esquerda de x = 2. Sendo assim,
PARA O CALCULO DA DERIVADA NO PONTO z = 2 NAO BASTA O VALOR
DA FUNCAO NESTE PONTO,” perde novamente a cabeca e grita a professora. Os
alunos com medo que ela tenha outro chilique fingem que entenderam. Mas, ela é
macaco velho, identifica o fingimento, respira fundo mais uma vez, bebe mais um
pouquinho de dgua (seus alunos desconfiam que ela é agudlotra) e da a cartada final e
aplica a definicao, conforme pode ser visto abaixo,

f2+h) - [

f(2) = lim

h—0 h
2 _

— lim (2+h)*+3-T7

h—0 h

. A44+h>+4h—4 . hE+4h

= lim = lim ——

h—0 h h—0 h
L s N TR

h—0 h h—0

Assim termina nossa histéria. A professora ensinou seus alunos a calcular direitinho a
derivada de fungoes definidas por mais de uma sentenca e, depois disto, eles acertaram
todas as derivadas (sem regra da cadeia, al também era demais) pelo resto da vida.
The End.

Apos este momento nostalgico, tao singelo, vamos resolver os exemplos abaixo, lem-
brando da moral da historinha acima: Quando houver mais de uma sentenca, é necessario
utilizar a DEFINIGAO para calcular a derivada no ponto “problema”.

Exemplo 6.2.3: Determine as derivadas parciais da fungao

Y —a?
o) = | g @00
0; ({L‘,y) = (O, 0)

Solugao: Para (z,y) # (0,0), tudo se passa como antes, i.e. podemos utilizar as regras
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de derivacao com tranqiilidade, de modo que

of  2z(®+y?) — (Y - 2%)2
%(I7y) - (1,2_’_y2)2
 2xy*(1+y)
- (x2+y2)2
e
0 32 (22 +2) — (v — 2?)2
O () = y( yz) (2y2 )2y
dy (22 +y?)
(P + 3%y + 227)
- (xQ + y2)2

Para (z,y) = (0,0), conforme observado antes, temos que utilizar a defini¢ao. Portanto,

of . f(O+h,0)— f(0,0)
9z 0 = lim h
= fm =7
e
of . f(0,04 k) — £(0,0)
500 = I
ok
= mr=!
Desta forma,
: ) 4y £ 0,0)
a—i(%y)z @+ VT
A (z,y) = (0,0)
(&
y(y® + 3a?y + 22%)
?(“ﬁ: CESOE (z,y) # (0,0)
Y 1; (z,y) = (0,0)

As duas figuras abaixo fornecem um esboco da gréafico da funcao f sob dois angulos
diferentes.



Cdlculo 2B - Notas de Aula (em construgcdo) - Prof® Denise 2011.2 99

i
TR
THTHR

THRY

Na proxima figura, temos um esbogo da gréafico da fungao f, juntamente com o plano
y = 0 e a curva dada pela intersecao do gréafico de f com o plano y = 0. A figura a seguir
mostra apenas a curva dada pela interse¢ao do gréafico de f com o plano y = 0, projetada

-1 (xay) # (070)

0;  (z,9) = (0,0)’
que é uma func¢ao descontinua na origem, e portanto nao é diferenciavel neste ponto.

no plano zz. Observe que se y = 0, temos que go(x) := f(z,0) =

Na préxima figura, temos um esboco da grafico da funcao f, juntamente com o plano
x = 0 e a curva dada pela intersecao do grafico de f com o plano x = 0. A figura a seguir
mostra apenas a curva dada pela interse¢ao do grafico de f com o plano z = 0, projetada

y;  (z,y) # (0,0)

no plano yz. Observe que se z = 0, temos que ho(y) := f(0,y) = ,
0; (z,y) =(0,0)

que é uma fungao continua e diferenciavel na origem.
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Exemplo 6.2.4: Determine as derivadas parciais da funcao

flx,y) = ﬁyyzs (z,y) # (0,0)

0; (,y) = (0,0)

Solugao: Novamente, para (z,y) # (0,0), tudo se passa como antes, i.e. podemos
utilizar as regras de derivacao com tranqiiilidade, de modo que

of y(@® +9?) — (vy)22
a_x<m7y) - (CC'Z +y2)2
_ yly® —a?)
(xZ +y2)2
of x(2® +y?) — (zy)2y
ay (xay) - (LUQ + yg)g
_x@® -y
(22 + y2)2

Para (x,y) = (0,0), conforme observado, temos que utilizar a defini¢do. Portanto,

9z 0 = lim h
= lim—-=0
h—0
e
0 k—0
= =0
Desta forma,
2 _ 2
of W Z2) (ay) £ (0,0)
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Observacao 6.2.1: Observe que a funcao do Exemplo 6.2.4 acima, apesar de possuir
derivadas parciais na origem, nao é continua na origem, conforme ja foi verificado na
aula de continuidade Exemplo 5.3.1. Note que nao ha nenhuma contradicao neste fato,
pois as fungoes que devem ser continuas, devido a existéncia das derivadas parciais, sao
as fungoes go(r) = f(z,0) =0 e ho(y) = £(0,y) = 0, que sdo perfeitamente continuas,
conforme o esperado.

A seguir, vamos fazer uma interpretagao geométrica das derivadas parciais.
6.3 Interpretacao Geométrica

Considere a funciao f: Dom(f) C R? — R. Se f possui derivada parcial em relacao &
varidvel  no ponto (zg, yo), sabemos que a fungdo g,,, definida como g,,(z) = f(x, yo)
¢ diferenciavel em zg e

0
ggl,o(ﬁo) = 8—;;(%;%)-

Sendo assim, o grafico da fungao g, possui reta tangente no ponto (g, gy, (o)), cujo
coeficiente angular myg é igual a

0

mig = 9;,0 (z0) = %(ﬂfo,yo)-

Mas, observe que o grafico de g,, pode ser “colocado”no plano zyyz e que, neste caso,
ele é a curva resultante da intersecao do grafico de f com o plano y = 3. Temos entao,

0
que a—f(xo,yo) fornece o coeficiente angular da reta tangente a curva 7y, dada pela
x

intersecao do plano y = yo com o gréfico de f, no ponto (g, yo, f(zo,v0)). Note que
7o € uma curva contida no plano y = v, cuja equagao é yo(t) = (¢, yo, f(t,y0)), onde ¢
representa a variavel x.

Da mesma forma, se f possui derivada parcial em relagao a varidavel y no ponto (g, yo),
é porque a funcio h,,, definida como h,,(y) = f(zo,y) é diferencidvel em yq e

0
hévo (o) = a—i(%, Yo)-

Sendo assim, o grafico da fungao h,, possui reta tangente no ponto (yo, bz, (%)), cujo
coeficiente angular msyg é igual a

, 0
Moo = gzo(yO) = a—;};(%ayo)-
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Mas, observe que o gréfico de h,, pode ser “colocado”no plano z(yZz e que, neste caso,
ele é a curva resultante da intersecao do grafico de f com o plano x = xy. Temos

0
entao, que a—f(xo, yo) fornece o coeficiente angular da reta tangente a curva [, dada

pela interse¢ao do plano x = xy com o gréfico de f, no ponto (o, yo, f(zo,%0)). Note
que [y é uma curva contida no plano x = xg, cuja equagao é [Gy(t) = (zo,t, f(xo,t)),
onde t representa a variavel y.

Vamos exercitar estas idéias no exemplo abaixo:

Exemplo 6.3.1: Dado f(x,y) = 1 — 42® — y?, encontre os coeficientes angulares das

retas tangentes, respectivamente, as curvas dadas pela intersecao do grafico de f com

1 11
o plano y = g0 1o ponto | -

1
,=,—= | e com o plano x = —, neste mesmo ponto.
4°2° 2 4

Solugao: Conforme observado acima, o coeficiente angular da reta tangente a curva

1 111
C: dada pela intersecao do plano y = 5 com o grafico de f, no ponto (— ), é

4’22
of (L 1\ _
or\42) 7

. 111,
Neste caso, temos que a reta tangente a curva C] no ponto 733)°¢ dada pelas

dado por
equagcoes

Da mesma forma, o coeficiente angular da reta tangente a curva Cy dada pela intersecao

Iy |
177 5), ¢ dado por

of (L 1y _ 4
oy\4'2) 7

111
Neste caso, temos que a reta tangente a curva Cy no ponto (Z’ 3 5) ¢ dada pelas

Abaixo temos o esbogo do grafico com os planos e as retas tangentes.

1
do plano =z = 2 como grafico de f, no ponto (

equacoes

z —

N e
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6.4 Interpretacao Como Taxa de Variacao

Observe que as derivadas parciais podem ser interpretadas como tazas de variacao.
Isto é, utilizando como exemplo uma funcao em R?, dada a funcao

f:Dom(f)CR? — R
(z,y) = z=f(zy)

0z
temos que 9 representa a taxa de variagao de z com relagao a variacao da variavel
x

it representa a taxa de variagao de
dy

z com relacao a variacao da varidvel y quando x é mantido fixo. Em termos mais
praticos, podemos citar a funcao I = f(T, H), onde I é o indice de calor (temperatura
que corresponde a sensacao de calor), T é a temperatura real e H é a umidade relativa

do ar. Neste caso, estamos dizendo que o indice de calor é fungao da temperatura real

x quando y é mantido fixo. Da mesma forma,

0
e da umidade relativa do ar. Desta forma, temos que 8_T(T 0, Ho) fornece a taxa de

variacao do indice de calor com relagao a variacao da temperatura, na temperatura 7Ty,
quando a umidade relativa do ar é mantida fixa em H,. Da mesma forma, temos que

ol

G_H(TO’ Hy) fornece a taxa de variacao do indice de calor com relagdo a variacdo da

umidade relativa do ar, para a umidade relativa do ar igual a Hy, quando a temperatura
¢ mantida fixa em Tj. Sendo assim, raciocinando como feito com derivadas de funcoes
da reta na reta, podemos fornecer aproximagoes como as apresentadas a seguir.
ol
I(Ty + AT, Ho) =~ I(To, Ho) + ﬁ(Tm Ho)AT
ol

I(Ty,Hy+ AH) = I(Ty, Hy) + 8_H<

Ty, Hy)AH.

De um modo geral, considere a fungao

f:Dom(f)CR* — R

¢ / ( h,yo) — f( )
0 . flxog+h, f(zo,
x( 0, %0) ,lll ) 0 Z/oh 0, Yo ’
para h pequeno, temos que
0 o + h, — f(@o,
_932(:1607%) ~ f(wo yo}i /(o y0)7

de modo que

f(xo + h,yo) = f(wo,90) + %(l‘myo)h-

of - L
Neste caso, temos que 9z fornece a taxa de variacao de f com relacao a variagao da
x

variavel x quando a variavel y permanece fixa.
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Da mesma forma, como

0 . r(x s + k) — f(x s
«?];( O,y()) %:1 1 ( 0; Yo IZ. ( 0 yO)7
para k pequeno, temos que
8’ f(x R + k) — J (Zo,
y(xO;y0> ~ ( 05 Yo ]3: ( 0 yO)7

de modo que

f(xo,y0 + k) = f(w0,90) + g—i(%’yo)k-

af . N -
Neste caso, temos que — fornece a taxa de variacao de f com relacao a variacao da

Jy

variavel y quando a variavel x permanece fixa.

Exemplo 6.4.1: O volume V de um cilindro circular reto é dado pela férmula
V = 7r?h, onde 7 é o raio do cilindro e h é sua altura.

a) Determine a taxa de variagdo do volume em relagao ao raio se a altura permanece
constante;

b) Determine a taxa de variacdo do volume em relagao a altura se o raio permanece
constante;

¢) Com a altura fixada em 6cm, determine a taxa de variagdo do volume em relagao
ao raio, quando o raio ¢ igual a 4cm;

d) Use o item anterior para estimar o volume do cilindro quando sua altura é 6cm e
seu raio ¢ 4,001cm;

e) Com o raio fixado em 4cm, determine a taxa de variacgdo do volume em relagao a
altura, quando a altura é igual a 6cm;

f) Use o item anterior para estimar o volume do cilindro quando seu raio é 4cm e sua
altura é 5,998cm;

Solugao:
a) A taxa de variagdo do volume em relagdo ao raio se a altura permanece constante,

ov
trata-se da derivada parcial do volume com relac¢ao ao raio, i.e. —(r, h). Desta forma,

or

temos que

1%

—(r,h) = 2nrh.

ar (r,h)
b) A taxa de variacao do volume em relagdo a altura se o raio permanece constante,

oV

trata-se da derivada parcial do volume com relagao a altura, i.e. %(r, h). Desta
forma, temos que

oV

%(r, h) = mr?,

¢) A taxa de variacdo do volume em relagao ao raio, para o raio igual a 4cm, quando

ov
a altura é fixada em 6cm é —(4,6). Desta forma, temos que

or

%—‘;(4, 6) = 274.6 = 487
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d) Uma aproximacao para o volume do cilindro quando r = 4,001 =4+0,001 e h = 6,
conforme visto acima, é dada por

R1%
V440,001, 6) ~ V(4,6)+ 5-(4,6)0,001

~ 7.16.6 + 487.0,001 = 96, 0487.

e) A taxa de variagdo do volume em relagao a altura, na altura é 6cm, quando o raio

ov
é fixado em 4cm é ——(4,6). Desta forma, temos que

Oh

oV

5(4, 6) = m.4%> = 16m7.
f) Uma aproximagao para o volume do cilindro quando r =4 e h = 5,998 = 6 — 0.002,
conforme visto acima, é dada por

1%
V(4,6-0,02) &~ V(46)+ 5-(4,6). ~ 0,002
~ m.16.6 + 167. — 0,002 = 95, 9637

Exemplo 6.4.2: No estudo da penetracao do congelamento determinou-se que a tem-
peratura 7' no instante ¢ (medido em dias) a uma profundidade x (medida em metros)
pode ser modelada pela funcao

T(z,t) =Ty + Tie ™ sen (wt — ),

2m , ..
onde w = —— e A é uma constante positiva.

a) Determine — e interprete fisicamente;

ox

oT
b) Determine N e interprete fisicamente;

c) Se A =10.2, Ty = 0 e T} = 10, determine e interprete as derivadas parciais de o e
x

oT

e quando x = 20 e t = 15.

Solucgao:

a)

——(2,t) = —ATie ™ sen (wt — A\x) — ATy e ™ cos(wt — Ax)
= —ATie( sen (wt — Ax) + cos(wt — Ax)).
or

— fornece a taxa de variacao da temperatura em relagao a variacao da profundidade

quando o dia é mantido constante.
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T
a—(x, t) = wlie ™ cos(wt — \z).

ot
oT

— fornece a taxa de variacao da temperatura em relacao a variacao dos dias quando

a profundidade é mantida constante.

c)

0 21 2
20,15) = —2¢ 0220 ——15-0,2.2 ——15—-0,2.2
a:( 0,15) e sen | oo 5-0,2.20 | + cos 36 5—0,2.20

6 o6
_  _9,4 _ - _
= 2e (sen <73 4)+COS(73 4))
oT

—(20,15) representa a taxa de variacao da temperatura em relagdo a variagao da

Q

profundidade, no nivel de profundidade de 20 metros, depois de decorridos 15 dias.

oT 2 2
——(20,15) = ——.10e %0220 ——15—0,02.20
g 2018) = 5a5-100 “*\ 365 ’

4 _, 47
= —e — —4.
736 COS(73 )
oT

—(20, 15) representa a taxa de variagdo da temperatura em relagdo a variacdo dos

ot

dias, no décimo quinto dia, no nivel de profundidade de 20 metros.

Observacao 6.4.1: O que foi feito acima para uma funcao real de duas variaveis reais
pode ser estendido de forma natural para uma funcao real de varias varidveis reais.
Isto é, considere a funcao

f:Dom(f)CR" — R
X = (21,29, ..c,xy) +—  f(x1,29, ..., %)

e seja Xo = (10,20, ---,Zno) € Dom(f). Se f possui todas as derivadas parciais de
primeira ordem em X, também temos que

of

f(.Tlo, ., L0 + ASL’i, ey $n0) ~ f(Xo) + ax

Além disso, temos que fornece a taxa de variacao de f com relacao a variacao da

i
variavel z; quando todas as outras varidveis z;, j # ¢ permanecem fixas.
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6.5 VETOR GRADIENTE

Agora vamos definir o vetor gradiente de uma funcao de n variaveis reais. Em alguns
livros, este vetor s6 é definido para funcoes diferenciaveis. Optaremos aqui por definir
para fungoes que possuem todas as derivadas parciais, conforme pode ser visto abaixo.

DEFINICAO 6.5.1: Seja

f:Dom(f)CR* — R
X = (21,29, ...,xy) +—  f(x1,29, ..., %)

e seja Xog = (10, 220, ---,Zno) € Dom(f). Se f possui todas as derivadas parciais de
primeira ordem em X, o vetor gradiente de f em Xy, denotado por V f(Xj), é definido

Ccomo
of of

V(X0 = (a—mwo), o, %(Xa).

Observe que o conceito de vetor gradiente é especifico para fun¢oes REAIS de varias
variaveis. Vamos resolver o exemplo abaixo.

Exemplo 6.4.1: Determine V f(z,y), onde f(z,y) = 2%y + 2.

Solucao: Conforme visto no Exemplo 6.1.1,

af B
%(%y) = 2xy+2
of o

Portanto,
Vi(z,y) = (2zy + 2,27).

Exemplo 6.4.2: Determine V f(0,0), onde

Ly

T 9 Z, 070
fog) = 21 (z,y) # ( )'

0; (z,y) = (0,0)

Solucao: Conforme visto no Exemplo 6.2.4,

of

%(0,0) =0

ﬁ(O,O) =0

Oy
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Portanto,

V£(0,0) = (0,0).

6.6 Exercicios

Exercicio 6.6.1: Determine as derivadas parciais da fungao

332

ey =y V700
0 (,y) = (0,0)

Solugao: Para (z,y) # (0,0), tudo se passa como antes, i.e. podemos utilizar as regras
de derivacao com trangiiilidade, de modo que

T
20\/a? + 12 — 1P ————

2 2
) = LT
ox ( /x2+y2)2

2u(2? + y?) — 2?
?)

(22 + y2)3/2
B 23 + 2wy?
o (a:2+y2)3/2
e
2 Y
g(x y) = — YT ¥ Vr? 4y
oy (22 +y?)?
_ Ty
o (xQ +y2)3/2‘
Ja, para (z,y) = (0,0), conforme observado antes, temos que utilizar a defini¢ao.
Portanto,
h?
——0
. VA2 . h
= T e
e
= lim—-—=0
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Desta forma,

3 2 2
of 562_'——;&2/2;
%(%y)— (2 + y?)
A;
— 2y
0 373
=@

=

I

Observe que apesar de f nao possuir derivadas parciais na origem, f ¢é continua na
origem (Exercicio 5.4.1).

Q



