PARTE 9

LIMITE, CONTINUIDADE E
DERIVADA DE FUNCAO VETORIAL
DE VARIAS VARIAVEIS

9.1 Introducao

Estudamos anteriormente limite, continuidade, derivadas parciais e derivada de funcoes
reais de vérias variaveis. Apresentaremos agora os mesmos conceitos e seus resultados
importantes para fungoes vetoriais de varias variaveis reais. Porém, antes de mais nada,
vamos comecar definindo as operacoes usuais com estas fungoes, da mesma forma que
fizemos com as fungoes vetoriais de uma variavel real na Definicao 2.1.1.

DEFINIQAO 9.1.1: Considere as fungoes F,G: D CR" - R™e f: D CR" - R

e a constante k € R. Neste caso, definimos as seguintes funcoes:

a) a funcao F' 4+ G : D C R™ — R™, chamada de soma de F e G, dada por
(F+G)(X)=F(X)+GX),YX € D;
b) a fungdo F' — G : D C R™ — R™, chamada de diferen¢a entre F' e G, dada por
(F-G)(X)=F(X)-GX),VX € D;
¢) a fungao kF : D C R" — R™, chamada de produto de F' pela constante k, dada por
(kF)(X)=kF(X),VX € D;

d) a funcao fF : D C R* — R™, chamada de produto de F pela fun¢io escalar f,
dada por
(fF)(X) = f(X)F(X),VX € D;

F
e) se f(X)#0,VX € D, a funcao 7 : D C R" — R™, chamada de quociente de F
pela funcgao escalar f, dada por
F F(X)
— | (X)=—=,VX € D;
() 0= T%
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f) a fungdo F.G : D C R™ — R™, chamada de produto escalar de F' e G, dada por
(F.G)(X)=F(X)GX),VX € D;

g)se m =3, afungao F' x G : D C R" — R3, chamada de produto vetorial de F e G,
dada por
(FxG)X)=F(X)xGX),VX eD.

9.2 Limites de Funcoes Vetoriais de Varias Variaveis
Realis

Veremos agora os conceito de limite de fungoes vetoriais de varias variaveis, que con-
serva a idéia de limite vista até agora, apenas com um novo ajuste das distancias
envolvidas. Lembre-se que se U = (v1,v9,...,0,) € U = (u1, usg, ..., u,) sdo dois vetores
em R" a distancia entre v e « é dada por

15— al] = /(o1 — w1)2 + (03— W) + o+ (00 — w0,

onde a funcao ||.|| : R* — R é chamada de norma. Lembre-se ainda que um ponto
Xo € R” é chamado de ponto de acumulacao do conjunto A C R™ se toda bola aberta
com centro em X, contém pelo menos um ponto X € A, X # X (Definigao 5.1.4).

DEFINICAO 9.2.1: (Limite) Seja F a funcio vetorial F : Dom(F) C R —
R™ e seja Xy um ponto de acumulagao de Dom(F'). Dizemos que F(X) tende a
L € R™ quando X = (1,9, ...,x,) tende a Xo = (10,220, ---, Tno), CUja notagao é

Xlirr)l( F(X) = L, se para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que,
—A0

0< ||X—X0|| = \/(I'l —$10)2+...+ (ZEn—JZn())? <0= ||F(X) —LH < E.

Observe que para F(X) = (f1(X), fa(X), ..., fm(X)) e L = (L1, ..., L), temos que
1FX) = LI = V(AX) = 1) + (f2(X) = )2 + oo+ (fn(X) = L)

Sendo assim, ¢é facil verificar que thntq F(X) = L se e somente se tlir? fi(X) =1;, para
—tlo —tlo

todo ¢ = 1,...,m. Confira o teorema a seguir.

TEOREMA 9.2.1: Seja F' a funcao vetorial

F : Dom(F)CR" — R™
X = (21,29, ..., x,) +— F(X)=(f1(X), fo(X), ..., f(X)).

e seja L = (Iy,ls,...,1,,). Entao, se Xy é um ponto de acumulacao de Dom(F'), temos
que

Xh—>H)1(0 F(X)=L<+= Xh—>n)1(0 filX) =104, i=1,.m.
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Observe que o teorema acima reduz a analise de limite de fungoes vetoriais de varias
variaveis, a analise de limite de m funcoes reais de varias variaveis. Como consequéncia
deste teorema, temos que continuam validas as propriedades de limites vistas anteri-
ormente (as que fazem sentido, é claro). Isto é, valem os teoremas abaixo.

TEOREMA 9.2.2: Seja F': Dom(F) C R" — R™ e seja X, um ponto de acumulagao
do Dom(F), entao
lim F(X)=L< lim F(X)—L=0.

X—Xp X—Xo

TEOREMA 9.2.3: Seja F': Dom(F) C R" — R™ e seja X, um ponto de acumulagao
do Dom(F), entao

lim F(X)=L & lim F(Y + Xo) = L.
X—Xo Y —0

TEOREMA 9.2.4: (Propriedades de Limite) Considere as fungées F,G : D C
R" - R™e f: D CR"— R, tais que limx_x, F'(X) = L, limx_,x, G(X) = M, e
lim; ., f(t) = k. Neste caso, temos que

a) limy ., x,(F £ G)(X) =L+ M;
D)= ez

d) Timx . x || F(X)[| = [IL]];

e) limx_x,(F.G)(t) = L.M;

f) caso m = 3, limx_.x,(F x G)(t) = L x M.

C) limX_>XO

9.3 Continuidade de Funcoes Vetoriais de Varias Va-
riaveis Reais

DEFINICAO 9.3.1: (Continuidade) Seja F' : Dom(F) C R" — R™ e seja X, €
Dom/(F) um ponto de acumulagdo de Dom(F'). Dizemos que F' é continua em Xj, se

lim F(X) = F(X).

X—Xp

Observe que de acordo com o Teorema 9.2.1, se F(X) = (fi1(X), fo(X), ..., f(X)),
X € Dom(F), temos que

)(lirr)l(o F(X)=F(Xy) < Xh—>H)1(0 filX) = fi(Xo), 1=1,...,m.
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Sendo assim, temos o seguinte teorema.

TEOREMA 9.3.1: Seja F': Dom(F) C R" — R™ e seja Xy € Dom(F) um ponto
de acumulagao de Dom(F'). Entao, F' é continua em X se e somente se todas as suas
funcoes coordenadas sao continuas em Xj.

9.4 Derivadas Parciais de Primeira Ordem de Funcoes
Vetoriais de Varias Variaveis Reais

DEFINICAO 9.4.1: (Derivadas Parciais de Primeira Ordem) Seja

F:Dom(F)CR" — R™
X = (21,29, ...,x,) +—  F(X)=(fi(X), fo(X), ..., (X)) ~

Definimos a derivada parcial de F' com respeito a variavel z;, no ponto Xo = (z10, 20, ---, Tno) €

OF
A(aberto) € Dom(F'), denotada por —(Xj), da mesma forma que fizemos para

ox;

7
funcoes reais de varias variaveis, i.e. através do limite

aF . . F(xlo,...,$i0+h,...,l'n0)—F<$10,...,$i0,...,l’n0)

Desta forma, como o limite de uma funcao vetorial é calculado tomando-se os limites
de cada uma de suas fungoes coordenadas, temos que

OF 0 Ofm
Tew = (o Lrow).

Observagao 9.4.1: As derivadas parciais de ordem maior ou igual a dois sao definidas
de forma analoga. Por exemplo,

82F . a2f1 82fm
&xjf)xi (XO> N <8ZE]61’Z <X0)7 o 611]81'2 (XO)> ’

Também temos no contexto das funcgoes vetoriais de varias variaveis, o conceito de
funcoes de classe C*. Confira a seguir.

DEFINICAO 9.4.2: Se F : Dom(F) C R" — R™ é tal que todas as suas derivadas
parciais até ordem k existem e sdo continuas no aberto A C Dom(F'), dizemos que F' é
de classe C* em A. Em particular, se as derivadas parciais de primeira ordem existem
e sao continuas aberto A C Dom/(F), dizemos que F é de classe C! em A.
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Observacao 9.4.2: Observe que, de acordo com definicao de derivada parcial de
funcoes vetoriais, dada uma funcao vetorial F', temos que todas as suas derivadas par-
ciais até ordem k existem e sdo continuas no aberto A C Dom(F) se e sé se todas
as derivadas parciais até ordem k de todas as suas fungoes coordenadas existem e sao
continuas em A. Desta forma, temos que F é de classe C* em A se e s6 se todas as
suas funcoes coordenadas sao de classe C* em A.

9.5 Derivada e Diferencial de Funcoes Vetoriais de
Varias Variaveis Reais

DEFINICAO 9.5.1: A funcio F : Dom(F) C R* — R™ é diferencidvel em X, €
A(aberto) C Dom(F) se existe uma transformagao linear 7' : R" — R™ tal que

F(Xo+H)=F(Xo)+T(H)+erro(H),

onde

A transformacao linear T' é denominada diferencial de F em Xj.

Conforme mencionado anteriormente, fixadas as bases de R™ e R, uma transformacao
linear 7' : R™ — R™ é representada de forma tnica por uma matriz n x m. Desta forma,
se a fungao f : Dom(f) C R" — R™ é diferencidvel em X, € A(aberto) C Dom(f),
utilizando-se as bases canonicas de R" e R™, a transformacao linear T': R” — R a qual
a definicao de derivada se refere, pode ser representada de forma tinica por uma matriz
M € M,,x,. Esta matriz que representa 7' é chamada de derivada de f em Xy e é
denotada por f'(Xy) ou dx,f. Abaixo daremos uma defini¢ado equivalente a Definigao
9.5.1, utilizando a matriz no lugar da transformacao linear.

DEFINICAO 9.5.2: A funcio f : Dom(f) C R" — R* é diferencidvel em X, €
A(aberto) C Dom(f) se existe uma matriz M € M., tal que

f(Xo+ H) = f(Xo) + M.H + erro(H),
onde

erro(H)

m ——= =0
|HlI—o [|H]| ’

onde (.) é o produto matricial.

A matriz M € M,,«, é chamada de derivada de f em X, e é denotada por f'(Xy) ou
dx,f-
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Exemplo 9.5.1: Dado F(z,y,2) = (x+vy, 2z, 2x + 2), mostre que a derivada de F' em
um ponto (z,y, z) € R* ¢ dada por

1 10
F’(:I:,y,z): 0 0 2
2 00
Solucao: Devemos mostrar que
lim erro(h, k,r) _ lim erro(h, k,r) _ ;i
knl—=0 |[(hk,7)||  (hkr)=000) VRZE + k2 + 12
Temos entao que
lim erro(h, k,r) _
(hk,r)—(0,0,0) v/ hZ + k2 + 2
1 10 h
Flx+hy+kz+r)—Flz,y,2)—| 0 0 2 k
. 200 r
= lim
(h,k,r)—(0,0,0) h2 + k2 +7n2
r+h+y+k Tty h+k
22 4 2r - 2z - o
. 2+ 2h + 2 2z + 2 2h
= lim
(h,k,r)—(0,0,0) v h? + k2 + r2
0
0
0 0y
= 111 =| 0 | =0
(hok,r)—(0,0,0) /B2 + k2 + 12 0

Observe que, conforme esperado, no exemplo anterior, obtivemos que o erro(h, k,r) é
identicamente nulo, uma vez que F é uma transformacao afim, representada na base
canonica de R? (e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) e e3 = (0,0,1)), por

110 x 0
F(z,y,z)=|( 0 0 2 y |+ 0
2 00 z 2

Abaixo vamos definir diferenciabilidade em um conjunto aberto.

DEFINICAO 9.5.3: Se F é diferencigvel em todos os pontos do aberto A € Dom(F),
dizemos que F' é diferenciavel em A.
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A seguir, temos o resultado importantissimo de que diferenciabilidade implica em con-
tinuidade. Note que a demonstragao apresentada quando vimos este resultado para
funcoes reais de vérias variaveis reais nao levou em conta em nenhum momento a
particularidade da funcao ser real. A demonstracao no caso das fungoes vetoriais é
portanto a mesma.

TEOREMA 9.5.1: Se F' : Dom(F) C R" — R™ é diferenciavel em X, € A(aberto) C
Dom(F'), entdo F' é continua em Xj.

Observe que no exemplo anterior nos foi pedido apenas para comprovar que uma trans-
formacao linear era de fato a derivada da func@ao. Tal como acontecia com funcgoes
reais de varias variaveis, temos uma candidata natural a derivada, que é a matriz das
derivadas parciais de f. Confira o resultado a seguir.

TEOREMA 9.5.2: Seja

F:Dom(F)CR* — R™
X = (21,22, ....,x,) +—  F(X)=(fi(X), f2(X), ..., f(X))

Se F' é diferencidvel em X, € A(aberto) C Dom(F), entao F' admite todas as derivadas
parciais em X e, utilizando as bases canonicas de R™ e R™, a derivada da F' em X,
F'(Xy), é dada por

8f1 afl afl

a—l,l(Xo) a—xQ(Xo) ca a—xn(Xo)
oF, oy of o
F’(Xo)z<a£j(X0)>: G0 GE(X0) . X
Ofn o Ofn O
0_551<X0) O_xg(XO) " Ba (Xo)

Quando vimos este resultado para funcoes reais de varias varidveis reais, observe que
sua demonstracao nao levou em conta em nenhum momento a particularidade da fungao
ser real. A demonstracdo no caso das fungoes vetoriais é portanto essencialmente a
mesma.

Observacao 9.5.1: A matriz acima é chamada de Matriz Jacobiana de F em Xj.

Exemplo 9.5.1: Determine a matriz das derivada parciais da funcao

F(x,y) = (filz,y), fole,y) = (@ +y* — 2,22 —y* = 1).
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Solugao: A matriz das derivadas parciais de I’ é dada por

()= (5 4,).

@
Exemplo 9.5.2: Determine a matriz das derivadas parciais da fungao da funcao
F(.%, Y, Z) = (f1<33,y, Z) ) f2<$,y, Z)) = (xyza x2 + y2 + 22)‘
Solucao: A matriz das derivadas parciais de F' é dada por
dfi yz xz Ty
(6$j (z.9, Z)) N ( 2r 2y 2z )
@

Exemplo 9.5.3: Determine a matriz das derivadas parciais da funcao
F(l’,y, Z) = (fl(xvyvz)? fQ(:Evy?Z)? f3($7y72)) = (l’-|—y+2’,l’2+y2+22,l’3+y3+2’3)-

Solugao: A matriz das derivadas parciais de F' é dada por

o, 1 1 1
5 (x,y,2) | =| 2z 2y 2z
i 3x? 3y? 322

COROLARIO 9.5.1: A funcao

F:Dom(F)CR* — R™
Xo= (21,22, s20) = F(X) = (fi(X), f2(X), .., fin(X))

¢ diferencidvel em X, € A(aberto) C Dom(F') se e somente se

(a) F' admite todas as derivadas parciais em Xj, ou seja, existe a matriz das derivadas

parciais de F' em X, <afi (Xo)>§
(9!13]‘

F(Xo+ H) — F(X,) — (g;; (XO)> H

|| H ]

erro(H)

A/ =0
]|

(b) limy o = limyj 0

(onde o produto (.) é um produto entre matrizes.)
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Naturalmente, tal como acontecia com funcoes reais de varias variaveis, ser de classe
C! ¢ uma condicao suficiente para garantir sua diferenciabilidade de funcoes vetoriais
de varias variaveis. Confira o teorema a seguir.

TEOREMA 9.5.3: Se F : Dom(F) C R" — R™ ¢ de classe C' no aberto
A C Dom(F), entao F é diferenciavel em A.

Exemplo 9.5.4: Verifique se a fun¢ao F(x,y) = (22 +y*>—2, 2> —y?—1) é diferencidvel
em R?. Caso seja, determine F'(z,y).

Solucgao: Como todas as fungoes coordenadas de F' sao polinomios, elas sao natural-
mente de classe C'. Sendo assim, F classe C''. Portanto, pelo Teorema 9.5.3, temos
que F' é diferenciavel e sua derivada é dada pela matriz das derivadas parciais de F

em (x,y). Isto é
y {2z 2y

Exemplo 9.5.5: Verifique se a funcao F(z,y,2) = (vyz, 2 + y? + 2?) é diferenciavel
em R3. Caso seja, determine F'(z,y, 2).

Solucao: Como todas as funcoes coordenadas de F' sao polinomios, elas sao natural-
mente de classe C'. Sendo assim, F classe C'. Portanto, pelo Teorema 9.5.3, temos
que F' ¢ diferenciavel e sua derivada é dada pela matriz das derivadas parciais de F

em (x,y). Isto é
, (yz xz wmy
F('rayvz)_(Qx 2y 22’>

Exemplo 9.5.6: Verifique se a fungao F(x,y,2) = (x+y+2,2° +y?+ 2% 2> + 13> + 23)
é diferencidvel em R3. Caso seja, determine F'(x,v, 2).

Solugao: Como todas as fungoes coordenadas de F' sao polinomios, elas sao natural-
mente de classe C'. Sendo assim, F classe C'. Portanto, pelo Teorema 9.5.3, temos
que F' ¢é diferenciavel e sua derivada é dada pela matriz das derivadas parciais de F
em (x,y). Isto é

1 1 1
Fl(z,y,2)=| 2x 2y 2z
322 3y? 327



