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Capitulo 1

Introducao

Um dos problemas mais famosos na matemadtica foi levantado por Pierre de Fer-
mat (1601-1665), um dos maiores teérico dos nimeros do século 17, e que con-
stava na margem de sua copia pessoal do livro chamado Diophantus. Traduzire-
mos abaixo suas palavras que constavam nesta margem.

E impossivel resolver um cubo em (soma de) dois cubos, uma poténcia
quarta em duas poténcias quartas, ou em geral, qualquer poténcia maior
que a segunda em duas poténcias do mesmo tipo. Encontrei uma prova
notavel deste fato, mas a margem é muito pequena para conté-la.

Mais precisamente, Fermat afirmou que ndo existem ndmeros naturais Xx, y, z,
todos nao nulos, satisfazendo a seguinte equagdao Diophantina

X'+y'=7" (1.1)

onde n € um numero natural maior que 2.

Ao longo do século 19 todas as afirmagdes deixadas por Fermat foram sendo
resolvidas, inclusive o surgimento de um contra-exemplo para uma conjectura
falsa que afirmava que os niimeros da forma F, = 2% + 1 sdo primos, onde 7 per-
corre os numeros naturais; de fato, Fs € divisivel por 641. A tnica afirmacao re-
manescente e que desafiou a for¢a de muitos matematicos, foi a enunciada acima,
que ficou conhecida como “Ultimo Teorema de Fermat”.

O primeiro a provar o caso n = 3 foi Leonhard Euler (1706—1783). Entretanto,
em sua primeira tentativa de prova foi usado que o conjunto dos nimeros da forma
x + y V=3, com x, y inteiros, possufa propriedades parecidas com a dos nimeros
inteiros, como a unicidade da fatora¢do. Mas isto ndo era conhecido na época, o
que o levou a fazer outra demonstracao do caso n = 3.

A segunda pessoa a contribuir com novas idéias foi Sophie Germain (1776—
1831). Tal contribui¢do se deu em duas partes. Primeiro ela trabalhou no caso em



que n e 2n + 1 sdo primos, como por exemplo: 2, 3, 5, 11, 23, 29, 41, 43, 83, 89,
113, 131. Ela provou que se existe solu¢cao da equacgao (1.1), para um tal primo n,
entdo x, y ou z deve ser um multiplo de n. Sendo assim, ela dividiu o problema
em dois casos:

1. Nenhum dos nimeros x, y, z sao divisiveis por n;
2. Somente um dos nimeros x, y, z € divisivel por n.

Ela provou o Ultimo Teorema de Fermat para o caso (1) e Legendre (1752—
1833) generalizou este caso para primos impares p tais que kp + 1 € primo, onde
k=4,8,10,14 e 16. Desta forma, as atengdes foram voltadas para o caso (2), que
teve a primeira contribui¢do dada por Dirichlet (1805-1859) e Legendre, provando
o caso n = 5. Dirichlet ainda conseguiu provar o caso n = 14, enquanto Lamé
(1796-1870) provou o caso n = 7. Entretanto, este ultimo caso requeria uma
computa¢do muito mais dificil que os outros casos, o que deixou a impressao que
deveria ser mudado o foco na abordagem para obter mais sucesso na obtencao do
caso geral. Foi quando Lamé, em 1847, anunciou que tinha provado o Ultimo
Teorema de Fermat. Sua idéia baseava-se em introduzir a raiz n-ésima da unidade
{ = /" para fatorar a equagio (1.1) em termos lineares:

Xy = () Ly (x+ 7).

Entretanto, Liouville (1809-1882) observou que esta idéia necessitava de uma
fatoragdio dnica no conjunto dos nimeros da forma ay + a1 + - -+ + ax¢*, com
ai, . ..,a; numeros inteiros e k natural. Tao logo as atencdes se voltaram para esta
unicidade da fatoracdo. Apesar de alguns matematicos terem obtido &xito nesta
questdo, foi Kummer (1810-1893), trés anos antes, quem deu a maior contribuicao.
Ele provou que a unicidade da fatoracdo pode nao ocorrer em certos casos, cComo
por exemplo para n = 23, e ainda introduziu os “nimeros ideais” que funcionavam
para o estudo deste problema e que sempre podiam ser fatorados de maneira dnica.
Em uma linguagem mais atual, estes nimeros ideais correspondem aos ideais de
um anel, como foi introduzido por Dedekind. Em 1850, Kummer provou o Ultimo
Teorema de Fermat para o que ele denominou por primos regulares, o que incluia
todos os primos menores que 100, exceto 37, 59, 67. Ele até chegou a conjecturar
a existéncia de infinitos destes primos, mas 0 maximo que se obteve foi a ex-
isténcia de infinitos primos irregulares, devido a Jensen em 1915. A partir 1920,
a obtencao de métodos de aproximagao computacional tornou possivel abordar o
Ultimo Teorema de Fermat para inteiros muito grandes. Por exemplo, até 1993
o recorde estava em n < 4.000.000. Apesar desta abordagem nao ter fornecido a
prova do Ultimo Teorema de Fermat em sua maior generalidade, ela deu um fabu-
loso passo inicial para a fundamentagdo de resultados, até entdo intuitivos, obtidos



na drea da Geometria Algébrica. E importante destacar que a demonstra¢io com-
pleta do Ultimo Teorema de Fermat foi obtida por Andrew Wiles, apGs trezentos
anos de pesquisas, e utiliza conceitos geométricos de curvas elipticas e fungdes
modulares. Para uma breve visdo sobre esta prova sugerimos [ST] secdo 14.7.

O objetivo principal desta monografia serd de demonstrar exatamente este
caso particular do Ultimo Teorema de Fermat, para primos regulares, devido a
Kummer. Porém j4 iremos utilizar esta linguagem mais atual de ideais devido a
Dedekind. No segundo capitulo iremos fazer a demonstracdo do Ultimo Teorema
de Fermat para n = 4, que utiliza apenas conceitos bdsicos de numeros inteiros,
como por exemplo o conceito de divisibilidade. No terceiro capitulo introduzire-
mos as defini¢des e os resultados essenciais que sao pré-requisitos para definir-
mos o conceito de primos regulares, como por exemplo a definicdo de nimeros
inteiros e o anel dos inteiros algébricos de um corpo de nimeros, isto €, uma ex-
tensdo finita do corpo dos numeros racionais. Ja no quarto capitulo iremos fazer
um estudo de algumas propriedades aritméticas, como o estudo dos elementos
invertiveis do anel dos inteiros algébricos de um corpo de nimeros ciclotomico,
isto é, o corpo obtido pela adjun¢do de uma raiz primitiva p-ésima da unidade
ao corpo dos ndmeros racionais, onde p € um nimero inteiro primo. O quinto e
tltimo capitulo é dedicado a demonstracio do Ultimo Teorema de Fermat no caso
em que o expoente ¢ um primo regular, que utiliza este estudo aritmético feito no
capitulo anterior.



Capitulo 2

Consideracoes Elementares

Consideramos o que pode ser dito sobre a Equacao de Fermat
X'+ y"t=7" (2.1)

Se existir uma solucdo inteira ndo-nula da Equagdo (2.1), entdo deve existir uma
solucdo na qual x,y, z sejam dois a dois primos entre si. Porque se um primo g
divide x e y, entdo x = gx’, y = gy’,

qn(x/n + y/n) — Zn

de modo que ¢ divide z, digamos z = gz, e entdo x”" + y"" = 7. De modo similar
se g divide x, z ou y, z. Desta forma podemos eliminar todos os fatores em comum
de x,yez.

Em seguida, note que se a Equacdo (2.1) ndo tiver solucdo inteira para um
expoente n, entdo ndo haverd soluciao para todos os multiplos de n. De fato, se
X"+ y™ = 2", entdo (x™)" + ()" = (Z")". Agora qualquer inteiro n > 3 €
divisivel por 4 ou por um primo impar. Dai para provar a conjectura € suficiente
considerar os casos n = 4 € n um primo impar.

Comecamos com a prova do Ultimo Teorema de Fermat para n = 4. E com
base da solugio geral da conhecida Equacgio de Pitdgoras x> + y* = 72, dada por:

Lema 2.1. AS solucées inteiras de x> + y* = 72, com x,y,7 dois a dois primos
entre si, é dada parametricamente, a menos de permutacdo entre x e y, por

+x = 2rs
+y = rr—s?
+7 = 1P+ 5%

onde r, s sdo primos entre si e exatamente um deles é impar.



-

Prova: E suficiente consideramos x,y, z positivos. Eles ndo podem ser todos
impares, pois isso nos daria a contradicdo “impar + impar = impar”. Uma vez
que eles sdo dois a dois primos entre si, isso significa precisamente que um deles
€ par. Nao pode ser z, pois entdo z = 2k, x = 2a+ 1,y = 2b + 1 onde k,a, b sdo
inteiros e

(Qa+1)? + (2b + 1)* = 4k>.

Isso ndo pode ocorrer uma vez que o lado esquerdo € claramente nao divisivel por
4 enquanto o lado direito é. Portando, x ou y € par. Podemos supor que este € x.
Entao

=2 -y =@+ -y

Consequentemente x, z + y € z — y s@o todos pares e positivos, € logo, podemos
escrever x = 2u,z+y = 2v,z —y = 2w, donde

Qu)*> =2v- 2w

ou
u’ = vw. (2.2)

Agora v, w sdo primos entre si, pois um fator comum de v e w dividiria a sua
soma v+ w = z e a sua diferenca v — w =y, que ndo pode ocorrer, ja que, y € z S30
primos entre si. Fatorando u, v, w em fatores primos, vemos que (2.2) implica que
w, v sdo quadrados, digamos v = r>,w = s°. Além disso, r e s s30 primos entre si
porque v e w sdo. Isto é

7 = v+w rr+ 2
y = v—-w = r’-s%

Porque y, z sdo ambos impares, precisamente ou r € impar ou s €. Finalmente
x2 — Z2 _y2 — (7'2 + 52)2 _ (}"2 _ 52)2 — 4'}"252,

assim x = 2rs. O
Agora mostraremos um teorema mais forte do que a impossibilidade da Equagao
(2.1) paran = 4.

Teorema 2.1. A equacdo x* + y* = 7> ndo possui solugdo inteira com x, y, z ndo-
nulos.

Prova: Primeiro note que este resultado é mais forte, pois se x* + y* = z* entdio
x,y,z> satisfazem a equagio acima.
Suponha que exista solu¢cdo da Equacgao

oyt =2 2.3)
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Podemos assumir que x, y, z s@o positivos. Entre as solu¢des ha uma na qual z é
o menor dentre todas as solu¢des. Assumiremos que (2.3) seja esta. Entdo x,y,z
sdo primos entre si, pois caso contrario poderiamos cancelar os fatores comuns
deixando z ainda menor, o que contradiz a suposi¢do. E pelo Lema (2.1) temos

¥=rr-s, yV=2rsez=r+s

onde x e z sdo impares e y € par. A primeira delas implica

com x, s primos entre si. Novamente como x é impar temos pelo Lema (2.1) que
x=a*>-b*s=2ab,r=a’>+b°

Agora observando que y* = 2rs = 2-2ab(a” +b*) temos que y € par e podemos
escrever que y = 2k, onde k*> = ab(a* + b*). Uma vez que a, b € a* + b* sdo primos
entre si temos a = ¢2,b = d* e a* + b* = ¢* de modo que

At dt=e
Esta é uma equacgio da forma de (2.3), mas e < a*> + b*> = r < z, contrariando a
minimalidade de z. O



Capitulo 3

Nocoes Sobre Teoria Algébrica dos
Nuameros

Neste capitulo iremos estabelecer os conceitos e fatos mais importantes, da teo-
ria de corpos e da teoria algébrica dos nimeros, que servem como base para a
demonstracdo do caso particular do ultimo Teorema de Fermat. Entretanto, fare-
mos poucas verificagdes neste capitulo, ja que, o conteddo presente aqui faz parte
de cursos introdutérios em teoria de corpos e em teoria algébrica dos nimeros.
Para uma visao mais detalhada sobre teoria de corpos, o leitor pode consultar [E1]
e [L]. Ja para uma visao sobre teoria algébricas dos numeros, sugerimos [R], [E2]
e [ST].

Sejam R C § anéis e @ € §. Dizemos que a € S é um inteiro algébrico (ou
simplesmente inteiro) sobre R quando « anula um polindmio mdnico em R[x],
isto é, existem ay, ..., a, € R tais que

" +a '+ +a,=0.

No caso em que R e S sdo corpos, também conhecemos, da teoria de corpos, um
elemento inteiro por elemento algébrico.

. . . .. , 27, . .
Exemplo 3.1. Seja n um inteiro positivo. O nimero complexo e € um inteiro
21 e 2ni « A
algébrico sobre Z. De fato, e anula o polindmio x" — 1. No caso em que n # 1
temos ainda que e anula

B
jaque, x" =1 =(x—1)- (X" +x"?+ -+ x+1). Quando n = p é um primo

2ni
impare { = e» temos que

p-1
PaQ(X) = xl’*l +x1772+... +x+1= rl(x_é«i)
i=1



€ o polindmio irredutivel, monico e de menor grau que anula . Um tal polindmio
¢ chamado de polinémio minimo de .

E possivel provar que o conjunto dos elementos de S, inteiros sobre R, dig-
amos
Is(R) = {a € S|« é inteiro sobre R},

¢ um subanel anel de S (ver [E2] Corolario 1.3, pg. 11). Este subanel € denomi-
nado por anel dos inteiros algébricos de S sobre R.

Dizemos que o dominio R € integralmente fechado quando Is(R) = R, onde S
€ o corpo quociente de R.

Exemplo 3.2. Z ¢ integralmente fechado (ver [E2], Teorema 1.6 pg. 12).

Se R = Z e L for um corpo de niimeros, isto €, uma extensao finita de Q, entao
denotaremos o conjunto dos inteiros algébricos de L sobre Z por

I; = {a € L|a é inteiro algébrico},

que serd chamado simplesmente por anel dos inteiros algébricos de L.

Antes de dar um exemplo de anel dos inteiros algébricos de um corpo de
nimeros vamos fazer uma breve revisao sobre algumas ferramentas importantes
da teoria de corpos.

Consideremos K um corpo. Da teoria dos corpos podemos construir, a menos
de isomorfismos, um corpo K contendo K, que é chamado de fecho algébrico de
K e satisfaz:

1. Todo P(x) € K[x] pode ser fatorado, em K[x], em fatores de grau 1;
2. Todo elemento de K anula um polindmio em K[x];
3. Os polindmios irredutiveis em K[x] ttm grau 1.

Um polindomio P(x) € dito separdvel quando todas as suas raizes sao distintas.
Equivalentemente, P(x) e a sua derivada D(P(x)) sdo primos entre si (ver [E1],
(3.2) pg. 53). Dizemos que @ € K é separdvel sobre K quando seu polindmio
minimo P,k(x) € K[x] é separdvel. Dai chegamos ao conceito de extensdo
separdvel. De fato, seja L|K uma extensdo algébrica de corpos, isto é, L ¢ K
a menos de isomorfismos. Dizemos que L|K € separdvel quando todos os elemen-

tos de L sdo separaveis sobre K.

Exemplo 3.3. Toda extensao algébrica do corpo dos nimeros racionais Q € separa-
vel (ver [E1], (3.6) pg. 55).
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Além disso, certas extensOes algébricas e separdveis satisfazem de uma pro-
priedade muito particular, como podemos ver no teorema a seguir, cuja demonstracao
encontre-se em [E1], (3.17) pg. 63.

Teorema 3.1 (Teorema do elemento primitivo). Toda extensdo finita e separdvel
Lde K é da forma L = K(a), para algum « € L.

Seja L = K(a) uma extensdo separavel de K, de grau n. E possivel verificar
que existem exatamente n isomorfismos de K(a) em K, que fixam K (cf. [El],
(3.11) pg. 58). Digamos 0,073, ...,0,. Dado 8 € K(a) definimos o traco de 3,
relativo a extensao L|K, por

TrpgB) =o1(B) + -+ 0,8 € K

e definimos norma de S, relativo a extensao L|K, por

Ny(B) = o1(B)---0,(B) € K.

Segue direto da definicdo de homomorfismo que o traco e a norma satisfazem das
seguinte propriedades:

TrygBi +B2) = Tryx(Bi) + Tryx(B2) € Nyx(Bi - B2) = Npyk(B1) - Nyx(B2),

onde 31,0, € L.
Observamos que o calculo do traco e da norma de a, relativo a extensdo L|K,
pode ser feito a partir de seu polindbmio minimo, digamos

Py (x) = X'+ a1xn_l + azx"_2 +--+a,-1x+a,.

De fato,
T"L|1<(CY) =—-ac NL|K(CY) = (-1)"a,,

jaque, oi(@),...,o0,(a) sdo todas as raizes de Py x(x).
Além disso, o polindmio minimo ainda pode ser ttil para saber se um elemento
de um corpo de nimeros € inteiro sobre Z.

Proposicao 3.1. O elemento B do corpo de niimeros L é inteiro sobre Z se, e
somente se, Pgx(x) € Z[x].

Exemplo 3.4. No caso em que { = e, onde p € um primo impar, e L = Q({)
€ o p-ésimo corpo ciclotomico, temos que os isomorfismos de L|Q, digamos
01,0,...,0 -1, sa0 definidos por

o) = {i e oi(x)=x paratodo x € Q

onde i = 1,...,p — 1 (ver [El], Teorema (7.15) pg. 116). Como o polindmio
minimo de £ é Pyg(x)=x""' + x"2 + -+ + x + 1 obtemos que

TI"L|K(§) =-1 CNL|K({) =1.
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Antes de calcular o anel dos inteiros algébricos do corpo de nimeros Q({)
vamos fixar algumas notagoes.
Primeiramente consideraremos o anel

Z[E :={fD | f(x) € Z[x]}.
Como o polindmio Pyg(x) = x*~1 + xP72 + .- + x + 1 anula { temos que
ZI) = {ag + a1l + arl* + -+ + a,,_zgl"z | ao,...,a,» € Z[x]}.
O conjunto da direita, na igualdade acima, também ¢ denotado por
Z+7Z¢+ -+ 7L

E interessante observar que tal notagio provém da teoria dos médulos finitamente
gerados. Além disso, como P;g(x) € o polindmio monico de menor grau que anula
Z, temos que a escrita de um elemento de Z + Z{ + - - - + Z{/P~? é unicamente de-
terminada pelos coeficientes em Z. Neste caso, para diferir a notagdo, denotamos
o conjunto Z + Z{ + - - - + Z{P~2 por

ZOZL & - - ®LL

E importante observar que a minimalidade do grau de Po(x) ainda nos diz que
{1,¢,... ,{”‘2} € uma base da extensdo de corpos Q({)|Q, isto €, uma base do
Q-espaco vetorial Q(¢). Tal base é chamada de base integral pois todos os seus
elementos sdo inteiros sobre Z.

Agora estamos em condi¢des de calcular o anel dos inteiros algébricos do
corpo de nimeros Q(¢).

Proposicao 3.2. O anel dos inteiros algébricos de Q({) é igual a Z[{].

Prova: Primeiramente afirmamos que 1 — ¢ e 1 — ¢/ s@o associados em Ig ). De

fato, 1 —¢ divide 1 —¢/ em Iy, jaque, 1 =&/ = (1 =)' +- - -+ £ +1). Por outro

lado, podemos escolher um inteiro positivo ¢ tal que jz = 1 (mod p). Entdo, temos

de forma analoga que 1 — /7 divide 1 — /" = 1 — £. Logo eles sdo associados.
Portanto,

p—1
P =Pgo(l) = 1—[(1 - =u -,
i=1

com u invertivel em Ig(). Desta forma o elemento 1 — { ndo € invertivel em Iq(),
pois caso contrdrio p teria inverso, que pertenceria a Ig) N Q = Z, jd que, Z €
integralmente fechado.
Dado x € Iy, existem nimeros racionais day, . . . , ,-> unicamente determina-
dos de modo que:
x=ay+al+- -+ ap_zg“”_z.
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Mostraremos que cada a; € Z. Para isso, multiplicamos a igualdade anterior por ¢
e obtemos:
2 -1
x{=apl+a1{"+ - +a, 7.

Subtraindo as igualdades anteriores, obtemos

x(1=0=a(l =0 +ai({ =)+ +a, ("= 7.

Notemos que o trago relativo extensao Q({)|Q, que denotaremos simplesmente
por T'r,de £, 2%, -+, P! sdo todos iguais, uma vez que esses elementos sao dois
a dois conjugados, isto €, ambos possuem 0 mesmo polindmio minimo P, g. Por
isso

Tr(x(1=0)) =Tr(a(1 =) = aTr(1 ={) = al(p - 1) + 1] = app.  (3.1)

Para mostrar que a € Z, calcularemos Tr(x(1 — £)). Denotaremos x por x; e
Xp, -+, Xp-1 € g seus conjugados. Assim

Tr(x(1-0) = x(1=0+x(l =)+ +x,0(1 -
= (I-Oxe<1-¢>

onde < 1-{ > € oideal de Iy gerado por 1 —¢. Mas Tr(x(1-{)) € Ioy)NQ = Z.
Segue entdo que Tr(x(1 —¢)) e< 1 - > NZ = Zp, e logo, por (3.1), temos que
ag € 7.

Agora mostraremos por indu¢do que qualquer ay,--- ,a,-, € Z. Para provar
que a; € Z multiplicamos x por 77/, obtendo

X7 =aplP T+ a P v a0 P v ajrapal a0 PTT O

Agora vamos prosseguir com as definicdes e os fatos que necessitamos no
decorrer do trabalho.

Dizemos que um anel A é Noetheriano quando todo ideal de A € finitamente
gerado.

Exemplo 3.5. O anel Z[{] € Noetheriano, como consequéncia de [E2], Corolério
7.12 pg. 68.

Observacao 3.1. 1. Z[{] é subanel do corpo Q({) e portanto ¢ um dominio;
2. Z[{] € integralmente fechado, pois o) = Z[{];

3. Todo ideal primo nao-nulo em Z[{] é maximal. Isto segue como con-
sequéncia imediata de [E2], Corolario 1.13 pg. 16.
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Segue da observagdo acima e do exemplo anterior que Z[{] satisfaz a defini¢ao
abaixo.

Um dominio A € dito dominio de Dedekind quando ele satisfaz uma das seguin-
tes condi¢Oes equivalentes:

1. A é Noetheriano, integralmente fechado e todo ideal primo nao-nulo de A é
maximal;

2. Todo ideal ndo-nulo de A € escrito como produto de ideais primos, de forma
dnica;

3. O conjunto dos ideais fraciondrios de A forma um grupo multiplicativo.

Observacao 3.2. 1. Primeiramente vamos definir o conceito de ideal fraciona-
rio e a estrutura de grupo do conjunto formado por estes objetos. Um grupo
abeliano M, escrito aditivamente e munido de uma operagdo externa (usual-
mente denotada pela multiplicagdo), € dito um A-modulo quando ele satisfaz
das seguintes propriedades:

a-(x+y) = a-x+a-y

(a+b)-x = a-x+b-x

(a-b)y-x = a-(b-x)
1-x = x

Seja K o corpo de fragdes do dominio A. Um A-médulo M C K é dito ideal
fraciondrio de A quando existe d € A, ndo-nulo, talque d- M C A. Jao
produto de dois ideais fracionarios M e N € definido por

M-N::{Zm,--ni|m,~€M,n,-€NeSEN}.

i=1

2. Para ver que as trés condi¢Oes acima sdo equivalentes sugerimos como re-
feréncia [R], Teorema 1 pg. 125.

3. Ainda pode ser verificado que o anel dos inteiros algébricos I;, de um corpo
de nimeros L também é um dominio de Dedekind (ver [E2], Corolario 8.2

pg. 70).

Seja J um ideal de um dominio de Dedekind A, bem como sua fatoragdo em
ideais primos
J=P Py
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Pelo Teorema Chinés dos Restos (ver [R], Teorema 3 pg. 131) temos um isomor-

fismo entre anéis quociente
n

<>
12
R

i=1
Como podemos ver em [E2], (9.4) pg. 84, temos que os quocientes A/P; sdo
finitos. Logo a cardinalidade de A/J € a soma das cardinalidades dos quocientes
A/P}. Desta forma, definimos a norma N(J) de um ideal J de A, pela seguinte
cardinalidade.

N(J) :=§(A/D)

No caso em que J =< y > € um ideal principal do anel dos inteiros algébricos /.
de um corpo de nimeros L temos a seguinte igualdade (ver [E2], Teorema 9.7 pg.
85).

N(J) = INgO)l.

Consideremos agora A um dominio de Dedekind e K seu corpo de fragoes.
Denotemos por .# o grupo dos ideais fracionarios de A. Um ideal fracionario M
€ dito principal quando existe y € K tal que M = yA. Claramente, o subconjunto
& de #, formado pelos ideais fracionarios e principais de A é um subgrupo de
Z . O subgrupo quociente

C =5

€ denominado por grupo de classes de ideais de A. Sua ordem, denotada por
ha

e denominada por niimero de classes de A, desempenha um papel importante na
obtencdo de propriedades aritméticas do anel A. Como um exemplo simples, ob-
servamos que A é um dominio principal se, e somente se, i, = 1. E importante
ressaltar que o nimero de classes de um dominio de Dedekind pode ndo ser finito.
Porém, no caso em que lidamos com o anel dos inteiros algébricos de um corpo
de nimeros, a finitude do nimeros de classes pode ser obtida (ver [E2], Teorema
10.3 pg.90).

Um primo p € dito regular quando ele nao divide o nimero de classes de o),
onde { = e

Como exemplo de primos regulares citamos, sem demonstracdo, p = 3,5 e
7. Decidimos nao verificar estes exemplos, pois precisariamos nos alongar com
o desenvolvimento de técnicas como, por exemplo, o0 método analitico de redes
em R", que fugiria do nosso objetivo. Uma discussdo sobre alguns célculos de
nimeros de classes pode ser encontrada na secio 10.3 de [ST]. E interessante
ressaltar que Kummer conjecturou que existem infinitos primos regulares. Porém
0 que se sabe, até entdo, € que existem infinitos primos que nao sao regulares.
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Por fim mencionaremos os dois dltimos resultados que serdo necessarios para
no6s no decorrer do trabalho e cujas demonstra¢des encontram-se em [ST], respec-
tivamente nas pagina 17, Teorema 1.5 e na pagina 170, Teorema 10.1.

Teorema 3.2. Seja K um corpo de caracteristica zero. Um polindmio ndo-nulo
f(x) sobre K é divisivel pelo quadrado de um polinémio de grau maior que zero
se, e somente se, f(x) e D(f(x)) possuem um fator comum de grau maior que zero.

Observacao 3.3. Em corpos de caracteristica positiva somente a ida deste teorema
¢ valida.

Teorema 3.3. Sejam L um corpo de nimeros, n = [L : Q] o grau da extensdo de
corpos L|Q e p um niimero primo positivo. Suponhamos que I, = Z[6], com 6 € I,
e que a imagem do polindmio minimo Pyq sobre que Q, via o homomorfismo
Z[x] — Z,[x], possua a seguinte fatoragdo em polindémios irredutiveis

—e,

Poo) =1 -,
onde fi,..., [, € Z[x]. Entdo o ideal de I,
P =<p>+<fi(6)>
é primo e a fatoracdo do ideal principal < p > é dada por

<p>: p?...pfr_
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Capitulo 4

Aritmética no Anel dos Inteiros
Algébricos de Corpos Ciclotomicos

Este capitulo tem o objetivo de introduzir as ferramentas necessarias para a prova
do Teorema de Kummer, que demonstra o Ultimo Teorema de Fermat no caso
em que o expoente n da equagdo x" + y" = z" € um primo regular. Para tal, serd
necessdrio estudar algumas propriedades do corpo ciclotomico Q({), onde { = e
€ o gerador do grupo das raizes p-ésimas da unidade, com p primo impar. Mais
precisamente, estudaremos a caracteriza¢ao dos elementos invertiveis do anel de
inteiros algébricos Z[{], bem como as unidades em Q({).

Lema 4.1. Considere I o ideal de Z[(] gerado por 1 — (. Entdo I"™' =< p > e
consegqiientemente N(I) = p.

Prova: Avaliando o polindmio minimo de £, a saber,

p-1

Phoop@®) =t""+ - +t+1= n(t_gj)

J=1

p-1
emt = 1, obtemos p = Pyg (1) = n(l — /). Portanto
j=1

p-1
<p>:1—[<1—§j>.
j=1
A demonstracdo da Preposicdo (3.2) mostra que 1 — e 1 — /7 sdo associados,
portanto < 1 —/ >=< 1 - ¢/ >, provando esta parte do lema. Para a segunda parte

observamos que
N = (p = HN(D).
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Por outro lado,
N(<p>)=IN(pI|=[Q) :Q]p.
~—_——
p—1
Portanto, N(/) = p. O
Lema 4.2. Para cada a € Z[{] existe a € Z tal que o’ = a (modp).

Prova: Dado a € Z[{] podemos escrevé-lo como combinac¢do dos elementos da
base integral, a saber, @ = ap + a1{ + ... + ap_1§P‘1 coma; €7Z,j=0,---,p—1.
Deste modo, considerando o polindmio p(x) = ap + a1 x + -+ + a,- xP~em Z[x]
temos, pelo algoritmo da divisao, que p(x) = (1 — x)g(x) + r, com g(x),r € Z[x] e
gr(r) = 0. Portanto, fazendo x = { temos que

a=p)=U=Dq) +r,

ou seja,
a = r (modl),

com r € Z. Além disso, temos que
p-1
a’ —rf = rl(a —r’).
j=0

Desta forma, como ¢ = 1 (modlI) temos que os fatores da direita sdo congruentes
a zero médulo I, pois a — ¢/ = r(1 — {’/) = 0 (modI). Deste modo, aplicando o
modulo no produto obtemos que

@ — P =0 (modI’™),
que prova o lema. O

Proposicao 4.1. As unicas raizes da unidade em Q({) sdo da forma +{°, com s
inteiro.

Prova: A raizes da unidade sdo zeros de polindmios da forma p(x) = x™ — 1.
E, deste modo, podemos escrevé-las da forma e%,‘ onde m € um numero natural.
Agora veremos as condi¢des sobre o que fazem en pertencer a Q({).

A primeira restri¢do é que 4 1 m. Caso contrario, terfamos que et =ic Q).
Portanto i € Z[{], pois i € inteiro sobre Z. Logo,

<2>=<1-i>2

ja que, 2 = i(1 — i)*>. Assim obtemos uma decomposi¢io em fatores primos em
Z[{] para < 2 >, com fatores repetidos.
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Conseqlientemente , pelo Teorema (3.3) temos que o polindmio

xP -1
Paao(0) = ——

possui fatores irredutiveis repetidos visto como polindmio em Z;[x], logo #’ — 1
também possui fatores irredutiveis repetidos visto como polindmio em Z;,[ x]. Pela
Observacio (3.3) temos que x” — 1 e D(x” — 1) = px”~! ndo sdo primos entre si.
Mas como p é impar temos que estes polindmios vistos como polindmios em Z,[x]
assumem a forma x” — 1, x’~!, que sdo obviamente primos entre si, chegando a
uma contradi¢do.

A segunda restri¢do € que se g € um primo impar diferente de p, entéo g 1
p- Caso contrdrio, teriamos e € Q(¢) e como ¢’ & inteiro sobre Z, também
teriamos que e € Z[{]. Portanto pelo Lema (4.1) temos

4.1)

<g>=<l-e4 7,
ou seja, obtemos uma fatoracao em fatores primos de < g > em Z[{], com fatores
repetidos. E novamente pelo Teorema (3.3) temos que o polindmio descrito em
(4.1) possui fatores irredutiveis repetidos visto como um polindmio em Z,[x].
Logo x” — 1 também possui fatores irredutiveis repetidos visto como polindmio
em Z,[x]. Pela Observacdo (3.3) temos que x” — 1 e D(txp — 1) = pxP~1 ndo sdo
primos entre si. Mas como p € primo diferente de g temos que estes polindmios
vistos como polindmios em Z,[x] assumem a forma x” — 1, xP~! que sdo primos
entre si, chegando a uma contradicgao.
A terceira condi¢do é p* £ m, para k > 1. De fato

(@) : Q] = d(p" = pl(p-1)> p-1=[Q0): Ql,

2ri
nos diz que e”* ¢ Q(£) e logo, m # p~.
2ni
Portanto s6 nos resta a opcdo que m | 2p, ou seja, temos que e>» € Q(J).
Podemos observar que

2ni (i 1-p 27i . 2rni  1-p 1-p
. 7{l+—_) —_ Tl -\ — 5
eZp =e 2 p = ¢ (e]’)Z _—42 ,

provando a proposicdo. 0O

Lema 4.3. Se p(x) € Z[x] é um polinomio ménico e todos as suas raizes tem valor
absoluto 1, entdo cada raiz é uma raiz da unidade.

Prova: Sejam ay, - - -, @ raizes de p(x) € Z[x]. Logo p(x) = (x—ay) - - - (x—ay)=
4+ A x4+ A, onde Ag, Ay, - -+, Aj_; sdo as fungdes simétricas elementares
nas raizes de p(x). Para cada inteiro [ > O temos que

pi(x)=(x— all)...(x - cxi) =X+ a1+ .+ a,
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onde ay, - - - , a;_1 sdo funcdes elementares em a’l, R al,. Logo sdo fungdes simétricas
emay,ay, - ,a;. Pelaproposicdo I11.4.8, pagina 92 [GL], temos que ag, - - - ,ax-1 €
Z, isto €, p;(x) € Z[x]. Além disso

aj| s( ’]‘ ) (j=0,..k—1).

, pois cada a; possui ( ]; ) parcelas de produtos dos zeros de p;(x) somadas pelas

relagdes de Girad e a; tem valor absoluto igual a um. Por outro lado somente
finitos polindmios sobre Z podem satisfazer este sistema de desigualdades. Assim,
para algum m diferente de | temos que ter:

piX) = pm(X).

Dai existe uma permutagdo n de {1, ..., k} tal que

m

I _
A = Ay

para j=1,...,k. Assim

Bo_ o IN2 I _ _ _
@; = (@) = (@(jy) = ()" = (@) = @)

e, indutivamente achamos que
ro_ o om

A = Ay

Por outro lado 7*'(j) = j, nos diz que cxj.k! = a;.”k! isto é

-
(_l m) —

@;

. Como I*' # m*', temos que @, é uma raiz da unidade. O

Proposicao 4.2. Todo invertivel em Z[({] é da forma r{8, onde r é um niimero real
e g é um numero inteiro.

Prova: Seja € um invertivel em Z[{]. Existe um polindmio e(t) € Z[t] tal que
e=e(l).Paracadas=1,..,p— 1 temos

€ = e({S)

€ conjugados a €. Deste modo, =1 = Ny g(€) = € - - - €,_1, €, consequentemente,
cada €, ¢ uma unidade de Z[{]. Além disso, o conjugado complexo de €, é

& =e@) =T )= el )= et =
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Assim, como €€, = le,]> > 0, temos que (€€ — 1,)(€2€,-5)... > 0. Portanto,
Noe(e) = 1.

E- 7z . 7
Agora, —— ¢é uma unidade de valor absoluto 1. Por outro lado, como as raizes
€ s
p—s
do polindémio

~ . €1 p P

sdo todos os conjugados de — em Q({)|Q temos que este € o seu polindmio

€p-1
P

caracteristico. Logo possui todos os seus coeficientes em Z, ja que, este polindmio

2 AL e A . .. €]
€ uma poténcia do polindbmio minimal de —, que por sua vez pertence a Z|[t],

€p—-1
. €L A
pois —L & inteiro sobre Z. Do Lema (4.1), segue que os zeros deste polindmio
€p-1
. . . €
sdo raizes da unidade. Logo, pela Proposicao (4.1) temos que — = +{* para
€

p—1
algum inteiro u. Como p € impar, temos que u ou u + p € par, e assim podemos

escrever €
— =4 (4.2)

€p-1
para algum inteiro g > 0.
O passo fundamental agora € determinar o sinal da igualdade acima. Para tal,

observamos que
et = (1 = 1)g(t) + v,

pelo Algoritmo da Divisdo de Euclides, com v € Z. Aplicando { nesta igualdade
obtemos Z8e((P™") —v = q(0)(1 = 0), isto &,

%€, 1 =v (mod ).

Agora usando o fato que 1 — e 1 — P71 = 1 —  sdo associados também obtemos
que
{fe=v (modl).

Subtraindo as congruéncias acima obtemos
(e =%, (modl).

Como o €, — 1€ invertivel concluimos que

— = §2g (mod I).
€p-1
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Agora estamos em condicdes de avaliar o sinal da equagdo (4.2). Supondo

€ - _§2g

€p-1

temos, (% = ¢ (mod I), isto é, 20%¢ = 0 (mod I). Assim, I C< 2% >, e logo,
p = NDIN(< 20% >) = 27!

o que € uma contradi¢do, pois p € impar. Entao s6 nos resta a op¢ao positiva

€ 2
— =,
€p-1

0 que equivale a {™%e = {%¢,_; = r € R, jd que, (%€ e {¥¢,_; sao conjugados
complexos. Portanto,e = r4. 0O
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Capitulo 5

Teorema de Kummer

Teorema 5.1. Seja p primo impar e regular. Entdo a equagdo
xP 4y =7
ndo possui solugoes inteiras x,y e z satisfazendo

ptfx.pty.ptz

Prova: Como p é impar temos uma bijecdo entre as solugdes da equacdo de
Fermat x” + y? = z” e da equagao

xP+yP+ 77 =0. 5.1

O polindmio associado a esta equagao, a saber f(x,y,z) = x” +y”+z7, é simétrico.
Isto nos permite permutar as suas varidveis sem perda de generalidade. Por este
motivo usaremos a equacao (5.1) como alternativa a equacao de Fermat.

Agora assumindo a contra positiva do Teorema de Krummer, existem x,y, z
em Z satisfazendo (5.1) para algum primo impar p. Dividindo pelos fatores em
comum na equagao (5.1) podemos assumir que x, y, z sdo dois a dois primos entre
si. Portanto isolando o membro da variavel z temos que x” + y” = —z” e fatorando
o lado esquerdo em Q(¢), obtemos:

p-1
ﬂ(x +{'y) = =2,
=0

o que implica na seguinte igualdade de ideais:

p-1
l_[ <x+0ly>=<z>P. (5.2)

J=0
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Os fatores da esquerda sao dois a dois primos entre si. De fato, suponha que exista
um ideal primo P dividindo < x + Xy >e< x+ 'y >,com0 <k << p-1.
Entdo P contém (x+*y)—(x+1y) = yo*(1 - ¢'7%). Além disso, 1 —¢'7% é associado
de 1-,e (*éinvertivel. Assim P contém y(1 — ). Como P € ideal primo y € P
ou (1 = ¢) € P. Observe que (5.2) nos diz que P divide < z >*, e logo Pdivide
< z >, pois p € ideal primo. Consequentemente temos que z € P. Agora, sendo z
e y primos entre si, existem a, b € Z tais que az + by = 1. Sendo assim, se y € P,
entdo 1 € P, o que € uma contradi¢ao. No caso em que 1 — ¢ € P temos que P
divide o ideal I =< 1 — ¢ >. Por outro lado, N(I) = p nos diz que I € ideal primo
e portanto P = /. Entdo /| < z >. Assim,

p=NWDIN<z>) ="

e como p € impar temos que p|z contrariando a hipétese.

A unicidade da fatoragdo em ideais primos nos garante que cada fator no lado
esquerdo da equacdo (5.2) é uma p poténcia de algum ideal, desde que do lado
direito seja uma p poténcia e os fatores sejam dois a dois primos entre si. Em
particular, existe um ideal a tal que < x + {y >= a”. Portanto a” € principal.

Pela defini¢do do ¢, o grupo das classes dos ideais de Z[{], temos que a”
pertence a classe 14, o elemento neutro de €, ou seja [a”] = 14. Por outro lado,
a regularidade p significa que p 1 hzy,. Logo p e hzy sdo primos entre si, isto €,
existem r, s € Z tais que rp + shz;; = 1. Portanto

la] = [a7*"%9] = [a][a"%] = [a") [d"9]° = 15,15, = 1¢
e assim temos que a € principal, ou seja, a =< § >. Resultando que
X+ {y=€d",
onde € € um invertivel.
Pela Proposi¢do (4.2) segue que x + {y = r{86”’, comr € Re g € Z. Além
disso, pelo Lema (4.2) existe ¢ € Z tal que 6” = t (modI”) e portanto

x+y = rtl® (modlI?).

O Lema (4.1) mostra que < p > |I? e assim x + {y = rt{*(mod < p >). Como {4 é
invertivel temos que
{H(x+Ly) = rt (mod < p >)

e passando o conjugado complexo obtemos que

(x+7'y) = rt (mod < p >).
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Fazendo a diferenca das duas congruéncias acima, obtemos a equacao
X8y = x8 —y¢ =0 (mod < p >). (5.3)

Agora podemos analisar os possiveis valores de g em (5.3).

Suponhamos g = 0 (modp). Entdo {¢ = 1. Assim os termos com x em (5.3)
sdo cancelados, obtendo y(¢ — ') = 0 (mod < p >). Passando o conjugado
complexo temos que y({™' — &) = 0 (mod < p >) e multiplicando por / chegamos
a

y(1=¢%) =0 (mod < p >),

isto €,
Y1+ -2 =0 (mod < p >).
Aplicando x = —1 no polindmio minimo de ¢
xP =1 ) 1
Pro(x) = ——7 = (= Ox = )..(x - SR
temos que

1=+ +).(1+7h,

logo 1 + £ € invertivel. Portanto,
y(1 =) =0 (mod < p >).

Como< p >=<1-¢>1ep-12 2, temos que (1 — ly. Logo p =
N(1 — 0)IN(y) = y*~!, e portanto ply contrariando a hipétese. Portanto g # 0
(mod < p >).

Um argumento semelhante mostra que g # 1(modp). Reescrevemos (5.3) da
seguinte maneira.

ap = x{ 7+ y0 7 = xlf -yt
para algum a € Z[{]. Note que, sendo g # 0 (modp) e g # 1 (modp), temos que
-g,8,1 — g, g — 1 ndo sdo divisiveis por p. Temos que

a = fé/—g + X{l—g _ féfg _ X{g—l' (5.4)

p p p p

Agora @ € Z[{] e {1,¢,...,{P7%) é base integral de Q(Z). Desde que todos os
expoentes de (5.4) sejam incongruentes modulo p, temos [—’;, % € Z, contrariando a
hipétese.

Assim algum par de expoentes em (5.4) devem ser congruentes modulo p.
Como g # 0, 1 (modp), s6 nos resta que g — 1 = —g (modp), ou equivalentemente
1 — g = g (modp). Assim temos que 2g = 1(modp) e logo podemos escrever

X +yL — x{*¢ =y
x(1 =) +y( -7
x(1-O+y(l-1)
(x=yd-2.

apd®
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Portanto, aplicando a norma obtemos que Ngo(@pd®) = Noo((x—=y)(1-70)),
isto é, Noo(@)p”™' = (x = y)’ ' p. Logo pl(x — y). Portanto

x =y (modp)
e pela simetria de (5.1) concluirmos que
y = z (modp).

Portanto
0= x" +y” + 77 = 3x" (modp).

Desde que p 1 x devemos ter p = 3. Note que em mddulo 9, os cubos dos
nimeros relativamente primos a 3, a saber 1,2,4,5,7,8, sdo congruentes a +1.
Assim em moédulo 9 a solugdo de (3.1) em inteiros primos com 3 assume a forma:

+1 +1+1=0 (mod9),

que € um absurdo. O
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