EXISTE VIDA GEOMETRICA NO MUNDO DA
ALGEBRA ABSTRATA?
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Fatos Historicos

Problemas levantados pelos Gregos (400 a.c.):
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1. Dado um retangulo de lados a e b, existe um quadrado de lado x cuja
area é a mesma deste retangulo?
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Fatos Historicos

Problemas levantados pelos Gregos (400 a.c.):
1. Dado um retangulo de lados a e b, existe um quadrado de lado x cuja
area é a mesma deste retangulo?

Solugdo: Encontrar raizes da equacio

X2 =a.b.
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Fatos Historicos

Problemas levantados pelos Gregos (400 a.c.):

1. Dado um retangulo de lados a e b, existe um quadrado de lado x cuja
area é a mesma deste retangulo?
Solugdo: Encontrar raizes da equacio

X2 =a.b.

Reformulagao da equagdo acima:
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Fatos Historicos

2.(Problema de Delic) Dado um paralelepipedo de volume a’ - b, existe um
cubo com este volume?
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Fatos Historicos

2.(Problema de Delic) Dado um paralelepipedo de volume a’ - b, existe um
cubo com este volume?
Solugdo: Encontrar raizes da equacio

X3=2%.b.
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Fatos Historicos

2.(Problema de Delic) Dado um paralelepipedo de volume a’ - b, existe um
cubo com este volume?

Solugdo: Encontrar raizes da equacio
X3 =2a% b
Reformulagdo da equagdo acima (Hippocrates 420 a.c):

a X Y

XY b
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Fatos Historicos

2.(Problema de Delic) Dado um paralelepipedo de volume a’ - b, existe um
cubo com este volume?
Solugdo: Encontrar raizes da equacio

X3 =2a-b.
Reformulagdo da equagdo acima (Hippocrates 420 a.c):

a X Y

X Y b
Solugcdo de Menaechmus (350 a.c.): Considerar o lugar dos zeros em
comum das equacbes quadraticas

a-Y=X%eX-Y=a-b.
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Fatos Historicos

Esta dltima solu¢do comegou a empregar o conceito de coordenadas
(Geometria Analitica), que foi formalizado por Fermat e Descartes.

Figura: Pierre de Fermat Figura: René Descartes
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Fatos Historicos

Isto possibilitou o estudo da classificacdo, a menos de mudangas de
coordenadas, dos conjuntos de solucdes de equagdes algébricas. Por
exemplo, no periodo entre 1630 e 1795:

@ Fermat classificou curvas de grau dois;

@ Newton classificou curvas de grau trés;

© Euler classificou curvas de grau quatro.

Figura: Isaac

Figura:
Newton

Leonhard Euler
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O surgimento da Algebra Abstrata

Até 1882 muitas técnicas analiticas foram empregadas no estudo destes
objetos.
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O surgimento da Algebra Abstrata

Até 1882 muitas técnicas analiticas foram empregadas no estudo destes
objetos. Neste meio termo Riemann introduziu o conceito de fungdes

racionais em curvas, sugerindo futuramente uma ligagdo entre Geometria
e Algebra Abstrata.

Figura: Bernhard Riemann
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O surgimento da Algebra Abstrata

Ja em 1882 Kronecker, Dedekind e Weber comecaram a introduzir

relagBes entre geometria e teoria dos nimeros.

Figura: Leopold
Kronecker
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Figura: Richard
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O surgimento da Algebra Abstrata

Exemplo: Para estudar solugdes inteiras das equagdes:
O (Fermat) x" + y" = z", com n inteiro positivo

@ (Pell) x2 —d-y? =1, com d inteiro livre de quadrados
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O surgimento da Algebra Abstrata

Exemplo: Para estudar solugdes inteiras das equagdes:
O (Fermat) x" + y" = z", com n inteiro positivo
@ (Pell) x2 —d-y? =1, com d inteiro livre de quadrados

convém reescrever:

Q 2" = (x+y)(x+Cy)(x+ %) --(x+¢"1y), onde ¢ é uma raiz
n-ésima e primitiva da unidade

Q@ 1=(x—Vd y)(x+Vd-y)
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O surgimento da Algebra Abstrata

Exemplo: Para estudar solugdes inteiras das equagdes:
O (Fermat) x" + y" = z", com n inteiro positivo
@ (Pell) x2 —d-y? =1, com d inteiro livre de quadrados

convém reescrever:

Q 2" = (x+y)(x+Cy)(x+ %) --(x+¢"1y), onde ¢ é uma raiz
n-ésima e primitiva da unidade

Q@ 1=(x—Vd y)(x+Vd-y)

Isto motiva o estudo de propriedades aritméticas nos anéis Z[(] e Z[V/d].

Rodrigo Salom3o (UFF) Algebra vs Geometria 09 de Novembro de 2009 8 /23



O surgimento da Algebra Abstrata

Kronecker e Dedekind: Para estudar propriedades aritméticas destes anéis
basta estudar propriedades do conjunto cujos elementos sao ideais, no
sentido que neste conjunto sempre ha fatoracao tnica.
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O surgimento da Algebra Abstrata

Kronecker e Dedekind: Para estudar propriedades aritméticas destes anéis
basta estudar propriedades do conjunto cujos elementos sao ideais, no
sentido que neste conjunto sempre ha fatoragao unica. De fato, neste
conjunto sempre temos fatoracdo tnica em produto de ideais primos.
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Seja k um corpo (ex: k =Q,R e C).
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Seja k um corpo (ex: k =Q,R e C).
Um conjunto algébrico afim é um subconjunto X de k" obtido pelos zeros

em comum de uma quantidade finita de polinémios fi,...,f, em
k[T1,..., Tal.
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Consideremos

J:= <f1,...,fr>:{ﬂ'gl—l-"'—l-fr'gr’gl,...,grek[Tl,...,Tn]}

o ideal de k[Ty,..., T,] gerado por fi,...,f,.
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Consideremos

J:= <f1,...,fr>:{ﬂ'gl—l-"'—l-fr'gr’gl,...,grek[Tl,...,Tn]}

o ideal de k[Ty,..., T,] gerado por fi,...,f,.
Temos que

= {x € k"|f(x) =0 para todo f € J}

Isto nos fornece uma aplicagao sobrejetiva
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Isto nos fornece uma aplicagao sobrejetiva:

S conjuntos
ideais de \oébri f'
Ko, Tol algébricos afins

em k"

J—————=V(J) :={x € k" | f(x) =0 para todo f € J}
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Observacoes:

© Pelo Teorema da Base de Hilbert, todo ideal de k[T1,..., T,] é
finitamente gerado;

Q@ V((1))=0e V((0)) = k";
Q@ s C = V(h)C V(L)

@ A aplicagcdo acima n3o é injetiva.
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Para entender a (ltima observacio definimos o radical de um ideal J de
k[T1,..., T,] por

VJ:={f € k[T1,..., Ty | f™ € J para algum m inteiro positivo }
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Para entender a (ltima observacio definimos o radical de um ideal J de
k[T1,..., T,] por

VI = {f € k[Ty,.

..y Tp] | f™ € J para algum m inteiro positivo }

Dizemos que J é radical quando J = v/J. E claro que sempre vale J C v/J.
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Para entender a (ltima observacio definimos o radical de um ideal J de
k[T1,..., T,] por

VJ:={f € k[T1,..., Ty | f™ € J para algum m inteiro positivo }

Dizemos que J é radical quando J = v/J. E claro que sempre vale J C v/J.
Exemplos:

@ /(f") = (f), onde f € k[T] é irredutivel;

© Todo ideal primo é radical.
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Para entender a (ltima observacio definimos o radical de um ideal J de
k[T1,..., T,] por

VJ:={f € k[T1,..., Ty | f™ € J para algum m inteiro positivo }

Dizemos que J é radical quando J = v/J. E claro que sempre vale J C v/J.
Exemplos:

Q@ /(f") = (f), onde f € k[T] é irredutivel;

© Todo ideal primo é radical.
Observacoes:

@ V(J) = V(VJ) para todo ideal J de k[T1,..., T,l;

@ Se f € k[T] é irredutivel, entdo (f2) S (f) mas V((f?)) = V({f)).
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Temos ainda uma outra aplicacao:

conjuntos

algébricos ideais de

afins em k[T1,..., T,
kn

Xt I(X) == {f € k[Tq,..., Ta] | f(X) =0}
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Observacoes:
© I(X) é um ideal radical;
Q /(0)=kK[T1,..., Ty] e (k") = (0);
Q@ Xi1 C Xo = I(X2) C I(X1);
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Questao: Como s3o as composicdes Vol e lo V?
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Questao: Como s3o as composicdes Vol e lo V?

V(I(X)) = X para cada conjunto algébrico afim X em k".

PrROVA: E claro que X C V(/(X)).
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Questao: Como s3o as composicdes Vol e lo V?

V(I(X)) = X para cada conjunto algébrico afim X em k".

PrOvA: E claro que X C V/(I(X)). Por outro lado, se X = V/(J) com J
ideal de k[Ty,..., T,], entdo J C I(V(J)),
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Questao: Como s3o as composicdes Vol e lo V?

V(I(X)) = X para cada conjunto algébrico afim X em k".

PrOvA: E claro que X C V/(I(X)). Por outro lado, se X = V/(J) com J
ideal de k[T1,..., T,], entdo J C I(V(J)), o que implica que
V(I(X)) C V() = X. O
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Ja a outra composicao / o V n3o pode ser a identidade, pois V nao é
injetiva.
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Ja a outra composicao / o V n3o pode ser a identidade, pois V nao é
injetiva. O que temos em geral é o:
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Ja a outra composicao / o V n3o pode ser a identidade, pois V nao é
injetiva. O que temos em geral é o:

Teorema (Teorema dos Zeros de Hilbert)

Se k € um corpo algebricamente fechado, entio
V() =VJ

para todo ideal J de k[T1,..., Ty

Figura: David Hilbert
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Observacoes:

© Para k =R n3o vale o Teorema dos Zeros de Hilbert: para
J = (X2 +1) ideal de R[X] temos que
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Observacoes:

© Para k =R n3o vale o Teorema dos Zeros de Hilbert: para
J = (X2 +1) ideal de R[X] temos que

I(V(J) = 1(0) =R[X] 2 J = VJ;
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Observacoes:

© Para k =R n3o vale o Teorema dos Zeros de Hilbert: para
J = (X2 +1) ideal de R[X] temos que

I(V(J) = 1(0) =R[X] 2 J = VJ;

@ O Teorema dos zeros estabelece um dicionario

Cfn,JEthos ideais radicais
a Ee ricos de
afins em

k" k[leﬂuTn]
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Observacoes:

© Para k =R n3o vale o Teorema dos Zeros de Hilbert: para
J = (X2 +1) ideal de R[X] temos que

I(V(J) = 1(0) =R[X] 2 J = VJ;

@ O Teorema dos zeros estabelece um dicionario

Cfn,JEthos ideais radicais
a Ee ricos de
afins em

k" k[leﬂuTn]

© Na3o s3o apenas os ideais radicais que possuem interpretacdo
geométrica;
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Se Xj e X, sdo conjuntos algébricos afins, entdo vale em geral que

1(X1 N X2) = /I(X1) + 1(X2) 2 1(X1) + 1(X2).
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Se Xj e X, sdo conjuntos algébricos afins, entdo vale em geral que
I(Xl ﬁXz) = /(X1)+/(X2) D) I(X1)+/(X2).

A igualdade acima reflete que os conjuntos algébricos se intersectam
transversalmente.
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Se Xj e X, sdo conjuntos algébricos afins, entdo vale em geral que
I(Xl ﬁXz) = /(X1)+/(X2) D) I(X1)+/(X2).

A igualdade acima reflete que os conjuntos algébricos se intersectam
transversalmente.

Exemplo: Consideremos X = V(Y — X2?) e L, = V(Y — b) em C2.
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

Se Xj e X, sdo conjuntos algébricos afins, entdo vale em geral que
I(Xl ﬁXz) = /(X1)+/(X2) D) I(X1)+/(X2).

A igualdade acima reflete que os conjuntos algébricos se intersectam
transversalmente.

Exemplo: Consideremos X = V(Y — X2?) e L, = V(Y — b) em C2.

XNLy=1{(0,0}eXnNLy,={(ab),(—a,b)} coma®>=b#0.

Y /.
Sl

o
U]
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

I(XNLo)=(X,Y) 2 (X2 Y) = (Y = X?) +(Y) = I(X) + I(Lo)
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Uma conexado entre Geometria e Algebra Abstrata

I(XNLo)=(X,Y) 2 (X2 Y) = (Y = X?) +(Y) = I(X) + I(Lo)
Por outro lado,

I(XNLy) = 1 ,
/ DﬂG(aMD
(X —a,Y —byN (X +a,Y —b)
= (X —a)(X+a),Y —b)
< _
(
I
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