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Teorema de Bézout

1 Definicoes e Resultados Preliminares

Primeiramente faremos as defini¢coes basicas e enunciaremos os resultados ja
vistos (semindrio do Thiago ou Hartshorne, capitulo I pardgrafo 7) que serao
ultilizados.

Seja S = P ysSa um anel graduado e M = P, Mg um S-médulo
graduado. Lembramos que para cada [ € Z definimos o S-mddulo gradu-
ado M (l) pondo M(l)g = M4 para cada d € Z. Lembramos ainda que o

anulador de M ¢é o ideal homogéneo de S definido por
Ann(M) :={s € S|s- M = 0}.

Dizemos que h : M — N é um homomorfismos entre S-moédulos
graduados M e N, quando h é um homomorfismo de S-moédulos e
h(My) € Ny para todo d € Z. Dizemos ainda que a sequéncia exata

M/—>M—>M//

é uma sequéncia exata de S-moédulos graduados, quando M', M e M" sao S-
modulos graduados e para cada d € Z temos uma sequéncia exata induzida
de grupos

(Mg — My — (M")a.

Proposicao 1.1 Seja M um mddulo finitamente gerado(graduado)
sobre um anel mnoetheriano(graduado) S. — Entdo existe uma filtragdo
0=M"C M' C .- C M =M de M por submddulos(graduados), tal
que para cada i, M'/M*™' = S/p (M'/M*™ = S/p(l;)), onde p, € ideal
primo(homogéneo) de S (e l; € Z). Além disso temos: B

1. se p € um ideal primo(homogéneo) de S, entao p 2 Ann(M) se e s6
se p 2 p. para algum 1. FEquivalentemente, os primos minimais de S
contendo Ann(M) sdo exatamente os elementos minimais do conjunto

{]21, . ’Er}"



2. para cada primo minimal p 2 Ann(M), o mimero de vezes que p
aparece em {gl, e ’B’r} € igual ao comprimento de M, como S,-mddulo.

Sejam p um ideal primo S e M um S-mddulo. Denotaremos por fi,(M),
o comprimento de M, como S,-médulo.

Observemos o seguinte Corolario, que ja se fez necessario na aula do dia
21,/11,/2005.

Corolario 1.1 Com as mesmas notagoes da Proposicio 1.1, temos que
pp(M) =0 se, e somente se, p 2 Ann(M).

Prova: A filtracaio 0 = M° C M!' C ... C M" = M de M induz uma
filtragao de M, 0 = Mg C M£1 C...C Mg = M,. Como MM = S/]_oi,
temos que

ME/ME = (MYMY), 2 (S/p),
Agora, pelo item 1 da Propriedade 1.1, basta observar que

(S/q)p = 0 se, e somente se, p 2 g.

De fato, como p 2 g existe t € ¢\ p. Portanto dado 5/c € (S/q),, 5/c =
ts/tc = 0/c = 0. Por outro lado, se 1/1 = 0, entao existe t € S\ p tal que
t-1=0. = -

Denotaremos por k um corpo arbitrario.

Definigao 1.1 Seja S = k[Tp,...,T,] e M um S-médulo graduado. Defini-
mos a func¢ao de Hilbert oy, de M por

para cada [ € Z.
Temos o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Hilbert-Serre) Seja M um S-mddulo graduado finitamente
gerado, onde S = k[Ty,...,T.]. Entao existe um tunico polindémio
Py (t) € Qlt] tal que Py (1) = on(l) para todo | >> 0. Além do mais,

deg(Py) = dimV (Ann(M)),

onde V(Ann(M)) C P"(k) € o conjunto de zeros do ideal homogéneo Ann(M)
em P" (k).



Definicao 1.2 O polindmio Py; do Teorema 1.1 é chamado polinomio de
Hilbert de M.

Observacao 1.1 Trivialmente, se temos uma sequéncia curta exata de S-
médulos graduados 0 — M’ — M — M"” — 0, entao temos a aditivi-
dade do polinomio de Hilbert,

PM:PM’+PM’/,

Mais geral, se 0 «— M «— My «— M; «— My «— -+ «— M, «— 0 ¢
uma sequéncia exata, entao

n

Py =Y (—1)' Py,

i=0
d1 da2 ds dn ’

Agora, se 0 «— M «— My «— M; «— My «—— -+ <~ M, «— 0 é
apenas um complexo(ié, d; o d;y1 = 0, para cada i = 1,...,n — 1) tal que

0 «— M «— My «—— M, é exata, entao

n—1 n

Pa + Z(_l)iPNUC(di)/Im(diH) - Z(_l)iPMi-

i=1 1=0

De fato, pela exatitude da sequéncia 0 «— M «— M, «— M, temos que
Py = Prgy — Primay)- Agora é s6 usar alternadamente a sequéncia exata

0 — Nue(d;) — M; % Im(d;) — 0
e a igualdade Pyucd;) = Prm(disr) + PNue(di)/Im(disr)-

Definicao 1.3 Seja W C P"(k) conjunto algébrico. Definimos o polinémio
de Hilbert de W, Py, por
Py = Ps/row),

onde S = k[Ty, ..., T,].
Observe que, pelo Teorema 1.1
degPyw = dimV (Ann(S/I(W))) = dimW.
Definicao 1.4 Definimos ainda o grau de W, degWW, como

(dimW)! - (coe ficiente lider de Py).



Uma primeira tentativa de justificar a importancia desta definicao é a
Proposicao seguinte. Entretanto, apos o Teorema de Bézout, daremos uma
justificativa geométrica.

Proposicao 1.2 Seja H C P"(k) uma hipersuperficie e seja F' € k[Ty, ..., T,]
homogéneo tal que I1(H) = (F'). Entdo degH = degF.

ProvA: Denotemos por d o grau do polinémio F'. Como I(H) = (F), segue
da sequéncia exata de S = k[T, . .., T,]-mddulos graduados

0 — S(—d) " S — S/I(H) — 0

e do Teorema 1.1 que

PH(t):PS(t)—PS(t—d):<t+r>—(t+r_d>.

T T

Fazendo as contas concluimos que o coeficiente lider de Py (t) é ( g ]

r—1)I"

Observacao 1.2 Trataremos agora um outro exemplo interessante que é
usado na demonstragao do Teorema de Bézout no livro do Fulton.

Seja X C P2(k) tal que I(X) = (F,G), onde F e G sao polinomios
homogéneos sem divisores em comum. Entao

deg(X) = degF - degG.
De fato, por hipdtese temos que a sequéncia de S-médulos graduados
0 — S(—degF — degG) — S(—degF) ® S(—degG) — S — S/I(X) — 0

é exata, onde a primeira funcao é dada por C' — (—CG,CF) e a segunda
por (A,B) — AF + BG. Agora basta observar que dimS; = w
para todo d > 0 e verificar que dim((S/1(X))q) = degF - degG para todo

d > degF + degG.

Observacao 1.3 Lembraremos agora, um fato que foi mencionado no curso
de Geometria Algébrica 1 e que, na ocasiao, nao tinhamos esta teoria que

se fazia necessario para completar o entendimento. Mais especificamente, na
aula do dia 20/06/2005 apds o Lema, foi observado:



Seja X conjunto algébrico, z € X e r = dim,(X), isto é, o supremo dos
comprimentos n, das cadeias de fechados irredutiveis em X que contém z,

Da Algebra Comutativa, sabe-se que a funcao de Hilbert-Samuel
j = dimy(Ox o /m2})

¢ polinomial de grau r quando j >> 0, ja que, Ox, ¢ um anel local de
dimensao r.(cf. Atiyah-Macdonald, Teorema 11.14)

Pelo Lema provado nesta aula, tem-se que o coeficiente de maior grau
deste polinomio ¢ 77, para algum m =: multiplicidade de Ox .

Desta forma conclui-se que a funcao
j +— dimy,(mg, /m ) = dimy(Ox o /m3,) — dimy(Ox o /m ™)

é polinomial de grau r — 1 quando j >> 0, e o coeficiente de maior grau é
m
(r=1)!"

Como visto na aula anterior a esta,
dimy(m? /mI ™) = dimg(k[Ty — 21, ..., T — 20/ Ix )5,

onde © = (x1,...,x,) e Ix, é o ideal homogéneo gerado pelas formas de
menor grau dos polinomios F(11 + 1, ...,T, + x,) tais que F' € I(X).

Concluimos pelo Teorema 1.1 que
r—1=dimV(Ann(k[Ty —x1,..., T, —x,|/Ix.)) = dimV (Ix ),
o que implica que a dimensao do cone tangente de X em z, Cx 4, é
dimCx, =,

ja que, dimV (Ix,) = dimP(Cx,) = dimCx,—1onde V(y/Ix.) =: P(Cx).
Além disso, pela definicao de grau de um conjunto algébrico

m = degP(Cx ),

o que nos diz que a multiplicidade, que é definida de forma local intrinseca-
mente, pode ser obtida por meio global extrinsecamente.



Destacaremos agora alguns fatos importantes para o nosso objetivo prin-
cipal, que é o Teorema de Bézout.

Proposicao 1.3 Com as notagoes do Teorema 1.1, temos para cada S-
modulo graduado finitamente gerado M, que o coeficiente combinatorio de
grau n de Py, isto é, n! - (coeficiente de Py, de grau n) é

Zup )degV (p)
onde p percorre os ideais primos homogéneos contendo Ann(M) tais que
dimV (p) = n = dimV (Ann(M)).

ProvA: Admitimos a mesma notacao do enunciado da Proposicao 1.1.
Como M/M™' = S/p (I,) temos que

Pu(t) = Parr(t) = Psyp .,)(t) = Psyp (£ +17).
Procedendo de maneira indutiva no indice ¢ do M* obtemos que
Py(t) = Psjp (t+1;) 4+ + Pyyp (£ + 1)

Agora observe que como p, 2 Ann(M), temos pelo Teorema 1.1, que
deg(Ps/p ) < deg(Par). Portanto os polinomios do lado direito que irdo con-
tribuir [;lara determinar o coeficiente lider de Py,(t) serdo justamente aqueles
que possuirem o mesmo grau que Py (t), isto é, aqueles que tiverem a pro-
priedade

dimV (p.) = degPs, = degPy = dimV (Ann(M)).

Entretanto, dentre os primos p. com ¢ = 1,...,r, a igualdade acima ¢
atingida exatamente pelos minimais contendo Ann(M ).

De fato, se p. 2 Ann(M) nao for minimal, entao existe um primo g 2
Ann(M) minimal tal que p. 2 ¢ 2 Ann(M). Logo

Vip,) & V(g € V(Ann(M)),

e portanto dimV (p,) < dimV (Ann(M)).(cf. Teorema 1 semindrio Jhon ou
Shafarevich pg.68)



Assim pelos dois itens da Proposicao 1.1 temos que o n-ésimo coeficiente
combinatério de Py é

> np(M)degV (p)

onde p percorre os ideais primos homogéneos contendo Ann(M) tais que

dimV (p) = dimV (Ann(M)). =

Observacao 1.4 Usanado o Corolério 1.1, ainda podemos retirar o condicao
dos primos conterem o Ann(M) da Proposgao acima e generalizd-la para
n > dimV (Ann(M)). Entretanto, devido a simplicidade do argumento en-
volvido neste caso, deixamos isto para ser feito quando necessario, dentro da
demonstracao do Teorema de Bézout.

Para finalizar iremos mencionar um ultimo fato geral que se pode destacar
da demonstracao do Teorema de Bézout.

Fato 1.1 Pelo Teorema das Sizigias temos que para cada (S = k[Tp, ..., T}])-
médulo graduado M existe uma sequéncia exata de S-modulos graduados da
seguinte forma:

0« M «— @S(lo,v) — EBS(er,v) 0.

2 A Multiplicidade de Intersecao

Iremos lembrar rapidamente a definicao, bem como algumas propriedades do
functor Tor.

Sejam M e N R-moédulos, onde R é um anel comutativo com unidade.
Considere a sequéncia exata proveniente de uma resolucao projetiva de M

O—M—F— P« Py« -,
onde Py, P, Py, ... sao R-mddulos projetivos. Denotemos P_; := 0.
Tensorizando a sequéncia exata com N, obtemos o complexo

O%P0®RN<—P1®RN<—P2®RN%--~



Definimos, entao

Nuc(P, ®g N — P,_1 ®g N)

T M, N .
OT ( ) Im(Pn+1®RN—>Pn®RN)

Da mesma forma que fizemos para o Ext verifica-se que esta definicao in-
depende da escolha da resolucao projetiva. Quando nao houver perigo de
confusdo escreveremos simplesmente Tor, (M, N).

Segue da exatitude da sequéncia 0 «— M ®QrN «+— PyQ@rN «— P,®r N que
Torf(M,N) = M ®g N. Prova-se ainda que Tor®?(M,N) = TorE(N, M).

Outra propriedade, é que quando R é graduado e M e N sao R-mdédulos
graduados, entdao os médulos TorZ(M, N) sio graduados.

Denotaremos por S = k[Ty, ..., T,], onde k é um corpo.

Definigao 2.1 Sejam X e Y fechados em P"(k) e seja Z3,. .., Zs as compo-
nentes irredutiveis de X NY. Definimos a multiplicidade de intersecao de X
eY em Z; por

I(X,Y, Z;) Zup (Tor(A(X), A(Y))),

onde p. = 1(Z;), A(Y) 1= S/I(Y) ¢ A(X) := S/I(X).

Observagao 2.1 Verificaremos agora que na situacao descrita no livro do
Hartshorne temos a igualdade das definigoes.

Sejam X, Y C P"(k) conjuntos algébricos, sendo X irredutivel e Y hiper-
superficie com X €Y e I(Y) = (F), onde F € S ¢ homogéneo.

Observe que a sequéncia de S-mddulos graduados
0 — S(—d) " S — S/I(Y) — 0

é exata e logo determina uma resolugao projetiva para A(Y’). Tensorizando
com A(X) obtemos o complexo

0 — AX)(=d) " A(X) — S/(I(X) + I(Y)) — 0

que é exato. De fato, dado G € A(X)(—d) tal que GF = 0 temos que
FG € I(X) que é primo. Mas sendo que X ¢ Y temos que F ¢ I(X), e
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logo, G € I(X).

Desta forma concluimos que Tor;(A(Y), A(X))) = 0 para todo i > 1 ¢
consequentemente

(XY, Z;) = pp (Toro(A(X), A(Y))) = pp (A(X)@5A(Y)) = pp (S/(I(X)+I(Y))).

3 O Teorema de Bézout
Nesta secao k denotara um corpo algebricamente fechado.

Teorema 3.1 Sejam X e Y fechados em P"(k) e seja Zy,...,Zs as compo-
nentes irredutiveis de X N'Y. Suponha que X e Y se intersectam propria-
mente, isto €, codim(Z;) = codim(X) + codim(Y"), para cada j. Entao,

D I(X,Y, Z5) - deg(Z;) = deg(X) - deg(Y)

ProvA: Pelo Fato 1.1 obtemos uma sequéncia exata de S-médulos gradu-
ados
0— A(X @SZOU co = @B S(lrgr) — O,
v
que é uma resolucao projetiva de A(X), pois, médulos livres sdo projetivos.

Tensorizando com o S -médulo A(Y'), obtemos o complexo
0— AX) ®s AY @A Vloy) & - T“@A (Ley10) < O.

Pela Observagao 1.1 concluimos a igualdade polinomial

r+1

Paxyzsam)( +Z ) Prorac)aoy(t) =Y _(=1)" Y Pagry(t+1,). (1)
=0 v

Definimos D(t) := Z:ig(—l)’ Yo Pamy(t + i)

Observe que, por hipétese, dim(Z;) = dim(X) + dim(Y) — r para cada
J, e logo dim(X NY) = dim(X) +dim(Y') —r.

Fato 3.1 O polinomio D(t) tem grau igual a dim(X NY’) e coeficiente com-
binatorio inicial igual a deg(X) - deg(Y").
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PROVA: Primeiramente escrevemos, Pay)(t) = Zb ( ; ), onde
m = dim(Y) e b,, :== deg(Y). Desta forma,
i t+liy i t+1liy
D=0 () = e s ()
A v J i Q v

Consequentemente, para cada inteiro [ > 0,
i t + li,v r+l—j
A'D(t) = Z@Z(—n > ( P ) = ijA Pyt — 1),
J 1 v J

ja que, usando a resolucao projetiva de A(X) e a aditividade do polindémio
de Hilbert concluimos que

PA(X)(t)=Z(—1)"Z ( t+l¢7,nv+7" >

i v

Denotemos por n = dimX e a, = degX.

Sel>dim(XNY)=n+m—r,entdor+Il—j>r+l—m >n = dim(X)
e portanto A'D(t) = 0. Logo degD(t) < n+m —r.

Agora, se l=n+m —r,entao r +1—j > n e éigual se e s se j = m.
Logo

A”+m_TD(t) = bmAnPA(X)(t —7) = by - an = deg(X) - deg(Y),
o que prova o fato. m

Temos que estudar agora, o lado esquerdo da igualdade (1).

Observe primeiramente que, pela propriedade universal do produto ten-
sorial

A(X) ®@s A(Y) = S/I(X) ®@s S/I(Y) = S/(I(X) + 1(Y))
segue do Teorema 1.1 que

deg(PA(X)@)SA(Y) (t)) = dzm(X N Y)
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Agora, pela Proposicao 1.3 e por hipdtese, o coeficiente combinatoério
inicial de Paix)gsa(v) (t) é

Dy, (S/I(X) + I(Y))degZ;.

onde p; = 1(Z;).

Falta analisarmos os coeficientes combinatérios de grau dim(X NY') de
Pror;acx),Axy)(t) para i > 0.

Para isto, observe que Ann(Tor;(A(X),A(Y))) 2> I(Y), ja que
Tory(A(X), A(Y)) = g Nue(d;) € @, A(Y)(lin) e I(Y) C Ann(A(Y)).

Pelo mesmo motivo Ann(Tor;(A(X), A(Y))) = Ann(Tor;(A(Y), A(X))) D
I(X). Logo

Ann(Tor;(A(X),A(Y))) 2 I(X) + I(Y).

Portanto, pelo Teorema 1.1,
degPror,(A(x),A(y)) < dim(X NY).

Se degPror,ax),arv)y < dim(X NY), entao pelo Corolario 1.1, o coefi-
ciente combinatério de grau dim(X NY') de Pror,a(x),a(v)) €

D iy (Tori A(X), A(Y))degZ;,

j& que neste caso dimZ; = dim(X NY) implica que P, nao contém

Ann(Tor;(A(X), A(Y))).

Agora se degPror,(a(x),Axvy) = dim(X NY'), entao pela Proposicao 1.3, o
coeficiente combinatério de grau dim(X NY) de Proy,(a(x),Axv)) ¢

3" p(Tor(A(X), A(Y)))degV (p).

onde p percorre os ideais primos homogéneos contendo Ann(Tor;(A(X), A(Y')))
tais que dimV (p) = dim(X NY’). Mas estas duas condigoes sobre p implicam

que p = p, para algum j.

De fato p 2 Ann(Tor;(A(X), A(Y))) 2 I(X) + I(Y) implica que p 2
I(X NY). Logo pela irredutibilidade de V(p), V(p) = V(p) N Z; C Z; para
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algum j. Portanto a afirmacao segue da igualdade das dimensoes.

Desta forma, o Corolario 1.1 nos assegura que o coeficiente combinatorio
de grau dim(X NY') de Proy,(a(x),a(v)) € igual a

Z iy (Tori(A(X), A(Y)))degZ;.

Finalmente o Teorema segue comparando os coeficientes combinatérios
de grau dim(X NY) em ambos os lados da igualdade polinomial (1). m

Observacao 3.1 Note que no caso de curvas planas projetivas, isto é, r = 2
edim(X) = dim(Y) = 1 a hipdtese do Teorema é equivalente ao fato de XNY
ser uma quantidade finita de pontos. Assim, se X = V(F)eY = V(G), onde
F e G sao polinomios homogéneos em k[Ty, T1], entao esta defini¢ao equivale
ao fato de F' e G nédo possuirem componentes em comum em k[Tp, 71].

Observacao 3.2 Uma justificativa para ver que a definicao do grau é boa,
¢ o seguinte fato. Se tomarmos Y um plano em P" de dimensao igual a
codimensao de X que intersepta X transversalmente, entao pelo Teorema de
Bézout, degX = (X NY).

Observacao 3.3 Um caso particular onde o complexo obtido na demon-
stracdo ¢é exato é quando temos X = V(F) e Y = V(G) curvas planas
projetivas, onde F' e G sao polinomios reduzidos e nao possuem fator em
comum. Neste caso, o complexo é

0 — S/(F)(—d) ™™ §/(F) — S/(F,G) — 0.

Um outro caso é o da Observacao 2.1. Mais geralmente isto esta ligado
com o complexo de Koszul ver aula do dia 14/11/2005.

12



