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Introducao

O objetivo desta monografia é o de apresentar uma demonstracao do Teo-
rema do Mergulho da Reta no Plano devido a Abhyankar-Moh.

Na literatura existem varias provas, ultilizando varias técnicas, desde &l-
gebra até topologia. A demonstracao original de S.S.Abhyankar e T.T.Moh
¢é bastante extensa e foi substancialmente simplificada por Hai-chao Chang
e Lih-chung Wang em [CW], que ultilizam basicamente teoria de interse¢ao

para curvas planas e propriedades elementares das raizes aproximadas de
Abhyankar-Moh.

Para tornar o trabalho autosuficiente, apresentamos, no Capitulo 1, um
resumo dos fatos sobre curvas planas que serao ultilizados. Estes fatos podem
ser encontrados com as suas respectivas demonstragoes em [Hf]. No Capitulo
2, apresentaremos a teoria das raizes aproximadas de Abhyankar-Moh, fun-
damental para a prova do Teorema do Mergulho da Reta que apresentaremos
aqui. No Capitulo 3, damos a prova propriamente dita do Teorema. No fi-
nal do Capitulo apresentaremos uma prova do Teorema do Epimorfismo de
Abhyankar-Moh, usando o Teorema do Mergulho.

Niter6i, Abril de 2004.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, iremos estabelecer as notagoes, bem como, apresentar os
principais resultados que sao pré-requisitos para o desenvolvimento da teoria
subseqiiente. Os fatos citados sem demonstracao encontram-se em [Hf].

1.1 Expoentes Caracteristicos

Denotaremos por C|[z,y]] e C[[t]] os anéis das séries de poténcias com
coeficientes em C e com indeterminadas z,y e t, respectivamente. Para
h € C[[z,y]] iremos chamar de curva algebrdide plana, o seguinte conjunto:

(h) ={ u.h; uel[z,y]] invertivel}.

Quando a série de poténcias h € C[[x, y]] for irredutivel, denominaremos
por ramo a curva algebréide plana (h).

Seja  f € C[[z,y]] uma série de poténcias irredutivel com
mult(f) =m > 0, tal que

mult(f(0,y)) :==n > m.

Pelo Teorema da Preparacao de Weierstrass([Hf] pag 24), podemos supor
que
flay) =y" +a(@)y" ™ + -+ an(),

onde @;(0) = 0 para todo i = 1,...,n; isto é, mult(a;) > 0. Quando f
possui estas caracteristicas dizemos que f é um pseudo-polinomio. Como f é
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irredutivel, temos, necessariamente, pelo Lema da Unitangente([Hf] pag 52),
que mult(a,) = m.

Como conseqiiéncia do Teorema de Newton-Puiseux([Hf] pdg 52), existe
o(t) € C[[t]] com mult;(p(t)) = mult,(a,(z)) = m tal que

f(tn’ So(t)) =0.

Além disso, f(t", a(t)) = 0 com a(t) € C[[t]] se, e somente se, a(t) = ¢((t)
onde ¢ é uma raiz n-ésima da unidade em C e

n=min{qg € IN;p € (D[[x%]]}
Definicao 1.1. A parametrizacao,
r = t"

y = o) = Zbiti, b, eC

¢ denominada parametriza¢io de Puiseuzx do ramo (f).

Tem-se que esta parametrizagao é primitiva, isto é, o maximo divisor co-
mum entre n e todos os i tal que b; # 0 é igual a 1.

Agora, definiremos os expoentes caracteristicos do ramo (f).
Defina,
g0 = Bo=mn

B; = min{i; 1 Z0mode;j_y e by #0},see;_1 #1
g; = mdec(gj_1,5;) = mde(fo, ..., 055).

Note que se €;_1 # 1, entao
{i; iZ0modej_y e by #0} # 0;

ja que, a parametrizacao acima é primitiva. Portanto, 3; estd bem definido.

Note que, sendo m < n, segue que 31 = m.
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E mais, ¢; divide €1 e ¢; < €;_1 para todo j > 1. Assim, existe g € IN
tal que g, = 1.

Conseqiientemente, a seqiiéncia dos 3; é crescente para j > 1 e estaciona

em (3.

Defini¢ao 1.2. Os ntumeros (f, ..., ;) sdo denominados de expoentes ca-
racteristicos do ramo (f). Definimos também, o nimero n; por:

1, se 7=0;
nj = Ej—_l, se 7€{l,...,9}
€

J
1.2 O Semigrupo de uma Curva
Dadas duas séries de poténcias g, h € C[[z, y|] tais que ¢(0,0) = h(0,0) =
0 denotaremos por I(g, h), o indice de intersecao de (g) e (h); isto é,

Cllz, y]]

I(g,h) = dim TR

como espago vetorial sobre C.

De agora em diante, (f) serd um ramo e (t", p(t)) serd uma parametrizacao
de Puiseux para este ramo.

Define-se a valorizagao vy associada a f como:

vp Cllz,yl]\ () — N
h +—— wvs(h) =mult(h(t", p(t))).

Sendo f irredutivel, segue que, para todo g € C[[z,y]] \ (f), tem-se que
I(f,9) = v(g) (vide [Hf] pag 83 Teorema 6).

Dados my, ..., m, nimeros naturais, vamos denotar por (my,...,m,), o
semigrupo de IN gerado por myq,...,m,.

Definigao 1.3. O semigrupo de valores associado ao ramo (f) é o conjunto

S(f) = {vs(h); b €Cllz, y] \ {f)} € IN.
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E mais, temos ainda que f; = m = min(S(f) \ {0}).

De fato, como v;(y) = mult(p(t)) = m, temos que m € S(f). Para
provar que m = min(S(f) \ {0}), basta observar que se h = Zaaﬂxayﬁ

pertence a C[[z, y]] \ (f), entdo "

vy(h) = mult (Z aa,gt”ago(t)f}) > rn+sm > m.
a?ﬂ

Para cada 7 = 2,..., g defina

Bi—1

Pi(t) = Z bit' ¢ G; = {€ ;¢ =1},

Note que G; é o grupo das ¢;-ésimas raizes da unidade e que

GoD G D---DG,.

Denote por € os elementos dos grupos e:

0
(;j,1
Py(t) = P;(&t).

Lema 1.1. Para cada j =2,...,g, existe f;(x,y) € C[z]][y] satisfazendo:

1) fitwy) = [ - Pim));
EE%

(2) gry(fi) = —,
€j—1
onde gr,(f;) € o grau de f; com respeito a indeterminada y.

DEMONSTRAGAO: Ver [Hf] cap 6.

Desta forma, podemos definir os inteiros:

Go=mn, se j=0
vij=< bi=m, se j=1
ve(f;), se j=2,...,¢.
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Agora, enunciaremos um resultado que relaciona os inteiros v; com os
expoentes caracteristicos e o semigrupo S(f).

Teorema 1.1. (Zariski)

(1) Para cada j =2,...,g temos que

1

LT Chg 4B (1.2.1)

V; =
J
€j-1

j_
k=1
(2) Se gry(h) <ny...n; = = entdo vr(h) € (vo, ...,vj). Em particular,
&j
S(f) = (vo,...,vg) .
(3) Para cada j=1,...,9,
g; = mdc(g;j_1,vj).
Além disso, v; € o menor elemento ndo nulo de S(f) que ndo € divisivel por
€j-1-
DEMONSTRAGAO: Vide [Hf| pag 110.
O

Segue, imediatamente, de (1.2.1) e do fato que ¢; = n;y1...nje;, para
todoj=1,...,9 e i=0,...,5—1, que

vy =(n1—Dng...nj1f1+ (ne —)ns...nj_182+ -+ (nj—1 — 1) 81 + G;.
Conseqlientemente,
v; = Ni—1Vi—1 — Bi—1 + G (1.2.2)
Como a seqiiéncia (3;), ¢ > 1, é crescente, temos que
Vig1 > N;v;. (1.2.3)

Devido a esta caracteristica S(f) é chamado de semigrupo fortemente
crescente.
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1.3 Contato entre Curvas

Sejam (f) e (h) dois ramos passando pela origem, com parametrizagoes
de Puiseux:

x =t
DYy = e = ibz-ti

’

z = t"
h) : - »
W0y = v = Yo
j=m'
Denote por
ﬁo"'Wﬁg € ﬂé?"'?ﬁ;’a
os expoentes caracteristicos de (f) e (h), respectivamente. Denote também,
S(f) = (vo,...,vy) e S(h) = <v{),...,v;,>.

Definigao 1.4. Definimos a ordem de contato O(f,h) € Q@ U {oo} entre os
ramos (f) e (h) como

O(f.h) = mamqyemult(cp(gt"/) — P(et™))

nn' ’

onde ( e € representam as raizes n-ésimas e n’-ésimas da unidade, respecti-
vamente.

Proposigao 1.1. Se By <O(f,h) < Bq“, onde ¢ > 1 e B,41 = 400, entdo
n n
0<i<qg-—1, se O(f,h):@
n & 61 A n
— =5 = = para
n % ﬁl A ﬂq

DEMONSTRAGAO: Ver [Hf] pag 144-145.
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Teorema 1.2. Se O(f,h) < &, entao I(f,h) = O(f,h)nn'. Além disso, se
n

colocarmos ng = 1, entao as condicoes abaixo sao equivalentes:

(1) Py < O(f,h) < @ZH, para algum qg=1,...,g.
n n
I(f,h) Uy nO(f,h) — 5,

2) gry(h)  mg...mg * ni...ng

DEMONSTRAGAO: Vide [Hf| pag 146.

O
Corolario 1.1. Seja ¢ > 0 um numero inteiro. Entao,
I(f, h v
O(f,h) < Py se, e somente se, (£,) <eg1—t.
n gry(h) n
Além disso,
I(f,h v
O(f, h) = & se, e somente se, M = €4 1.
n gry(h) n
DEMONSTRAGAO: Primeiramente, observe que se k,q € {1,...,9} com
k < q, entao
Ep Eq—
Vg kot < Uq il
n

Para provar este fato, basta aplicar indutivamente, a desigualdade (1.2.3)
& 1 .
e o fato que — = , para todo i € {1,...,g}.
n Ng..."Ny

Note que, a equivaléncia envolvendo a igualdade é conseqiiéncia imediata
do Teorema 1.2. Desta forma, iremos nos restringir a equivaléncia envolvendo
a desigualdade estrita.

Suponha que O(f, h) < @.
n

Se ¢ = 1, entao a desigualdade que queremos é conseqiiéncia imediata do
Teorema 1.2.
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Considere agora, o caso que ¢ > 1.

Seja k € {1,...,g} tal que % <O(f,h) < ﬁ];zrl.

Note que k < ¢, pois, caso contrario, @ < @ < O(f,h), o que contraria
n n
a hipodtese.
Pelo Teorema 1.2,
I(f,h v O(f,h)n — v — €
(f ): k n (f,h) ﬂk< k +5k+1 6k:vk+l._k'
gry(h)  no...ng_ ny...ny ng...Mg—1  Ni...N n

Agora, pela observagao inicial e pelo fato que k < ¢, segue que

](f, h) Sq_l
gry(h) =t n

](f, h) €q_1

Para finalizar, suponha que ——= < v, - —.
gry(h) n

Se O(f,h) < %, entdao O(f,h) < %, j4 que g > 1.

Bk+1

n

Considere agora, o caso que P < O(f,h) < , para algum
n

ke{l,...,q}.
Pela desigualdade acima, basta provar que k + 1 <gq.

Para isto, suponha que k + 1 > ¢, isto é, ¢ < k. Pela observagao inicial,

. Eg—1 < - Ek—1 _ Uk < (%3 + O<f7h)n_6k o I(fvh)

- )
n n ng...Mg—1 _ Ng...Nk1 ny...ny gry(h)

o que contraria a hipotese.



Capitulo 2

Raizes Aproximadas de
Abhyankar-Moh

Neste capitulo iremos definir, de forma geral, o conceito de raiz aproxi-
mada de um polinémio e demonstrar algumas de suas propriedades que nos
serao 1uteis no que segue.

2.1 Raizes Aproximadas

Seja A um anel comutativo com unidade, sem divisores de zero. Denotare-
mos por A[Y] o anel dos polinomios com coeficientes em A na indeterminada
Y. Se P € A[Y]\{0}, denotaremos por gr(P) o seu grau. Dado um polinémio
monico P € A[Y] e um numero natural r que divide gr(P), nem sempre e-
xistird uma raiz r-ésima de P em A[Y]; isto é, um @ € A[Y] tal que Q" = P.
O nosso objetivo nesta segao sera o de estudar as propriedades dos polinomios
Q € A[Y] para os quais P — Q" tem o menor grau possivel, sob algumas
condicoes.

Proposigao 2.1. Sejam P € A[Y]| monico e r um divisor natural de gr(P)
cuja tmagem em A € invertivel. Entdo existe um unico polinémio maonico
Q € A[Y] tal que:

gr(P)

gr(P - Q") < gr(P) - 2=

(2.1.1)

DEMONSTRACAO: Considere P = Y™ + o Y"1 + ... + a,, com a; € A.
n

Se @ satisfaz a desigualdade acima, entao gr(Q) = —. Sendo assim, considere
r
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Q=Y+ +a Y "1+-.-+an. Note que Q satisfaz a desigualdade acima se, e
T
: —_ _n PN . ~
somente se, os coeficientes de Y™, Y"1 ... Y™+ no polinémio P — Q" sao
todos nulos. Este ultimo fato acontece se, e somente se,

a1 = Tay
r 2
0z =ra+ (1) a3 (2.1.2)
. ’L'l ik71 n
o = rag + Zi1+2i2+'“+(k—1)ik71:k Ciyoig @1+ v - Ap_q 1<k< T
r (i1 + - +ipn)!
Onde, Ciy.igg_q — ( i1+ -+ ) ol ) | ’
1 k—1 210 o Ufe—1-

g

Corolario 2.1. Nas condi¢oes da Proposi¢ao 2.1, existe um unico polinomio
Q € A[Y] tal que gr(P — Q") é o menor possivel.

Definicao 2.1. O tnico polindmio da proposicao anterior é denotado por
V/P e chamado de r-raiz aprozimada de P.

gr(P)'

Como conseqiiéncia imediata da definicao temos que gr(ﬁ) =

Observe que, dado P =YY"+ Y™ ' + .-+, € A[Y] e n invertivel em
A, entao
VP=v+2
n

Proposicao 2.2. Se r,s € IN\ {0} tém imagens invertiveis em A e se o
produto rs divide gr(P), entio v/v/P = ~/P.
DEMONSTRACAO: Ponhamos Q = V/P e R = /Q. Observe que

gr(Q) _ gr(P)

S rs

gr(R) =
Considere S = @Q — R®. Note que:

(1) gr(S) = gr(Q - R*) < gr(Q) — 1@ _grtP) _gr(P)

S r rs

onde a primeira desigualdade segue de R = /@ e a tltima igualdade de
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Q= v/P.

Note agora que,

P-Q =P—(R+8)=P-R"-3, ( . ) SERH,

donde segue que
_ prs __ T - r k ps(r—k)
(2) P—R*=P Q+;(k)SR .

(3) gr(SFRCRY = k. gr(S)+ s(r —k)gr(R)

< k- grip> e gifsp) +os(r — k)—g’;(f)
= gr‘(P)—k-—g:n(f)
< gr@)—@,

onde a primeira desigualdade segue de (1), e a dltima desigualdade segue do
fato de k > 1.

Desta forma,

gr(P—R™) < max{gr(P —Q"),gr(S*R*"=")  com 1 <k <r}

< max{gr(P) — @,gr(f’) — %}7

onde a primeira desigualdade segue de (2) e a ultima segue de (3) e do fato

de Q = v/P.

Como P) (P)
r P r P
gr(P) - L2 < gr(p) - £
r rs
P
temos que gr(P — R™) < gr(P) — gTT(S )
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Para prosseguirmos com a teoria geral de raizes aproximadas, precisare-
mos do seguinte fato algébrico basico.
Proposigao 2.3. Dados P e Q em A[Y], monicos com gr(Q) < gr(P), e-
xiste uma unica expansao do tipo:
P =aQ +amQ +- - +a,
onde ag, ay,...,as € AlY], a; = 0 ou gr(a;) < gr(Q) para todoi € {0,...,s}.

DEMONSTRAQAO: Segue por divisao sucessiva por (), exatamente como na
representacao de um nimero natural numa determinada base.

U

Definigao 2.2. Dados P e (Q em A[Y'| monicos, denominamos por Q-ezpansao
de P a tnica expansao da proposi¢ao anterior.

Proposicao 2.4. Com a mesma notacao da proposi¢ao anterior temos que:

(1) gr(a; Q") > gr(a;Q7) sei < j;
_[ar(P)]
2= |7a)

(3) ao =1 < gr(Q)|gr(P).
E neste dltimo caso, se s for invertivel em A, a; =0 < Q = v/P

DEMONSTRACAO: Iremos nos restringir a demonstracao da segunda parte
do item (3), j& que, o restante é conseqiiéncia imediata da defini¢ao.

Primeiramente, observe que

g?"(P)‘

gr(azQ°"?) = gr(az)+ (s —2)gr(Q) < gr(Q)+(s—2)gr(Q) = gr(P) -
Sea; =0eay =1, entao

or(P Q) = gr(a@?) < gr(P) ~ 1)

o que implica que Q = v/P.
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P
Por outro lado, gr(P — Q%) < gr(P) — gr(P) implica que a; = 0; pois,
s
caso contrario,
s . gr(P gr(P
gr(P = Q) = gr(@@ ) = gr(a) + gr(P) = L) 5 gy - D)

o que é uma contradigao.

O
Definicao 2.3. Dados P, () € A[Y] monicos com gr(Q) dividindo gr(P) e
P
com s = grg Q; invertivel em A, definimos o operador de Tschirnhausen Tp
gr

do seguinte modo:
3]
TP(Q) = Q + ;7
onde a; é determinado pela (Q-expansao de P.

Denotaremos por TIJ;(Q) a iterada de 7p j-vezes aplicada a Q).
Segue direto da defini¢ao que gr(74(Q)) = gr(Q), para qualquer j € IN.

Note que se P =Y" +a, Y"1 + ...+ a, € A[Y] com n invertivel em A,
pela observacao apds a Definicao 2.1, temos que

A igualdade acima se generaliza, conforme podemos ver no seguinte re-
sultado.

Proposicgao 2.5. Sejam P € A[Y] ménico e r um nimero natural, invertivel

P
em A tal que r|gr(P). Entao para todo Q € A[Y] ménico com gr(Q) = gr(P)
r
temos que
. P
™Hh(Q) = VP sej = g?’i )
e - _gr(P)
DEMONSTRAGAO: Sejam () € A[Y] monico com gr(Q) = e
T

P=Q +aQ '+ +a,
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a (Q-expansao de P.

Se a; = 0 entdo, 7p(Q)) = @ e pela proposi¢ao anterior () é uma r-raiz

aproximada de P. Logo, para j = @, temos que

Q) =Q=VP.
Suponha agora que a; # 0. Considere,
P = Q)+ (Th(Q) " + -+l com gr(a”) < gr(Q),
a 75(Q)-expansio de P.

(1)

§” =0ougr(a;’) < gr(ay).

Note que basta provarmos que a

De fato, por iteracao, teremos, necessariamente, agj) = 0 para
gr(P)

j= T(Z gr(a) +1).

Provaremos agora que se agl) # 0 entao, gr(agl)) < gr(ay).

Primeiramente, observe que

T T k,
(1) P-7p(Q)" = ;%Qrk - Z ( Z, ) %ka-

k=2

Com efeito, isto segue imediatamente das igualdades:

P = Q +aQ ™" + ) aQ"
k=2
r k
_ T r ﬂ r—1 r ﬁ r—k
= Q + (1) ~Q +;(/@>er +
- r—k - r a]f r—k
k=2 k=2

_ ﬂr - r—k _ - r a_lf r—k
= @+ )y Q- )G
k=1

k=2
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(2) gr(ax@Q %) < (r —1)gr(Q), para k > 2.

Com efeito,
gr(aQ ) = gr(a) + gr(Q"")
< gr(Q) + (r —k)gr(Q)
< gr(Q) + (r — 2)gr(Q)
= (r—1)gr(Q).
(3) gr(aiQ" M) <k - gr(Q) + (r —k)gr(Q) =1 gr(Q).
Para cada k € {2,...,7} vamos escrever a 7p(Q)-expansio de a,Q"~* e
de afQr k.

aQ ™ = &7 (p(Q)F +d (@) o df)

e
Q7 = 2 (rp(@Q)* + o (rp(@) T 4+,
onde
~ [gr(a.QF) ~ [gr(@iQm ") ®)y _ gr(P) k) _ gr(P)
N b o ARG R R R

Note que, por (2) e (3) segue que
SkST—2 e tkST—l.
Portanto, por (1) e pela unicidade da 7p(Q)-expansao de P, temos que
(1) P
' == > ( k ) ke
tr=r—1

Desta forma, basta provar que gr(cék)) < gr(ay), paratodo k € {2,...,r}
tal que tp =r — 1.

Para isto, observe que, como gr(a¥Q"—*) = gr(c(()k)Tp(Q)tk), temos que
k r—
gr(cy”) = gr(@fQ) — (r = Dgr(7p(Q),

para todo k € {2,...,r} tal que t, =r — 1.
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Logo,
gr(cy”) = k- griam) + gr(Q) — k-gr(Q).
Agora, como gr(a;) < gr(Q) e k > 2, temos que
(k—=2)-gr(a) < (k—2)-gr(Q);
isto é,
k-gr(ai)+gr(Q) —k-gr(Q) < 2gr(a1) — gr(Q) < 2gr(a1) —gr(ar) = gr(a1),
(k)

donde concluimos que gr(cy’) < gr(ay).

i

Lema 2.1. Seja P=Y" 4+, Y" ' +---+a, € A[Xy,..., X,,][Y] com grau
totaln e seja r um divisor de n invertivel em A. Entdo, o grau total da r-raiz

. . n
aproximada de P € —.
r

DEMONSTRAGAO: J& vimos que a r-raiz aproximada de P é dada por
Yr+a Y5 4 +ax,

com
_ i1 Th—1
ap = rag + E Ciyoriify_1G1 « - Q1 ,

1142504+ (k—1)ig_1=k

n
para todo 1 < k < —, onde
r

. B r (i1 + -+ ip—1)!
etk (S RIS Y A ’Ll' ce ik_ll ’

Para provar o lema, basta provar que gr(ax) < k, para todo k. Faremos
isto por indugao em k.

Para k = 1, temos que ay = ray; logo gr(a;) = gr(a;) < 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro até k —1 € {1,..., n 1}. Pela
r

formula acima, segue que,

gr(ay) < max{gr(ak),gr(a? .. .azcjll), ih+ 2ip -+ (k= 1)igp_ = k}.
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Note que gr(ax) < k e que

gr(ai1 .. .a;f_‘f) ingr(ay) + -+ ig_197(ag_1)
iy + 2ip+ -+ (k= 1)ig_

k,

A I

pela hipétese de indugao. Portanto, gr(ax) < k.
]

Um argumento idéntico ao usado acima permite provar o seguinte resul-
tado:

Lema 2.2. Sejam P =Y" + Y™ ' + - + a,, € A[[Xy, ..., X]|[Y] com
mult(cy;) > i (respectivamente, mult(cy;) > 1) para todo i € {1,...,n} e
r divisor de n invertivel em A. Entdo, se Q =Y 7 +a; Y7 L4+ + az €
uma r-raiz aproximada de P | tem-se que mult(a;) > 1 (respectivamente,

mult(a;) > 1) para todo i € {1,..., E}
r
Dai segue imediatamente o seguinte corolario:
Corolério 2.2. Sejam P =Y"+a,Y" '+t a, € A[Xy,..., X,,][Y] com

a; homogéneo de grau i, ¥V i € {1,...,n} e r divisor de n invertivel em A.

n n__ s . . ~ P

SeQ=Yr+a Y "1 4+ +an éumar-raiz aprozimada de P , entdo a; é
s

homogéneo de grau i, Vi € {1,..., 2}.
r

2.2 Aplicacao as Curvas Algebréides
A partir de agora, iremos considerar
=YY"+ (X)Y" 4+ o, (X) €eC[[X]]]Y]
monico, irredutivel com «a4(0) = -+ = «,(0) = 0.

O semigrupo do ramo (f) serd denotado por S(f) = (vy,...,v,), onde g
é o género de S(f).
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Os expoentes caracteristicos de (f) serdo denotados por f,..., 03, e os
inteiros €1, ..., €, serao como definidos no capitulo 1.

Observe que, dada a expressao de f, tem-se, pelo fato de a;(0) = 0 para
todo i, que
I(f,X)=1(Y",X) =n,
onde I(f,h) representa a multiplicidade de intersegao das curvas f e h no

ponto (0, 0).

Se h € C[[X]][Y], denotaremos por gr(h) o grau de h em Y e s6 iremos
distingui-lo quando houver possibilidade de confusao.

Definigao 2.4. Um polinoémio ¢, € C[[X]][Y] serd dito k-semiraiz de f
quando g for moénico, gr(gy) = L I(f,qr) = vks1-
€k

Observe que, pelo Lema 1.1, k-semiraizes existem.

Vamos, a seguir, provar um lema técnico que sera 1til na demonstragao
de alguns resultados posteriores.

Lema 2.3. Seja q¢ uma k-semiraiz de f, e sejam € e h polinomios em
C[[X]][Y] com gr(€), gr(h) < - FEntao,
€k

I(f.tq") # I(f, he’)

. . . €
para todo i,5 € {0, ..., ngy1}, comi # j, onde ngyy = —k
Ek+1

DEMONSTRACAO: Primeiramente, observe que, pelo Teorema 1.1, se
g?"(f),g?“(h) < ga entao I(f7€)7 I(f7 h) S <U07 s 7Uk>‘ LOgO I(f’ Z) € ](fa h)
k

sao divisiveis por &.
Agora, se existissem 0 < i < j < nyyq tais que I(f, lq") = I(f, h¢’), entao

(= Dok = (G =) I(f,¢) = I(f,0) = I(f, h)

seria divisivel por &y.



2.2.  APLICACAO AS CURVAS ALGEBROIDES 19

Portanto, (j — 7)vg41 = A&k e, conseqiientemente,

. A Uk+1 €k
(j — z)— = A\—— = A\Ngy1.
Ek+1 Ek+1
Vk+1 - .
Como €11 = mdc(vk+1,5k), segue que —— € Ny sao relativamente
Ek+1

primos. Desta forma, ny1|(j —17), o que é um absurdo, pois 0 < j—i < ng.
]

Proposigao 2.6. Seja ¢ € C[[X]][Y] ménico com gr(f) = o
k
I(f,0) > ngvg. Se h € uma (k — 1)-semiraiz de f entao 1¢(h) € uma

(k —1)-semiraiz de f.

DEMONSTRAGAO: Por hipétese, gr(f) = % e gr(h) = % Assim, pode-
mos escrever a h-expansao de £ como
(=h"+ah™ .. +a,,
onde gr(a;) < gr(h). Conseqiientemente, 7(h) = h + Z—;.
Observe que basta provar que I(f, h) < I(f,ay).
De fato, caso isto ocorresse, terfamos que gr(r,(h)) = % e

I(f? Tf(h)) = mln{](f’ h)vl(fv al)} = I(fa h) = V.

Vamos agora, provar que I(f,h) < I(f,ay).

Pelo lema anterior, temos que I(f,a;h™ ) # I(f, a;h™ ") para todo
i,j€{1,...,ng}, com i # j.

Assim,

I(f, 0= h™) = min {I(f,a;h™ ")} < I(f,ah™ "),

1<i<ny

Por hipétese, I(f,€) > ngve = I(f, ™), logo I(f, ¢ — k") = I(f, h™).
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Portanto, concluimos destes dois fatos que
mI(foh) < I(f,aih™ ") = I(f, a1) + (n = DI(f, h),

donde I(f,h) < I(f, a1).

Por outro lado, como gr(a;) < gr(h) = L, segue do Teorema 1.1 que
k-1
I(f,a1) € (vo,...,V5_1).
Entado, para concluir que I(f,aq) # I(f,h), basta observar que
I(f,h) = v & (vo,...,v5_1). Logo, I(f,h) <I(f, a).
U

Como conseqiiéncia direta desta proposigao e do fato de S(f) ser forte-
mente crescente temos o seguinte corolario.

Corolario 2.3. Se { € uma k-semiraiz de f e h é uma (k — 1)-semiraiz de f

entao T(h) € uma (k — 1)-semiraiz de f.

Proposicao 2.7. Seja { € C[[X]][Y] monico com gr(¢) = ; Suponha que
k

I(f,0) > nyvg. Entdo, I(f, "/0) = v.

DEMONSTRAGAO: Considere h € C[[X]][Y] uma (k—1)-semiraiz de f. Lem-
bre que h existe, vide Lema 1.1 e definicao do vy.

Note que gr(m(h)) = gr(h) = o Logo, pela proposigao anterior,

k-1
I(f,7e(h)) = v
Indutivamente, concluimos que I(f,7;(h)) = v para todo i € IN.

Em particular, temos pela Proposicao 2.5 que

(2

I(f, W0 = I(f,7, ™ () = .
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2.2.1 Uma Importante Caracterizacao

Nesta secao apresentaremos o teorema mais importante deste capitulo
que é uma generalizagao de um resultado que caracteriza algumas das raizes

aproximadas de uma curva algebroide e é devido a J.Gwozdziewicz e A.Ploski
[GP].

I(f,h) _ ep—otp—

Lema 2.4. Seja h € C[[X]][Y] ménico e irredutivel. Se > ,
gr(h) n

com 1<k <g+1, entio gr(h) =0 mod——.
€k—1

n
Além disso, se gr(h) = —, entdo
€k—1

S(h) = <__>
Ek—1 Ek—1
Bo Br—1

e os expoentes caracteristicos de (h) sdo e
Ek—1 €k—1

DEMONSTRAGAO:  Sejam (3, ..., 3, os expoentes caracterfsticos de (h)
(B = gr(h) :==n).

Note que, pelo Corolario 1.1,

ﬁk—l
O(f.h) > ==,

implica que

I(f,h) Ek—2Vk—1
gr(h) ~ n

Desta forma, pela Proposicao 1.1, segue que

) /
@:—ZI paratodo i =0,....,k—1 e k—1<g.
n

n
Como g1 = mdc(fy, - .., Bk—1), temos que existem ay, . . ., ax_1 € Z tais
k-1
que €51 = g a;(3;. Portanto,
i=0
k—1
/ /
L E (aifBin),
i=0

n
o que implica que, gr(h) =n' =0 mod—.
€k—1
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n

Por outro lado, se n’ = ——, entdo, novamente pela Proposicao 1.1,
€k
vn/ v; o
segue que v; = — = —— para todo i = 0,...,k — 1. Conseqiientemente,
n k-1
mde(vy, ..., v,_q) = 1.
v (.
Assim, ¢ = k — 1 e, portanto, S(h) = <—0, cee £> .
€k-1 €k-1

O

Teorema 2.1. Seja h € C[[X]|[Y] modnico tal que gr(h) = EL. FEntao,
k-1
I(f,h) < vy (onde vy = 00). Se I(f,h) > np_1vx_1, entdo h € irredutivel,

S(h) = <__>
k—1 Ek—1
Bo Or—1

e os expoentes caracteristicos de (h) sdo .
€k—1 €k—1

DEMONSTRAGAO: (1°) Escreva h = hy ... hg com h; € C[[X]][Y] irredutiveis.
Se k= g+ 1 entao v, = oo, logo, I(f,h) < vg.

Se k < g entao
I(f, hi) < €k—1Vk

gr(hi) = n ’
paratodoi=1,...,s.
I(f, h; - .
De fato, se para algum i € {1, ..., s} tivéssemos (7, i) > Sk 1Uk entao,
gr(h;) n
pelo lema anterior,
I(f,h) =0 mod—. (2)

€k

Como h é moénico e h; é irredutivel temos que gr(h;) # 0. Entao, por (2),

segue que
n n
—_ >

gr hz > )
( ) Ek k-1
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ja que, €51 > €.

Mas esta desigualdade é um absurdo, pois, gr(h;) < gr(h) = L
Ek—1
Portanto,

s

I(f,0) = S I(f.he) < Z 6’“;”‘“ cgr(hy) < 6’“;1“”“  gr(R) = v,

=1 =1

onde a primeira desigualdade segue de (1).

(2°) Suponha que I(f,h) > ng_1vg_1.

I(f,h; Uk
Afirmamos, que existe algum j € {1,...,s} tal que (£, 1) 5 Ee2Uk-1
gr(hy) n
I(f, hi) < Ek—2Vk—1

gr(hi)

Caso contrario, se , para todo ¢ = 1,...,s, terlamos

que

n .5k—1

i i Er—9oVk_ E_oUVE_ n
[<f7h)zzl(fahz) Sz%gr(h’l) :M — = Nk V-1,
=1 =1

o que é uma contradigao.

. n . . C A
Pelo lema anterior, gr(h;) = 0 mod——, para o valor de j cuja existéncia
Ek—1
provamos acima.

Como gr(h;) < gr(h) = e gr(h;) # 0 segue que
Ek—1
5k71’
logo gr(h;) = 0 para todo i # j; isto é, h; é invertivel em C[[X]][Y] para todo
i

Concluimos entao que

(a) h=h;jp, onde p é invertivel em C[[X]][Y]. Logo h é irredutivel, j&
que, hj o é.
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(b)  Como, para todo ¢ € C[[X]|[Y]\ (h), I(q,h) = I(q,h;p) = I(q, h;)
(pois p é invertivel), segue que

5000 = () = (2, B2,

) b
€k—1 Ek—1

onde a segunda igualdade segue do lema anterior.

(¢) Usando a equacao (1.2.2) recursivamente, segue, da ultima igual-
dade acima, que os expoentes caracteristicos de h (que sdo os mesmos que
- o Br-1
os de h;) sdo e )
€k—1 €k—1

2.2.2 Conseqiiéncias desta Caracterizacao

Primeiramente, iremos exibir uma importante caracterizacao de algumas
raizes aproximadas de uma curva algebréide.

Definicao 2.5. f;, := %/f, serdao chamadas de raizes aprozimadas carac-
teristicas, ou simplesmente de, raizes caracteristicas de f.

Teorema 2.2. Seja f € C[[X]][Y] um pseudo-polindmio, monico, irredutivel
com gr(f) =n. As sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(1) gr(fx) = g e I(f, fr) = vks1 (isto €, fr € uma k-semiraiz de f).
k

v v
(2) fr € irredutivel, S(fx) = <—0, e —k> e 0s expoentes caracteristicos
Ek Ek
de (fx) sdo @,...,&.
Ek Ek

DEMONSTRAGAO: (1) Pela definigao de f;, segue que gr(fy) = n
€k
Provaremos agora, que I(f, fx) = vg41, por descida em k.

Se k = g entao ¢, = 1; logo, fr = [ e, conseqiientemente,
I(f, fr) = 00 = Vk41.
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Suponha que I(f, fx) = vgs1, para algum, 1 < k < g. Pelo fato da
seqiiéncia S(f) ser fortemente crescente temos que

I(f, fx) = Vg1 > ngg.

Logo, pela Proposigao 2.7, I(f, "/ fi) = vg. Como

=" = "F == fim,
segue que I(f, fr-1) = v

(2) Este item é conseqiiéncia direta do Teorema 2.1, levando em conta o

n
fato de que gr(fy) = - ¢ I(f, fr) = Vg1 > ngvp,.
k

Corolario 2.4. Para todo k € {0,...,q}, O(f, fx) = ﬁl;;ll

DEMONSTRAGAO: Pelo teorema anterior,

B
I(f, fr) _ Ukt Ukl Ukl I n knﬂ — Brs1
gr(fr) % L ng---Ng Ny Ny

Entao, pelo Teorema 1.2, O(f, fi) = ﬂk“.
n
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Note que podemos calcular recursivamente os expoentes caracteristicos
dos (fx) como se segue:

al(X)

(1) Ponha fy =Y + e defina ¢y = n;

(2) Suponha que f foi calculado.

Ponha vgy1 = I(f, fx). Se fi foi calculado conhecemos &,.

Ponha ey,1 = mdc(eg, vpy1). Se €41 = 1 pare.

Caso contrario;

(3) Calcule fy11 = “*+/f e repita o item (2).

Calculado S(f), podemos calcular os expoentes caracteristicos de (f) pela

equagao (1.2.2). A partir dai, basta usar o item (2) do Teorema 2.2, para
calcular os expoentes caracteristicos de (fy).

Corolario 2.5. Todo h € C[[X]][Y] pode ser escrito de forma tnica como

uma soma finita
— E . o flo . fig
h = Qiy,..., 1940 g
i

(OPEEES) ig

h
onde 0 < 14 < {gr—()],ogik<nk+1 para todo 0 < k < g—1 e os coefi-

gr(f)

cientes o, 4, sdo elementos de C[[X]]. Além disso,

(1) O grau em Y de quaisquer dois elementos distintos desta soma sio
distintos.

(2) As multiplicidades em T dos termos

ity (T o (T (D)) -+ fyma (T, p(T) )

sao todas distintos, onde (T™, p(T)) € uma parametrizagao de Puiseux para

(f)-
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DEMONSTRAGAO: Provaremos uma formulacao mais geral deste coroldrio,
ou seja, com g k-semiraiz qualquer de f ao invés de f.

Considere a gg-expansao de h:

h = Z Qi quga

0siy<| ]

onde o, € C[[X]][Y] e gr(as,) < gr(qy) = n.

Considere agora, a (gy—1)-expansao de «;,, para cada ig:

— . . tg,g—1
Qi = 2 : Qigg_1igdg—1 >

0<ig,g—1< |:g‘?r‘7;(qzi_gl)):|
n
Onde Oéig,g—l’ig GCD[[X]][Y] € gr(aig,g—lig) < gr(‘]gfl) = 6_1
g—

Note que gr(a;,) < LA gr(qg—1) = n implicam que,
€ €

g g-—1

=N

FRONpES

gr(gg—1) Eg -

Assim,
— tg,g—1 i
h = 2 : Qigg-1igTg—1 qgg
ig,9—15ig
gr(h)
gr(dy)
Com o objetivo de aliviar as notacoes, iremos cometer um certo abuso ao

identificarmos 4441 com ¢,_1. Da mesma forma, indentificaremos os indices
que aparecem no decorrer desta construcao.

comogigg[ }eogig,g_1<ng.

Procedendo de forma analoga obtemos,

h = Z Qg 1,40, - - 4

§0yennrig
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< ;< Njt

com gr(c,..i,) < gr(q) = ; = 1 (isto ¢, ay,..i, € C[[X]]

); 0
para todo j € {0,...,g— 1} e 0 < iy < [5:((;9] { E;ﬂ

Vamos provar agora que para esta decomposicao vale (1).

Caso contrério, se existissem (io,...,i5) # (jo,...,Jy) tais que

gr(aiomigqéo g = gr(&jomqugo ...q)), terfamos que,
g n g g g n
Ziz— = Zilgr((ﬂ) = ZjlgT(Ql) = Zjl_
-0 U = 1=0 Y

Defina D = { k€ {0,...,9}; ix # jr} e tome p = max{k € D}. Sem
perda de generalidade, podemos supor que 4, < jj .

Pela igualdade acima, segue que

> (G —Jk)g— = (Jp — Zp)g— Z =
keD\{p} g PP
pois (jp —ip) > 1.
Como iy, jp < ngi1, para todo k =0, ..., g temos que
0 < |ix = Ji| < Mgy — 1.
Assim,
n ) on
= < Z (Zk_]k:)g_ < Z |Zk—Jk|— Z|@k—Jk|—
P keD\(p} ¥ keD\(p)
vl n YL ¢ n 21 on n n
<S - D)= =S (L =N =21
o €k o Ck+1 €k o R+l Ek €p

o que é um absurdo.

Vamos agora provar a unicidade da escrita.
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Basta observar que dado Z fyio.,,igqéo e ;9 = 0, temos por (1) que os

§0,-emrlg
graus em Y dos termos deste somatério sao distintos. Logo, cada um destes
termos ¢é zero, isto ¢, 7;,..;, = 0 (j& que qo, ..., gy sd0 nao nulos).

Finalmente, provaremos (2).

Para cada k =0,...,g,

vr(ge(T", (1)) = I(f; @) = vkt1.

Logo,
vr (i, (T™)ao(T", 9(T)) ... gy 1 (T, p(T))'s )
¢é igual a
g-1 g—1
0 (@i, (T") + D invr (@l T, 9(T))) = vx(Qig.iJn+ Y invicss
k=0 k=0
g—1
= Z Ik Vk 41,
k=-1

onde estamos definindo i_; = UX(aiO.,,ig).

g—1 g—1
Suponha que E IUky1 = E JkVUk+1 com (i_q,...,i,_1) diferente de
k=—1 k=—1

(j*l? cee 7jg71)'

Defina agora D = { k€ {—1,...,9 — 1} ; ix # jr} e tome p o maior ele-
mento de D. Sem perda de generalidade, podemos supor que ¢, < j, .

Observe que, se apenas i_1 # j_1, entao

g—1 g—1
E 1k V41 7 g JkUk+1-
k=1 k=1

Conseqiientemente, p > —1, e, pela igualdade acima, segue que

p—1

Up = ip)p1 = Y (iaVrs1 — Jskr1) = D (kVks1 = Jrks)-
KED\(p} —



30 CAPITULO 2. RAIZES APROXIMADAS DE ABHYANKAR-MOH

Agora, como ¢, = mdc(v,...,v,) temos, pela igualdade acima, que
p|(Jp — ip)vpt1. Conseqilentemente,

Ep

. .\ Up+1
)‘:(jp_zp) & )

np-l—l)\ =
Ep+1 Ep+1

para algum \ € Z.

Up+1

Como e,41 = mdc(ep, vpr1) segue que nyiq € sao relativamente pri-
5
p+1

mos. Portanto, pela ultima igualdade, n,.1|(j, — i,) 0 que contradiz o fato
de 0 < jp — ip < Npp1.

0



Capitulo 3

O Teorema Principal

Neste capitulo, iremos apresentar uma importante aplicacao da teoria
desenvolvida no capitulo dois. Demonstraremos o famoso Teorema do Mer-
gulho da reta devido a S.S. Abhyankar e T.T. Moh. A demonstragao original
bem como as subseqiientes sao bastante complicadas. A demonstracao que
apresentaremos, devida a Hai-chao Chang e Lih-chung Wang [CW], é uma
simplificacao substancial da prova e s ultiliza propriedades de indice de in-
tersecao juntamente com as nogoes sobre raizes aproximadas desenvolvidas
anteriormente.

Na verdade, existem dois enunciados equivalentes para o teorema, a saber,

Teorema 3.1. (Mergulho da Reta) Se f(z,y) = 0 define um mergulho
da reta afim € em @2, entdo existe um polinomio g(x,y) € Clx,y] tal que
a aplicagao,

€ um isomorfismo.

Teorema 3.2. (Epimorfismo) Se ¢ : Clz,y] — CJt] € um epimorfismo,
entdao gr(vy(z)) divide gr(¢¥(y)); ou vice-versa.

Entretanto, iremos nos restringir a verificacao de que ambos os teoremas
sao verdadeiros.

31
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3.1 O Teorema do Mergulho da Reta

Definicao 3.1. Seja h : A — B uma aplicagao regular entre duas varieda-
des afins. Diremos que h é um mergulho quando h induz um isomorfismo de
A sobre uma subvariedade de B.

Isto se traduz do seguinte modo: Existe um ideal primo J de I'(B), onde
['(B) é o anel das funcoes regulares sobre B, tal que h : A — V(J); ou seja,
h induz uma sobrejegao h* de I'(B) sobre I'(A).

[(A) =—T(B)/J =T(V(J))

Em particular,

¢ um mergulho se, e somente se,
¢* : (D[ya Z] — C
y o ()
for sobrejetiva, ja que T'(A') ~C[t] e T'(A?) ~Cly, z].

Tem-se que todo mergulho da reta no plano é um mergulho do ponto de
vista diferencial.

De fato, 1 é injetora: suponha que

(¥1 (1), ¢a(t)) = (a (), ().

Como v* é sobrejetora, existe g(x,y) tal que

g1 (t),a(t)) ==V g(z,y) =t.

Portanto,

t = g(¥(t),1a(t) = g(hr(t)), ¥a(t)) = 1.
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Por outro lado,
1 = dt = go.pi(t) + g,-15(1)

e portanto

dyp / /
L= (i), v4(1)

nao se anula em nenhum ponto ¢t € A®.

Ainda, neste caso, como V(J) = 1(A') é uma variedade afim em A?, que
nao é um conjunto finito e é diferente de vazio, temos que J = (f) para
algum f € Cly, z| irredutivel.

Podemos ainda supor, a menos de mudanca de coordenadas em A2, que

¥(0) = (0,0).
Denotemos por:
Pi(t) = apt”" + -+ art, Po(t) =but™ + -+ bit e n=gr(f),

onde gr(f) é o grau total do polinémio f.

Note que, se gr(f) = 1 entao o teorema é trivial. Portanto, iremos con-
siderar apenas o caso em que gr(f) > 1.

Iremos supor, também, que r < m; pois, caso r = m, se tomarmos o

isomorfismo
T:(D[yv Z] - (D[y,Z]
y oy — iz
z oz
teremos que a aplicacao ¥* oT' continuarad sendo sobrejetiva e passara a pos-

suir a propriedade que desejamos.

Observe que, ¥ induz uma aplicagao injetiva,

De fato, basta observar que 772} leva A! injetivamente em pontos a distancia
finita; ou seja, o plano Y-Z. Observe que, com a nossa escolha de coordenadas,
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em IP?, a reta no infinito é X = 0.

Note que Im(¢p)) = {(X : Y : Z) € P?>; F(X:Y : Z) =0} onde F é a
homogenizacao de f.

De fato, tomando coordenadas homogéneas (¢ : s) em IP* temos que,
t t m T m—T m—1 m m—1
(1:@/}1(;):@02(;)):(3 capt" s - agts Dot A byts™ ).

Fazendo s = 0 e t = 1 temos que a curva F' s6 toca a reta no infinito no
ponto (0:0:b,,)=(0:0:1).

Note que F' é analiticamente irredutivel no ponto (0 : 0 : 1), pois se ocor-
resse o contrario, I’ iria possuir dois ramos passando por este ponto, o que
nao ocorre dado que a aplicagao v é injetiva.

Pelo fato de ¢* ser sobrejetiva, podemos garantir que existe h € Cly, 2]
tal que h(v1(t),12(t)) = t, o que implica que

I<H7 F)(I:O:O) = 17
onde H é a homogenizacao de h.

Como,

L<gr(H)gr(F)= Y IHF),=1+ Y I(HF),

peHNF peHNF\{(1:0:0)}

temos que existe um outro ponto de intersecao de H com F.

Por outro lado, a distancia finita, H e I s6 se cortam em (1 : 0 : 0).
Como F' possui um tnico ponto no infinito, temos que F' e H s6 se cortam
em mais um ponto, a saber (0: 0 : 1). Portanto,

I(F, H)o:01) = gr(H).gr(F) — 1.
Vamos estabelecer a seguinte notacao:

[(F7 H) = [(F(%?/, 1)7H($;y, 1))(0:0:1);
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isto é, o indice de intersecao entre F' e H no infinito.

Observe que V(F)NV(X) = {(0:0:1)}. Logo, pelo teorema de Bézout,
I(F, X)=n.
Sem perda de generalidade, segue da iltima igualdade que,
F=Y"4+XF,.

Dividindo H por F como polinomios em Y podemos supor que
gry(H) < n.

Lema 3.1. Nas condicoes acima, temos que,
ny...ng_1 < gry(H) <n.

DEMONSTRAGAO: Suponha que gry(H) < nj...ngq. Do fato de
gry(H(x,y,1)) = gry(H), terfamos pelo Teorema 1.1 que

I(H,F) S <UQ,...,U9_1>.

Sendo €,_1 = mdc(vo,...,v4-1), temos que, €,_1|I(H, F). Por outro lado,
como ¢,_1|n segue da igualdade I(F, H) = gr(F').gr(H) — 1 que €,_1|1. Ab-
surdo, pois €41 > 1.

i

Seja Fy,_1(X,Y,Z) a ¢,_1-raiz aproximada de F(X,Y,Z) em C[X, Z][Y].
Como F(X,Y,Z) =Y"+ (X, 2)Y" ' + -+ + a,(X, Z), com gr(o;) = i,
n

segue do Lema 2.1 e do Corolério 2.2 que F,_; é homogéneo de grau —;
Eg—1

isto 6, F, 1(X,Y,Z) = Y% + ay(X,Z)Y %1 "+ +a_n (X,Z), com

€g—1
gr(a;) = 1.

Note que,

Fb*l(xayal) = ygj%I +'a1<x71))/gj%f_l'+""_%‘1 2 CE71>
n n g-1
Fg—l(laya Z) = yfgj +a1(1’z)yag71 1+"'+6L z (172)7

g—1
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onde a;(x,1) e a;(1, z) satisfazem as Equagoes (2.1.2) .

Assim, F,_q(z,y,1) é a ¢,_1—raiz aproximada de F'(z,y,1) e F,_1(1,y, 2)
é a €,_1—raiz aproximada de F'(1,y, z) = f(y, 2).

Lema 3.2. Temos que, vy < . n=gr(Fy_1)-gr(F).
8971

DEMONSTRACAO: De fato,

n
vy =IF, 0 F) < Y0 I(Fp, Py = gr(Fy) -gr(F) = — .
pE(Fg—1NF) g—1

Por outro lado, se v, = - m, entao terfamos que e,_1|vy, pelo fato

Eg—1

g
de g4-1|n. Mas isto implicaria que €, = mdc(vg, £4-1) = €4, 0 que é um
absurdo.

g

Lema 3.3. Seja H = hngS_1 + hs_lF;__ll + -+ hy a Fy_1-expansao de H
em C[X, Z][Y]. As seguintes condi¢des sao satisfeitas:

(1) I(H,F) =1(MmF,_1,F) , I(h,F) = gr(hy) - gr(F) e

vy =I1(Fy_1,F) = -n—1;

€g—1

(2) h; =0, Vi>2;

(3) I(ho, F') = gr(hg) - gr(F) = gr(H) - gr(F) ou hy = 0.
DEMONSTRAGAO: Note que, como H e F,_; sdo homogéneos, temos que
todas as parcelas desta expansao sao polindomios homogéneos de grau igual
a gr(H). Recorde que, por definigao,

_ [ gry(H) }

QTY(Fg—l)
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n
Como gry(H) <mn e gry(Fy,_1) = ——, segue que s < £,_1 = n.
Eg—1

Da desigualdade, gry (h;) < gry(F,—1) = n
€g—1

I(h;,F) € (vg,...,v4-1), para todo i € {0,...,s}.

, segue que

Pelo Lema 2.3, segue também que I(h;F?_|, F) # I(th;_l, F') para todo

g
i # j,ondei,j € {0,...,s}. Desta forma,

I(H,F) =mino<i<s {I(hiF,_y, F)} = I(hFy_, F),
para algum k € {0,...,s}.

Se k = 0 entao I(H,F) = I(ho, F) € (vo,...,v4-1). Assim, do mesmo
modo que procedemos no Lema 3.1, terfamos que ,_1|/(H, F), o que é um
absurdo. Portanto , £ > 1.

Note que,
gr(H)m—1=I1(H,F) = I(hg, F)+ kv, < I(h;, F)+ivy < gr(H).n (3.1.1)

para todo i # k com i, k € {0,...,s}, onde a tltima desigualdade decorre do
teorema de Bézout e do fato de que gr(h;F,_,) = gr(H).

Feitas estas observacgoes preliminares, vamos provar o Lema.
Para provar a primeira igualdade do item (1), basta provar que k = 1.

Caso k fosse maior do que 1, terfamos por (3.1.1) que
gr(H) - n—1<I(h,F)+v, <gr(H)-n

o que implica que,
I(h,F)+v,=gr(H)-n.

Como g, divide I(hq, F') e n, temos que £,_1|v, e conseqiientemente
£g-1 = mdc(eg_1,v4) = &g,

o que é um absurdo.
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Para provar a segunda igualdade do item (1), basta provar que
gr(hy) - gr(F) —1 < I(hy, F), ja que, I(hy, F) < gr(hy) - gr(F). Primeiro
observe que do Lema 3.2 decorre que

gr(H) o=\ = (H.F) = (b, ) + 0y < 1, ) + " o
€g—1
o que implica que,

n

I(h,F)>gr(H) -n—

-n— 1.
€g—1

Por outro lado, como gr(h1F,_1) = gr(H), segue que gr(hy) +gr(F,—1) =
gr(H), o que implica que,

gr(hy)-n = gr(H)-n — —

-n;
€g-1

isto é, I(hy, F') > gr(hy) - gr(F) — 1.

Ja a terceira igualdade do item (1) decorre diretamente da seguinte igual-

dade:

gr(H)-n—1=I(H,F) = I(h, F) + vy = gr(hi) - gr(F) + v,
:gr(H)-n—n-L+v9.
€g—1

Vamos agora para a demonstracao do item (2).
Se para algum ¢ > 1, h; # 0 entdo por (3.1.1) segue que,

gr(H) -n=I(hi, F)+i-vy=I(hi, F)+i-n-—— —i.
€g,1

Como ¢,_; divide n e I(h;, F'), segue que ¢, divide 4, o que é um ab-
surdo pois, 0 <i < s < g4_;.

Para finalizar o lema, se hy # 0, entao I(ho, F') = gr(H) - n = gr(ho) - n,
onde a primeira igualdade segue de (3.1.1).

4
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Note que [(F,_1,X) = L
€g—1

Observacoes :

(1) Como I(Fy_1,F) =1, < -n:I(bXag%l,F),temos que,

€g—1
I(F,_y —bX% 1, F) =,

(2) I<Fg—1_bng%l7Xn) = nI(Fg_l—bng%l’X)

n-1(Fy_1, X)
n

= n-—’

€g—1

para qualquer b € C.

Lema 3.4. F, 4(z,y,1) — bao1 € analiticamente irredutivel em (0:0:1),
para qualquer b € €.

DEMONSTRAGAO: Segue direto da observacao (1) e do fato que v, é um
dos geradores minimos do semigrupo S(f).

g

Agora vamos ultilizar estas propriedades para terminar a prova do Teo-
rema do Mergulho.

Segue do Lema 3.4, das observagoes (1) e (2), acima, que
I(F,-y — bX %1 F — aX") é igual o minimo entre I(F,_; — bX -1 F) e
I(F,—y — bX %1 aX™); isto é,

n

[(F,y —bX% 1, F—aX")=v, =n-——— 1,

Eg—1

para quaisquer a,b € C.

_n_ n
Como gr(Fy_1 —bX 1) = — e gr(F — aX") = n, segue do teorema
Eg—1
de Bézout que existem c¢,d € € tais que

[(Fg—l - bXEg%l7F - aXn)(lzc:d) = 17 (312)
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e que (1 :c¢:d) é o unico ponto de intersegao, a distancia finita, das curvas
n

Fyy —bX%1 e F —aX"
Desta forma, defina

¢:Cly,z] — Cly, 2]
y +— F(l,y,2)
¥ — g—1(17y72)'

Naturalmente, ¢ induz uma aplicacdo ® : €? — €? definida por

(I)(yv Z) = (F(17y72)7F9—1(17y7Z))'

Por (3.1.2), segue que, as curvas F'(1,y,z)—a e F;,_1(1,y, z) — b se cortam
em um tnico ponto (c,d) € €?. Conseqiientemente, este ponto é a tinica

solucao do sistema:
F(l,y,2) =a
Fg—l(la Y, Z) =b.

Sendo assim, a aplicagao ® é uma bijecao.

Note que, se provarmos que ¢ admite uma inversa regular, isto é, suas
funcoes coordenadas sao polinomiais, entao teremos automaticamente que ¢
é um isomorfismo.

Porém, isto segue diretamente da seguinte proposicao:

Proposigao 3.1. Sejam f,g € Cly, 2] tais que a aplica¢io T : €* — €2,
definida por

[y, z) = (f(y,2),9(y,2))

¢ uma bijecao. Entao, I' é uma aplicagao birreqular.

DEMONSTRAGAO: Escreva u = f(y,2), v = g(y,2), hi(y,z,u,v) = u —
f(y,2) e ha(y, z,u,0) = v —g(y, 2).

Denotemos por R, = R,(z,u,v) e R, = R.(y,u,v) os resultantes de hy e
hy com respeito a y e z, respectivamente.
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Escreva R, = ag(u,v)z" + -+ -+ a,(u, v) e considere by(z) e by(z) os coefi-
cientes dos termos de maior grau em y de h; e hy, respectivamente.

Fixado (u,v) € €%, sabemos que z(u,v) € € é solucdo da equacio
aop(u,v)z" + -+ a.(u,v) =0
se, e somente se, by(z(u,v)) = ba(z(u,v)) = 0 ou existe y(u,v) € € solucao

do sistema
hl(y7 Z(U, 'U), u, U) = 0
h?(y7 Z(U, U)a u, 'U) = 0.

Como by, by € C[z], podemos garantir que existe, no maximo, uma quan-
tidade finita de raizes comuns para estes polinomios. A saber, 21, ..., 2.

Considere as variedades algébricas, V; = {(y, z;) € €*} = V(2 — 2) para
i=1,... k.

Como I' é um aplicacdo regular e V; # C? para todo i, segue que I'(V})
k
é uma subvariedade algébrica prépria de €2. Considere V = UF(Vi) U
Vag(u,v)). -
Tome (u,v) €C*\ V. Note agora que, z(u,v) €T é solucdo da equacio
ao(u,v)z" + - +ap(u,v) =0
se, e somente se, existe y(u,v) € € solugao do sistema

{ ha(y, z(u,v),u,v) =0
ho(y, z(u,v),u,v) = 0.

Assim, se existisse mais de uma solucao da equacao
ag(u,v)z" + -+ a,(u,v) =0,
iria existir mais de uma solugao do sistema

hl(y7 Z(U’a U)u u, U) - 0
ho(y, z(u,v),u,v) =0,
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o que é um absurdo.
Portanto, existe uma unica raiz do polinémio ag(u,v)z" + - -+ + a,.(u,v),
isto é,

Ry(2,u,v) = ao(u,v) (z i M)T

T’CL()(U7 U)

Prova-se um resultado andlogo para R.(y,u,v).
Assim, tem-se que I' : €2 — €? é uma aplicacao regular birracional.

Suponha agora que I'(y, z) = (u,v). Se I'"! nio fosse regular em (u,v),
pelo Teorema Principal de Zariski (veja [Mu], Teorema 3.20, pg. 48), existiria
uma curva E em €2, passando por (y, z), tal que I'(E) = {(u,v)}, o que é
um absurdo, pois I' deixaria de ser injetora. Portanto, I' é birregular.

3.2 O Teorema do Epimorfismo

Primeiramente, faremos duas observagoes, sobre a demonstracao e o proprio
enunciado do Teorema do Mergulho, que serao utilizadas com freqiiéncia:

(1) Claramente, foi demonstrado que Cly, z] =CIf, f,-1].
(2) Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¥*(f,—1) = t.

Com efeito, como *(f) = 0 e ¢* é sobrejetiva, temos que ¥*(fy,—1) =
at+b, para algum (a,b) € €? com a # 0. Entretanto, usaremos mais adiante,
apenas o grau em t de ¥*(f,—1). Sendo assim, com o objetivo de aliviar a
notagao, nao ha perda de generalidade em considerar a =1 e b = 0.

Seja dado um epimorfismo,

v*:Cly, 2] — Cft
y — it
z — ()
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associado ao mergulho,

P AN — A2
t o (1(t),¥a(t)).

Como vimos, anteriormente, podemos supor que gr(i:(t)) < gr(¢s(t)).

Considere entao, f € Cly, z] tal que Y(A') = V(f) e f,-1 € Cly, 2] a
€g4—1-Taiz aproximada de f.

Como vimos, na observacao (1) acima, z € C[f, f,—1] =C][f,-1, f]. Temos,
entdao que z = z(f,_1, f).

Note que z é irredutivel em C[y, z] = C[f,—1, f]. Portanto, o polinémio
2(fg-1, f) € irredutivel em C[f,_1, f].

Como z(fy—1, f) = 0 se, e somente se, z = 0 e V(2(fy-1, f)) que é uma
subvariedade afim de A?; temos que, a parametrizacao

P Al — A?
Yy — (f9*1<y70>7f<y70>>

define um mergulho da reta afim no plano f,.1 — f, onde

(A =V (2(fy-1, ).
Claramente, temos que gr,(f,—1(y,0)) < gr,(f(y,0)).

Novamente, pelo Teorema do Mergulho, existe z,_1(fy—1, f) € C[fy-1, f]
ey_p-raiz aproximada de z(f, 1, f) tal que C[fy1,f] = Clzy1,2] e

!/

n ..
gri, . (zg-1) = . divide n’ = gry,_,(2).
g'—1

Como vimos na demonstracao do Teorema do Mergulho, podemos escre-
ver z e zy_1 da seguinte forma:

2= () e

7’Ll

Zg-1 = (fg—l)sg'*l +--
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Agora, observe que C[y, z] =C[f;-1, f] =C[zy -1, 2]. Assim,
y=c-zy_1+ P(2),
com ¢ # 0 e P(z) € C[z].

Portanto, pela observagao (2) do inicio, temos que

7Ll

() = (y) =0 (c- 2y + P(2)) = c- (t0—1 +-- )+ P(t" + )

Galt) =07 (2) =7 -

Como gr(¢(t)) < gr(ws(t)), temos que P(z) é constante. Conseqiiente-

mente,
!/

gr(¢(t)) = 5’n divide n' = gr(is(t)).

g'—1

Faremos um exemplo para ilustrar a teoria desenvolvida.

Considere o mergulho,

Al — A?
t — (3 t+18).

Note que H = X3Z —Y*e F=Y® —27X3Y* - XY + Z2X6.

Observe que H possui grau em Y menor do que F. Logo, nao é necessario
efetuar a divisao de H por F.

Como o ponto de singularidade de F' é (0 : 0 : 1), temos que olhar para
o polinémio F(z,y,1) = ¢ — 22%y* — 27y + 25, a fim de calcularmos o seu
semigrupo e os seus expoentes caracteristicos.

Claramente, £, = (8

,6) = 2. Como &9 < g1, temos que g = 2, 0 que
implica que, S(F(z,y,1)) =

< 8,6,v >.
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Assim, gr(F)) = % = 2 e, tomando Q = Y, temos que
F=Q*-22X3Q - X"Y + Z?X°.

Desta forma, F| = 70(Q) = Y4 — % =Y*-ZX3

Portanto, considerando f = F(1,y,2) = ¢® — 229" —y + 2% e f1 =
Fi(1,y,2) = y* — z, temos que

Cly,z] — Cly, 2]
(y,Z) — (f?fl)

¢ um isomorfismo, com

y:y(flaf):flg_f € Zzz(f1>f):(f—f12)4—f1-
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