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Prefacio

Se Deus ndo existe, nada se
perde por se acreditar nele;
mas, se existe, perde-se tu-
do por ndo se acreditar.

Blaise Pascal

Este texto didatico foi preparado para o ensino do topico sobre tensores da ementa de M¢é-
todos Matematicos Aplicados II, disciplina que todo aluno de Fisica na Universidade Federal
Fluminense deve cursar. Procurou-se versar sobre tantos conceitos e métodos quantos podem ser
expostos e devidamente exercitados em cerca de 24 horas de aula. A profundidade com que os
mesmos foram abordados foi definida por esse limite temporal bem como pelo fato de ser o tex-
to destinado a alunos de graduacao.

Pré-requisitos especificos sdo matrizes e coordenadas curvilineas; pré-requisitos genéricos
sdo as disciplinas de Calculo e Algebra Linear constantes em qualquer grade curricular de Fisi-
ca. Especialmente importante no estudo de tensores ¢ a desenvoltura na utilizagdo da convengao
de Einstein para a notagdo de somatodrios; nesse intento prové-se um apéndice, a ser lido pelos
que ainda ndo dominem aquela notac¢do. Proporcionam-se também apéndices sobre coordenadas
curvilineas e, visando ao estudo das geodésicas, sobre algumas técnicas do Célculo de Varia-
¢oes.

O autor ¢ particularmente grato aos seus alunos pela depuracao de varios erros tipografi-
cos € estimaria a contribuicdo de qualquer leitor nesse sentido, estando o correio eletrdnico

abaixo a disposi¢ao para a comunica¢do de qualquer tipo de erro presente nesta obra.

ROBERTO TOSCANO COUTO
rtoscano@id.uff.br
Universidade Federal Fluminense

Departamento de Matematica Aplicada
Nitero6i, julho de 2003.
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1. Conceitos preliminares

A descricdo matematica das leis fisicas, para ser valida, deve ser independente do sistema
de coordenadas empregado: as equagdes matematicas que expressam as leis da natureza devem
ser covariantes, isto €, invariantes na sua forma sob mudancgas de coordenadas. E exatamente o
cumprimento dessa exigéncia que leva os fisicos ao estudo do Célculo Tensorial, de capital im-
portancia na Teoria Geral da Relatividade e muito util em varios outros ramos da Fisica.

Suponha que estejamos trabalhando com N variaveis reais x', x*---x". A razdo dessa ma-
neira de escrevé-las, com superindices em vez de subindices, ficara mais clara adiante. Tais va-
riaveis sdo denominadas coordenadas; a um conjunto de seus valores chamamos de ponto; ja a
totalidade de pontos correspondentes a todos os valores das coordenadas constitui um espago de
N dimensdes, aqui denotado por V. Diz-se que tal espago V) ¢ descrito no sistema de coorde-
nadas X , onde esta implicito que i = 1,2---N.

A estratégia usada para desenvolver a geometria do espago Vy consiste em tomar concep-

¢coes geométricas ordindrias e estender suas definigdes aquele espago, sempre com o cuidado de
que suas restricdes ao nosso espago tridimensional euclidiano reproduzam as defini¢des familia-
res. Por exemplo, uma curva ¢ definida como a totalidade dos pontos dados pelas equacdes

X =flt) (=12-N), (1-1)

chamadas parametrizacao da curva, sendo t o parametro e f ! (t) N funcoes.

Dissemos acima que € um principio basico do Calculo Tensorial que ndo fiquemos restri-
tos a um Unico sistema de coordenadas. Devemos desenvolver relagdes que sejam véalidas, ndo
em um sistema de coordenadas apenas, mas em todos. Nesse sentido, considere outras N varia-

veis X' dadas através de N funcdes das coordenadas X',
' = fx,xxNY (i=1,2--N) . (1-2)

Estas equagdes definem para cada ponto x',x*---x" um conjunto novo de coordenadas

. i .. . .
x!,x?...x'N | 0 novo sistema de coordenadas X' . Admitimos que o jacobiano

o x
_ 1 N
, |ox! ox ox
J == : (1-3)
x| axN ox
o N
nunca se anule para que a Eq. (1-2) possa ser invertida:
X =g (x',x?xN) (i=12-N). (1-4)
As Egs. (1-2) e (1-4) definem uma transformacéo de coordenadas. Note que
i
L R (1-5)

N aX!j J’
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Denotaremos a Eq. (1-2) mais sucintamente na forma
X' =x'(x) , (1-6)
pois a notagdo desempenha um papel importantissimo no Calculo Tensorial e a Eq. (1-6) ¢ mais
facil de se escrever do que a Eq. (1-2). Nessa notagdo, a Eq. (1-4) seria X' = X' (X').

Em geral, os sistemas de coordenadas X', X', etc, que surgirdo no decorrer da exposicdo
podem ser quaisquer sistemas de coordenadas curvilineas (e.g., as coordenadas cilindricas ou as
esféricas), a ndo ser que se diga explicitamente tratar-se de um sistema de coordenadas especifi-
co. Contudo, as vezes, enfatizaremos o carater genérico das coordenadas referindo-se a elas co-
mo coordenadas curvilineas.

2. Vetoresetensorescontravariantes. | nvariantes.

Considere um ponto P de coordenadas X e um ponto vizinho Q de coordenadas X + dx

. Esses dois pontos definem um deslocamento infinitesimal, caracterizado pelo vetor ®Q ; no

sistema de coordenadas X', esse vetor ¢ descrito pelas N grandezas dX', que podem ser chama-
das de seus componentes naquele sistema de coordenadas.

. i
Usemos agora um sistema de coordenadas X" diferente. Neste, os componentes daquele

~ i == o ~
vetor sdo dX" . Os componentes de PQ nos dois sistemas conectam-se pela equagio (note o uso
da convengdo de Einstein para o somatério)

ox!

dx' = dx! | (2-1)

que sdo lineares e homogéneas.

—
O vetor PQ ha de ser considerado como tendo um significado absoluto, mas os niimeros

que o descrevem, seus componentes, dependem do sistema de coordenadas empregado, embora,
uma vez conhecidos num sistema, podem ser calculados em qualquer outro através da Eq. (2-1).

O conjunto dos componentes dX do deslocamento infinitesimal é o protétipo de uma classe de
entes geométricos denominados vetores contravariantes, assim definidos:

Qualquer conjunto de N grandezas X' definidas num ponto @ Vy Qque se transformem
sob mudanca de coordenadas de acordo com a equacao

. Ii .
X=Xy (2-2)
ox!

é dito formar os componentes de um vetor contravariante em @.

Assim, o deslocamento infinitesimal ¢ um exemplo de vetor contravariante. Um outro

exemplo, agora com componentes finitos, sao as derivadas 7' =dX /dt calculadas num ponto
de uma curva como a da Eq. (1-1); é o chamado vetor tangente, cuja transformacao segundo a
Eq. (2-2) ¢ facilmente verificada através da aplicagdo da regra da cadeia para derivar

X' (t) = x'[x) (V)]

i de'  ax' dx! ax!
d oxl dt  ox!

(2-3)
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Prosseguimos definindo entes da classe contravariante que apresentem caracteristicas mais
complicadas que o vetor contravariante como segue:
Um conjunto de N2 grandezas T' que se transformem sob mudanca de coordenadas de
acordo com a equacéo
ox' ox!
——TY (2-4)
oX" OX

T!ij _

é dito formar os componentes de um tensor contravariante de 22 ordem.

A extensdo dessa definicao de tensores contravariantes para ordens superiores a 2 ¢ imedi-
ata e ndo precisa ser escrita aqui. Mas, indo na dire¢do oposta, notamos que um vetor contrava-
riante € um tensor contravariante de 1* ordem e isto sugere a existéncia de um tensor contravari-

ante de ordem zero, uma Unica grandeza (NO = 1 componente) que se transforme segundo a
relacdo de identidade

T'(X)=T(X) ; (2-5)
tal grandeza ¢ denominada invariante e seu valor independe do sistema de coordenadas empre-
gado. Na realidade, trata-se de uma fung@o do ponto ®do espago Vy, f(®), cujos valores de-
pendem do ponto ? mas ndo do sistema de coordenadas usado para representar cada ponto. As-

sim, um invariante em Vy ¢ uma funcdo tal qual f(®), que também recebe a denominagdo de

funcdo escalar, ou simplesmente escalar. As grandezas T'(X') e T(X) na equagdo acima, de
mesmo valor, sdo vistas como os componentes de uma fungao escalar nos sistemas de coordena-
das X' e X , respectivamente.

3. Vetoresetensorescovariantes. Tensores mistos.

Seja ¢ uma funcao escalar das coordenadas (um invariante). Pela regra da cadeia,

op  0¢ ox
ox' ox) ox!

(3-1)

Esta lei de transformagdo das N grandezas 0¢/ X parece com a descrita pela Eq. (2-2), mas,

. - .. i i
com um pouco mais de atengo, vemos que as variaveis X! e X' aparecem em lugares trocados
. i i . . .. o
nas derivadas ox' /ox"'. Assim como os componentes do deslocamento infinitesimal sdo o pro-
totipo do vetor contravariante, as derivadas parciais de um invariante, tais quais 0¢/0x! (que

definem os componentes do gradiente de ¢, como veremos na Se¢. 12a), sdo o protdtipo dos
chamados vetores covariantes, assim definidos:
Um conjunto de N grandezas X; que se transformem de acordo com a equacgao

j
xgzréiij (3-2)
ox"

e dito formar os componentes de um vetor covariante.
Convencionalmente, o indice, quando indicativo do carater contravariante, ¢ posto como
superindice e, quando covariante, como subindice. Foi no sentido de cumprir esta convengao

. i . . .
que as coordenadas foram escritas como X em vez de X, embora apenas seus diferenciais, e
ndo elas proprias, apresentem o carater tensorial contravariante.
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Encarando o vetor covariante como um tensor covariante de 1* ordem, ndo temos dificul-
dades em definir tensores covariantes de ordens mais altas. Por exemplo:

N? grandezas T;; que se transformem segundo a equacao

k I
T = X g (3-3)
bt ax!

é dito formar umtensor covariante de 22 ordem.

Note que os invariantes também podem ser considerados como tensores covariantes de
ordem zero.

Uma vez definidos os tensores contravariantes e os covariantes, nao ¢ dificil definir tenso-
res com carater tanto contravariante quanto covariante — sao os chamados tensores mistos. Por

exemplo, suponha que N grandezas TJ-ik se transformem segundo a equacao

| m .k
R (3-4)
ox' ox! ox"

dizemos serem elas os componentes de um tensor misto de 3* ordem, com um indice contravari-
ante e dois indices covariantes; também dizemos que esse tensor ¢ do tipo ; [ou (1,2) ]. Note que
os tensores covariantes € os contravariantes podem ser vistos como casos especiais de tensores
mistos; um tensor contravariante de 2 ordem é do tipo § e um tensor covariante de 3* ordem é

do tipo §.
O delta de Kronecker ¢ melhor denotado como é}j pois é um tensor de 2* ordem do tipo |;
de fato, observe que
oot o oaxt ax! oX
P axk axd T oxk oxd

(3-5)

Um tensor pode ser dado em um tnico ponto Pdo espago Vy , ao longo de uma curva, por
todo um subespago de V| ou todo o Vy em si. Nos trés ultimos casos dizemos estar diante de
um campo tensorial, assim enfatizando que tensores se encontram definidos num continuum.
Por exemplo, trés fungdes das coordenadas V, (X', x*,x%) (i =1,2,3) sdo os componentes de um

campo vetorial covariante num volume 9’ se em cada ponto de ¥ elas se transformarem como
os componentes de um vetor covariante.

A importancia dos tensores na Fisica Matematica e Geometria reside no fato de que uma
equacao tensorial, se verdadeira num sistema de coordenadas, sé-lo-4 em todos (cf. Prob. 1).

4. Operagdes fundamentais com tensores

a) Adicao e subtracao

Dois tensores de mesma ordem e tipo podem ser somados ou subtraidos, resultando noutro
de mesma ordem e tipo. Assim, se A'J‘ e B{f forem tensores e as grandezas ST e Di'j‘ forem defi-
nidas por

S -Aesf ¢ Df-A -8,

entdo € facil provar que SIJ( e Dilj( serdo tensores (cf. Prob. 3).
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b) Multiplicacdo externa

Através da multiplicacdo de cada componente de um tensor de ordem m por cada compo-
nente de um tensor de ordem n obtemos os componentes de um tensor de ordem m+ n chamado
produto externo (ou produto direto) daqueles tensores. Por exemplo, o produto externo dos ten-

sores UX ¢ W™ ¢ o tensor Tijklm =y W,™; outros exemplos:

ik . W W W
Tjk :UIJWK 5 TIJ =U”W (] -I-” :U”W

A prova do carater tensorial desses produtos externos ¢ obtida usando as leis de transformacao
dos tensores que entram como fatores (cf. Prob. 4).

c¢) Contracdao de um tensor misto

Fazemos a contracdo de um tensor misto qualquer igualando um indice covariante a um
indice contravariante e somando com respeito a esse indice (a repeti¢do do indice ja indica so-
matorio segundo a convengao do somatorio), assim formando um tensor cuja ordem ¢ duas uni-

dades a menos que a do tensor original. Por exemplo, do tensor misto de 4* ordem T

ij »1gualan-

do os indices i e k, obtemos o tensor misto de 2% ordem
T =T
i
¢ deste, com uma segunda contragdo (igualando j e |), obtemos o tensor de ordem zero
T — i
T=T5 =T

Acima, ap0s as contragdes, os tensores resultantes, mesmo sendo, em geral, diferentes do tensor
original, continuam denotados pela letra T ; no caso, a distingdo ¢ feita através dos indices (cla-
ramente, o tipo do tensor le ¢ distinto do tipo de Tijkl ).

Para ilustrar uma maneira de provar que o resultado da contrag@o realmente possui carater
tensorial, facamos a contragdo dos indices j e kna Eq. (3-4); vemos que o resultado T; = 'I'IJ ¢ de

fato um tensor:

i X ox™ o] T _ X’ X" oo _ ox _n o T
ij - Im — )i n 'Im™— )i In — )i |
OX QXH OX OX

5

=T ox' oxl ox"

d) Multiplicagdo interna

Consiste numa combinagdo da multiplicagdo externa com a contracao. Por exemplo, dados
os tensores U* ¢ W' | podemos formar o produto externo U W ¢ depois contrair os indices

i e n para obter o produto interno UijkW:n daqueles tensores. Fazendo agora k = m obtemos um

outro produto interno: U ijk V\ﬁ( .

e) Tensores simétricos ¢ anti-simétricos

Dizemos que um tensor ¢ Simétrico em relacdo a dois indices contravariantes ou covari-
antes se forem iguais os dois componentes que se obtém pela troca dos dois indices considera-
dos; neste caso, o proprio tensor é dito SImétrico. Assim, se
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ik _ ki

Tlm - TIm (4-1)

para todas as combinagdes dos indices i e k entdo o tensor ¢ simétrico pois apresenta simetria
nesses indices.

A simetria assim definida ¢ uma propriedade que independe do sistema de referéncia. De

fato, para um tensor T, segue da Eq. (2-4) que

Tl _ﬁax'j-rkl B ai'iaX'an( B @ax’j_l_kl

- _ _ - T (4-2)
ox< ox M ox oxk 2 ox ox¥ 3

onde na passagem (1) sio trocados os papéis das letras k e |

tria de T e na passagem (3) é usada a Eq. (2-4).

Dizemos que um tensor ¢ anti-simétrico em relagdo a dois indices contravariantes ou co-
variantes se os dois componentes que se obtém pela troca dos dois indices considerados forem
nulos ou diferirem apenas no sinal; neste caso, o proprio tensor ¢ dito anti-simétrico. Assim, se

, ha passagem (2) ¢ usada a sime-

T =-T3 (4-3)

para todas as combinagdes dos indices i e K entdo o tensor é anti-simétrico pois apresenta anti-
simetria nesses indices.

Em quatro dimensdes, observe que, dos 16 componentes do tensor anti-simétrico T", os

quatro componentes T" (sem somatério) sdo nulos; os 12 restantes, quando ndo nulos, serdo
iguais em modulo e de sinais contrarios aos pares, de modo que, genericamente, apenas seis
componentes sdo independentes (um hexavetor). Similarmente vemos que, genericamente, 0s
tensores anti-simétricos de terceira ordem T
ijkd

tém somente quatro componentes independentes,

enquanto o tensor anti-simétrico T-~ tem s6 um. Nao ha tensores anti-simétricos de ordem su-
perior a quatro em quatro dimensdes (cf. Prob. 13).
Note que a simetria ou anti-simetria refere-se a dois indices contravariantes ou a dois indi-

ces covariantes. Assim, ndo dizemos haver simetria quando TiJ = TJ-I ; tal relacdo, em geral, ndo

se transmite de um sistema de coordenadas para outro.

f) Lei do quociente

Suponhamos que ndo saibamos se um ente U seja um tensor. Se um produto interno de U
com um tensor arbitrério for um tensor entdo U sera também um tensor. Esta ¢ a lel do quocien-

te. Por exemplo, se o produto interno A(i,a) 7, entre o conjunto de N? funcdes A(i,a) e um
tensor arbitrario z, for um tensor covariante de 2% ordem entio A(i,a) = A%, um tensor misto

de 2% ordem. A demonstragédo da lei do quociente ¢é casuista; nas segdes de exercicios (Segs. 14 e
15) fornecemo-la em alguns casos (cf. Probs. 14 a 18).

) Uma tal troca reciproca das letras que designam dois indices, por ser muito freqgiiente no desenvolvimento de
equagdes tensoriais, sera abreviadamente indicada assim: k = | . Muito comum também sdo as trocas simples de
uma letra (digamos i) por outra (j), ou de duas letras (i ¢ j) por outras duas (M e n), etc, as quais assim indicaremos:
i—j; i,jo>mn; etc.
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5. Tensoresrelativos

As grandezas T }',',', sdo ditas componentes de um tensor relativo de peso W € Z, contra-

variante nos superindices e covariante nos subindices, se elas se transformarem de acordo com
a equacao
i Al
Pice  qW ke oX" OX
TJ_‘] T| Kk rj“' ’
oxX"~ OX

(5-1)

onde J é o jacobiano dado pelas Egs. (1-5) e (1-3), admitido positivo. E comum se denotarem os
tensores relativos por meio das letras goticas (e.g., < ¢ (J sdo as letras T e G); mas, por causa da
dificuldade de manuscrevé-las, usaremos letras de mdo (e.g., 4, o, B, b; F, f, T, ©).
Seguindo a pratica adotada antes, referimo-nos aos tensores relativos de ordem 0 e 1 como
escalares relativos e vetores relativos, respectivamente. Ha certas nomenclaturas adotadas para
tensores relativos de certos pesos: (a) quando W =0, dizemos que as grandezas formam um
tensor absoluto, que ¢ o tensor até entdo estudado; (b) quando W = —1, o tensor relativo tam-
bém ¢ conhecido como capacidade tensorial; e (c¢) quando W =1, o tensor relativo recebe tam-
bém o nome de densidade tensorial (se de ordens 0 ¢ 1 dizemos densidade escalar ¢ densidade
vetorial, respectivamente). Neste ultimo caso, o nome vem do fato de a grandeza fisica p (den-
sidade) ser dessa categoria, a qual empresta o seu nome. Realmente, considere a expressao da
massa total num volume 7’ onde se encontra matéria distribuida com densidade p(X). Mudan-

do de coordenadas segundo a lei de transformagdo X = x'(x), vemos através da integral que
fornece a massa total M,

M =L/ p(X)d3X=I(V

que a densidade de matéria nas novas coordenadas ¢ dada por p'(X') = |6Xi / o] | p(X), ou seja,
a grandeza fisica p(X) € um escalar relativo de peso 1 (uma densidade escalar).

As operagoes de adigdo, subtracdo, multiplicacdo, etc, de tensores relativos sao semelhan-
tes as de tensores absolutos. E facil mostrar que (cf. Prob. 19):

d’x _I p'(x) d*X
ax’ %

— dois tensores relativos de mesma ordem, tipo e peso podem ser somados, sendo o resultado um
tensor relativo de mesma ordem, tipo e peso

— tensores relativos podem ser multiplicados interna ou externamente, sendo o produto um ten-
sor relativo cujo peso € a soma dos pesos dos fatores

—um tensor relativo pode ser contraido, sendo de mesmo peso o tensor relativo resultante
— a simetria e a anti-simetria de tensores relativos independem do sistema de coordenadas

S3o escalares relativos de pesos 2, -2 e 0 os determinantes de tensores absolutos de 2% or-
dem [Tj; |, U | e W' |, respectivamente. Para provar isso (cf. Prob. 20), basta escrever as leis

de transformacao dos tensores, tomar o determinante em cada membro da equagdo e usar a regra

do produto de determinantes, lembrando que J = |6xi / o] e J7! = |8X'j /OX! |:
, oxk ox ,
Ti=——Tg = [Tj|=3"Tg|l (peso2), (5-2)
ox'' ox'!
. /i ] "
il = XX UM = U =32 UM (peso-2) | (5-3)

oxk ox
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W' _@axlj
ox' ox

W, = W =W| (peso0) . (5-4)

Consideremos agora, no espago de trés dimensdes, o simbolo de Levi-Civita &, . Para

investigar seu carater tensorial, notamos que, usando a expressao do determinante em termos
desse simbolo, podemos dizer que o jacobiano ¢ dado por

J=& 22 2 (5-5)

g KX K e
o ax™ ox" m

ou, multiplicando por J™' e tendo em conta que &y, = &y (@ definigéo do simbolo de Levi-
Civita ¢ a mesma em qualquer sistema de coordenadas)
ox ox) oxk ,

L o =Jlg 2 2 g (5-6
Imn ijk aX’I ax™ ax" Imn )

revelando que & ¢ um tensor relativo covariante de 3* ordem de peso —1.

Por um raciocinio andlogo também mostramos que

/| ,m N
oo, XX O

(5-7)

revelando que & também € um tensor relativo contravariante de peso 1, o que justifica a nota-
¢do alternativa & para o simbolo de Levi-Civita. Em resumo, o simbolo de Levi-Civita ¢ um
tensor relativo de 3* ordem que é denotado por &ijk se for considerado covariante e de peso —1 e
por £ se contravariante e de peso 1.

6. O elemento de comprimento de arco e o tensor métrico

a) O tensor fundamental covariante

Em coordenadas cartesianas (X, Y, z), o quadrado da distancia entre dois pontos infinite-
simalmente proximos ¢

ds? = dx* + dy? + dZ* . (6-1)

No espago de N dimensdes, dizemos que as coordenadas X' sdo cartesianas se o quadrado da
distancia entre dois pontos infinitesimalmente proximos ®@(x') e ®(X + dx’) for dado pela

formula Pitagorica

ds? = dx’dx* (k=1,2---N) [X'k: coordenadas cartesianas] , (6-2)
que ¢ a extensao natural da Eq. (6-1) para espagos com mais de trés dimensodes. Escrevendo esta
equacio em coordenadas X genéricas, o que se faz substituindo dx'* = (ax'¥ /ox' )dx', obtemos
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uma forma quadratica dos diferenciais das coordenadas em sua expressdao mais geral, denomina-
da forma fundamental ou forma métrica (ou simplesmente métrica):

ds’ = g; dx'ax) | (6-3)
onde

K Ak
g; (X) = X OX [X*: coordenadas cartesianas] (6-4)

ox ox!

¢ o chamado tensor métrico ou tensor fundamental do espaco, claramente simétrico. E facil
mostrar que gj;, de fato, se transforma como um tensor covariante de 2% ordem, pois, sob a mu-

danca de coordenadas X' para X”' (X' sdo cartesianas), temos que

ox* ox®  ox® oxr™ oxk ax" oxr™oax" oxk ax®  ox™aox" ,
G (0= T T A o T e T o e = g o Im(X) . (6-5)
oX OX ox" OX OX"' OX oxX OXxX' ox"" ox' oX OX

G (X)

Logo, ds®, sendo o produto dos tensores no 2° membro da Eq. (6-3), é também um tensor: um
invariante, no caso, como ¢ de se esperar, uma vez que a distdncia entre dois pontos nao deve
depender das coordenadas utilizadas no seu calculo.

Entretanto, existem "espagos" onde ndo ¢ possivel introduzir um sistema de coordenadas
cartesianas. Como exemplo, temos o "espaco" bidimensional formado pelos pontos na superficie
de uma esfera de raio R, onde a distancia entre dois pontos infinitesimalmente préximos ¢ dado
em termos das coordenadas esféricas fe ¢ (co-latidude e longitude, respectivamente) por

ds’ = R°d&”* + R*sen” 6 do”

Nao existem coordenadas (digamos & e 77) em termos da qual essa forma quadratica tome a for-
ma ds’ = dé? + dn?, como a da Eq. (6-2) com N = 2. Uma maneira de introduzir tais espagos

nos nossos estudos consiste em definir espacos dotados do conceito de distdncia como segue:

Temos um espaco Métrico ou riemanniano sempre que a distancia quadrética infinitesi-
mal puder ser escrita como uma forma quadratica dos diferenciais das coordenadas que sgja
invariante; i.e.

ds’ = Ji dx'dx! = invariante . (6-6)

Num tal espago, se a métrica for definitivamente positiva ( g dx'dx! >0 exceto se os diferenci-
ais dx' se anularem)™ e for possivel introduzir as chamadas coordenadas cartesianas, nas quais
o tensor métrico e a distancia quadratica infinitesimal tomam as formas especiais

g =lsei=jeg=0sei=] < ds =)+ +-+@x") , (67

validas em todos os pontos, dizemos que o espago ¢ euclidiano (usamos o sinal = para indicar
que a igualdade s6 ¢ valida num sistema de coordenadas especifico). Espacos euclidianos sdo,
portanto, casos especiais de espacos riemannianos.

) Alguns autores consideram riemanniano apenas o espago de métrica definitivamente positiva, chamando de
pseudo-riemanniano o espago de métrica de sinal hao-definitivo.
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No Prob. 23 mostramos que as grandezas g;; na Eq. (6-6) podem ser sempre consideradas

como os componentes de um tensor covariante de 2* ordem simétrico [a prova apresentada na
Eq. (6-5) baseia-se na Eq. (6-4), que foi deduzida a partir da Eq. (6-2), e so vale, portanto, na
hipdtese de o espago admitir as coordenadas cartesianas].

b) O tensor fundamental contravariante

Sejam ¢ =|g;;| o determinante do tensor métrico, denominado determinante metrico e

admitido nesta exposi¢do que nunca se anula, e G" o co-fator de gj; nesse determinante; sabe-

mos que
Oik G = Oki GY = 5ij9 ) (6-8)

de acordo com as regras ordindrias para o desenvolvimento de determinantes. Definamos agora
as grandezas

gl =" . (6-9)

Pelas relagdes dadas na Eq. (6-8) vemos que tais grandezas satisfazem as equagdes
g 9™ =5 . (6-10)
Lembrando que, para qualquer matriz (g;), o elemento a,-lTl da sua inversa ¢ dado por
aj' =A;/a , (6-11)

onde Ay ¢ o co-fator do elemento a; no determinante a =|g; |, ¢ considerando a simetria de
G" nos indices i e ] (vez que se trata dos co-fatores dos elementos do determinante simétrico
|gjj |), vemos que as grandezas g’ definidas através da Eq. (6-9) sdo os elementos da matriz
inversa (tambem simetrica) da matriz (g;;) . Em vista disso, reconhecemos no 1° membro da Eq.
(6-10) o calculo de um elemento generico do produto da matriz (g;;) pela sua inversa.

Usando a Eq. (6-10) podemos mostrar que gij ¢ um tensor do tipo % (cf. Prob. 24). E o
chamado tensor contravariante fundamental, ou ainda tensor conjugado ou reciproco de g (¢

simétrico, conforme ja discutimos acima).
Duas observagdes: a) a Eq. (6-10) mostra um fato ja comprovado na Eq. (3-5), que o delta

de Kronecker é}j ¢ um tensor. Logo abaixo ficara claro que g, gij e 5ij representam um
mesmo objeto geométrico: a métrica, o que justifica chamar 5ij de tensor fundamental misto; b)

os co-fatores G de gjj formam um tensor relativo contravariante de peso 2 (cf. Prob. 21).

c¢) A formacao de novos tensores por meio dos tensores fundamentais

Os tensores fundamentais g; e g" podem ser usados nas operagdes de abaixar e levantar

indices tensoriais assim definidas:

T li=gmTiM S T =g T, (6-12)
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onde dizemos que o tensor T teve seu indice m abaixado como i na primeira operagio e seu in-
dice n levantado como j na segunda. Dado um tensor, este € os que dele resultam abaixando e
levantando indices sdo denominados tensores associados; usamos a mesma letra para denota-los
(T nos exemplos acima). Tensores associados sdo vistos como representacdes de um mesmo

objeto geometrico (de fato, a relagdo X; = g X1 estabelece um isomorfismo entre os vetores
covariantes e contravariantes associados) — exemplos: (a) gj;, gij e é}j (= Gk gkj) sao diferen-
tes representagdes da métrica do espacgo; (b) o vetor contravariante dx! e o vetor covariante
dx = 9ij dx representam o mesmo deslocamento infinitesimal PQ desde o ponto Q)(Xj) até o
ponto Q (x'+dx’).

A liberdade de levantar e abaixar indices exige cuidado com a ordem horizontal na qual os
indices contravariantes e covariantes sdo escritos. Por exemplo, em geral, X;! sera diferente de

in , sendo iguais quando X' for simétrico:
X! = XJ; = gy X9 — gy X = gik<xkj - Xjk)=0 e x4 =x

Por esta razdo, daqui por diante evitaremos escrever um subindice e um superindice na mesma
linha vertical. (Nos espagos vagos é comum escrever pontos — e.g: T, ; no caso acima teriamos

Xi? e X J, — pratica que ndo adotaremos.)

Ressalva: Nas coordenadas cartesianas X', o tensor métrico ¢ dado pela Eq.
(6-7) e, portanto, A = gj; Al = A" mostrando que os componentes cartesianos

de um vetor ndo se distinguem quanto ao tipo contravariante ou covariante; isso,
obviamente, ¢ valido para os componentes cartesianos de um tensor qualquer. Por-
tanto, qualquer que seja o tipo do tensor, seus componentes cartesianos podem ser
denotados com subindices apenas, pratica comum na literatura e que sera adotada
aqui.

d) Magnitude de um vetor ¢ angulo entre vetores

O escalar X' Y, obtido pelo produto interno de X" com Y, reduz-se ao produto escalar
familiar no sistema de coordenadas cartesianas. Podemos, assim, definir a magnitude | X | de um

vetor X' ou o seu associado X; através da equagio
IX 2= XX (:ginin:ginin) . (6-13)
Podemos também definir o dngulo & entre os vetores A ¢ B' (lembre-se de que estes

representam objetos geométricos que também podem ser descritos pelos componentes covarian-
tes A e B ) como sendo o produto interno dos vetores unitarios ¢; e f; obtidos a partir daque-

les vetores:

cos@=a'ft , onde a' =A/\|A? ¢ S =B /B> . (6-14)

E facil ver que esses dois conceitos (magnitude e angulo) sdo invariantes e se reduzem aos
conceitos familiares no espago euclidiano tridimensional.
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e) Propriedades do determinante métrico

Substituindo T;; por g; na Eq. (5-2) obtemos

g'=J%g ; (6-15)

ou seja, como qualquer determinante de um tensor de 2* ordem covariante, 0 determinante mé-
trico € um escalar relativo de peso 2. Tirando a raiz quadrada de ambos os membros da equagdo
acima obtemos (admitindo g > 0)

Jo'=3Jg . (6-16)

ou seja, \/E ¢ um escalar relativo de peso 1. Ele desempenha um papel importante nas integra-
¢des; por exemplo, temos que

dv = \/6 dx'dx?---dx" = Invariante . (6-17)
De fato, usando a Eq. (6-16) obtemos

av' =g  dx'dx?---dxN =g Jdx'dx?-dxN = g dX'dx®--dxN =V

Assim, concluimos que, se ¢ for um invariante, entao
j ¢'dV':J gdv . (6-18)
v’ Vv

A Eq. (6-17) ¢ usada para definir o elemento de volume no V,, . Essa defini¢do decorre do

fato de que aquela equagdo ¢ obtida naturalmente partindo das coordenadas cartesianas X' . Re-
almente, usando a notagdo A = (&;) para a matriz com elementos &; = ox'' /ox!, vemos que

/i /|
2 | XX a3y = detA - detA = detA - det A = det(A A)
ok | | ox)
. ox* ox*
:|a|kakj|:|ak|alq|_ | 81 _|glj|_g >

onde usamos propriedades dos determinantes bem conhecidas e também a Eq. (6-4). Portanto,
partindo do elemento de volume em coordenadas cartesianas X', mudando para as coordenas
curvilineas X e usando J' = \/7 , verificamos que a defini¢ao de dV dada na Eq. (6-17) é con-
sistente:

dv’ = dx'dx?---dx™N = J'dx'dx?--dxN = g dxldx - oxN = av

7. Componentes fisicos de um tensor

Num sistema de coordenadas curvilineas X ortogonal (g; =0 se i= ] ), seja X" um

vetor qualquer e éi um vetor unitario (g §i§ I = 1). Temos a seguinte defini¢ao:

Componente fisico do vetor X' nadiregiode &' = g; X'¢) = X'& =X & . (7-1)
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Essa ¢ uma expressdo invariante que, em coordenadas cartesianas 7 (nas quais Z; € ; sdo os
componentes cartesianos dos vetores X' ¢ &', respectivamente), toma a forma

e
X'&=2¢ . (7-2)

Sendo esse produto escalar dos vetores Z; e ¢ a projecdo ortogonal usual de Z; na direcdo de
i, justificada esté a defini¢do na Eq. (7-1).

No caso de um tensor de 2* ordem, os seus componentes fisicos sdo calculados nas dire-
¢oes de dois vetores unitarios .;“i e 77i (que podem coincidir), sendo definidos como segue:

T (=T =T G0, e (73)

A extensao da defini¢do de componentes fisicos de tensores para os casos de ordem superior a 3
¢ 6bvia.
Ressalva: Geralmente, os vetores unitarios &', 7' ao longo dos quais os com-

ponentes fisicos sdo calculados sao aqueles tangentes as curvas coordenadas. Admi-
tiremos que esse ¢ o caso ao nos referirmos aos componentes fisicos de um tensor,
que serdo, entdo, denotados com uma barra em cima: X, =X &', T, =T'; & 7',
etc.

Um exemplo para clarear mais as idéias: na notagdo ordinaria, os componentes
fisicos de um vetor X sdo, no sistema de coordenadas esféricas, os coeficientes dos
versores na equagdo X =X & +X,& + X, €, pois X, =&-X=r72,
Xg=6-X=6Zc¢eX

o =€, X =¢ Z,onde 1,8, ¢ eZ sio os componentes

—

cartesianos de &, €, éw e X, respectivamente.

Nas Egs. (7-1) e (7-3) transparece que os componentes fisicos de um dado tensor podem
ser calculados usando seus componentes contravariantes, covariantes ou mistos (esses € 0s com-
ponentes fisicos representam um mesmo objeto geométrico, conforme ja afirmamos na Seg. 6c¢).

Calculemos os componentes fisicos de um vetor ao longo das curvas coordenadas em ter-
mos de seus componentes contravariantes ou covariantes. Para facilitar a exposicdo, considera-
mos um espago tridimensional. E necessario usar a Eq. (7-1) trés vezes, em cada uma com o

vetor unitario &' tangente a uma das curvas coordenadas.

Ora, dada uma curva X = X (S) qualquer (parametrizada pelo
comprimento de arco), sabemos que o vetor unitidrio tangente ¢ 3
&= dx' /ds. No caso de ser ela a curva de X' (onde x*> = x* = cons-
tante) como mostra a figura a direita, o vetor unitario tangente ¢ curva de X!

E=ddl/ds, & =0, &=0
Sendo esse um vetor unitério, temos que

1=gi&'e) =g, &'e =g (&),

) Nas coordenadas cartesianas, ndo sendo os indices distinguidos pelo carater contravariante ou covariante, escre-
vemo-los como subindices (cf. a ressalva feita ao final da Seg. 6¢)
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donde calculamos &' e, abaixando o indice, também 1,6, e85

=1/g; = g = gijfj =0yé =gy /o - (7-4)

Portanto, de acordo com a defini¢cao dada na Eq. (7-1), o componente fisico do vetor X" ao lon-
go da curvade X' ¢ dado por X; = X, &' = X, &' = X,/,/g,, . Ao longo das curvas de X*e X’

temos resultados similares. Logo, os componentes fisicos de X' no sistema de coordenadas
curvilineas considerado sdo

O > Xo/{JOn € Xy/{0Oy (7-5)

estes sdo calculados em termos dos componentes covariantes X;, X, e X;. Para calcular os
componentes fisicos em termos dos componentes contravariantes, usamos a expressdo na Eq.

(7-1) que envolve esses componentes: X, = X'& = X'g:, //g,; = X'9,, /[0, = X!

. 1 .
componente fisico ao longo da curva de X ; este e os outros dois s@o

91 > XZ\/ U2 ¢ X3\/ O3 - (7-6)

Em resumo:

X =—fr=X"Jg, ., X,= =X, . Xy=—F=X o5 . (77

No caso de um tensor de 2* ordem, os componentes fisicos sdo calculados pelo mesmo
procedimento. Por exemplo, selecionando &' ao longo da curva de X en' ao longo da curva de

x*, temos que

bem como

i 1
é:i:gijégj gllés 519”\/97_5”\/91 ¢ 7 = gijﬂjzgizﬂzzé}zgzzﬁz i2ov 92
2

portanto, o componente fisico de T" nessas dire¢des é

T

\/ 911 922 ’

T, = fﬂJ_T f

ou, em termos dos componentes contravariantes,

ﬁzzTij‘fiﬂj IJ51 911 9j2+/ 922 —lexjgugzz .

Em resumo, os nove componentes fisicos desse tensor, tanto em termos dos seus componentes
covariantes quanto dos contravariantes, sao



INTRODUGCAO A0S TENSORES 17

-I-ll -r12 -r13 1 0 "
9 T %919 TJg,9
9 \/911922 \/911933 1 m m
— T21 T22 T23 a1 » .
N = | T Jon g T2g T3 /9,
( ”) 922 911 O J9 933 22 911 22 22 933
LE Ts, Ts; 131 /79 o, 732 [g O T84
V953 9 VO3 O 033 33 V933 33

(7-8)

Os manuais de formulas matematicas geralmente listam os fatores de escala h , em termos
dos quais o elemento de comprimento de arco ¢ dado por

ds? = ri (ax')? + t'li (dx*)? + @i (@x*)? (7-9)
911 92 933

donde facilmente concluimos que
VO =h, Jop=h e o5 =h, (7-10)

resultados Uteis para a utilizagcdo das Egs. (7-7) e (7-8).

8. Equacdo dalinha geodésica

Considere todas as curvas que ligam dois pontos fixos & e ®,. Em geral, dentre todas
essas curvas, apenas uma, denominada geodésica entre @, e @, , tem comprimento menor que o

de todas as outras. Segue um método de determina-la.
Admita que uma das curvas que ligam @ e &, tenha a parametrizagdo

X=X, telt,t], (8-1)

onde t é um parAmetro genérico e X (t;) € X (t,) sdo respectivamente as coordenadas de @ e

@, . O seu elemento de comprimento de arco ¢

ds=+/ds® = \/gij dx dx! = \/gij X x!dt ; (8-2)

logo seu comprimento €
t
l =I sdt , com S$= /g % X; . (8-3)
; ij j

As equagdes paramétricas X“(t) da geodésica minimizam a integral que fornece ¢, as
quais, segundo o Calculo de Variagdes, sao dadas pelas equagdes de Euler-Lagrange (cf. Ap. C):

d( o o5
—| = ]1-==-0 . 8-4
dt(axk) oxX (8-4)

Lembrando que g;; néo depende explicitamente de €, temos que
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05 5 ey 1ag XX gy ax L ox
Tk T kNI XX = K = el XXk
oX OoX 2 /gij X %) OX 28\ ox OX
o X+ g X 20, X! 52
= Dol axis)y = WEUIE L T
2S PAS] 2S S
€ que
= O WH) = ik

ok 28 %K 28 oxK

esses resultados substituidos na Eq. (8-4) fornecem

-y o0 .
dtl s 28 oxk

Até agora usamos um parametro completamente genérico ao longo da geodésica, solucao
da equacdo acima. Se tomarmos como parametro o comprimento de arco medido desde o ponto
@ entdo S=1e S=0,passando a equagdo acima a ter a forma

d dx! 10g; dx dx”

_(g _ _)_ 1 095 dx' dx’ o d?x! . dgy dx! 10 dx dx
ds\™ ds/ 204 ds ds “d ds ds 2% ds ds

O segundo termo pode ser escrito assim:

dgg dx! _ 00 dx dx! _ 109 dX dx! 10gg dx’ dX'

ds ds ox ds ds 20¢ ds ds 24xl ds ds

Logo, substituindo essa equagdo na anterior, obtemos

2, 60 0. il
o S L[ 2y Sy
d> 2\ ax  ox! oxkJds ds
Introduzindo nesta equag¢do o chamado simbolo de Christoffel de 12 espécie,
. 199 0gy 09
[ij,K] E—( — + —1C ) , (8-5)
. 2U o ox) oxK
obtemos, com | no lugar de k,

d>x . dx dx]

i ——— +[ij,|]———=0 .
g|] d82 [ J ] ds ds

Por fim, multiplicando por g¥ e introduzindo o simbolo de Christoffel de 22 espécie,
k .
{”}E gkl [Ijal] ’ (8_6)

encontramos a equacdo da geodésica na forma normalmente apresentada na literatura,

(K]0
ds’ ij| ds ds

-0, (8-7)
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cuja solucao fornece a parametrizagao Xk(s) da geodésica no espaco que ¢ caracterizado pela
métrica g .

Note pela Eq. (8-5) que o simbolo de Christoffel de 1* espécie é simétrico nos dois primei-
ros indices (i e j, no caso) e, portanto, pela Eq. (8-6), que também o de 2% espécie € simétrico,
mas nos dois indices inferiores.

Da Eq. (8-6) ¢ facil deduzir que

k
{ij }gkm = [ij,m] . (8-8)

Um meio mnemodnico de memorizar as Egs. (8-6) e (8-8) ¢ considerar vélidas as operacdes
de levantar e abaixar indices para os simbolos de Christoffel. Assim, na Eq. (8-6), o indice | de
k

[ij,1] é levantado como K para se obter {ij} e, na Eq. (8-8), o indice k de {5} ¢ abaixado como m
para se obter [ij,m].

As seguintes relagdes envolvendo os simbolos de Christoffel e a métrica sdo uteis nas
aplicacgoes e sdao deduzidas nos exercicios resolvidos (cf. Probs. 37 e 38):

B _ ik, 1+ k] (8-9)
oxK
9" il i)l ]
= eflvl) .
1 &g [
1dg _ 8-11
29 ox) {ij} (811
.

! }: L% (8-12)
2g; ox

29, ox! a convengao da soma suspensa

'} 1 %9 &1

{i }_Lag_.. >ondei %, G o =0 ecom (8-13)
{ 2g; ox

J

Na literatura, em vez de {:j}, também se usam {ij,k} e Fik

j > esta ultima notag@o, entretan-

to, sugere um carater tensorial que, como veremos adiante, ndo ¢ verdadeiro em geral.
9. Le detransformacéo dos simbolos de Christoffel

Considere o simbolo de Christoffel de 1* espécie no sistema de coordenadas X

N 1(09% &g\, 09
|,k'z—( L 2=k Jj; 9-1
L. k] 20 ax'  oaxd axK ©-1

N . i . .
para obté-lo no sistema de coordenadas X , calculemos nesse sistema o primeiro termo entre
parénteses, fazendo uso da regra da cadeia e da lei de transformacao da métrica:
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ox' ox'!

0j i( ox™ ox" ) 0y X XM ox" ‘g o*xm ox" +ax"‘ o*x"
™ oxl ox X oxt axd axk T\ axlaxd oxk T axl axiox

Desta equagdo, com duas permutagdes (99 / ox'! i>8gi'k /ox) i)(?gi’j /ox*), ob-

temos no sistema X os dois ultimos termos da Eq. (9-1); substituindo nesta os resultados, en-
contramos

[ij,k]" =

1 09m ax'- 8x”.‘ ox" L ( 82.xm‘ ox" . 8xr“1 &c"/)
2 o axt oxd axk 2 ™ Uaxiax] axk et oxtaxk
L0 X XX 1 ( Px" X RPN )
" ox oxdoox' ax® 27 U axiox! x"‘ oxt' ox Toxk.
l=m
109G X XX 1 ( X" XX )
2 ox ox® oax' ax! 2glrm 2x*oxt oxl T ox' oxRoxd

I,mn—nl,m

1 X ox™ ox" +lag|n ox™ ax ox" _ 109y ox" ox oxm ‘g *x™ ox"
2 ox ox'ooxd axk  2ax™axd ox' ax® 2 ox" oxK axt axd T axioxd oxX
X M 1 ( 9m , 09n _ 8g|m)+ a*x™  ox"

ox' oxd oxk 2\ ox  ox™  ox" ™ axiox i axr

(onde indicamos as trocas de indices de acordo com o rodapé da p. 8), ou

ox ox™ ox" dmnl+ g *x™  ox"
ox' oxl oxk ™ oxiox] ax

[ij.k]" = (9-2)
Esta € a lei de transformagio do simbolo de Christoffel de 1* espécie. Observe que o segundo
termo no 2° membro impede que [ij,K] se transforme como um tensor do tipo (3) (covariante de 3*
ordem).

Calculemos agora o simbolo de Christoffel de 2* espécie no sistema de coordenadas X!
em termos desses simbolos no sistema de coordenadas X . Usando a Eq. (9-2), temos

Y YL Yo ox ox™ ox" 8*x™  ox"
{ij}=gk‘°‘[u,81= g( [IM.N]+ Gy ——— j

ox2 oxP ox' ox xS ™ oxiox i oxrs
5
—t—
ok ax ax™ ox® ox" G [imn] + oxf 2x™ ox® ox” g
ox2 ox' oxl oxP oxr ox2 ox'ox ! oxP oxs m
5 5m
ax'k ox ox™ ox’® o2xm

. an[Irn,n]+— |
ox? ox' ax” ——  ox" ox'ox!

()
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ou, trocando a por N,

k] ox*ox ax™[n] axk o2x™
= . . + . (9-3)
1] ox" ox' ox'! [Im]  ox™ ox'ox'!

Esta ¢ a lei de transformagdo do simbolo de Christoffel de 2* espécie. Novamente note que € o

-1
k} se transforme como um tensor do tipo , .

segundo termo no 2° membro que impede que {ij

Da (9-3) podemos calcular em termos dos simbolos de Christoffel de 2* espécie uma ex-
pressdo para 0>X™/ox''ox'} . Multiplicando tal equagdo por 6x? /6x'¥ , obtemos

ox° {k} o ok X { n }+ o axk ™

ox® L] ox’ ox™ ox' oxl [Im]  ox’® ox™ oxr'ox]
—_— —_—
52 Sm
donde
2.4 a (k) I m(a
O’ :axk{.}_ax. 8x_{ } 9-4)
ox'oxd ox (] ox' ox') [Im

Nesta expressao podemos inverter X e X' para obter
2,4 a (k Jaem (g !
&:axk Kl_ox o . (9-5)
ox'ox!  ox (] ox' ox) |Im

10. Derivada covariante

a) Derivada covariante de tensores

Exceto no caso da diferenciacdo de uma fungao ¢(Xi) invariante, para a qual 0¢/ oxl =
(6¢5/8xi )(axi/ax'j), mostrando que 6475/6Xi ¢ um vetor covariante, as derivadas parciais de

~ . : a
tensores ndo resultam em novos tensores. Considere, por exemplo, um vetor contravariante V' ;
diferenciando em relagdo a X'" ambos os membros de sua lei de transformago,

ox'@

v
ox?

V!a

obtemos

ox" ox" ox

v X o (ax'avjj ox® ox ov! ox a'x*
oxl ox™ ox ox" oxox!

ox!
No 2° membro, o 2° termo impede que 0V'?/0x" se transforme como um tensor de 2* ordem

do tipo !. Entretanto, eliminando a derivada segunda 0*x'®/ oX'0x) que aparece naquele termo
po | g que ap q
por meio da Eq. (9-5), encontramos
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v _oxt o v g X ax'a{k}_ ox'! 6x'm{ a}
" ox) ox" ox x| ox* lij) X ox) [Im
j—k

~oxK ax™ ox ox™ oxK

ij ox] ox" ox' (Im
y'm 5

ox? ox | avk [k [a)
T oK Aun i+VJ LTV ’
oX" OX oX J] nm

ra al 8 Ayl k [k
P’n +v'm{ H L e +V‘{_.} , (10-1)
oxX’ nm ox" ox'"'| oOX Ji

onde vemos que os termos entre colchetes é um tensor de 2% ordem do tipo % (pois se transforma
como tal); a expressdo desses termos ¢ usada para definir a derivada covariante do vetor contra-
variante V¥ (em relagdo a X' e com respeito a métrica g incorporada nos simbolos de Chris-

ox® o Ve |\ ox ax'a{k}_vj ax™ ox ox! { a}'

ou

toffel) e ¢ denotada de varias maneiras:

k (kK k
N Ly SLo= vk on DVT o0 vV ou VK. : (10-2)
axl IJ N DXI I HI

aqui daremos preferéncia as duas primeiras formas.
A Eq. (10-2) mostra que a derivada parcial V¥ /6X devemos adicionar um termo "corre-

tivo", V! {h} no caso, para obtermos um tensor: a derivada covariante Vk.i . Veremos que isso
vale para qualquer tensor T ; T jsn = oT J-,,,/GXn + termos "corretivos".
Se considerarmos agora um vetor covariante V| e diferenciarmos em relagdo a X' asua

lei de transformagdo, V| =V, ox*/ ax'), obtemos

/. (axa v j_ o oxk oV,  a*x® v

— = - - = - - + - -
ox'  ox' \ ox! ox') ox' oxk  ox'ox!

Nesta, eliminando a derivada segunda por meio da Eq. (9-4), encontramos

NV _ o o v, [ o {k} _ﬁaxm{ a}
ox'axdoaxtaxk % axk ii]  ex'exd (Im] ]|’

ou
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an' _V oxd [k _ GVJ" v k
axt Foaxk | ot <]
X ox W

Vi (*)

_ o v, X X"y, {a}
ox ax' axk oxt oxd ?|Im

—
a—>me kol a—k

Coxdloaxt ax oxt o) Im

ox™ ax' | oV, k
= " n _Vk ’
ox ox'| ox Im

(%)

_ XX oV, X X" { k}

onde vemos que os termos marcados por (*) formam um tensor de 2* ordem do tipo 2; acaba-
mos de justificar a seguinte defini¢do para a derivada covariante de um vetor covariante:

oV k
Vo, =—2_V . 10-3
m = k{lm} (10-3)

A defini¢do de derivada covariante pode ser estendida para qualquer tensor. Podemos en-
trever como seria a formula da derivada covariante de um tensor genérico por simples inspe¢ao
das Egs. (10-2) e (10-3). Mas, para que a inducao que conduz a formula geral da derivada cova-

riante seja bem compreendida, calculemos a derivada covariante do tensor misto Tj' empregan-

do uma vez mais o método como a obtivemos acima para o caso dos vetores contravariantes e
covariantes: Derivando a lei de transformagao T/* = (0x*/ ox*)(OX° /ox'1)T.° em relagdo a x''e

usando as Egs. (9-4) e (9-5) para eliminar as derivadas segundas, obtemos

oT{* o [ox® oxb s |- ox? ox° ox' OT® LTS X’ ox o*x@ +Tsax'a O’ xP
ox' ox'| ox® ox! ox° ax'jvax'i ox' P ooxdoxl axox® ° oxS oxiox]

(%)

_oere ok [oet fi] oxtaxm [al'] Loax[ad (k]' ol axm [b]]_
°oxloxt| ox |rs] ax ox® |Im ® xS | ax® |l ox' oxd | Im

b r ,a b ,m ’ ,a b ’ ,a | m
(7%)+Tbsax. 6x. 6Xk{k}—Tb56X.6X 5i|{a}+Tbsax axk{_k_}_TbS@x Gx. 6x'{b}
ox) ox' ox* \rs oxl oxs - UIm ox® ox* i ox® ox' ox) Im

ks Tj’m Tk,a m=b, | >r

,a b r S S m a ' k '
_ o K Ol qk)S | s B B R
ox® ox) ox' | ox' rk rb I lim ij

Rearranjando os resultados, encontramos




INTRODUGCAO A0S TENSORES 24

oT/® a) k] ox? axb ox (ot s m
Cipqm) 81 gL X OC X T k]S | s ,
ox' ' im J xS oxt ox' | ax' rk rb

(*) ()

. 1 ., .
onde vemos que os termos marcados por (*), um tensor de 3* ordem do tipo ,, ¢ a derivada co-

oT. S S m
TS =—-10 Tk ~T.S . 10-4
b;r 8Xr b {I’k} m {I’b} ( )

variante desejada:

Agora ¢ facil escrever a derivada covariante de qualquer tensor; por exemplo:

. oT. J i . ] I . |[s
ij _ > S is ij ij
T IR (A T IYT ) T B

Caso nao se queira deduzir esta féormula pelo procedimento acima, ndo ¢ dificil mostrar

que a expressdo de T,".,, acima se transforma, de fato, como um tensor do tipo que os indices

indicam (do tipo %). A qualificag@o covariante para esse tipo de derivada ¢ justificada pelo fato
de ser o resultado dessa diferenciacdo um tensor com um indice covariante a mais.

A derivada covariante de um escalar ¢(X)em relagao a X & definida simplesmente por
¢ =0¢/ oX', ja que esta derivada parcial é um tensor (um vetor covariante).

Também ndo hé dificuldades em se verificar que as regras para a diferenciagdo covariante
de somas e produtos de tensores sdo as mesmas da diferenciacdo ordinaria; observe os seguintes
exemplos no caso de produtos:

D(A B! . o .

% =(ABY) ., = A, By + A By, (derivada covariante de produto interno)
D(A', B¥ . . .

(DJ—XnIm) = (A B ). = A, By + A BN, (derivada covariante de produto externo)

O teorema de Ricci, cuja demonstragdo ¢ deixada para os exercicios (cf. Prob. 40), diz
serem nulas as derivadas covariantes do tensor fundamental e dos seus tensores associados:

Oij.k = 0; gij;k =0 ; §ij;k =0 . (10-6)

Podemos entdo dizer que tais tensores "comportam-se como constantes" sob a diferenciag¢do co-
variante. Isso justifica, por exemplo, abaixar o indice i em T' j.k como normalmente fariamos —

i Tij;k =Tj.x — pois
giITIj;k = (9 le);k =T - (10-7)

Ressalva: Observe pela Eq. (10-5) que os termos "corretivos" a que nos refe-
rimos antes (que devem ser adicionados a derivada parcial do tensor para que o re-



INTRODUGCAO A0S TENSORES 25

sultado seja um tensor) sdo multiplicagdes do tensor por simbolos de Christoffel de
2% espécie. Ora, estes simbolos se anulam num sistema de coordenadas cartesianas:
nestas, o tensor métrico ¢ constante [cf. Eq. (6-7)] e a Eq. (8-5) mostra que os sim-
bolos de Christoffel de 1* espécie devem ser nulos e, por conseguinte, também os
de 2% espécie [cf. Eq. (8-6)]. Portanto, num sistema de coordenadas cartesianas,
todos aqueles termos "corretivos" sao nulos e a derivada covariante reduz-se a de-
rivada parcial usual.

Ao ler esta secdo, o aluno deve ter ficado intrigado sobre o que tem a derivada covariante
a ver com as geodésicas a ponto de esses dois conceitos apresentarem em comum termos tao
especiais quanto os simbolos de Christoffel. A razdo disso ¢ dada no final da Seg. 11.

b) Derivada covariante de tensores relativos

Deduzimos este topico de duas maneiras, sendo a segunda delas mais simples, e o estudan-
te com pressa pode pular a primeira, prosseguindo no texto que se inicia logo apds a Eq. (10-12)

Na primeira maneira de deduzir a derivada covariante de tensores relativos, fundamental ¢
a formula da derivada parcial do jacobiano J =|ox /ox'! |,

NS ax'iJ
ax' ax'ax) ox?

(10-8)

cuja demonstragdo ¢ deixada para a se¢do de exercicios resolvidos (cf. Prob. 46). Eliminando a
derivada segunda usando a Eq. (9-4), obtemos

v a (k ! I m(a k ! I (a
03 _ jox axk{}_ax_ax_{ }:J{}_a_x_{ } 109
ox'" ox? | ox’* |j ox' ox! [Im ki ox' | a

equagdo que sera de uso mais direto nas deducdes que seguem.
O procedimento ¢ o mesmo que foi usado para tensores absolutos. Comecemos com o ca-

) ) . ~ i
so de um escalar relativo de peso W, f ; diferenciando em relagdo a X' ambos os membros de
sua lei de transformacao

fr=af

e usando a Eq. (10-9) para eliminar a derivada do jacobiano, obtemos

o _yygwip @ juof &
ox'! ox'! ox' ox'

=W£IV-1g K 8x +Jw iﬁ
k[ ox' |al ox' ox!

_waW{k} g X Wf{ }”Wia_xf
g ki ox'! ox' ox'

ou



INTRODUGCAO A0S TENSORES 26

' ral ' a
8_f -WF'{ = JgwW ai i ~Wf ,
ox'! ki x| ox al
onde vemos que os termos entre colchetes ¢ um vetor relativo covariante de peso W (pois se
transforma como tal); a expressdo desses termos ¢ usada para definir a derivada covariante de £

(um escalar relativo de peso W):
of s
L =—-W . 10-10
="y f{ g} (10-10)

Considere agora um vetor relativo contravariante de peso W, V'?; diferenciando em rela-
~ n . ~
¢doa X" ambos os membros de sua lei de transformacao,

yra = gw Xy

ox!
usando a Eq. (10-9) para eliminar a derivada do jacobiano e a Eq. (9-5) para eliminar a derivada
segunda que surge, obtemos

V'@ ox? w03 w X 9 (ox?
=WV —+J 'n—i( Vj
OX oX OX OX'" OX

ox!
a k) I (a A Al j i A2ya
_ W&y gwg { }— X { } pgw T X VI gw OX OXT
ox! kn ox" |a ox! ox" ox ox'" ox' ox!

a k ! a I a ,a i j
- wX V'JW{ } _w Xy gw X { }+JW X ox_ov
ox! kn ox! ox'" ox! ox" ox

vy j—k | i j—k

Jw ox | ox® [k _8X’| ox™[a) yi
ox"| oxk lij] ox oxi |Im

k)’ ox™. ox ox' [a) oxd ox | oVX K a
_ ra W j w j k
=WV -J j 1% o +J T —+ VI -WYES

kn 83( OX Y@x m OX" OX OX i a

t

y'm s

ra ! ! @ Ayl k _
av +V!m{ a } _vaa{k} :JW aX aX 8\/ +V1{k}—ka{a} ’
" mn kn ox ox"| ox ] a

onde vemos que os termos entre colchetes ¢ um tensor relativo de peso W do tipo i ; ele € usado

ou

para definir a derivada covariante de % ( um vetor relativo contravariante de peso W ):

k
VK, Eﬂnﬂ{k}—ka{?} . (10-11)

OX' ij si
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Olhando para as formulas de derivadas covariantes de tensores relativos deduzidas acima,
Egs. (10-10) e (10-11), vemos que ¢ o seu ultimo termo que as tornam diferentes daquelas refe-
rentes a tensores absolutos, sendo portanto facil a generalizagdo para uma tensor relativo de or-

dem e tipo qualquer, T} :
: . . S
T.)7 ., = (termos usuais caso T;!" fosse um tensor) — W'IT,J,:"{ } ) (10-12)
’ Sa

A segunda maneira, mais simples, de se chegar a essa definicdo de derivada covariante de
tensores relativos baseia-se naquela dada para tensores absolutos. E facil mostrar que, se T,

for um tensor relativo de peso W, T b= g_W/ 2 'I,'J sera um tensor absoluto do mesmo tipo

(cf. Prob. 22). A derivada covariante deste também serd um tensor absoluto, cuja multiplicagdo
por g"'? fornece de volta um tensor relativo de peso W. Este &, por definicio, a derivada cova-

riante de T1 -
T =" (@"V? T, .

Desenvolvendo essa expressao, obtemos o membro direito da Eq. (10-12):

T = 02 L@ T X (e T })}

L ox®
w2 W w21 09 e w2 T T j
= 9" - p LT L e + 2 (T )
oL (1 &g
_ | _wrie (L
S +Z,(T'"' { }) W (29 6xa) ’

() O

onde marcamos com (*) 0S termos usuais caso 77’ fosse um tensor absoluto [obviamente, por

z (77’{ }) denotamos os termos que envolvem os simbolos de Christoffel] e, em vista da

s
Eq. (8-11), podemos identificar o termo assinalado por (f) com { } .
sa

A Eq. (10-11), no caso especial de W =1 (i.e., de uma densidade vetorial contravariante)
e com i =k, fornece um resultado muito importante:

_V

Y i ;
15).4

(Vi : vetor relativo contravariante de peso 1) . (10-13)
Esta equagdo ¢ valida em qualquer sistema de coordenadas; nas cartesianas, em particular, o 2°
membro é a divergéncia do campo formado pelas N grandezas V', o que justifica dizer que a

equacdo acima define a divergéncia covariante de V', um escalar relativo de peso 1 (cf. Prob.
47).
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11. Derivada intrinseca ou absoluta
C: xXK(t)

Considere um vetor V¥ qualquer num certo
ponto de uma curva ( dada parametricamente por

X< (t). Tomando em cada ponto da curva um vetor

eqiipolente a A [i.e., de mesma magnitude e dire- o K
(;50(*) que Vk] temos o que chamamos de um campo VE(X'(D)

vetorial equipolente ao longo de C . Se utilizarmos
um sistema de coordenadas cartesianas X' , 0S com-
ponentes V'’ do campo considerado serdo constantes e dVv'*/dt = 0. J4 num sistema de coor-

denadas curvilineas XX, os componentes VK desse mesmo campo ndo satisfazem necessaria-
mente uma equagado similar, dvk/dt =0, pois os componentes em relagdo a uma base que mu-
da de ponto a ponto (o que caracteriza as coordenadas curvilineas) certamente variam. Surge
assim a questdo: em coordenadas genéricas, que equagdo ¢ satisfeita pelo campo considerado?
Na obtenc¢ao da resposta constataremos o poder da descri¢ao tensorial.

Primeiramente, observe que a equagao dv’¥/dt = 0 discutida acima pode ser assim escri-
ta:

1k 1k r] 1k '
N dv _ oV | dx - DV | dx , (11-1)
dt ox! dt Dx! dt
S

()

0

onde, na ultima passagem, usamos o fato de que, em coordenadas cartesianas, a derivada parcial
¢ igual a derivada covariante (cf. a ressalva feita no final da Se¢. 10a). O termo marcado por (),
sendo o produto de dois tensores, ¢ também um tensor, cuja importancia garante-lhe nome e no-
tacdo especial: derivada intrinseca do vetor VK ao longo da curva x*(t) (num sistema genérico

de coordenadas), comumente denotada por meio do simbolo & e sendo encontrada na literatura
em varias formas equivalentes:

k K gy kK (k) T k(K] . dx
VI DVEaXDpavh K iaxD o dvE ki
ot Dx' dt ox/ i] dt dt i] dt

L ~ . . k
onde substituimos a expressao da derivada covariante de V" .

Ora, a Eq. (11-1) diz que 6V Kist=0 (derivada intrinseca nula em coordenadas cartesia-
nas); mas, sendo essa uma equacao tensorial, ela vale em qualquer sistema de coordenadas. Re-

ciprocamente, se um campo for tal que SV¥/5t = 0 ao longo de uma curva, essa equagdo em
coordenadas cartesianas X% reduz-se a equacao dv’/dt =0, pela qual concluiremos que se

trata de um campo eqiiipolente ao longo da curva dada.
Podemos resumir a resposta ao problema posto como segue: a derivada intrinseca de um

campo VK de vetores ao longo da curva x¥(t) énula, i.e.,

k
_5(\; —0, (11-3)

se e somente se esse campo for equipolente ao longo da curva.

™ Dois vetores tém a mesma direcdo se o dngulo entre eles, segundo a definigdo dada na Seg. 6d, for nulo.
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A derivada intrinseca ¢ facilmente estendida ao caso de um tensor genérico; por exemplo,
temos que

oT"y _ DT o™
ot Dx™ dt

(11-4)

Usando a nota¢do da derivada intrinseca, podemos reescrever a equacao da geodésica dada
pela Eq. (8-7) como segue:

d’x¢ [kldx dx! d (dx") kldx' dx/  dvk [k idxd  ovK
o =\, =+ V—=—=0,
ds? ij | ds ds ds\ ds ij] ds ds ds ij ds oS

onde o vetor V¥ = dx¥ /ds ¢ tangente a geodésica e unitario. Portanto, a geodésica é a curva
ao longo da qual os vetores unitarios tangentes formam um campo equipolente (i.e. apresentam
derivada intrinseca nula). No espaco tridimensional euclidiano esse fato ¢ dbvio: as geodésicas
sdo linhas retas, cujos vetores unitarios tangentes sdo claramente paralelos. Essa interpretagdo da
equagao da geodésica, como sendo uma derivada intrinseca nula, responde a questdo levantada
ao final da Sec. 10b, a de saber qual relagdo entre os conceitos de geodésica e derivada covarian-
te explicaria nesses a presenca dos simbolos de Christoffel.

12. Formastensoriais do gradiente, diver géncia, laplaciano e rotacional

a) Gradiente

Considere a fungdo escalar ¢(X). Definimos 0 gradiente de ¢ num sistema genérico de
coordenadas curvilineas X como sendo o vetor covariante

(gradg) =2 — g, (12-1)
OX

s

pela simples razdo de d¢ /X ser um tensor (um vetor covariante, como foi dito) que, nas coor-
denadas cartesianas, coincide com a defini¢do usual do gradiente.

b) Divergéncia
Definimos a divergéncia de um campo vetorial contravariante F' como a seguinte contra-

¢ao de sua derivada covariante:

divF' =F'; . (12-2)

A razdo ¢ simples: como a derivada covariante

. i i
F'| _F LEx
oox! JK

. . . i i o . . i
em coordenadas cartesianas torna-se na derivada parcial oF' /0x!, entdo o invariante F'.; nes-

sas coordenadas reduz-se a conhecida férmula divF = 6F' /0x' . Os componentes contravarian-

tes F' s3o usados na definigdo dada na Eq. (12-2) porque, no caso dos componentes covarian-
tes, F.; resulta num tensor de 2* ordem covariante em vez de um escalar, como ha de ser o

divF .
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Obtemos div F;, a divergéncia em termos dos componentes covariantes do vetor, usando a
invariancia dessa grandeza:

divF =divF! ; (12-3)
logo,
divF =divF! =F),, =(@"F),; ,

ou, lembrando que gl "

Eq. (10-7)], obtemos

comporta-se como uma constante" sob a diferenciacdo covariante [cf.

divh =g" R, (12-4)

Freqiientemente encontramos na literatura a seguinte formula para a divergéncia:

divF' = \Fax (\/—F) (12-5)

deduzida na se¢des de exercicios resolvidos (cf. Prob. 49).

c¢) Laplaciano

O laplaciano de uma funcdo invariante das coordenadas X ¢é definido como sendo o inva-
riante que se obtém calculando a divergéncia do gradiente de ¢ :

V2 = div(gradg), . (12-6)

Podemos desenvolver esta expressao e obter duas formulas do laplaciano usadas na literatura
fisica. Primeiramente, usando as Egs. (12-3) e (12-5), obtemos

V24 = div(grad¢), = div(gradg) = %ii[ﬁ (grad §) }

fa Vg @radg); |- fa {fg” } (12-7)

De outro modo, usando as Egs. (12-4) e (10-3), encontramos

, i | O(grad @), K
V¢ = div(gradg); = g (grad¢);.; = g {%ﬁ_{i' }(grad¢)k}

) K ) 2
— g i(a_ﬂ—{}a—ﬁ -o' (-5 )_{ }‘M (12-8)
ox! L ox 1] ] X oX' ox! i
Destaquemos a expressao invariante do laplaciano obtida de passagem acima,

Vie=9"¢; . (12-9)

que também aparece com freqiiéncia na literatura.
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d) Rotacional

No espago euclidiano tridimensional, para um vetor V de componentes V," nas coordena-

: i
das cartesianas X', temos que, se

Rj = & (V' X\7)k )

entdo R);, Ry, ¢ R, sdo, respectivamente, os componentes cartesianos do rotacional de V a0
longo dos eixos X', x% e X, [R; = &5 (V] xV), = (V' ><\7)1, etc], € os demais valores de
Rj » devido a anti-simetria nos indices | e m, ou sdo nulos (se | = m) ou o negativo de um daque-
les componentes. Em suma, apenas trés valores de Rj sdo independentes e sdo eles os compo-

nentes cartesianos de V' xV .

Mas, usando a Eq. (B-20) e lembrando que, num sistema cartesiano, as derivadas parciais
podem ser substituidas pelas derivadas covariantes, podemos escrever

Ora, essa expressao ¢ tensorial. Esta assim justificada a definicdo do rotacional de um ve-
tor covariante V, num sistema de coordenadas curvilineasx’' como sendo o tensor covariante

de 2° ordemanti-simétrico R; =V, ; —V;.;. Computando essas derivadas covariantes, obtemos

= — Ly, . /
RJ k GXJ k ji

oV, Kk _(@\4 u LK )
oxX' 1]

ou seja, chegamos a seguinte expressao mais simples do rotacional:

. ov; oV,
Rotacional de V, = — - — . (12-10)
ox  ox
Observe que, para um vetor contravariante, a diferenga V J i —Vi; j de derivadas covari-

antes Nao ¢ igual a diferenca oVI/ox — oV /ox! de derivadas parciais.

13. Tensor de curvatura ou de Riemann-Christoffe

Uma condigdo suficiente para que as derivadas parciais duplas

o* f . o f
oxoy 0y OX

sejam iguais ¢ que f(X,Yy) seja da classe C?. Embora se admita que componentes de tensores
sempre satisfacam tal condigdo, isso ndo garante que uma diferenciagdo covariante dupla inde-
penda da ordem em que cada uma seja calculada. Assim, por exemplo, para um vetor V,, temos

que Vi # Vaji

derivada covariante ndo importe.

em geral. Deduzimos em seguida a condi¢cdo para que a ordem de calculo da
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Considere a derivada covariante de V; em relagdo a X/,

oV, r
\/|,J:_;_ .. Vr s
OX 1)

. : « k
e a derivada covariante de V;.; emrelagdoa X",

OVi r r
Viijk = (\/Ij)k_a7_ i Viij — ik Vi -

Nesta, fazendo a permutagdo j = k, obtemos

V. = _ M1y, "lv
g = Madg = — 5~ i (Ve T g Ve

A diferenga dessas duas ultimas equacdes ¢

OVi;j  Visk r r
Vi;jk _Vi;lq' = axk - 8Xj - ik Vr;j+ ij Vr;k

- ()l fobe o —{:M}(Zﬁ {i)

s O oy
@\%{k_ ixjk}vs ij | ?x/\ E%M %
fa ot Tt -G

a{ik} a{}{k}{

ou, denotando o termo entre parénteses por R® jk» um tensor de 4* ordem, do tipo ; , segundo a

lei do quociente (pois o 1° membro V., —Vi . € um tensor e Vg é um vetor covariante arbitra-

R

que é o chamado tensor de curvatura ou de Riemann-Christoffel, encontramos

rio),
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Viiik = Vi = R Vs - (13-2)

Se tivéssemos iniciado os calculos com o vetor V' em vez de V, teriamos encontrado (cf.
Prob. 51)

Vi -V =-Rg V® . (13-3)

Por essas duas equagdes vemos que, ao se diferenciar covariantemente varias vezes um
vetor, a ordem em que cada derivada ¢ calculada ndo serd importante se € somente se R, Kk =0.

Ora, isso acontece num sistema de coordenadas cartesianas, no qual os simbolos de Christoffel
se anulam e, por conseguinte, o tensor de curvatura também. Portanto, nos espacos euclidianos,
onde coordenadas cartesianas sdo admitidas, o tensor de curvatura ¢ identicamente nulo (lembre-
se de que, se um tensor se anular num sistema particular de coordenadas, ele se anulara em
qualquer outro sistema que se adote no espaco em estudo) e a ordem da diferenciacdo covariante
podera ser invertida. Nos casos de métrica definitivamente positiva, a reciproca também sera
verdadeira (Sokolnikoff a demonstra): se num certo espaco o tensor de curvatura se anular (um
espaco onde a ordem de se diferenciar covariantemente ndo importa) entdo esse espaco sera eu-
clidiano.
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14. Problemas propostos

Propriedades basicas dos tensores, adicdo e subtracao

(1) (Neste exercicio empregamos a linguagem ¢ a nota¢ao da Analise Vetorial elementar.) Seja
I o vetor posi¢cdo de um ponto P e R*. Num sistema de coordenadas curvilineas X podemos
usar, em cada ponto, as duas bases locais seguintes B={T,} com T, =or/ox e p= {N'} e

N' = vx (i=1,2---). Mostre que, para um campo vetorial A(F’) , 0s componentes na base B e

os componentes na base 3 transformam-se contravariantemente e covariantemente, respectiva-
mente.

(2) Mostre que, se A'j( e Eﬁ'j( sdo tensores, (i, |,K) = A'j‘ + 3'1-‘ e D(@,],k) = A'j( —Bﬁ-‘ também
sd0.

(3) Mostre que, se os componentes de um tensor num sistema de coordenadas
(a) forem nulos, (b) forem iguais,

também o serdo em todos os sistemas de coordenadas.

Produto externo

(4) Mostre que a grandeza T dada como produto externo dos tensores U ¢ W ¢ também um ten-
sor ¢ informe qual o seu tipo:

(@ TG, j.kl,m=Ufwm" (b) T(i, j.k) = Uy W
(©) T(, j, k1) =UTwH ) TG, j, k1) =U; W

Contragédo

(5) Mostre que a contragdo do tensor Aj ¢ um escalar.

(6) Mostre que o produto interno dos tensores A ¢B j ¢ um invariante.

(7) Seja A'J”l: um tensor.

(a) Prove que o resultado da contragao dos indices kK e | ¢ um tensor e diga de que tipo
(b) Idem, mas agora contraindo tanto K e | quanto j e m

Produto interno

8) Mostre que o produto interno dos tensores Al ¢ BI™ que resulta da contracdo dos indices i €
q p q

m em seu produto externo ¢ um tensor e diga de que tipo.

(9) Se G(i, j,k) forem grandezas tais que G(i, j,a)T”b = (0 para qualquer tensor Tijb, mostre
que G(, j,k)=0.

Tensores simétricos e anti-simétricos

(10) Se G(i, j,k) forem grandezas tais que G(l, j,a) S[')J = 0 para qualquer tensor S[')J com sime-
tria nos indices i e j, mostre que ndo podemos afirmar que G(i, j,k) = 0, mas, sim, que a sua
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chamada parte simétrica em relacdo aos indices i e j sera nula: G((i,]j).k)=
[GA, j, k) + G(],i,k)]/2=0.

(11) Se G(i, j,k) forem grandezas tais que G(i, j,a) A')’ = 0 para qualquer tensor A{)’ com anti-
simetria nos indices i e j, mostre que nao podemos afirmar que G(i, j,k) =0 mas, sim, que a
sua chamada parte anti-simétrica em relagdo aos indices i e j sera nula: G([i,jl.k)=
[ GG, j,k)— G(j,i,k)]/2=0.

(12) Prove que todo tensor de 2* ordem contravariante ou covariante pode ser expresso como a
soma de um tensor simétrico e um anti-simétrico.

(13) Mostre que ndo ha tensores anti-simétricos de ordem superior a quatro em quatro dimen-
soes.

Lei do quociente

(14) Num sistema de coordenadas X sabe-se que uma grandeza T (i) ¢ tal que ¢ = T(i)U', on-

de ¢ ¢ um invariante e U" & um vetor arbitrério. Prove que T(i) € um vetor e diga de que tipo.

(15) Mostre que, se o produto interno A(i,a) 7, entre o conjunto de N? grandezas A(i,a) e um

tensor covariante de 2 ordem arbitrario 7, for um tensor, entdo Ai,a) = A*, um tensor misto

de 2% ordem.

(16) Sabe-se que uma grandeza A(i, j,k) ¢ tal que A(, j,k)U kj, = Ci| num sistema de coorde-

nadas X , onde U¥ ji € um tensor arbitrario. Prove que A(i, j,k) ¢ um tensor e diga de que tipo.

(17) Se G(i, j) étal que Sl G(i, J) = ¢ (invariante) para qualquer tensor simétrico gl , explique
por que ndo podemos afirmar que G(i, j) seja um tensor; mostre, entretanto, que a sua parte
simétrica, G( a, j)) =[G(, J) + G(],1)]/2 (definida no Prob. 10), sim, € um tensor G;; simétri-

co do tipo 3 tal que sl G; =¢.

(18) Ha uma assertiva analoga aquela demonstrada no Prob. 17 para o caso em que, no lugar de

S', tem-se um tensor anti-simétrico A’ qualquer, quando, entdo, a parte anti-simétrica de
G(i, j) é um tensor. Para estabelecer isso €, a0 mesmo tempo, permitir que o estudante observe

a possibilidade de se obterem resultados mais genéricos, pede-se, no presente problema, que se
explique por que, se G(i, j,k) é tal que A’ G(i, j,k) =V, (vetor covariante) para qualquer ten-
sor anti-simétrico A’ , o podemos afirmar que G(i, j,K) seja um tensor, mostrando, entretan-

to, que a sua parte anti-simétrica, G([i, i k) =[G, j,k) — G(],i,k)]/2 (definida no Prob. 11),

sim, ¢ um tensor Gy, anti-simétrico nos indices i ¢ j tal que A’ Gy, = V.

Tensores relativos

(19) Sejam Al ik © B' tensores relativos de pesos W, e W,, respectivamente. Mostre que
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(a) o produto externo deles ¢ um tensor relativo do tipo % e de peso W, +W,
(b) o produto interno A’ ik B! ¢ um tensor relativo do tipo | ede peso W, +W,

(c) a contragdo A';; € um vetor relativo covariante de peso W,

ji
(d) \/a B' & um vetor relativo contravariante de peso W, +1 )

(20) Obtenha as Egs. (5-2), (5-3) e (5-4).
(21) Prove que os co-fatores G" de gjj formam um tensor relativo contravariante de peso 2 ®)

(22) Mostre que, se 771 for um tensor relativo de peso W, T, Jro=gWi2 771 serd um tensor

absoluto do mesmo tipo.

Os tensores fundamentais

(23) Mostre que os coeficientes g na métrica [Eq. (6-6)] podem ser sempre definidos de modo

que sejam simétricos e assim formar um tensor simétrico do tipo 3 .

(24) Atraves da Eq. (6-10) e tendo em conta que @j; ¢ um tensor do tipo 2 (conforme se provou

no Prob. 23), mostre que g & um tensor do tipo %.

(25) Num espaco euclidiano, mostre que

i ox X

0% 0% o
0z, 0z,

N oxl

(@) g = () g

onde X sdo coordenadas curvilineas e z, sdo as coordenadas cartesianas.
(26) Mostre que R%; Vs = Ry V® (Re V sdo arbitrarios)

(27) No Exercicio 1, mostre que

(b) as bases B e B coincidirdo se forem normalizadas, isto ¢, formadas pelos vetores unita-
. - = = —>| - - . .
rios € =T, /|Ti| e & = N;/|N;|, respectivamente, e se o sistema de coordenadas for ortogonal.

(28) Mostre que g;; (i =1,2---, ndo somados) nunca se anulam.

(29) Mostre que os angulos 6,,, 6,; ¢ 6,; formados pelas curvas coordenadas de um sistema de
coordenadas curvilineas tridimensional sdo dados por

cosb, =01, /\/911 922 » cosB; =03 /9 933 » c086y3 =03 /+/Un2 O33

) Necessario ler antes as Secs. 6a ¢ 6b.
) Necessario ler antes as Secs. 6a ¢ 6b.
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(30) Mostre que os co-senos dos angulos que o vetor unitario tridimensional U' faz com as cur-
vas coordenadas s30 U, /1[0, Uy /1[0y € Us/4/0O35 .

(31) Num sistema de coordenadas ortogonais, prove que g = gij =0sei#] e que

gii =1/g; (sem somatdrio).

(32) Mostre que 89/0g; = 9 gl

33) Mostre que g'g!m—=m = =2
9 e 89 ox¥

Equacio da linha geodésica

(34) Mostre que as geodésicas num plano sao linhas retas.

(35) Mostre que, no espago bidimensional formado pelos pontos de uma superficie esférica, as
geodésicas sdo arcos de grandes circulos.

Simbolos de Christoffel

(36) No texto obtivemos a seguinte lei de transformagio para o simbolo de Christoffel de 2% es-

pécie:
{k}' oxk ax ox™ { n }+ ox’ o x™
ij ox" oxt axd [Im[ T ax™ axiox]

Mostre que esta equagdo ¢ equivalente a seguinte:

{k}' _ox* ox axm{ n }_ ox™ ox" a?xrk
i ox" ox' ox) [Im]  ox' axl axMox"

(37) Mostre que:

@ B o %oy {k‘l} g”{il} © so2 —{I'J}
(38) Para i, ] e kdistintos, g; ‘iij = (0 e com a conven¢ao do somatorio suspensa, mostre que
@ {iii} e {ulj} o © {JIJ}: oot © {Jik}zo

.. i ., .
(39) Num espago euclidiano, sendo X coordenadas curvilineas e z cartesianas, mostre que

L {k}z 0’z ox

a) [ij, . S
@ [-k1= ox ox! oxk ij]  oxox! oz

Derivada covariante

(40) Demonstre o teorema de Ricci, que diz serem nulas as derivadas covariantes do tensor fun-
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damental e dos seus tensores associados:

(@) Gy =0 ) g', =0 (©) &'y =0

(41) Mostre que as derivadas covariantes de vetores contravariantes e covariantes, dadas por

k k \V/ k
vk, = ov© RV e Vi Ea__v ,
T i] o ox! Ij

~ . 1 0 .
sdo tensores dos tipos | € ,, respectivamente.

(42) Mostre a regra de Leibniz para a derivada covariante nos seguintes casos:
a) (Aij Bkmn);n = Aij;n B¥,,, + Aij Bk|m;n (derivada covariante de produto externo)

b) (Aij Bl )in = A jsn Bl + Aij Bjkl; n (derivada covariante de produto interno)

(43) Seja ¢ uma fungdo invariante das coordenadas. Mostre que ¢.; = ¢.;; (a ordem na qual a

derivada covariante de um invariante ¢ calculada ndo importa).

(44) Mostre que f, =0f/ X! ~-WFf { S'S} é um vetor relativo covariante de peso W, onde £ é um

escalar relativo de mesmo peso.

(45) Mostre que (\/E)n =g, =0.

0 o*x oxl . .
(46) Mostre que — = ——— J (importante na deducdo da derivada covariante de ten-
ox' ox'ox! ox?

sores relativos):

(47) Mostre que a divergéncia covariante de um vetor relativo contravariante de peso 1, definida
na Eq. (10-13), ¢ um escalar relativo de peso 1.

Gradiente, divergéncia, laplaciano e rotacional

(48) Mostre que o gradiente de ¢(X) € normal a superficie ¢(X)=const. e calcule o vetor con-
travariante unitario ¢ normal a essa superficie.

(49) Mostre a formula divF' = \/_ ™ (\/— = )

Tensor de curvatura

(50) g4 R®jy = Ry ¢ o tdo-chamado tensor covariante de curvatura. Mostre que esse tensor é
(a) anti-simétrico nos indices do primeiro par (ij) e do segundo (K): Ry = —Rjjy = —Rji

(b) simetrico quanto a troca do primeiro com o segundo par de indices: Ry = Ry;;

(51) Mostre a formula V';jk —V';kj :_R'Sjk VS .
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Calculos em sistemas de coordenadas especificos

(52) Calcule os tensores fundamentais covariante e contravariante e o determinante métrico para
a) o plano xy euclidiano no sistema de coordenadas polares
b) o espago Xyz euclidiano nas coordenadas cilindricas e esféricas

(53) No plano xy euclidiano, V, e V, sdo os componentes cartesianos de um vetor. No sistema
de coordenadas polares, calcule para esse vetor:

. r
a) os componentes contravariantes V' e V&
b) os componentes covariantes V, ¢ V,

¢) os componentes fisicos V, e V,
(54) Verifique se os resultados do Prob. 53 estdo de acordo com a equagéo V; = g V2

(55) No Prob. 53, substitua V, =2X-y e V, =2xy e obtenha as expressoes de Vhe VY

bem como as de V, e V,?

(56) Calcule os simbolos de Christoffel de 1* e 2% espécie em coordenadas polares:
(a) diretamente da defini¢do desses simbolos
(b) usando o Prob. 39

(57) Usando o Prob. 38, calcule os simbolos de Christoffel de 2? espécie em coordenadas pola-
res e esféricas.

(58) Calcule V. ; no sistema de coordenadas polares para o vetor descrito no Prob. 55:

(a) diretamente da defini¢ao de derivada covariante
(b) mudando as derivadas covariantes calculadas no sistema cartesiano para o sistema polar

(59) Como vocé definiria a velocidade e a aceleracdo de uma particula?

_ 2, i i Ak
(60) Mostre que a aceleragdo definida no Prob. 59 é dada por a' = d"x +9 . o .
dt? jk| dt dt

(61) Expresse no sistema de coordenadas polares a velocidade de uma particula em movimento
no plano Xy:

a) em termos dos componentes contravariantes

b) em termos dos componentes fisicos

(62) O Prob. 61, mas para a aceleracdo da particula.

(63) Os Probs. 61 e 62, mas, agora, no sistema de coordenadas esféricas para uma particula em
movimento no espago.

(64) No plano Xy euclidiano, considere o campo vetorial de componentes cartesianos V, =0 e
Vy =y — X. No sistema de coordenadas polares, calcule a derivada intrinseca desse campo ao

longo dareta y = X+ 1 para mostrar que ela ¢ nula (por qué?).
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(65) Calcule os componentes fisicos de grad ¢

a) no plano, em coordenadas polares
b) no espago, em coordenadas esféricas

(66) Exprima div F' em termos dos componentes fisicos de F' no sistema de coordenadas esfé-
ricas.

(67) Obtenha o laplaciano em coordenadas polares usando V¢ = gij ¢.;; com X'=rex’*=6.

(68) No sistema de coordenadas esféricas (X' =r, x> =6, X’ =), calcule separadamente os dois

membros da formula no Prob. 38b com i =3 e j =2 e verifique a sua validade.
ugestdo: Use a férmula deduzida no Prob. 39b

(69) Exprima V?¢ em coordenadas esféricas usando a formula V¢ = d (Jﬁ g’ %j

1
Jg ox ox!
(70) Considere as coordenadas paraboloidais (u,v, ), cuja lei de transformagao para as coorde-
nadas cartesianas (X, Y, z) ¢é
X=Uvcosep, Y=Uvseng, Z:(uz—vz)/2 [Uu>0, v>0, 0<p<2r] .
Trata-se de um sistema ortogonal de coordenadas, sendo os fatores de escala dados por

I"h:hV=1'u2+V2, h¢=UV

Obtenha o laplaciano de y (u,v,®) usando a mesma férmula do Prob. 69.

15. Solucdes dos problemas propostos

1)
Note que a base B ¢ formada pelos vetores tangentes as curvas coordenadas e a base 3,
pelos vetores normais as superficies coordenadas.

: : , (regra
> i= = o _jor _jor ox' ox' = P oxX! -
(a) A= a,I Ti': aj-l-j — aj _ aj . __ : a] Ti' igualando os N a,| _ . a] coptra
. ox! ox' ox! ox! termos com * ox! variante)
—_—

*

(b) Denotemos por z e ¢; as coordenadas e os versores cartesianos. Abaixo usamos o fato de

que, nessas coordenadas, o gradiente de funcao f qualquer ¢ dado por Vf = 5, (of /10z).

/| J /! j
= - X" - = i X' 2 igualando os i X X
A=aN" = g/Vx' :al'z—gk:“jNJ =a;Vx! =a; 2 Ck t;gnni)sjom* > a Z =aj Z
L N %
Multiplicando ambos membros por oz% 1 ox'" | obtemos
| : .
X' 0 x! o ox! :
of 0 A _ a; 2 N of =——a; (regra covariante)
0z, ox' 0z, ox' ox'!

s oxl /ox!



INTRODUGCAO A0S TENSORES 41

2
| m K | m /K
S/, j,k) = Ak + B _ X XX pan | 0K X X gn
ox" ox! ox" ox" ox! ox"
ox ox™ oxK ox ox™ oxk
A +B S(I,mn) ;
ox' ox'? ox" ( m Im) oxt oxt) ox"

logo, S(I,mn) = S{l., um tensor do mesmo tipo que A[l, e B}, pois se transforma como estes.
©)

'
o X T, =0 . QED.
X oxt =
0

@ T =0 = T

(b) Sejam T’ ¢ U’ dois tensores iguais num sistema de coordenadas X', onde, por conseguinte,
D'=T'-U’' é um tensor nulo. De acordo com o item (a), temos que D =T —U =0 num ou-
tro sistema de coordenadas X qualquer, onde, portanto, T =U . QED.

(4)

Resolve-se apenas o item (a); os demais sdo analogos:

N Auk Ayl [ Ay
TG |, k,I,m)—U""W"J“ oX' OX'" OX ﬁqax_ OX
ox' oxP oxd ox'l ox®

_ X" ox ox* ox! ax™
ox' ox'l oxP oxd oxS

T(nr,p.q,s) ,

. 3 .
T ik-lm , um tensor do tipo 3, pois se transforma como tal.

%)

k '] gi
ax_ ﬁxl Alk N A" oxK 6‘xI
ox"" ox ox’' ox

mostrando que T'(i, j,k,I,m) =

Al = Al=SF Al = AL,

ou seja, At ¢ invariante. QED.

(6)
—_B =6, A“B = A“B, = invariante . QED.
()

Resolve-se apenas o item (a); os demais sdo analogos:

Gt X
A | 3 -~ k 'I
oxk OX

qan . OX OxP oxd ax® ax™ o ox oxP ox™
e axd ox® o axs ™ axd axd o ™M
_
57

mostrando que AR ik = A’,rjn, um tensor do tipo é, pois se transforma como tal.
(8)

6x"_ ox |k6‘xm ox' ox'! B _ ox'! ox™ ox'! 5K AL B ox) ox™ ox' B
ox' ox oxkox" oxP " ax axaxt P ox oxXoxn P

wiBl-

mostrando que A’} B’ =’ |J<| , um tensor do tipo 1, pois se transforma como tal.
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)
Se G(i, j,a)Tb” =0 para qualquer Tt;J entdo, em particular, aquela equacdo vale para o
tensor ng cujos componentes, com excegdo dos TbIJ (comi=1 e j=J),sdo todos nulos; lo-
£0,

G, j,a)T! =G(1,d,a) T =0 (sem somatérioeml eJ) = G(1,J,a)=0 ,
——
#0
resultado valido para todos |, J, a. QED.

(10)
Nao usamos a conven¢ao do somatorio neste problema. Temos que
> GG, j.aS =0 .
i

Nao podemos concluir por esta equagdo que G(i, j,a) sdo todos nulos, por que as grandezas S)J
ndo sdo todas independentes; ha a relagdo de simetria S, = §J' entre elas. Devemos entdo rees-

, ii . .
crever o somatorio com a presenga apenas dos componentes §) que sejam independentes:

Y6 j.as +| 6. j.a9 |

j<i

i+ZG(i,j,a)Sg

=055

=]

i+Zc3(j,i,a)sg‘

i>]

= YG(.j.as) +| 6. j.a |

j<i 1=

= > [GG,j,a) + G(j,i,a)]S) +[G(i,j,a)8[i)j]j:i =0 .

j<i
Nesse somatoério, todos S)J sdo independentes e arbitrarios; logo,
G(,j,a) +G(j,i,a) =0, ie., G((i,j).k)=0 sej<i

Esse resultado garante que a parte simétrica de G(i, j,a) é também nula para | >i:

pela simetria
nos indices i, ]

G((,j)a) = G((j,i),a)\j>i -0 . QED.

j>i

(11)

Nao usamos a convencdo do somatorio neste problema.
Temos que

> GG, j,a) A =0 .
I
Nao podemos concluir por esta equacdo que G(i, j,a) sdo todos nulos, por que as grandezas A{,’

ndo sdo todas independentes; hé a relacdo de anti-simetria A{)J = —Ag' entre elas. Devemos entdo

, - ii . .
reescrever o somatdrio com a presenga apenas dos componentes A que sejam independentes:
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Y6 +|Gi.jaA | +Y 6ii.aA
IR j>i
=
= > G(i, j,a) A +G(i,i,a)££+ZG(j,i,a)[—Ag]
j<i o >

= >[G(.j.a) - G(j.i.a)]A =0 .

j<i
Nesse somatorio, todos A')J sdo independentes e arbitrarios; logo,
G(, j,a) - G(j,i,a) =0, ie., G(Ii, j],k) =0 sej<i .

Esse resultado garante que a parte anti-simétrica de G(i, j,a) também se anula para | >1i :

pela anti-simetria
nos indices i, j

G([i.jLa)|, _, = -G(li.ila)],_ =0
Por fim, para i = | temos que
G([i,il.k) = G(""a);G(""a) -0 . QED.
(12)
Sejam A; e B' tensores arbitrarios. Suas partes simétricas,
A, _AtAL L gap B +BY ,
2 2

sdo tensores simétricos e que suas partes anti-simétricas,

A — A [i] B — B
Aip=—7— ¢ Bl=—77,

sdo tensores anti-simétricos, em termos das quais aqueles tensores podem ser decompostos:

A =Aj+A; e B =BY+BU . QED.

(14)
OX

TMHU" = =¢=TOU' = THXU =T(HU! = B)(—';T'(i)—T(J')}UjZO-
X

OX
Sendo U um vetor arbitrario, podemos igualar o termo entre colchetes a zero para obter
ooxt
T()=2-T10)
OX

que ¢ a lei de transformagdo do vetor covariante T(j) =T;. QED.

(15)

E dado que A(i,a) 74 =T, um tensor do tipo (2). Esta equagdo nas coordenadas curvili-
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i . A
neas X' € A'(i,a)ry =Tj; escrevendo-a com os tensores 7 € T transformado para as coor-

denadas X', obtemos

L oxP oxK ox oxk ox oxK
A(i,a) — Ty = —— . = — —A(l,b) 7
ox®oxl ™ ax ol K ax o] bk
b | K b |
- {A’(i,a)ai—a—x.A(l,b)}aL.rbﬁo = AGa) 2~ Al =0
ox®  ox' ox'! ox?®  ox'
arbitrario
x dxC / oxP /C A 1€ Ayl [ /C
=7 MG 2SO 2 p =0 = Ao =22 Al
ox® ox®  ox° ox ox"' ox
—_—
55

mostrando que A'(i,¢) = A'7, um tensor do tipo % , pois se transforma como tal. QED.

(16)

X' x° g
oxdox' P

Al jUY =Cl = A j kU =C'| =

. oxK ox™ oxP ox' oxP
—  AG, k) XKy XX Agmnyu "
axM axl ax' ™ axd ox! ™

o oaxk ax™ ox! oxP
= Al(lajsk) i A(q:rnan)j|_un =0
[ ox" ox')  oxd oxt ™
[ —
arbitrario
Prob. 9 o aX'k axm 8X'i
= A(Iajak) n o A(q:mn)zo
ox" ox!  oxd
x ox' /ox! KoAym Al oAl
N A’(i,j,k)ax ax. 8x. _OX ax. AQ.m.n) = 0
ox" ox'! ox'  ox% ox!'
-
%
ox ox™oxk
= l,mn)=——— A, j,K) ,
A ) ox' ox! ox" (. 1.k)

mostrando que A(l,mn) = Alnm, um tensor do tipo 12 , pois se transforma como tal. QED.

(17)

Nao podemos aplicar a regra do quociente para afirmar que G(i, j) seja um tensor porque

S’, sendo simétrico, ndo é um tensor arbitrario. Entretanto, podemos provar a que sua parte si-

o .0
métrica ¢ um tensor do tipo , como segue:

pela sime-
. i=j . triade 8" ; .
¢=S'G(i,j)) = S"G(j,i) = S'G(ji) = ¢+4=5"G(,j)+S G(j.i)
G, j) + G(j.1)
2

= =9 ¢=5"G((,))
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Provamos agora que G( @, j)) , claramente simétrico, ¢ um tensor do tipo 3 :

. /i q
SUG(0.)=¢ = oI
X

G'((i,j))=¢=5'G((k)D)

ox¥
= H (k)

r| v
- s“[ (kD)X aax G'((, J))} (*)

Note que H(k,l) € simétrico:

/i '] /i ']
H(l.k) = G((, k))—sz—G((i,j))=G((k,I))—%2XTG((j,i)):H(k,l) .

Logo, pelo Prob. 10, a Eq. (*) acima implica que

ax" ax"

Hk, 1)+ H(,k)
2

=H(k,1)=G((kD)- G'((i,)))=0

mostrando que G( (k.1 )) € um tensor covariante de 2 ordem, pois se transforma como tal.

(18)

Nao podemos aplicar a regra do quociente para afirmar que G(i, j,K) seja um tensor por-

que A’ sendo anti-simétrico, ndo é um tensor arbitrario. Entretanto, podemos provar que a sua
parte anti-simétrica ¢ um tensor do tipo 2 como segue:

ela anti-
. iz . —sirfletria de Al .
Vk ZA‘IJ G(Iajak) = AJI G(Jalak) = _A‘IJ G(Jalak)
= 2V, = A G(i, j,k) - AT G(j,i,k)

G(Iojak)_G(J:I:k)
2

= V, = A Vi = Al G([i, j1.k)

Provamos agora que G([i, il k) , claramente anti-simétrico, € um tensor do tipo ‘3’ :

. . ox' oxr . ox? ox?
ATG(i,jlLk)=V = A G'([i, k) = V, A"G([l,m],a
([ i1.k) =W 7 o O ([H11K) = — Vo =~ ATG([l.ml.a)
5na
xox /ool axrl oK ox' X ox?

= A G'([i, jl.k) = G([l,ml,a) A™

X ox™ ox" 0 o oxk
G([l,m],n)
ox' oxl ox K .
= A'”{G l,m],n) - —— G'([i, ,k}:o %
| ([, ml,n) o o ([, j1.k) (%)
=H({,mn)

Note que H (I, m,n) ¢ anti-simétrico nos indices | e m:
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ox' ox ) oxr X .
H(ml,n) = G([mI],n)-—— G'([i,jlk
( ) axm axl 6Xn ( )
ox' ox') oxr X .
=-G([l,m],n)+ —_ G'([j,il.k) ==H({,mn
([, m],n) 2 o ([i,il.k) (I,mn)

Logo, pelo Prob. 11, a Eq. (*) acima implica que

H(,mn)—H(ml,n) ox oxl oxr
=H({,mn) =G([l,m],n) - —
2 ( ) (0 ml.n) ox ox™ ox"

G'([i,jl.k)=0

mostrando que G([l ,m|, n) ¢ um tensor covariante de 3* ordem, pois se transforma como tal.

(19)
(b)

i i . ox' ox™ ox" ox! ww, OX' X"
cio—(Aa. i) = J\M .—Al )[\]WZ X B ) JWHW BP
k ( jk )(B ) ( aXI aX’J aX’k mn 6Xp 8X 8X'k mn
JV\/ﬁWz aX'I ox" Bp \]W1 +w, OX° aX'I ox" ’

oxX ax'k ox axk

que ¢ a lei de transformagio de um tensor relativo do tipo ; e peso W, +W,. QED.

(d)
Pelas leis de transformacao de g eB , dadas pelas Egs. (6-15) e (5-1), temos que

,m
(\/_Blm) (J g)l/Z JWZBI aX JWZH(\/_BI a;( ,
X

ou seja, /g B' ¢ um vetor relativo contravariante de peso W, +1, pois se transforma como tal.

(20)
Denotando elementos de matrizes jacobianas pela notagio ox /ox'™* = N ox'" / ox¥

= J! , temos que |y [=J, | I |=J =" eque

Ti=3adTw=dkTady = [T1=3ulMlldyl=3%Ty| =
W—‘ ——
3

Ul =g 3u =503y = U= |J.k||uk'||J.,|— J2UM| -
Jl \]*1
WI=3W = = W =3 W[ =W | =
—— —
J—l J
(22)

No texto ja vimos que g ¢ um escalar relativo de peso 2. Assim, temos que

Gij — ggll — G!IJ — I II] :|:J29i||:8L’I8X'J:| K :Jzﬁéxrj

ox< ox ox< ox

que ¢ a lei de transformag¢do de um tensor relativo contravariante de peso 2. QED.
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(22)

Usando as leis de transformagao de g e 'Ii‘_j,:", dadas pelas Egs. (6-15) e (5-1), temos que

i E - ox< ox! - X< ox!
T.'-.J"' = g/ W/2 T/J — (ng) W/2 JWT | AR W/zT |__
} | T ax ox K axt o
]
=Tk... oxK ox'’
ox' ox

ouseja, T, )" ¢ um tensor absoluto, pois se transforma como tal, e do mesmo tipo de T’

(23)

Temos que
ds’ = g; dXdx! = g; dx)dx = 2ds’ = g; dX'dx! + g; dX'dx) = ds’ = 291, dx'dx! |

mostrando que, se a matriz g ndo for originalmente simétrica, podemos tomar os coeficientes
na métrica como sendo os da parte simetrica daquela matriz, g;;,, uma matriz claramente sime-
trica.

Assim sendo, considere a métrica ds* = 0ij dx'dx! com coeficientes simétricos. Note que

ndo podemos usar o Prob. 17 para afirmar que ¢ seja um tensor simeétrico do tipo (2), pois

S’ = dx'dx! ndo é um tensor simétrico arbitrario, uma vez que dx' e dx’ sio componentes de

um mesmo vetor contravariante. Mas, sendo dx' um deslocamento infini-
tesimal arbitrario, podemos toma-lo como a soma de dois deslocamentos

infinitesimais, dx(l) e dx(2) (figura a direita), aos quais associamos as
distancias quadraticas infinitesimais ds(l) = 0 dx(l) dx(l) e ds(z) =

Ji dxéz) dx(jz). A distAncia quadratica infinitesimal associada a dx' &, en-

tao, dada por

ds’ = gy ddx! = g [, + dxy) I, + Ay ]
6 Xy O + G AKXy O, + g5 O Ay + g dxy) O
= ds;) + ds) +2g; Ay, O,
ou
Ji Sl =ds* - ds(zl) - ds(zz) = invariante ,
onde S =2 dxél) dx(jz) , um tensor simétrico arbitréario; logo, pelo Prob. 17, temos que 9i ¢ um

tensor simétrico do tipo 2 QED.
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(24)
ox' ox® i x ox™/oxK o ox" 8X’i < g
rip i rip O _ ol X /OX rip S — g
g gpm - 5 - g aX!p axym grs - 5m - g axrp »_k _/?rs an
5I
X g ! N ooox oaxd oaxt oox) Goox ox)
g™ =g g g“ > g'" = > 9" =" "
oxP YT ok oxP ox  ox< o oxk ox
oxljox P s
(25)
2
(a) ds” = dzdz =—dX —jdxJ = g;dX'dx! com g; = L

OX oX ax axJ

. . . . j Ayl . i
(b) gs'gsj: s%%—é" = s%%ai—é"ai = S'a_zk:ax

ox® ox! j ox® oxl 0z, ) oz ox® 0z
Sk
R e S N '
ox® 0z, 0% 0z 0z, 0z,
o
(26)
Rsrjkvs = gsaRarjk gstb = ijkvb5€ = Rarjkva = RsrjkVS

(27)

o . i, i ap i ayl Ap -
N' =Vx = SX $ = SX ;r = SX ZX a@rj = g'T; ® (onde usamos o Prob. 25b)
% 4 0g 04 04 OX

Usando esse resultado, podemos escrever g;; NI = 9ij gjkfk = é’ikfk = f u

(29)
Da formula ds’* = 0ij dx'dx! deduzimos que o elemento de comprimento de arco ao longo

da curva de X' = ds;) =+ g, (') =.fg,, &X' #0 = g;; # 0. De modo analogo mostramos
que g,, # 0, etc. QED.

(29)

Sejam &' e ' vetores unitarios tangentes ao longo das curvas

de X' e x*, respectivamente (v. figura). O vetor dx /ds &, por defi-
ni¢do, tangente a uma curva X (S) e também é unitario, pois

dX dx gy XX  gg? .
ds ds  ds*® @ ds®
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logo, temos que
1
§1=%, =0, £=0; n'=0, n*=—o, 7’ =0 .

Calculamos &' ¢ 1* como segue:
£ = gijﬁfigj =g, &'¢ =g, =1 = &=1/g,
’7i’7i = gij77i77j = 922’72772 = 922(772)2 =l= n*=1 U2

Portanto,
cosf, = fiﬂi = gijfiﬂj = 91251772 =0 1 1 - o .
AT \/922 \/911922

De modo anélogo calculamos cos§,; € cos&,;. QED.

(30)

Vimos no Prob. 29 que o vetor &' unitario e tangente a curva de X é (&,E2,8) =

(1/{9;1,0,0); logo, o co-seno do angulo entre e u ¢ uifi = ulfl =U,/4/9;; - De modo ana-
logo mostramos os outros resultados. QED.
(31)

=0.

Basta fazer 6, ‘ = 7/2 no Prob. 29 para imediatamente obter gj; ”

Os outros resultados sdo obtidos como segue (sem empregar a convencao do somatério):

. . ) _ ) y ) Ua i
Zgjkgik =5 = gl'gi=¢6 = g“:§_' - gp:{ i SeJ. !
K osekei Gii 0 se j#Ii
(32)
i 69 8glk |I< Gik ij i
; ! ag” ; ag” ag”
—
5k 0(*)
) aGk /6g; =0, pois G ndo contém explicitamente qualquer g,, com a=1i ou b=k

[lembre-se de que, no célculo de Gik, a linha i e a coluna K sdo eliminadas do determinante de

(9;) 1.

(33)

0 o ag” ag”" _ag" og' agl og'l
il yjm“YIIm _ Y _ _ _ — ]
I T (g—g&) PR 59"“ ok 2 59 ok ok ok XK

| m
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(34)

A equagdo da geodésica [Eq. (8-7)], nas coordenadas cartesianas no plano,
(xl,x2)=(x,y),torna-seem

d’x/ds’> =0 e d’y/ds’ =0 ,
pois os simbolos de Christoffel sdo nulos em tais coordenadas; logo, temos
X=¢gs+c, e y=ds+d, ,

que sdo conhecidamente as equagdes paramétricas (pardmetro S) de uma reta no plano xy.

(35)

Este problema ¢ usado para exemplificar algumas técnicas descritas no Ap. C, onde, nas
Secs. (a) e (b), ¢ mostrado de duas maneiras que as geodésicas estdo ao longo dos grandes circu-
los

(36)

Basta mostrar que os segundos termos nos membros direitos das duas equagdes sdo iguais;
isto €, que
ax™ ox" Px¢ axk X"
ox' ox'! oxMox"  ox™ ox'ox'!

Obtemos esse resultado por simples operagdes diferenciais:
ox™ ox" %k oxM ox" 9 (ax"‘ J x™ o [éx’k J

ox' ox') oxMox" ox' ox'! ox" | ox™ ox' ox )| ox™
é-ik
——t
0 [oxFax™) ax* e [ox™)_ ax* X" QED
ox' | ox™ ox! ox™ ox' ) | ox! ox™ oxox ]
0
(37)

oo 109 ogd Bgy | 1[99 B 994 | a9y
(@) [M’J]+[Iq°l]_2(axk+/§xi A R Ny Rl e

(b) —g"{J}—g”{ }=—g"g’m[kl,m]—g"g'”‘[kl,m]=—g"g‘m([kl,m]+[kml])
l=zm
® o og, D agl
__ il jm Im - Y m
g9 oxk oxX

Acima, usamos o item (a) na passagem (*) e o Prob. 33 na passagem ().

1 8g 1 6g agik ) 1 iK /s .
C —_— - Y—_—_—_—_—_—_—_— = — |,k + k,l
© 2gox! 2909y ox! 29 99" (LK1 +Lik.11)
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:%g”‘([ji,k] [iki1) = 1{;.}*%{11}:{:1} ]

Na passagem (*) usamos os Probs. 32 e 37a.

(38)

Neste Prob. 38, a convengdo do somatorio € suspensa.

Primeiramente, note que, sendo 1 = z gisgiS = 0;; gii , entao gii =1/0;. Assim, temos:

i is is (595 00is  0ji j M1 0g; 1 dg;
a) | i.s S _ = = L I m
® {H} Zg [1.5] = Zg ox  ox° 29 ox 2@ ox

' i 0 ) ® 1 . o )
® (= Zois =Ty Tre e -] 2 e T
S

X oxl oxS 27 ox! 205 ox!

0dic 00 Ogii \ ® 1 .09 1 09
c is S is ( JS J_S _ ] j - _ 4l J_J - _ J_J
(){ } Zg [ij.s] = Zg Lo R 29 T 20 o

Nas passagens (*) acima, ha de se lembrar que | # | e que gis‘

s=i giS|s:ar:i -

(39)
a) Basta usar o Prob. 25a:
[ij,k]=1(ag’ﬂk 4 % 99 j
20 ox  ox) ox
:li(azs azs)+l 0 (5_235%)_1 0 (5_%523)
2ox \oxl ox*/ 2ox) \ox axk) 2 oxk\oxt oxl

1 &z az 1825% 1 8%z, oz, \&g\az | 0%z 07, 10z 0
T2 aox x| 28K oxox® | 2oxion oxk | 2 ox oo 227K oxl | 2 ox o

_ 2’z oz

T oxox) ox<

b) Agora usamos o item (a) e o Prob. 25b:

k k | 2 k 2 k 2
{}:g"'[ij,l]:ax X 0’z 0z x5 07 X 0%
ij

—= = S — S m
0z, 9z, ox'oxi oX 0z ' oxoxl 0z oxiox]
(40)
agij S S agu o
(@) Gjj.k =67—95j {ik}_gis{jk} oK 9519 [ik,11- 059" []k,1]

|
| B

=K —([ik, j1+[jk,i])=0 = [@pelo resultado do Prob. 37a]
3gij/5x (*)
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y ] [ (i ] ji
(b) g’ _9 gq{ | }Jr gls{ : } ai—ai =0 @ [pelo resultado do Prob. 37b]

oxK ks ks | X< oxk
~og! raxk (1)
L (s i i
(C) 5j-k=—k+5 5 . = R =0 =
o ks ik K jk
(41)
Substituindo na equacao
v [k
\Y “ Hi = i +V J{}
oxX' J

as leis de transformagdo do simbolo de Christoffel de 2* espécie [a que é dada pela segunda
equacao no Prob. 36] e do vetor contravariante, obtemos

g :i(a"'kvajﬁ"'jva oxk ax'_ ax”f{n}_ax”_‘ ox" o2 x'
T axt \ax® ox2 ox" ox' ox! |Im]  ax' ox! axMox"

ox o (oxk ox’k ox! ox™ a*xK
:_,—( vj +Vvasm {lm} EVAR

ox' ax \ ox" ox" ox! ox't ox™ox"
N i A e e e AT Yo S {n}_vn_"f *x*
o 8x8\“\ ox' ox" ox ox" axrt |Im X oxX™ax]

K n n  k |
_ ax_ (av| +vm{ }) _ XX Vo
ox" ox' \ ox Im ox" ox'
mostrando que Vn;l ¢, de fato, um tensor do tipo } .

Agora, substituindo na equagao

VA k)’
vy = o]
X!

as leis de transformagdo do simbolo de Christoffel de 2* espécie [a que é dada pela primeira
equacao no Prob. 36] e do vetor contravariante, obtemos

NI (axav )_ ox® | oxr* ox 8xm{ }+6x"‘ o*x™
Bl \axt f) ax ? ax™ axt oxd [Im] T ax™ ax ox]
2.,a | m n 2
_ X V4 ax oxM oV, Vér?a_x.ax.{ }—Véa X
ﬁx@x" ox' ox') ox™ ox' ox) [Im ox' ox'!

n m
_ox ™ (av v{ }):a—x.ax.vlm,
" ox ox \ox Imj/  ox' ox'!

mostrando que V., €, de fato, um tensor do tipo 9. QED.
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(42)

| . . .
o) T T ) e )
oA . oB . .
= Digh, A Emy s Bklm{ i }+A'J- Bs'm{;}

OX ox" s
i k i k i k
~AB 'm{jsn}_Ali B S'“{Ii}_A'i B 'S{ S}

mn
oA . ) ) oBK
_ J S k | S k k k
S AR AR RN I R R R

=A ., B+ A B, .  QED.

Item (b): Usando o teorema de Ricci e o item (a), temos:
(Alj B'y ) :(Alj By 5rjn) N :5%(Alj By ) :5rJn(AIj;n By +A|j Bmkl;n):

»n 5 n

:Aij;n Bjkl +AIJ Bjkl;n . QED

(43)

99, s o oO¢ s o o¢ s| 09, s
R R - - S WL
(44)

' ' w 1Ay Aym i A2 m
fi = S| S S0 | OO0 L OO
T ox! S ox"' ox" ox' ox'! [Im)  ox™ ox'ox'!

ox'' ox'! Im| ox'  ox™ ox'ox'!

ZxM : l m I /]
=wJW-! a_x _—Jf+JWa_fla_X__WJW]C{ }a—X_—WJW OX_&"X"
ox'ox) ox™ ox ox" Im | ox'! o™ ox o]

:Jw{i— f{mH K _ gwg X opp,

ox Im] | ox'! 1ol

=WJWlﬂﬁJwi—WJVV7{5m{n}axI L2000 }
_ , :

f:|
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(45)
Eq. (10.10)
com_W:I 0 \/a k Prob.37¢c 1 ag 1 ag .
(o), "= -velel T Rl
OX ki 2,/g ox 29 ox
Eq.(l\/?/.loz) .
com W= 0 Prob. 37¢ 0 1 6
9, = -2 9{ } = g9 o
oX ki OX 29 ox
(46)

Seja J =[J;; [, onde J; = X /ox, e seja Jij o co-fator de J;; em J; considere também

os elementos Ji} = ox' /ox! . Lembrando que J ¢ fungdo dos elementos J, , temos que

6 23 03y & (axa)

ox' a3y ox' ¥ ox' \ oy

onde usamos o Prob. 32 (valido, obviamente, para qualquer matriz). Usando agora a Eq. (6-8)
(véalida também para qualquer matriz), podemos calcular Jaj como segue:

, , axrl
JkJak =36a = JjidikJax =3jidad = Jg=Jjuad=—+
— OX
5jk
Logo, substituindo esse resultado na equagdo anterior, obtemos
'] a 2.2 ']
8\]- _ax 3 Q(ax.): a_x ‘ax J .QED.
ox' ox* ox'\oxl /) ox'ox! ox?
(47)
. 1 i . i . i . i j
Vi 6\/. _ 6. (JGX. VJ) _ 6\]. 8X. Vit ] 6. (8X. )VJ +J6X. ﬂ
’ ox'" ox' \ ox! ox'' ox! ox' \ ox! ox! ox!
*) oVl /oxd
I .
= Dy Fvis N LA VI
ox! ox! ox '

()

A igualdade dos termos marcado (*) acima ¢ estabelecida com o auxilio da Eq. (10-8) e da
equagdo J'J =1 como segue:

/i 2. i k i -1
a (ax_ ):( oX_oC J’)J :(a‘]. jJ S, P, R A, B B
ox' \ ox! ox)ox*© ox'' ox! ox! ox! ox!
(48)

Seja X (t,u) uma parametrizacdo da superficie § dada por ¢(X)=const. Os vetores
§i =ox /ot e 77i =X /ou sdo tangentes a §. Devemos provar que grad ¢ ¢ ortogonal a .fi e 77i :
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op ¢ oX i
| = LT ) £ =0 o
#[X (t,u)] = const. = X | = (gradg); éortogonala &' ey’ =
? = 90 (grad gy ' =0
u ox ou

O vetor N; = (grad¢); ¢ um vetor covariante normal a § ; temos entdo que um vetor Con-
travariante normal a S é dado por N' = gij (gradg); = gij op/ oxJ, cujo quadrado da magnitude
¢

INI>= NN, = g o0 56
ox! ox

. ca . i
Por fim, o vetor contravariante unitario e normal a §, denotado por n', ¢

g N i 9|00 08
[INJ? ox! ox ox!
(49)

Usando as defini¢des de divergéncia e derivada covariante, podemos escrever
. . i (i
divF' = F', _F L Fi {}
©oX J
Mas, usando o Prob. 37¢c, temos que
il 1og 1 ag/ax’ 1 9Jg
ij] 200x g 2Jg Jg ox

logo,

. i oF FloJg 1 (oF 09 1 0 :
d FII - - = - FI—_ = Fl u
v T T O P |- )

(51)

Vi;jk _Vi;kj = gir (Vr;jk — Vi ) = gir ( Rsrjkvs) = gir ( Rsrjkvs) = gir (_Rrsjkvs) = _Risjkvsa

onde usamos os Probs. 26 € 50a.

(52)
1° modo:

g ¢ tirado direto da expressdo do quadrado do elemento de comprimento de arco. Este

modo convém quando o sistema de coordenadas for ortogonal e com fatores de escala conheci-
dos, em cujo caso ds’ =h(dx')* +hy(dx*)* +---, donde @, =h’, gn=hy, etc e
9ij S 0. Além disso, sendo (g”) a inversa da matriz diagonal (gj;) , temos que g11 =1/9,
, g2 =1/ 0,,, etc, pois a matriz inversa (aijfl) de uma matriz diagonal (g;) = diag(a;, 2, ")

¢ a matriz diagonal (aijfl) = diag(l/ e, 1/ ey ,-+2).
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Coordenadas polares:
ds? = dr? +r2de® — Or G | _ o g" g"” _ Lo g=r’
Jor Yoo 0 r2) |g* g% 0 1/r?)

Coordenadas cilindricas:
ds’ = dp? + p°dep® +dz? =

z 1 0 O
gpp gp(p gpz 1 0 O gpp gp(/7 gp 1
2 z 2
= |9y Y Gz [=|0 p° O], | 9" 9? 9" |=|0 ? 0|, g=p
9% Y2 9z 0 0 1 9% g% g~ 0 0 1
Coordenadas esféricas:
ds? =dr® +r’dé? + r’sen’ 6dgp* =
9 O gr(p Lo 0 g” 9“9 gw 10 0
9o Y00 90y [=| 0 r? 0 Jo% g% g% |=|0 17 0 , g=rsen’d
9or 990 Yy 0 0 r’sen’d) |g” g”’ g” 0 0 (r*sen’d)”’
2° modo:
Sdo usadas as formulas
o _oom o oX o
Toax ox! 0z, 07

~ . i ~ e1r .
onde 7 sdo coordenadas cartesianas € X sdo coordenadas curvilineas. Assim, nas coordenadas
polares, temos:

" :%%+@g:coszﬁ+sen29:1
oror oror
Ogo :%%+ﬂﬂ =r’sen’@+r’cos’O=r?
0006 0606
OX OX oy oy
= ——+——=-Isenfcosd+rsenfcosd = 0 =
H0 = Gr 0 or oo Jor
(53)
Componentes contravariantes:
~ . R N
Estas sdo calculadas através da equagdo V' = V', com

ox!

j j=12
X > XY coordenadas e os componentes dados

. 1o . .
v/ j=1 V,, Vy no sistema de coordenadas cartesianas



INTRODUGCAO A0S TENSORES 57

7l =12
X'\ —— 1,0 coordenadas e os componentes contrava-
V. i=1,2 VRV riantes no sistema de coordenadas polares
2

Da lei de transformacdo de coordenadas dada por X =rcosé e y = rsené obtém-se:

ox X o or
o o0 ~ cos@ sené
or 06 cosf —rsend ox oy
= e _ B
oy oy sené rcosé 26 a6 send cos®
or 00 oxX oy r r
Portanto,
vho= %Vx +%;Vy = V,cosd +Vy sen @
X
00 00 sen @ coséd
V9 = 22V 4=V, = -V, Ry,
ox * oy Y Xy Yy

Componentes covariantes:

. , i ox!
Estas sdo calculadas através da equagdo V, = 6_ivj , com
!

xl e vl =25 y e V,,V, (coordenadas e componentes no sistema cartesiano )

. s ‘ .
x' eV —1==5 r,0 e V,,V, (coordenadas e componentes covariantes no sistema de
coordenadas polares )

Logo,
OX oy
VvV, = 5VX +5Vy = V,cos0 +V, send
OX oy
VvV, = %VX + gvy = —Vyrsen6 +V,rcosé

Componentes fisicos [usando a Eq. (7-7), tendo em conta o Prob. 52]:

V. = Vr/JgrIr = V, = Vcos0+V, send

vV, = Vg/JQ% = Vp/r = —V,senf+V, cost

Note que os componentes fisicos coincidem com as proje¢des do vetor nas dire¢des dos
versores, isto ¢, V, =V -8 e V, =V -€,, onde usamos a notagdo elementar, na qual

V=V,i+ VyT, & =icos@+jsend e 8 =—isend+ | cosf.
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(54)
V, =0,V + 0,V =V . verdade
—— ——
1 0
Vg - ggrvr + gggvg == rzvg .................... Verdade

V' =V, cos@ +V, send = (2X - y)cos & + 2xysen &

(55)

= (2rcos@ —rsenf)cos b + (2r cos dr sen &) sen &

=2rcos’ @ —rsend

NIy sen

cosd

cos® + 2r% cos@sen’ 0

sen @

Xr+Vy

—(2r cos@ —rsenf)

= —2senfcos® + sen’

Usando o Prob. 54, obtemos

V, =V" =2rcos* @ —rsen@cos@ + 2r* cosfsen” @

=-(2x-y)

sen @
r
@ + 2r cos’ @sen O

+ 2xy
;

+ (2r cos dr sen @)

cosd

cosd

V, =r?V? = 2r?sen@cos @ + r* sen® @ + 2r° cos” Osen &

(56)

Item (a): Devemos fazer os indices i, ] e K tomarem os valores 1 ou 2.

09, , 00
fif k1 = | ik, P i |,
2 ox'  ox! ox
169, 10
mrj=—-=——(@0=0
Lrr.r] 2 or Zar()
[I’I’ 9]: agr& _lagrr —
’ o 200
[r@,r]:l—ag” =
2 060
109gp 10 >
10,0]=——=% =~ = (r?) =
[ | 2 or 28r( )

k
{“}=gﬁmﬂ:
ij

[Or,r]=[rd,r]=0
[Or,0]=[r0,0] =7

(00,r] = 9y 109p9 _
’ 00 2 or
(66,61 = L Do _
2 80

10
2 or

(r?

)
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o
r_rr ro _ zgrrrr+99rr9:0
”}—g [rr.r]+g”[rr.6]=0 {rr} g_lrr.rj+g_[m.0]
1 0 0 0 0 1/r2 0

=97 [60,r1+ g% [06,6] = 0
—— —— —

0 ur: 0

2

0°zy 0zg
oxi ox) oxk

d*x ox, 0 'y oy _&*(rcosd) O(r cosd) o°(rsend) o(rsend) _

Item (b): Pela férmula [ij,K] =

temos, por exemplo:

59

[60,r] =
06000 or 0000 or 0’0 or 00 or
= (-rcos@)(cosB)+(—rsenf)(send) = —
k 2 k
Pela formula{ } 0z ox temos, por exemplo:
ij] oxox! oz
0 d*x 89+ o’y el 82(r cos #) O(arctan y/x) &? (r sen ) d(arctan y/ X)
0 ~ oro6 ox  arod 8y oroe OX oroe oy
:(—senﬁ)%+( )COSH 1
(57)
Coordenadas polares (23 = 8 simbolos)
Pelo Prob. 38a; 4 ' l-_L % 101 _,. O1__1 9 _ 1 0r° —=0
T e 29, v 200 00 29, 00 2 06
Pelo Prob. 38b: | " l-)fl_ 1 % 101 _,. O1_[0]_ 1 0 _ 10" _1
0T Aref o[ 29, 00 200 or| |r0] 29, o 22 o x
Pelo Prob. 38¢: | ' o __L %G _ 1o =T Ol 1 % 1 0l
T e 29, or 2 ar ’ | 29, 00 22 060

Coordenadas esféricas (3° = 27 simbolos)

o {2} (o}-( (2]

Pelo Prob. 38a:

| 2g, 2 00 204 or? op] 29, 2r® sen’d

{r}:ag”/ar:al/ar:o {e}zag%/ae:arz/aezo {(o} gy /09 _ a(r* sen’6)/ 0 o
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Pelo Prob. 38b:

r]_[r]_og. /00 _a1/a0 _ rl_[r]_dg./0p_ollidp

ro or 29, 2 ro or 20, 2
{9}_{9}_69%/& _ortler 1 {9}_{ 0 }_6999/5¢_6r2/6(p_0

or[  |reo 20,0 a2 Op) |90 2940 2r?

| _Jo|_ 09/ or’sen’d)/or 1 o | || 09,,/00 or’sen’d)/00 ot

or ro 29,, 2r%sen’0 r 0 Op 29,, 2r%sen?0

Pelo Prob. 38c:

r 8Gyy /0 2 r 09,/ or 2 sen?

{ }:_ Ogp /07 _ Or*/or _ { }:_ Opp/OF __O(r*sen’0)/or _ o
a0 20, 2 A% 20, 2
0 0) -09,,/00 —o(r’sen>

{ }:_ag”/aez_al/aezo { }: Gy 100 _—0(r senze)/aez_senacose
rr 2040 2r? PP 2949 2r
0| _ 09y l0p _ —0lidp _ 9| _ 0ggp/dp —or’l/op o
rr 29,, 2r2 sen’0 00 29,, 2r%sen’d

(58)
Antes de proceder aos célculos, expliquemos uma notacdo que utilizaremos daqui por di-
ante. No presente problema desejamos calcular

oV, S

para i, ] = 1,2 (onde X'=rex = @), ou, explicitamente, Vii =V

V1;2 = Vr;ﬁ’ V2,1 EV¢9;r
e V,., =Vy.». Note, entretanto, que V., ¢ perfeitamente definido; trata-se da derivada covarian-
te do vetor V, em relacdo a x* . Mas o significado de Vi.» » por exemplo, precisa ser explicado

pois ndo pode ser a derivada de V, em relagdo a x*: a derivada covariante de um dado compo-

nente (V|, no caso) ndo ¢ definida. Refletindo um pouco, concluimos que V., denota o compo-

nente com i = 1 da derivada covariante de V, emrelagioa x*:

oV s oV, 1 2
Vi, =Vi,| =] 2y, =—-Vi{,,(~V ' f
1;2 |,2‘i:1 [ze s{uHi 1 2 1{12} 2{12} (#)

Analogamente, temos que V.3 =(Vj,j).; ¢ inequivocamente a derivada covariante de

Vi.j em relagdo a x*. Mas V,_,; ndo pode ser a derivada covariante de V.., em relagio a X’;

trata-se de V.. .. |, o componente com j = 2 da derivada covariante de V... em relacdo a N
i3]y p i ¢
532 ;

Essa, portanto, é a interpretacéo a ser adotada quando atribuirmos o valor 1,2 ---ou N aum

indice localizado numa posi¢do mais interna que a de outro que indique diferenciacdo covari-
ante.
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Passemos a resolugdo do item (a) do problema.

(a) Fazendo i, j = 1,2 na Eq. (*) e interpretando os termos que se obtém com essa atribui-

¢ao de valores aos indices [a Eq. (#) mostra um desses termos] conforme explicado acima, ob-
temos os quatro valores de V.

ov, r 0 5
V., = -V, -V, = —cosd (sen@ — 2cos ) + 4rsen“dcos
’ or rr re
0 0

\Y/ r 0
V. :8—5’— r{ }—Vg{ }:rsenﬁ(sene—Zcosﬁ)+4rzsen9c‘osz€
: or or
T T/

r

oV, r 0 2 2 2
Vig = -V, -V, =—rcos@ (2senf +cosf) + 2r-send (cos” 6 —sen”f)
’ 00 r 0

0 r
~— ~—
0 1/r

Y 00

— ~—
—r 0

V, r 0
Vo.o —8—9— r{ }—Ve{eg}:r2sen9(2sen0+cos6’)+2r3 cosé’(cos20—sen26’)

onde usamos os simbolos de Christoffel de 2% espécie calculados no Prob. 56.

(b) Usando a formula
P P ¥ X
T axd TN oxi oxd oz
onde Z; =V, ¢ Z, =V, séo os componentes do vetor dado nas coordenadas cartesianas z = X
€ 2, =Y,efazendo i, j = 1,2 (onde V|| =V, , V, | =V, etc), obtemos os mesmos resulta-
dos do item (a):
XV, xoy Ny |y ox Ny oy oy Ny

U T oror ox oror ay  oror ox or or oy
— — —— —
2 -1 2y 2X

= (cos 0)*(2) + (cos 0) (sen O) (—1) + (sen &) (cos &) (2r sen 8) + (sen ) (2r cos )

=2c0s” O —sen@cos @ + 4r cossen>

v, o Ooxox OV oxoydVy oyoxdVy oayay Oy
“r T a0er ox  o0or oy 00dar ox. d0ar dy
—_— —_— —— —~— ——

~rsenfcosd 2 —rsen?d -1 rcoslo 2 rsendcosd oy

rsend (sen6 — 2cos @) + 4r* sen & cos” @

X Ox Vi oxdydVy dyoaxVy oyoy vy
orof ox orofd oy or 00 0X or 06 oy
—_—— N ] = —

—rsenfcosd 2 rcosld -1 —rsen?@g 2Y rsenfdcosd oy

= —rcosf (2senf + cosO) + 2r%send (cos2 0 — sen’ 0)
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_Oxox oV oxoy OV oy ox OVy oyoydVy

%0 " 5000 0x 0000 oy 0000 ox 0000 oy
— —_— = —_— Y= —

——
r’sen?d 2 —r’senfcosd -1 —r?senfcosd 2Y r2cos’d 2x

=r?send (2send + cos @) + 2r> cos @ (cos” O — sen” )

(59)

Podemos definir a velocidade e a aceleragdo respectivamente pelas equacdes v =dx /dt

e @ =0v' /St sendo t o tempo, pois assim sdo tensores (um vetor contravariante) que, em co-
ordenadas cartesianas, coincidem com a defini¢do usual daquelas grandezas.

(60)

coovt o dk {oav i) |dax aviddd (1] dx]
A =—2=V.,—=|—+V <. = - +4 .V —
St Jodt | axd jk[ | dt oxi dt  |jk dt
ovidxd [i)dx  dv' [i)dxdx* ddx [i]dx dx
=——— 4] —V =——Fy o —=—— <
oxl dt | jk| dt dt  |jk| dt dt dt dt |jk| dt dt
d?x i | dx!] dx
dt> jk| dt dt
(61)

No sistema de coordenadas polares, a velocidade possui os seguintes:

a) Componentes contravariantes: v =dx /dt; ou seja:
v = ﬁ = e vl= % =0
dt dt
b) Componentes fisicos [use a Eq. (7-7) e o Prob. 52]:

_ r_ g = 0 _ g
Vi =0 vV =T < Vo =90V = ro
T/ Hr,_d

(62)
: Codix [0 ] dx) dx .
a) Componentes contravariantes: a = +<  ————;ouseja
dt? jk| dt dt
. d’ [r)drdr [r]drde [r|dodr [r|doede . -,
a =—+ —+ ——+ — 4 ———=7-r8
dt? rrldtdt |r@|dt dt |Or| dt dt |60]| dt dt
— —— —— —
0 0 0 -r
, d*0 [O)drdr [O)drdo (6)dodr [6]|dodo . 216
a’=——+—+ ——+ —+ —+ ——=0+—
dt? rrldtdt |r@|dt dt |Or] dt dt |60 dt dt r
T 1/r 1/r 0

b) Componentes fisicos [use a Eq. (7-7) e o Prob. 52]:

a =\g,a =F-10° e @ =.gypa =0r+2r0
Hr—l
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(64)

OV, ISt =V, T +V,,, 0

oV, S
Devemos calcular —- =V,,; X, isto € _

0zZ;
Calculo dos componentes covariantes (\/I = a—:Z j j
X
OX oy 2
Vi =V + =V, =V cos0+ V, senf = (rsend —rcosé)send =rsen” 6 —rsenfcost
or or -
y—X

rcos® =(rsend—rcosd)rcosd =r’sendcosd—r’cos’d

<

OX oy
V,=—V, +—V, =-V,rsen@+V
"0 % 00 Y =

X

T

Parametrizacdo da reta y = X+ 1 (a abscissa X serd o parametro t: t = X)

r=yxt +y* =X +(x+1)° rit) =v2t* + 2t +1

X

Il
-

X+
@ = arctan y/ X = arctan

o) = arctanﬂ
X t

Dessa parametrizagdo obtemos as seguintes expressoes, necessarias mais adiante:

r,_dI‘_2t+1 - -1 sen@(t)=ﬂ, cos@(t)=L

Tdtor) IR r(t) r(t)

. : . oV, kK
Calculo das derivadas covariantes V;.j = = \A I
X

Adotando a notagdo explicada no Prob. 58, temos

V, r 6
o= N, —Vr{ }—Vg{ }:senzﬁ—senécosﬁ
’ or rr rr
0 0
oV, r 0
V.,=—--V -V
"0 66 r{re} 0{r0}
~— ~—

0 1/r

=2r seanosH—m+ rsen® @ — rsen0c0s6’+m

= rsenfcosd + rsen’ @

oV, r 0
V,., =—2--V -V,
“r o f{er} H{Qr}

~— —
0 1/r

=2rsenfcosf — 2r cos> & — r sencosf + I cos> O

=rsenfcosf —r cos’ O
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oV, r 0
V,., =—2%-V -V,
Y f{ee} "{99}

h,_/TJ

-r
=r?cos’ @ —m+ 2r2 sen @ cos O +J’isenﬂ/l9 —r?senfcosd

=r2cos’ @ +r’senfcosd

Calculo das derivadas intrinsecas

oV, . :
é‘tr =Vr;r r +VI’;09
) 2t +1 ) -1
= [sen O(t) — sen O(t) cos G(t)] ‘® + [r(t) sen@(t)cos G(t) + r(t)sen 9(t)] r2(0)
_ sen0(t) {2t sen (t) — 2(t + 1) cos H(t)} =0
L0 W EUGH
oV, . :
5—5 =V0;r r +V9,9 0
2t +1 -1
:[rsené’cosﬁ—rcoszé’] Jr[r200s26’+I‘Zsené?cosé’]—z

Q)
=[2tsend — 2(t + 1)cos @ ]cos & = 0
0

r=(t)

Observe que, sobre a reta dada, (V,,V,) = (0,1), um campo eqiiipolente; por isso que a

derivada intrinseca ¢ nula ao longo daquela reta.

(65)
a) Em coordenadas polares
Componentes covariantes: % € %
or 00
. 1 0p 0O¢ 1 0p 10¢
Componentes fisicos: ( grad = ——=— ¢ (grad =——=——
P (radg). =15 =5 © (&add)y =150 =T
b) Em coordenadas esféricas
Componentes covariantes: %, % € %
o 06 op
Componentes fisicos:
10 0 10 10 10 1 0
(eradg), == 2= (gradg), =2 =1 ¢ (gradg), =2 =9
h or or hy 060 1 00 ? h,0p rsenfdp
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(66)

F'=F/h=F, F°=F/hy=F,/r, F?=F,/h, =F,/(rsend), /g=r’send

1 0, - 2 (F, 0 F
= —(F r*sen® +—(—r 9) ( 9 _y2 eﬂ
rzsene{ﬁr( ' ) 00 > 0@\ rsend >en

_ 1 1 OF,
=——(r’F )+ —(F,sen@) + -
(r Fr) rsenH@H( psen?) rsend op

(67)

Neste problema adotamos a notagdo explicada no Prob. 58.

V(1.0 = 9" hye + 97 gp = 0 (gf) ’ g%(%);a

Usando o Prob. 52, temos que

grr:1 = grr_
O =1> = g% =1/r?

Abaixo usamos os simbolos de Christoffel em coordenadas polares ja calculados no Prob.

2
(%) - ar(g?) %{rrr}_%{ﬁ}z%

56:

= v
(%) -0 (o) 20l | 2 0| _2¢, o
00/).9 00\00 or |60 00|66 06> or

—-r 0

Vigr.o)=1.22 (¢ 5¢):ﬁ+l%+iaz¢

— n
or’ 00> or) o ror x? oo’

(68)
{3} 1 0935 e {(P} 1 09,
32) 29y o 7 |e9) 29,, 06

e Célculo do 1° membro:

o|_ Ox 0p 0y 0p &'z 0p
00| 0900 ox  9pdO oy pdl oz
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Tendo em conta que

X=rsenfcosp, Yy=rsenfsengp, Z=Trcosl
temos que
2 2
ox = —rcosfseng , oy =rcosfcos¢p
op 0ol opoo
e que
op _ ~y/x* -y _ -rsenfsenp —seng
X 1+(y/x*  X+y r’sen’ 0 rsend
0 = arctanY. — J0p _  1/x X _rsenfcosp _ cosg
X oy 1+(y/x? X+y r’sen® 6 rsend
2 _
oz
Logo,
{ ? } =(-r cos@sengp)(ﬂ) P _ cot@sen’e + cot@cos’p = cotd ®
P0 I sen

e Calculo do 2° membro:

0
9y :h; =r’sen’d = L B =— 1 5 2r? sen@cosd = cotd ™
29,, 00  2r°sen” 0
(69)

2y_ L 0 ij%j
v \@ax‘(\/ag ox!

Gl ) e ) sl

__ 1 ﬁr(ﬁm. .%) 1 (yz/senﬁ——j

or/ r*seng 06 ;/2/ 00

1 1 2
2ot e 22
r2or\ or) r2sen6 06 00/ rsen” @ 0p
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67

(70)
Ja=hhh, = +vur I P
i Juu hj +v?
N B 1 e 1
g :g = = = = = —
g, h> u+v? =9 9 ho UV
1 0 oy 0 oy 0 33 O
ol et ]
v g {ax1 [\/E J ox' | ox® Voo oxt | ox r ox°
1 o .o L oy | af,p oy
= v)uv + = vi)uv — | +
(u2+v2)uv{ﬁu il ) au} 5V{M V)av}
ol 2. 1 oy
— (U +v7)uv —
8(0_ ) u2V2 8(/)}}
2,2 A2
__ li(ua_‘//)+li(vaw)+“ LA G
(u*+v?)|uoul ou vov\ ov u’v? ¢’
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Apéndice A — Coordenadas curvilineas

a) Preliminares

i) Revisdo de alguns conceitos em coordenadas cartesianas

Considere um campo escalar f(X,y,z) e um campo vetorial IE(X, y,2) =8 F (X Y,2) +
€, Fy(XY,2) + & F,(X,Y,2). Vale recordar as seguintes defini¢des:

VEéx%+éy§y+éz% : operador nabla ou del
of of of .
vVi=e —+8,—+86 —: radiente de f
exax eyay ezaz J
\V |E=(~ 9,39,z ij-(* F.+8F,+&F )—aFX+aFy+aFZ- divergéncia de F
=53 eyay oz )\ SIS TG )= oy oz
2 2 2
V2 =V.Vf = 0 I 0 I 0 I laplaciano def (a divergéncia do gradiente de f )
OX oy 0z
df sidx+ﬂdy+—dz diferencial def
X oy z
F=Fax+ Fays Faz . diferencial deF

oX oy 0z

A expressao de df também pode ser escrita como segue:

df:(éx%+éy%+éz%)-(éxdx+éydy+ézdz)=Vf-&' . (A-1)

Observe que o deslocamento infinitesimal dr = € dx+ 6, dy+
€,dz (no espago; v. figura a esquerda) ¢ igual a dr’, diferencial do ve-
tor posido I' = X& + Y€, + €, (fato aparentemente 6bvio, mas que

constitui um dos modos de se calcular dr em outros sistemas de coor-

denadas):
- or or or
dr =6 dx+8 dy+8 dz= —dx+ —dy+ — dz=dr . A-2
€ €& ady+¢€, ox oy y az (A-2)
& s &

ii) Os principais sistemas de coor denadas ndo-cartesianos

Nas figuras abaixo definem-se, indicando-se distancias e angulos, os trés sistemas de co-
ordenadas ndo-cartesianos mais importantes, estando a direita delas outras informagdes relevan-
tes sobre esses sistemas:
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As coordenadas polares p ¢ ¢ de um ponto @ do

yl------ P plano xy. A lei de transformacéo de coordenadas entre
elas e as cartesianas € a seguinte:

o/
¢ . X = p cos
— { PESP (50, 0<p<21)
y=pseng
* As coordenadas cilindricas p, ¢ e zde um ponto @
z [~ do espago. Elas sdo formadas pela coordenada cartesiana z
L de ®Pe pelas coordenadas polares p e ¢ da projecao desse
P ponto no plano Xy. A lei de transformagao ¢
[
il X = pcos
? 5 y=psengp (p>20, 0<p<27, zeR)
Xfommmmmmmmm oS ’ Z=12
A
z} .
N As coordenadas esféricas r, 6 e ¢ de um ponto @
N P do espago. A lei de transformacdo é
0 ~
I ]
: y X =T senéf cos¢p
' g y =TI senf sen @ (r>0,00<7m, 0p<2rx)
X 4 :,x' Z="rcost

A nomenclatura mais usada para as diversas coordenadas de um ponto @ do espago ¢ a
seguinte: X ¢ a abscissa, y ¢ a ordenada e z¢ a cotade P Ja p e r sdo as coordenadas radiais,
cilindrica e esférica, respectivamente. Quanto as coordenadas angulares, ¢ ¢ a longitude (ou
azimute) de @ e € ¢ a co-latitude (pois ¢ o complemento da latitude, que ¢ a posi¢ao angular de
® em relacao ao plano Xy).

iii) O laplaciano em coordenadas polares, cilindricas e esféricas.

Para nos, o laplaciano € especialmente importante por aparecer em varias equacoes da Fi-
sica Matematica, tais como as equacdes do calor e da onda. Boa parte do presente capitulo € vol-
tada ao seu desenvolvimento nos diversos sistemas de coordenadas. Assim, um dos nossos obje-
tivos é deduzir as expressodes do laplaciano de uma fungdo f em coordenadas polares, cilindricas
e esféricas (a sua definicdo em coordenadas cartesianas ¢ dada abaixo para fins de referéncia):

o*f +82f o’ f

V2f(x,Y,Z7) = +
(6.2 ot oy oz

(cartesianas)

o’f 1of 1 o*f
2 _
V- f (p, (0) = 8’7 + ;5 + ?W (polares) (A—3)
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2 2 2
V2 (p,p,2) = g + Lo + %g + % (cilindricas) (A-4)
op° pOp p°op- oz

o*f 1of 1
V2E(r,o, :—+——+—[
(r.6.9) o2 ror r?

sen @ 060

2
L (sen@ij+ 12 %} (esféricas)  (A-5)
00) sen“6 dp

Uma das maneiras de realizar as dedugdes consiste em transformar a expressao do lapla-
ciano como ¢ definido nas coordenadas cartesianas para as coordenadas desejadas, pela aplica-
cdo reiterada da regra da cadeia. Facamos isso para o caso mais simples. Vamos deduzir o lapla-

ciano em coordenadas polares [i.c., a Eq. (A-3)], a partir da defini¢io V*f(x,y) = fu + Ty

(essa notacdo de diferenciacdo parcial ¢ utilizada abaixo). Utilizando a notagdo
f(x,y) = f(p,9) e o esquema de composicao de fungdes seguinte, temos, pela regra da cadeia:

X\ (P
(Y)H((o)'—)f = h=tact o

Derivando essa expressdo novamente em relacdo a X (agora aplicando a regra da cadeia para
derivar f, e f, do mesmo modo como se fez para f acima), obtemos

foc = (T op P+ Top @) Px + T P+ ( Tp P+ Top @) 2+ T 00
= 0% fop + 05 Ty #2050 Fpp + P T + 0 f
Neste resultado, trocando X por Yy, obtemos
fy :(fpppy+ fpw¢y)py+ fppyy+(f¢ppy+ fw¢¢y)¢y+ fp Py
pr, Fop +(/’32/ fop + 2Py Py Tpp + Py T + 000y T,

Logo,
Vi = o + fyy =

(PP Ty + (@5 +0)) Ty + 20005+ Py 0) Ty + (Pt P) |, + (Pt 0 T, . (A6)
Para calcular p,, ¢, etc, usamos a lei de transformagao inversa
P=EAX+Y e ¢@=arctan(y/X)+0o ,
onde, considerando ¢ €[0,27), ¢ necessario definir a constante aditiva o como sendo igual a 0,

7z, 7 our se ¢ for do 1° 2% 3° ou 4° quadrante, respectivamente, uma vez que os valores
principais da funcao arctan estdo no intervalo (-7 /2, 7/2). Logo,

pxza(\/x2+y2)/8x:(2x)/(2«/x2+y2):x/p ,

poc=0(xp7) [ox=pT —xpZp = (p* - P =Y P,
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0 —y/x -y _ -y
=—/|arctan(y/X)+ o |= = =—,
x ax[ (y/x+3] 1+(y/x)? xX+y> p?
0 2 3 2y X 2xy
=~ (- =2 =2y 2 _2
Pyx ax( yp2)=2yp7p, P

Nas duas primeiras expressdes acima, podemos simplesmente substituir X € y um pelo ou-
tro, ja que a expressao de p € simétrica com respeito a essa troca, para obter

py=Ylp . py=X1p

J& ¢ ndo exibe tal simetria; suas derivadas em relacdo a y devem ser calculadas normalmente:

0 1/x X X
¢y:a[arctan(y/x)+§]: (/% = Ty 2? ,

22Xy 22Xy
e p

Oy = a%( xp?)=-2xp7p, =

Assim,
pr+py =X p+yipt = (C+y)pt = pllpt =1,
e +o, = Y Iipt+xXipt = ptipt =1/p,
Px Oy + Py @y ==Xy p* +xy/p> =0
Pt Py =Y I +Xp = pllip =1/p
(pxx+(0yy=0 .

A substituicao desses resultados na Eq. (A-6) fornece a Eq. (A-3) desejada.

A utilizacdo do método acima (regra da cadeia) para obter o laplaciano em coordenadas
esféricas envolve muitas contas (tente!). Para isso, adotamos um outro método, que, além de
fornecer o resultado mais rapidamente, ¢ valido para toda uma classe de sistemas de coordena-
das (os ditos ortogonais, a que pertencem os sistemas considerados acima). Mais ainda, ele faci-
lita o calculo de varias grandezas importantes, como os versores € os elementos de comprimento
de arco e de volume. E claro que nada vem de graga; a elaboragdo desse método — o das coor-
denadas curvilineas —, feito a seguir, demanda tempo ¢ energia.

b) Coordenadas e versores curvilineos. Elementos de comprimento de arco, area e volume.

Admita que as coordenadas cartesianas X, y e z de pontos do R® sejam expressas como
fungoes de trés variaveis t, ue v,

X =Xx{tuv), y=ytuv), z=ztuv),

e que tais fungdes tenham derivadas continuas e possam ser invertidas,
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t=t(x,y,2), u=ux,y,2), v=v(XV,2 ,

o que implica num jacobiano J = 0(X,Y, 2)/0(t,u,v) que ndo se anula. (Na pratica, o jacobiano
pode se anular em certos pontos, onde, entdo, consideragdes especiais devem ser levantadas.)
Assim, a cada ponto P(X,Y,z) do espago podemos associar um Unico terno (t,u, v) formado pe-

las chamadas coordenadas curvilineas. O sistema composto pelas trés equagdes acima define
uma transformacéo de coordenadas.

Exemplo — Coordenadas esféricas —t=r,u=6, v=¢:

X=X(r,0,p) =rsenfcos@ r=r(xy,2z) = /X2+y2+22

y=y(r,0,p) =rsenfsen¢

_ _ ——
z=12(r,0,9) =rcost 9—9(X,y92)—arccos(z/ X“+y +z )

r>0, e(0,7), p<[0,27) @ =@(XY,2) =arctan(y/X) + 0
(XY, 2) —2send onde (X,Y,2) e (R*—eixoz) e & como ja definido
or,0,p)

O vetor posi¢do de um ponto do espaco pode ser escrito como uma funcdo vetorial das
coordenadas cartesianas, I'(X,Y, Z), ou curvilineas, '(t,u,v). Considere um ponto &, do espa-

¢o, de coordenadas cartesianas (X, Y,,Z,) € curvilineas

/
’

(ty,Uy,V,) . Mantendo U = U, = const., v = v, = const. € -

or
variando t, obtemos uma curva passando por &,, que ¢ a E(tO’UO’Vo)

\[{cresce

imagem da fung@o vetorial ' (t,u,,v,) e que se define co- Py

mo sendo a curva det (mostrada na figura a direita). Re-
corde-se de que o vetor OF /ot ¢é tangente a essa curva (ob- ’
serve-o no ponto &, da figura). De modo analogo se defi-

nem a curva de u, 7 (t,,u,v,), e a curva de v, r(t,,u,,v)
passando por &, . Essas sdo as chamadas curvas coorde-

nadas. Temos assim definidas, num sistema de coordenadas curvilineas fixo, trés curvas coor-
denadas em cada ponto do espaco. Que elas ndo coincidem ¢ garantido pelo fato de o jacobiano
ser diferente de zero em todos os pontos. De fato, se

ox/ot ox/ou oOx/ov

(XY, 2) or or or
3=9%YD o6t ayiou oylav|=2 X Ly A-7
stuvy | Y y YV =% au oy (A7)

oz/ot 0z/ou o0z/0v

num dado ponto entdo, nesse ponto, os vetores tangentes or /ot, or /ou e of /dv formam um
paralelepipedo cujo volume, dado pelo produto misto acima, ¢ diferente de zero, indicando que
esses vetores tangentes sdo linearmente independentes e, portanto, que as curvas coordenadas
nesse ponto sdo distintas.

Quando essas curvas interceptam-se em angulos retos em todos os pontos, o sistema de
coordenadas curvilineas ¢ dito ortogonal.

Também temos as superficies coordenadas, que sao aquelas sobre as quais uma das coor-
denadas curvilineas mantém-se constante; logo, sdo dadas por t =t,, U= U, ou v =v,. Note
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que uma curva coordenada ¢ a intersecao de duas superficies coordenadas; e.g., a curva de t, na
qual so t varia, € a interse¢do das superficies coordenadas U=U, e v = v.

Exemplos:
i) No sistema cartesiano:
— as curvas da coordenada X sdo retas paralelas ao eixo X.

— as superficies coordenadas sdo planos paralelos aos planos Xy, Xz ou yz

ii) No sistema de coordenadas esféricas:
— as curvas da coordenada r sdo semi-retas partindo da origem (raios).

— as curvas da coordenada € sdo semicircunferéncias centradas na origem que comegam €
terminam no eixo Z

— uma curva da coordenada ¢ ¢ uma circunferéncia centrada num ponto do eixo z e para-
lela ao plano xy.

— as superficies coordenadas sdo superficies esféricas de centro na origem (r =1r,), su-
perficies conicas (de uma s6 folha) com o vértice na origem (0 = 6,) e co-axiais com o €ixo Z

bem como semiplanos com a borda no eixo zZ (¢ = ¢,) .

Sejam &, &, ¢ &, vetores unitarios e tangentes respectivamente as curvas de t, U e v,

apontando na direcdo de crescimento dessas coordenadas; denominamo-los versores. A figura a
esquerda abaixo mostra, interceptando-se num ponto @, as curvas de t e de U bem como os res-

pectivos versores nesse ponto.

A

curva . curva curva de ¢
det de u
- curva de N
t cresce
@
u cresce o X
curva de 6

Exemplo — O sistema de coordenadas esféricas:

Note que: (i) trata-se de um sistema ortogonal (convenga-se através da figura acima a di-
reita que &, € e €, sdo ortogonais; isto sera demonstrado analiticamente mais adiante), (ii)

embora ortogonais em todos os pontos, a orientacdo dos versores muda de um ponto a outro;
(iii) dr é um comprimento, ja d@ e de sdo angulos.

Ora, ¢ facil concluir que

; (A-8)
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onde
r + Y&, + 26 =X(t,u,v)€ + y(t,u,v)€, + z(t,u,v)§E,
e, portanto,
or _ oy 4 -
ot at ex ot T ez
e com
- 2 2 2
n |2 =J(%j (2 (2] e
ot ot ot ot

Os parametros h, h, e h, sdo chamados fatores de escala. Para interpreta-los geometri-
camente, calculemos um elemento de comprimento de arco na curva coordenada de t:

6r

ds=|gr|uey =|—dt|=|—|dt=hdt (sedt>0).

fixos

8r‘

Logo, genericamente, temos que, multiplicando o fator de escala de uma coordenada pelo dife-
rencial dela obtemos o elemento de comprimento de arco da sua curva coordenada.

Os versores definem um sistema de eixos local em cada ponto do espago. Eles, obviamen-
te, sdo ortogonais se o sistema de coordenadas curvilineas for ortogonal. Nesse caso, por conve-
niéncia, as coordenadas sdo ordenadas no terno (t,u,v) de modo que &-8&,-8&,, nessa ordem,
forme um trio "destro" (i.e., para o qual vale a regra da mao direita). Obviamente, trios "sinis-
tros" (consoante a regra da mao esquerda) também podem ser empregados. Apenas no caso de
um sistema ortogonal, os versores s3o normais as superficies coordenadas (8 ¢ normal a super-

ficie t=const., & o0éa u= const., etc).

Note que, em geral, os angulos entre os eixos podem variar de um ponto a outro e, mesmo
que esses angulos permanegam os mesmos (e.g., todos retos, no caso de um sistema ortogonal),
as orientagdes dos versores curvilineos (em relagdo aos versores cartesianos i , j ¢ K) ainda

podem mudar de ponto a ponto. Além disso, as coordenadas t, U e v podem ndo ter o significa-
do geométrico de comprimento e, portanto, dt, du e dv ndo sdo necessariamente elementos de
comprimento de arco (ds) ao longo das curvas coordenadas correspondentes.

Substituindo na Eq. (A-7) as féormulas de calculo dos versores, dadas pelas Egs. (A-8),
obtemos a seguinte formula para o jacobiano:

J=hhh & &x& . (A-9)

Nota: A partir desse ponto, toda discussao € restrita a coordenadas
curvilineas ortogonais, muito empregadas na Fisica.

Se &, &, e &, sdo ortogonais, entdo

g -0 (2g Vg O ) (2 Ny l2y)
hh&-& = ot ou (atex atey e & T

_Q@x ayay 0z0z _
otou ot au 6t 8u

que sao as chamadas relacdes de ortogonalidade. Verifiquemo-las, em particular, para os verso-
res & e &, do sistema de coordenadas esféricas:
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r'=8rsendcosp + € rsenfseng + €, rcosd

hh &-8 =(or/or)-(or/o0)=
= (E;senfcosg + € senfseng + €, cos ) - (€, cosfcosp + €, I cosIsenp — €, I sen 0)
= (senfcos @) (r cos@cos @) + (senGsen @) (r cos@sen @) + (cos @) (—r sen )

= rsen@cosfcos’ ¢ + rsen@cos@sen’ @ — rsendcosd = 0

rsendcosd

O deslocamento infinitesimal, sendo a diferencial de '(t,u,v) [cf. Eq. (A-2)], é dado por

a):df’:a—rdt+ar

- a—udu+S—LdV:hdté[+mduéJ+hvdvéV (A-10)

e, portanto, o elemento de comprimento arco ¢

ds:‘&’Hnqm+me,du+mévdv|=\/nzdt2+h§du2+h3dv2 . (A1

O elemento de volume pode ser calculado multiplicando-se os trés elementos de compri-
mento de arco, mutuamente perpendiculares, correspondentes as trés curvas coordenadas:

dV = (h dt)(h, duy(h, dv) = h , h, dtdudy | (A-12)

donde, tendo em conta que dV =|J|dtdudv , tiramos que

|J|=‘M=nmhv- (A-13)

ot,u,v)

Essa formula também pode ser obtida daquela na Eq. (A-9), uma vez que, sendo ortogonais ¢
unitarios os versores, o produto misto tem modulo unitario.
A expressao do elemento de area de uma superficie coordenada ¢ a seguinte:

dS = (h dt)(h, du) = h h, dtdu (da superficie v = const.) ; (A-14)

isto €, o elemento de 4rea de uma superficie coordenada ¢ dado pelo produto dos fatores de esca-
la e os diferenciais das duas coordenadas que variam naquela superficie.

Exemplo — Os versores ¢ o elemento de comprimento de arco, volume e area em coorde-
nadas esféricas:

r=8rsenfcosp+€ rsenfsenp+8€,rcosd

o _& 5 . or

— =86 senfcos@p+6,senfdsenp + € cosld = =|—=1

o = &en0cosg + 8 senfsen g+, =[S
ﬁ—" rcoscosp+€, rcosfsenp—86,rsend = h,= 8_? =
Y, € p+E p—€ 20




INTRODUGCAO A0S TENSORES 76

—

or
— =—-8 rsenfsenp+8, rsenfdcosp = h =|—|=rsend
o0 & p+E 1 P
L, lor ~ ~
:Ea——exsené’cosgo+eysenﬁsen(p+ezcosﬁ
g _Lor 8,cosfcosg + 8, cosfsen g —€,send
0 h, 06 p+E€ »

—

1or "
€ =——=—-6.sene + COoS

ds= W dr? +hdo? +hdg? = dr? +r2dg? +rsen’ 0 dg’

dvV =h hyh, drddde =r’send drddde
N

dS=hyh,dody = rO2 sendd@de ¢ o elemento de area da superficie esférica r = r, = const.
dS=h h,drdg =rsend, dr dg ¢ o elemento de area da superficie conica 8 = §, = const.

dS=h h,drdé@ =rdrdé ¢o elemento de area da superficie plana ¢ = ¢, = const.

Vale a pena listar os fatores de escala dos principais sistemas de coordenadas:
h =1, h =p (coordenadas polares)

o =1, h,=1, h, =1 (coordenadas cartesianas)

e h =1, hy=r, h,=rsend (coordenadas esféricas)

e h =1, hy=p, h =1 (coordenadas cilindricas)

c¢) Gradiente, Divergéncia, Laplaciano e Rotacional.
[Este topico ¢ desenvolvido de outra maneira no item (j) da Se¢. 12-2.]

Calculemos o gradiente de uma fungao escalar f(t,u,v):

VE = (VE),& +(Vf),&+(Vi), &
dr =h dt& + h, dug, + h dvée,

igualando os coefici-

= df =Vf-dr =h (Vi) dt+h (VE),du+h (Vf), dv\ iesded due dv
o gy O gy =

=—dt+—du+—dv (que se justifica pelo fa-
ot ou a |4 to de dr ser arbitrario)
1 of 1 of 1 of

= (V) :EE’ (V) :Eaa (VH), :EE ;
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ou seja, o gradiente de f ¢ dado por

Vi=—"8+ "8 +——8& . (A-15)
& h, & h €

Nota: Uma outra maneira de se obter tal expressdo do gradiente em coordenadas curvilineas ¢ a seguinte:

—

1 or 1(of ., of , of X, Oy qu]
Vi), = &.vi = —~vi. &b L[ g M) (Xg Vg 2
Vhe =& ho ot ( ST T )(atex+8tey+atez

h \ ox oy
_ L(ﬁ%JrﬂﬂJrﬂﬁj _1la (A-16)
hloxat oy ot oz at h ot

onde empregamos a regra da cadeia. De modo analogo obtém-se (Vf), = (6f /ou)/h, e (Vf), =(cf/ov)/h,.

Concluimos que o operador nabla tem a seguinte expressao:

+%§+ii curva de v
u

V= .
h, ov 8

9
ot

= |

Para obter a expressdo da divergéncia de
um campo vetorial

ﬁ(ta u,v)= é( Ft (t,u,v) + é,l Fu (t,u,v) curva de u

+8 F (t,u,v) , Py (t, U, v) ]
\\ (t+dt,u+du,v)

considere o elemento de volume dV, com um
dos vértices no ponto (t, U, v) e cujos lados sao
elementos de comprimento de arco das curvas curva de t
coordenadas, como mostra a figura; de acordo

com o teorema de Gauss, temos que

ol

swperficie = ¥ F = i{ F- d_S’}

V-E(t,u,v)dVv :{ﬁ-d_s'}
de dvV

(A-17)

superficie *
de dv

O fluxo de F na superficie de dV pode ser dividido em trés partes, cada uma consistindo no
fluxo em duas faces opostas de dV, sendo o elemento do fluxo em cada face tomado como o va-

lor de F - dS no vértice da face — nas faces ortogonais a &, usamos os vértices P, e P, nas

ortogonais a &, @, ¢ P,, nas ortogonais a &, , P, e ®;. Assim, o fluxo nas faces hachuradas na

figura ¢ dado por
{ﬁ.d_'s}pamhacmda ) [If-éJhdthvdv}(Pz+[|3-(—éJ)h[dtthv](P0

dv - h h, h, dtdudy
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1
B hh,h, dtdudv{ [F“ hh, ](t,u+du,vv) _[Fu hh, ](t,u,y)}dth
(%(Fu hh,)du
1 0
= - F )
Expressdes andlogas a esta sdo obtidas para os outros dois pares de faces opostas:
l (= == 1 &
o Emﬁ Whh ot
1 (= == .8
avtF Bl = prAGLLNE
av { };%c::lsg%v hhh ov "

Adicionando-as, encontramos o resultado desejado:

Vﬁ:ném[

0 0 0
a(Ftth)"‘E(Fuhhv)"'E(thm)} : (A-18)

O laplaciano de f(t,u,v) ¢ facilmente calculado como segue:

hott houth oy

i alr ) (e

sz:V-Vf:v.(iafﬂ 1o lafﬂ)

Por fim, calculemos em coordenadas curvilineas o dS = (hdt)(h,du)
rotacional do mesmo campo vetorial que empregamos
acima no célculo da divergéncia. A figura mostra um
elemento de area dSda superficie coordenada v= const.,
com um dos vértices no ponto (t,u,v) e cujos lados sao

elementos de comprimento de arco ao longo de curvas
coordenadas (que sdo, no caso, as curvas de t e de U,
contidas naquela superficie); de acordo com o teorema
de Stokes, temos que: curva de t

— = _ = . - — 1 _)._'
dSE, -V x F(t,u,v)—{Pdr}ggrgg = (VXF)V —W{F dr}ldggrgg :

A circulagdo de F na borda de dS pode ser dividida em duas partes, cada uma consistin-
do na circulagdo em dois lados opostos de dS sendo o elemento de circulagdo em cada lado to-



INTRODUGCAO A0S TENSORES 79

—_

mado como o valor de F - dr na extremidade do lado: ®, no lado P, P, e ®, no lado P; P,

bem como @, no lado ®, P, e P, no lado P, P; (lados orientados positivamente em relagdo a
normal &, ). Assim, a circulagdo na borda de dS¢é

[Fodr | gy = {ﬁﬁ'}m " {ﬁa’}m + {ﬁa}m " {ﬁa’}m

de dS

@0+[ﬁ-(—é)hdt}@;[ﬁ-ﬁmdu}@l : n

- [( R h )(t,u,v) - ( R h )(t,u+du,v) } dt + [( Ry )(t+dt,u,v) - ( Ry )(t,u,v) } du

-2 (R S(Run et

[%(Fum)—%(ﬁh[)}dtdu.

Substituindo, obtemos

. = &, 0 0 g |0/dt d/ou
VxF), =——"—— —(FRh )——(F dtdu = —— .
& (vxF) nmmmia( V-5 "Thn|Rh R,
De modo anélogo encontramos
ét(Vxﬁ)t: e |0/ou d/ov ; %(Vxﬁ)uzia/av o/ ot .
hh |Fohy Ry hh|Fh  FRh

Note que a ordem das colunas nos determinantes ¢ determinada pela ordem dos versores no 2°
membro das formulas 8, =& x&,, 8 =8, x8 ¢ & =8 x8&.
O rotacional ¢, entdo, dado por

Vxlfzét(Vxlf)t+éJ(V><IE)u+§V(V><IE)

|4

R {h[qa/au a/av_hﬁ o/t a/av+th o/t a/au}
A IR BT RIRR BT IRR R
ou
h& hé& h§
VxE - L o o o | (A-19)
hhh | ot ou ov
hF hF hF

Exemplo — Gradiente, divergéncia, laplaciano e rotacional em coordenadas esféricas:
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Considere o campo escalar f(r,6,9) e o campo vetorial ﬁ(r,@,go) =F&+F8& +

F,€,. Tendo em conta que h, =1, hy =1 € h, =rsend, temos que:

1of ., 1 of, 1 of | of . 10f 1 of |
Vi = ——— 8§+ ——§+——6 = —6&+-—_—§+ —€,
h or h, 06 h, d¢ or r oo rsené op
= 1 0 0 0
V-F= —(F hh)+—(F,h h)+—(F
hrhgh(p{ﬁr(r 0 (p) 80( Hh‘ (p) 8(0( gphth):|
1 0,2 0 0
= —(r°sen@ F, )+ —(rsen@ Fy) + —(r F
rzsenﬁ{ﬁr( D D)+ 5 w)}
oF
_ 1o r’F)+ i(seneF(,,)+ I T
r2 or rsen@ 06 rsend o¢

P )l s )|

1 o (of , 0 (1of 0 1 o
= —(—r sen @ +—(——rsen0)+—( —r)
r’sen@| Or \ or op\rsenf dp

16[26f) 1 a( af) 1 o*f
=——|r— |+ —| senl — |+ ————
r? or or r?send 00 30 ) r?sen’ 0 0¢?

hé hé hE, & ré, rsendg,
Vxf = 4+ ¢ ¢ o1 1o 2 9
hhyh,| or 00 op r’send| or 00 op

hF hF, hF, F rFy, rsenfF,

Para dar um exemplo concreto do célculo do rotacional, considere o campo vetorial dado
por

F = (r sen’@'sen pcosp) & + (r'senfcossenpcosp) € + (I sen&cosztp)é ;

F Fy F,

temos que

r’sendV x F =

o(rsen@ F O(rsend F
o[ Arsen0F) ouR ][O aCsendf)] o To0R) o)
00 op op or or 00

4

Efetuando as contas chegamos ao resultado

VxF =8 costd—&send .
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E instrutivo substituir nesta equacgdo as expressdes dos versores esféricos em termos dos
versores cartesianos” VxF =8, =V x (X éy ), assim se obtendo o rotacional em coordenadas

cartesianas, nas quais, podemos entdo notar que o campo vetorial considerado é F = Xé'y (de

fato, substitua nesta equacdo X =rsenécos¢@ e éy =8 senfsen + &, cosfseny + é(p cosQ €

obtenha a expressao original do campo em coordenadas esféricas).

Exercicio do uso de coor denadas cur vilineas

Exercicio 1: Considere as coordenadas cilindricas paraboélicas (u,v,z), definidas pela se-
guinte lei de transformacao entre as coordenadas cartesianas e elas:

x=U-v*)/2, y=uv, z=2z [u,v,zeR]

a) Determine os fatores de escala e 0s versores.

x o, X LA P
ou ov 0z ou exc?u eyau H& ¥
oy oy oy o L, ox L o0y ., 0z - ~
— = ——=u —=0 = — =6 —+6,—+6 — =— + U
u | ov oz v oy T Nay gy T V&TUS
0z 0z 0z 8r oX oy oz
_:0 —:0 —:1 = —_— —_— — =
ou ov 0z 82 exaz eyaz ezéz &
o > L. lor Uug+ve
=|— u”+ e =——=——_7
AP Y E hyou  Ju?+v?
or 73 . 1 of —V§x+uéy
=|— u+v- e = =—~-__2 =
& ov & h, ov Jui+v?
h_@_ *_La_?_* [ |
“ oz h, 0z

b) Mostre que o sistema é ortogonal.

o -uv +vu

€ € = 5 5 =0 , qJ.eZ:()’ eV.eZ:() ]
u-+v
) Relacdes entre os versores esféricos e cartesianos:
€ =6€senfcosp + 6 senPsen g + €, cos € =& senfcosp +8&,cosfcosp —€,sen @
€ =€,cosfcosp+8€ cosfsenp—€,send ) < 1€ =€ senfseny+8€ cosfseny+€,cosp
€, =—€senp+8 cosp € =8 cosf—8&;send
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82
c) Expresse o campo vetorial A:zéx +2x8, —3y€, nessesistema.
,&:Zéx+(u2—vz)é’y—3UV§Z (%)
2 2 2 2
A = A8 - Zu+ U -vo)v LA —Ag - Zv + (U —v7)u A A8 =3ur

2 2 5 )
A(U,V,Z)ZAJéJ-FAVéV_i_AZéZ:ZU-F(u -V )V—v _ZV+(U -V )u_‘

8 + € —3uvg, =
Jur+v? Jur+v?

d) Expresse 0s versores cartesianos em termos dos versores curvilineos.

ded U§X+Véy=«/U2+V & (1)
Ja deduzimos que
~vE +Ug, =U+v’ & (I)

Fazendo (Dxu—-(I)xv e (I)xv+(Il)xu, obtemos

éx:uéj—vé(, . éy=V§u+u§V

—_— #
Jur+v? Jut+v? ) ®

€) Expresse a velocidade de uma particula neste sistema.

—

\7—d—r—)'(* + V&, + 28
at & T Y& 16

. OX. OX . X . . .
X=—U+—Vv+—Z=UU—-VV
ou ov oz = V=Uu-vv)&+(vu+uv)g +28 (1)
Loy, oy oy, . .
y=—"U+-—2v+—=Z=vU+UV
ou ov 0z
2:§u+z;}+gizi(ébvi0)
ou ov 0z

O vetor V na Eq. (1) est4 expresso na mesma forma do vetor A dado no item (c) pela Eq.
(*); logo, podemos prosseguir segundo o método daquele item:

V=(V-8)8§+V-8)8& +V &8
_ UU—-vv)u+(vu+uv)v +(uU—vv’*)(—v)+(vu+uV)uéV + 78

(WU . U*+v>)v _

ol & +28 = JU+v> (U, +VE )+ 26 m

u’+v u+v?

Um segundo modo de obter esse resultado consiste em substituir na Eq. (T) as expressoes
dos versores cartesianos em termos dos versores curvilineos obtidas no item (d), dadas pela Eq.

*).
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f) Determine o quadrado do elemento de comprimento de arco.
ds* = Rldu® +hidv? +hidZ = (U +vH)du® + Ul+vi)dv? +dZ2 =

g) Determine o elemento de volume e o jacobiano da transformacao para as coordenadas curvi-
lineas.

dv = hh hdudvdz = (U+v®)dudvdz =

o(X,Y,2)

= h = U2 2 u
o, v, 2) h i

h) Expresse o gradiente, a divergéncia, o laplaciano e o rotacional no sistema curvilineo dado.

Sejam f(u,v,z) e B(u,v,z) campos escalar e vetorial respectivamente. Temos que

po&of (&of Gof & of & of gof
h,ou h, ov h, oz \/mau \/mav 0z

V-8 =i S(ahh )+ (B« Z(BAN) |
=u2+1V2 :a_au(B“ u2+V2)+%(BVW)+%<BZ(U2+V2))}
=u2ivz :%(Bu u2+v2)+%(BV u2+yz)}+58|3; n

Para obter a expressdo do laplaciano, tendo em conta que V> f =V - Vf , podemos usar a

expressao acima do V - B com B = Vf , ou seja, substituir nela, no lugar de B, B, e B,, 0s ja
calculados componentes de Vf :
1

A S0 e S (T [ 20D

u-+v-Lou 0z

1 _8 8f/8u 2 2 8 af/aV 2 2 G(ij

= —| ———=\ U+ + —| —F/———\U + + — —
Uz-i-V2 6U[ /u2+V2 v j aV[ ’UZ-‘FVZ v 0z\ 0z
1 [a*f o }azf
u+v2Llou®  ov? oz

Vi =

(E claro que também podemos empregar diretamente a expressio

" lal sl s )

do laplaciano para nela substituir os fatores de escala ja calculados e obter o mesmo resultado.)
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| h& hé& hg | u+v° g, u+v’ 8, €
VB =i ol 0/ov  dlce| = — 8/du o/0v Bz
“IhB, hB  hB, «/u 2B, W@+v’B, B,

i) Usando as expressdes da divergéncia e do rotacional obtidas no item (h), calcule V-Ae

V x A, onde ,3\(?) € 0 campo vetorial dado no item (c). Faca os calculos também em coorde-
nadas cartesianas, obtendo, obviamente, 0 mesmo resultado.

A = 28 +20@, -3y8 - Zu+ (W —vH)v —2v+(u2—v2)uév_3uvéz
Jui+v? N

DIVERGENCIA:

AA AN oA _0 . 0 93y =
VA(xy,z)_ 8y P ax(z)+8y(2x)+82( 3y)=0 =

V-A(U,V,Z):(u2+vz){ ( u’+v )+—(Av\/u +v )}L—

=(U2+V2)7 |: (ZU+(U v )V)"'ai( ZV+(U2—V2)U)}+ 0(-3ur)
14

0z

=W+v) '[(z+2w)+(-z-2uv)[+0 =0 =

ROTACIONAL:

- =3 =3 =

& & C & & C
VxA(XY,2) =|d/0x 0/dy 0loz|=|d/ox dldy 9/0z|=8(-3)+E,()+E(2) ™

A A A z 2X -3y

uw+v?’ g, w+v’e 8
Vx AU,v,7) = | o 8/0v 816z
JuUi+v2 A, JuPeviA A
| u’+v° €, w+v: 8, &,
=——| ol o/ov 0/0z
u’+v

zu+ (W -vHv —zv+@W*-vu 3uv

= (U +v?)™! PUZJWZ & (3u+v)+/U+v* &, (u+3v)+8, (3u2 ~v?-u’ +3V2)

ug +ve ~VE +Ug,

:(uz_H/z)—l{éx[—3u2+vu7uv—3vj ey[ —3uv+v? +u +3uv]+ez(2u + 2y

“3ul+v?) U4y 2(u?+v?)

| I |

=-36,+€,+2€, =
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Exercicio 2: Escolha um sistema de coordenadas apropriado e calcule dSe ds para cada

superficie:
ZA
C@ Coordenadas cilindricas (p, @, )
superficie dS=dS ép
cilindrica N y
~ dS=h,dph,dz= pdpdz
~—_]
Z A
Coord. cilindricas (p,¢,z) | Coord. esféricas (r,8,)
porg¢do de . .
plano , dS=dSgE, dS =dSE,
X
P dS=h,dph,dz=dpdz dS=h dr h,dé =rdrdg

esférica y

dS=h,do h, dg =17 senfdode

A Z
Coordenadas esféricas (r,6,¢)
fo
superficie A dS=dS&
¥

Coordenadas esféricas (r,d, )

superficie &S - dss,
cOnica N

dS=h dr h,dp =rseng, drdey

v

Exercicio 3: No sistema de coordenadas curvilineas U;, U, € Us, cujos fatores de esca-
la sdo h, h, e hy, respectivamente, obtenha a expressdo da energia cinética de uma particula em

termos dos momentos candnicos P, = dT /0y, (potencial independente das velocidades).

3
>du?
T=—mv —lm(ﬁ)z—lmﬁ—lm—;h | —lmZhZu2
2 2 dt 2 dt? 2 dt> 2“4 '

Por outro lado, temos que



INTRODUGCAO A0S TENSORES 86

) .
T 1 _ 0 20 1 ,ou] 1 2. OU; ). : >

=—=—m—) hju; =—m) hr —=—m)>» h:20,.— = mh°u = u = p /mh".
| aul 2 au|; 1) 2 ; Jau 2 ; J I oA h ! ! b h

Logo,
_1 2 22=L 2 /2
T =M p /)T =S/

Por exemplo, em coordenadas esféricas, temos que

2 2
L(p_p_p_)iipp_p_j |
2m\h  hy h; r  r’?sen’d

Nota: O aluno que nfo se sente confortavel com as operagdes com diferenciais acima, imagine-as realizadas
antes de se tomar o limite:

3
2 2
2 2 2 PIURATY ; : 5 :
iz Ay Ay
(ﬁ) = lim (E) = A T = Zrﬁ(_'j :er( lim _'j =3 R
at At—o \_ At At—>o0 (At)2 At—o0 (At)2 At—o 17 At io1 At At i=1
Exercicio 4: No sistema de coordenadas esféricas, mostre que

(F x V) y =r?v? 2 Oy oy - 2 V2 — r2 (02 20\ _ o2
v=rVuy—r ar—z—ZrE [1.6., (rxV)yw=r=(v V/—Vry/)—Vgt//] ,

onde, entre os colchetes acima, fizemos uso da seguinte notagao para o laplaciano:

1
Vi (r.0,p) =V, y +r—2v20 v,

com
2 2
V?V/E—al/;+£a—l’” e Vzgl//E 1 i(sené’al'”jjt L
r r or sen@ 00 00 senzgﬁgaz
Temos que
- é —
rxV:rerx(ér’i+e_9i —éﬂi):é i_ € i;
or r 00 rsenfop ?060 senf 0p
logo;
(FXV)Z:(é’(pi_ ee i).(é{pi_ & i)
00 senf Op 06 senf Op

. O0(4 © ., O0( & 0 €& oO0(., O & 0(. O
=8, —| & —eq,-—( —)— | &, |t | &
00 00 00\sen@ op/ senf O 00 sen“ @ 0@ op
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. (B, 0 L *Y . [ 1 o _, o( 1 0 )
=€, - + € -€, | — —+ 6 —
0 senf 0@ 00

®» | Ap An 5 —
208 66 el ! 29, send O0¢
0 &
& (& o0 o N\, & (08 0 L& > [Videa
¢ 2 0 2 nota (*)
sen @ 3(& 06 op0ol sen? @ % o o ot )
—& send é(/,cose
-8 cosd Y,

0? 04+ cos@ O 1 0°

[ + [
06> send 00 sen’ O 0>

2

donde

~ 2 1 0 81//) 1 &y )
rxV = —| sen®@ + =V ]
( ) v sen & 89( 00 sen2 2 6¢2 2V

Esta formula € usada, por exemplo, para se obter, na Mecanica Quantica, o operador asso-
ciado a0 momento angular quadratico a partir dos operadores associados a posigdo, I =T, € ao

momento linear, P = 1AV :

—
[\
|
—_
=/>
X
o>

)2 = (Fx(=ihV))* = -h}(Fx V)’ = -h*Viy .

* - N - . . .
) Das expressdes dos versores €, ¢ €, em componentes cartesianos obtidos na p. 76, o estudante pode facilmen-

te deduzir que 08, /06 = —& , 06, /00 =€, cos b, aéw/aazﬁ e 06,/0¢p=—€ send -, cos@.
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Apéndice B — A convencdo de Einstein para somatorios

Einstein teve uma idéia que, ndo obstante a sua simplicidade, simplifica consideravelmen-
te a notacdo de expressdes que envolvem somatorios. Juntamente com o delta de Kronecker e o
simbolo de Levi-Civita apresentados abaixo, os calculos sdo consideravelmente reduzidos. An-
tes de estudar, por exemplo, o Célculo Tensorial, onde esses instrumentos mostram toda a sua
praticidade, ¢ necessario que o aluno aprenda a utiliza-los com destreza. Esse ¢ o objetivo desta
secdo. Ja aqui, demonstrando férmulas da Anélise Vetorial e do Calculo Matricial, o aluno cons-
tatara a importancia das técnicas apresentadas.

a) Representacdo vetorial na base canonica do ]R;3

« X = X8 + %8 + X8 A base {,8&,,8} ¢ ortonormal:
3
3
i=
&1 onde
> 5 = 0 sei#] B-1)
/ €, % Tl sei= |
X S
¢ o delta de Kronecker.

b) Produto escalar

Xy =(XX8) (Y€)= XY & & =2 %Y =2 x>
i j ] ] I J

Y 9]
——
#0 56
sej=i

RIVEIEDR I (B-2)
i 1 i

¢) A convengdo de Einstein para somatérios

Indices repetidos indicam um somatdrio, com os mesmos variando de 1 a, no nosso caso,
3; por exemplo, X = % 8 = X § + X, & + X; & . Nesta equagdo, dizemos que i ¢ indice de so-
matorio ou mudo, pois a sua variagdo indica as expressdes que sdo somadas, podendo, obvia-
mente, ser substituido por qualquer outro que ndo esteja sendo utilizado, ou seja, X = % &

= X; & . Tal indice também ¢ chamado de ligado, pois ndo ¢ livre para apresentar qualquer um

dos trés valores possiveis; pelo contrario, estando ligado a um somatorio, ¢ condicionado a vari-
ar de 1 a 3 para gerar os termos que sdo somados.
Observe o uso dessa convencao no caso de produtos escalares:

€Y €& =XY;5 =XY ouXy,
i€ -8 =X 3 =%
2

o |X|"=X%X =X (o0 que justifica admitir o indice i em Xiz repetido e indicando um somatdrio)

Note o procedimento para realizar somatorios envolvendo o delta de Kronecker: se 0 indi-
cek de o, aparecer repetido (indicando um somatorio), suprimimos esse delta de Kronecker e

fazemos o outro indice k igual a | (assim efetuando tal somatério). Exemplos: 9y Ag = A
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Aj Ak O = Aj Aj> Oy Oy = Oy -
Um outro exemplo que bem elucida a conveng@o do somatorio ¢ o formado pela expressao

a X (=123 ¢ [j=1234),
que representa as trés expressoes lineares seguintes:

A X tan X ta3X +ay, X
QX Ty X + 3 X + 8y X

A X T35 % 853X + 83, %

O indice j é o do somatoério (mudo). Quanto ao indice i, ele pode ter qualquer dos valores
i =1,2,3 e identifica cada uma das trés expressdes, sendo por isso chamado de indice livre ou

identificador.
3 3

Ja a forma quadratica Z z & X X; , com 9 termos, ¢ denotada por &; X X;.
i=1j=1
Quando um indice repetido nao indicar um somatoério, isso devera ser dito explicitamente.
Por exemplo, se V, for o autovetor correspondente ao i-ésimo autovalor 4; da matriz A, entdo

A\7i =/ \7; (sem somatorio em i ). Duas outras formas usadas para indicar que ndo ha somato-
rio num indice repetido consistem em colocéd-lo entre parénteses [A\Zi) = ﬂ(i)v;i)] ou pod-lo

matusculo [A\7I = A \7, ]

d) Produto vetorial

i) Uma permutacdo par (impar) da triade 1-2-3 ¢é outra triade dos mes-
mos algarismos que, para ser restaurada a triade 1-2-3, ¢ necessario um nume-
ro par (impar) de transposi¢des de algarismos adjacentes. Assim, 1-2-3, 2-3-1
e 3-1-2 sdo as permutacdes pares de 1-2-3; ja 2-1-3, 1-3-2 e 3-2-1 sdo as per-
mutacdes impares. [Outro modo de obter as triades assim classificadas consis-
te em lé-las ao longo da circunferéncia a direita: no sentido horario obtemos
as triades pares e no anti-horario, as impares. |

ii) Observe que € x € = & ou —§, caso i-j-k seja uma permutacdo

par ou impar de 1-2-3, respectivamente: 8,
& x8 =§ >
6 x8& =§ (vale a regra da mao direita) g ©
& x§ =&
Agora, considere a seguinte definigao:
1 se i-j-k foruma permutagio par de 1-2-3
&k =9 —1 se i-]-k for uma permutagdo impar de 1-2-3 (B-3)

0 se dois ou mais indices forem iguais
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ou seja, &y =3 =&31p =1, i =513 =& =1, & = &3 =53, =0, ete. Tal € o
chamado simbolo de permutacdo ou de Levi-Civita. Observe que

G = (D", (B-4)

onde P ¢ o numero de transposi¢des de indices adjacentes em & que os pdem na ordem 1-2-3.

Observe que, de acordo com o item (d-ii), temos que:
€ x € =& & - (B-5)

De fato, se i = ] entdo essa equagdo ¢ claramente verdadeira (ambos membros se anulam). Ja
quando i # j, o somatério no membro direito apresenta apenas um termo nao nulo, aquele em
que kK #1i e k# j;ele é entdo reduzido a +§ ou —§ , dependendo, respectivamente, de os in-
dices de & formarem uma permutag@o par ou impar de 1-2-3.

iii) O produto vetorial de vetores genéricos X =% 8 e y = y; € ¢ dado por
y(xyzxiéxyj'éjzxiyj'éxej = )_(.xyzxiyjéi'jké(' (B-6)

Verifique esta formula atribuindo os valores 1, 2 e 3 aos indices. Temos também que

Uma outra maneira de deduzir essas expressdes do produto vetorial Z=Xx Yy e do seu
componente Z,, consiste em primeiramente verificar que

através da qual obtemos

Zn=2-8,=XxY &, =%8xYy& € =8x8& € XY =&mX Y
ou

Z=XxY=2,8,=Em% Y& - (B-9)

e) Operagoes diferenciais (coordenadas cartesianas)

Sendo ' = x & o vetor posicdo, podemos denotar o campo escalar ¢(') e o vetorial

\7(?) respectivamente por ¢(X ) e \7(Xi) bem como o operador 0/0X por 0; para escrever de
uma forma sucinta o seguinte:

V =8 0; oot operador nabla
VP =8 0i@ oot gradiente de ¢
V.V = OV e, divergéncia de v

Vg = Oi0i@ e laplaciano de ¢
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VAV =80 (O] Vi e, laplaciano de V
VxV = Eik OV B e, rotacional de V
(VxV), = Eik OV s k-ésimo componente de V xV

f) Identidades envolvendo o delta de Kronecker ¢ o simbolo de Levi-Civita

Partindo das defini¢des do delta de Kronecker e do simbolo de Levi-Civita, podemos de-
monstrar que

6 =3, S Oik = Oji > 6 6 =6 =3 (B-10)

i = &j =i = ik = ~iGi = ~Cig (B-11)

permutagdes i)ares dei-j-k permutagdes ir}lpares dei-j-k

Sijk Sijx = 6 (B-12)

Sijk Siji = 20y (B-13)

ik €imk = 0l Ojm — Oim I (B-14)
S Oim Oin

ik lon =|9j1 Ojm  Ojn (B-15)
5k| 5km 5kn

As identidades nas Egs. (B-10) e (B-11) sdo conseqiiéncias diretas das defini¢des do delta
de Kronecker e do simbolo de Levi-Civita bem como da convencao do somatorio, faceis de se-
rem verificadas. Para verificar as demais, usamos o fato de que, da tltima identidade acima, ob-
temos as trés anteriores; observe:

Fazendo n = k na ultima, obtemos a pentltima:

S Oim O
ik ik =191 Ojm  Ojk| = % 5jmé55+§ik5j| 5km+§im5jk5k| -9 5jk5km‘_5im5jlé‘vkl_</
Oh O O 3 5imV5jI 5imvé‘jl Sil 5jm 3

— Ok Ojm O = (3=2)6 Ojn + (2-3)6in 651 = G Ojm — Oim 91 -
51
il Ojm

Fazendo j = mna penultima, obtemos a antepentltima:

5nkéfnk=@|inﬂ—é}m5m = ik =26
3 3

que ¢ a Eq. (B-13), mas com m, ke i no lugar de i, j ¢ K, respectivamente.
Fazendo k = | na antepentiltima, obtemos a anterior:
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ik Cijk =204 =6 .
3

Resta demonstrar, portanto, apenas a ultima identidade, o que ¢ feito por exaustdo, isto €,
verificando-se todas as possibilidades.

g) Demonstracao de identidades vetoriais

A Eq. (B-14) ¢ muito util na demonstracdo de algumas identidades vetoriais. Antes de
exemplificar o seu uso, confira os resultados simples seguintes:

(i) 9;%; =6 (i) V-T=0,% =3 (i) or=x/r (r=[F|=/x;% ) (B-16)

EXEMPLO 1:
Para um vetor @ constante: V- (@xT) =0, (@xT)y =0 (@ X)) = G, O Xj =& o, =0
A
EXEMPLO 2:
(@xb)xC =& ab§ xG§ =&y &yma b G €&, = (S jm —dimJj1) a4 b; ¢ &,

=ab,G&, ~a,hg8é, =@ Eb-(b-0)d (B-17)

EXEMPLO3: Se & € ,5 forem vetores constantes, entao
V(&'ﬁXF):éai[aj (ﬁXF)j]:éai[aj5]k|ﬂkxi]:éfjkl“jﬁk‘li’i:éfjki“jﬁkzéxﬁ
5
EXEMPLO 4: |
V. (AxB)=89, & A B8 =& € -6 0 (A B) =) G (Beoi A + A 0;By)
=& B O Ay + g A 0B = B S O Ay — Ay & 0By
=B (Vx Ay —~A(VxB), =B-VxA-A-VxB ,

ou, num modo um pouco mais curto,

V- (AxB)=0; (AxB) =9, ik A By = & (B o) Ay + A 0 By)
= (& 0i A B — (&g 0 BO A = (Vx A), Bk—(VXLS’)j A
=B-VxA-A.-VxB

(B-18)
EXEMPLO 5:

éfjk('z\x B), = ikéimk ABm = (6 Ojm — 6im 9j1) ABn = AB;-AB (B-19)

Em particular, substituindo A por V:
Ex(VxB) = 0,Bj-0;B .

EXEMPLO 6: Seja A= AH + AL um campo vetorial decomposto em dois

componentes vetoriais, um paralelo e outro perpendicular ao versor radial
€ =T/r;temos que
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- ~ X; & L TOX =X or T =X % /T
(A'V)er=A5i(T)=ejAr—2=ejAr—2
1 A&Xjéj) (s n 27 F\_A-(A&)g A
r( 1A% T r( o r r) r r

A relagdo & & = 26y também surge nas demonstragdes algumas vezes. Por exemplo, se

@ for um vetor constante, entdo

Vx(&xT) =850 (@xT)j =8 0 (Ejim® Xm) = B Ejim@ 0 Xm
S
=g él’djgjli =g éi,jkéi,jl =280 =20

h) Matrizes e determinantes

NOTACAO PARA MATRIZES E OPERACOES ELEMENTARES

Uma matriz A pode ser denotada atraves dos elementos que a compdem, &;: A= (g;).

Objetivando introduzir a notagdo indicial (i.e., através de indices) das matrizes, citemos algumas
defini¢des que o aluno certamente ja aprendeu: para matrizes A, B, C ---, temos que

*Se C=AB = ¢ =3gyhy (noteaconvengdo do somatdrio) (B-22)

e Se A" for a matriz transposta de A entdo aJ =a (B-23)

ji
DETERMINANTES

¢ Definicdo de determinante:

O determinante de uma matriz A= (g;) de ordem N x N, denotado por det A, ou |g; |,
ou ainda por &, a letra pura, sem indices, empregada na nota¢do dos elementos de A= (g;), ¢,
por defini¢dao, a soma de todos os termos que podem ser formados do seguinte modo: De cada
linha {coluna}, tome um elemento que ndo seja da mesma coluna {linha} de algum elemento ja
tomado, forme o produto & @ @y, {&1&,2 &N} ( JisJo Iy distintos {ij,ip,-iy
distintos} ) de tais elementos e multiplique-o por +1 ou —1, conforme j,—j,—---—]y {
I,—i, —---—Iy } seja uma permutagdo par ou impar, respectivamente, de 1-2—---—N (i.e, mul-
tiplique aquele produto por é’j] . {5{] i..i, + ). Matematicamente, essa defini¢do ¢ assim ex-
pressa:

a

éﬁjl JzJNaih azjz”.aNjN {aE(fi’]iz"'iN aillaizz.”aiNN) : (B'24)

Nesse somatorio de N indices jj, j,, -, jy» existem N! termos, em conformidade com a

definicdo. De fato, o elemento a ser tomado da primeira linha pode estar em N colunas, o da se-
gunda pode estar em N —1 colunas, --- , 0 da n-ésima coluna s6 pode estar em uma coluna, ha-

vendo, portanto, N (N —1)(N—-2)---(2)(1) = N! modos de formar cada termo que compode a so-
ma que define o determinante.
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¢ Propriedades dos determinantes

As seguintes propriedades dos determinantes sdo demonstradas no Apéndice:

P1) det A= det AT

P2) Se Atem uma linha {coluna} de zeros entdo det A=0

P3) Se A ¢ triangular entdo det A ¢ igual ao produto dos elementos da diagonal principal.
P4) det(AB) = (det A) (det B)

P5) Se B ¢ obtida de A pela multiplicagdo de uma linha {coluna} por r entdo detB =r det A

P6) Se B ¢ obtida de A trocando-se duas linhas {colunas} entdo det B = —det A

P7) Se B ¢é obtida de A substituindo-se uma linha {coluna} pela soma de um multiplo desta com
um multiplo de outra entdo det B = det A.

¢ O desenvolvimento de Laplace:
Definamos & ; i ..
Wil ha b e

auséncia do indice j, ) podem tomar todos os valores de 1 a N, exceto o ja tomado por j,, e que

como o simbolo de Levi-Civita cujos N—1 indices (note a

recebe o valor +1 ou —1, conforme seus indices formem uma permutagdo par ou impar de
1-2—---—J,_; =]+ — N (aseqiiéncia ordenada dos N —1 primeiros nimeros naturais, exclu-

indo-se valor de j; ). Néo ¢ dificil concluir que

=D (B-25)

é’ja I PEER TR IIRELEY Y I
uma vez que, para colocar os indices de £ e & em sua ordem normal (de acordo com os seus

valores), o indice j, de é'jJ i i iy, (ausente em é'j]j

normal, requer j, —1 transposi¢cdes adjacentes [por exemplo, para N =5, temos que, se
Epsan = ()" &g,y , entdo (_1)4_1 Elazas = (_l)mgzss ; logo, m=4-1].

+1 +1

i, )» ara ocupar sua posi¢do

2'”j|71j|+1”'

Por outro lado, temos que

1-1
cg'jl JzJN = (_1) é’j| j] jz'”jl—] j|+1' . ? (B_26)

N
pois, para transformar o simbolo de Levi-Civita do primeiro membro, no qual o indice j, figura

na sua posi¢do normal (a I-ésima), naquele do segundo membro, em que j, ocupa a primeira

posi¢do, sdo necessarias | —1 transposi¢des adjacentes. Logo, substituindo a Eq. (B-25) na Eq.
(B-26), obtemos

&

— I+§, &
h J2JN - (_1) (f’j] jz"'jH j|+1' (B_27)

JN

Essa equagdo permite escrever a Eq. (B-24) na forma conhecida como a férmula de desen-
volvimento de deter minantes de Laplace:

a=a; A j, (sem somatorioem | ) , (B-28)
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onde
C=(Nth e 4 a . . ..o .
A =D E i B BB, A, AN, (B-29)

¢ o chamado co-fator do elemento &, ; , que ¢ igual a (=)' vezes o determinante da matriz
que se obtém de A retirando-se a linha ¢ a coluna que contém o elemento & ; . Na Eq. (B-28)

podemos trocar o indice mudo j; por simplesmente j :
a=a; A , para qualquer linha | (sem somatorioem 1) . (B-30)

Dizemos que o determinante desenvolvido segundo essa formula se dd ao longo da linha |
(qualquer uma). A féormula de desenvolvimento ao longo de uma coluna, digamos a J-ésima co-
luna, ¢ deduzida de modo anéalogo, sendo dada por

a=a;; A, , para qualquer coluna J (sem somatorio em J ) . (B-31)

Nessas duas formulas, vale a pena realcar que

Aj [co-fator do elemento g;] = (1)) x determinante da matriz

B-32

que se obtém de Aretirando-se a linha e a coluna contendo 3; ( )

° a Aj=ady {a Ay =ady} (B-33)
Se k=1, ¢é facil ver que temos acima o desenvolvimento de Laplace ao longo da k-ésima linha

{coluna}. Se K # |, mostramos no Apéndice que o primeiro membro é nulo por fornecer o de-
terminante de uma matriz com duas linhas {colunas} iguais: a que se obtém de A substituindo-se
a k-ésima linha {coluna} pela |-é¢sima linha {coluna}.

* él’(lkz"'kN ailkl aizkz.”aiNkN = aéi’liZ'”iN ou éI(l kz"'kN ak] jl akZJZakNJN = aé’jl JzJN (B_34)

De fato, se k;—k, —---—ky = 1-2—---— N, ela se reduz a defini¢do de determinante a dada na
Eq. (B-24). Se k —k,—---—ky = permutagdo de 1-2—---— N, ambos membros fornecem
(-1)Pa, onde P ¢ o numero de transposi¢des que restaura K —k,—---—Kky & ordem normal

1-2—---—N. Por fim, se dois ou mais dos indices k; —k,—---—Kky sdo iguais, os dois mem-

bros daquela formula se anulam. Observe alguns exemplos considerando-se N = 3, caso em que
a segunda formula acima pode ser escrita na forma

ik &1 Ajm & = A - (B-35)

Para |-mrn=2-3-1 (permutagdo par de 1-2-3): &5, 3,838y = &4j8&,8j3 = a
Para |-m-n= 2-1-3 (permuta¢do impar de 1-2-3): &5 3,88 = —&jik@j18,8; = —a
Para |-m-n= 1-1-3 (valores repetidos): & a,a;,; = &3 a=0

No terceiro exemplo, o 1° membro €, de fato, nulo; ele é o determinante de uma matriz
com duas colunas iguais (a obtida da matriz A substituindo-se a segunda coluna pela primeira).
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MATRIZES INVERSAS
Os elementos a@l da inversa A = (alzjl) de A s3o dados pela seguinte formula:
ag' = Ay /a . (B-36)
E facil verificar isso, usando a tltima férmula de determinantes vista acima:
AAT = (& a@l) = (M /a) = (&) : matriz identidade.
as;

1) Demonstragdo de diversas formulas

e (AxB)- (CxD)=(A-C)(B-D)-(A-D)(B-C): (B-37)
(AxB)-(Cx D) = (Ax B), - (Cx D), = &4AB; &mCi D = (610m — im0 )AB;C Dy =
- AB,CD, - A,BCD,, =(A-C)(B-D)-(A-D)(B-C)
e V-(pA) =V¢- A+ gV-A: (B-38)
V- (¢A) = 0,(4A) = Adip+ O, A = A-V+gV-A

o Vx(4A) =Vhx A+ gV x A: (B-39)
VX ($A) = 5 (BA) & = i (A B4+ $0 A
= & (0P A& + P &0 A B = Vi x A+ gV x A

— —

xB=B-CxA: (B-40)

>

e A.-BxC=C-
A-BxC=A(BxC) =A&BC = ou

Lo L {G[A-(éxﬁ)]—ﬁ[ﬂ-(éxé)]
e (AxB)x(CxD)y=<¢_"_ " 7 _  , _: (B-41)
B[A-(CxD)]- A[B- (C x D)]

(Ax B)x (C x D) = & (Ax B);(C x D) & = &ix&im A B CaDy8 =

éi,jkél’mi é?]pj A BanDpé< = é;ml A BkCnDpéK - é’npmAkBanDpé(
N ——

S16km =9 jmOki

= ou

gjkié;‘npj ﬁmiABanDpéK = é;mpABkaDpéK - él'rmABanDkéK

5kn5ip - 5kp5in
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BKé( A é;lpICnDp - A(é( Bm5;1menDp = é['E‘ (6 X 5)] - '&[é ’ (6 x 6)]

—_— e 2
B (CxD), A (CxD)p

= ou

Cké( A gI‘mmeDp - Dké( A gI‘manCn = 6[,& (|§>< 6)] - 5['& (§X 6)]

— e T T
c (BxD), D (BxC),

e Q=A;§; =0se Aj =-A; ¢ S; =3 (e, se Aj e §; apresentarem anti-simetria e sime-

tria, respectivamente, nos indices i € j):
Q=AS =-A)S;i =-A;Si=Q = 20=0 = Q=0
O resultado depende apenas da anti-simetria de A; e da simetria de §; nos dois indices

sobre os quais o somatorio ¢ realizado, podendo, por exemplo, haver outros indices em A e S
(e.g, Qu = AiSj =0) ou, ainda, somatdrios sobre esses outros indices (e.g., Q = Ay Sy

=0):
Q = AiSik = CAKISin = ~AkSik =-Q = 20 =0 = Q=0

e VxVp=0: (B-42)
Q=(VxVe) & =&0@,4)=0 = VxV$=Qf =0 ,

pois &y € anti-simétrico € 0;0;¢ € simétrico nos indices i € |.

e V.-VxV=0: (B-43)

V.V X\7 — alé . Cf'l’JkaIVJé( = Cgi.jké‘kl 6i8|VJ- = éi'jkéiakvj =0,

pois, nos indices i e K, & € anti-simétrico e 9;0,V; € simétrico.

e Vx(AxB)=(B-V)A-—B(V-A) —(A-V)B+ A(V-B): (B-44)

V x (Ax B) = &0, (Ax B); & = &&k0; (& ABr) = &&adim (Brdi A + AdBy)
= & (84 Sim — %mSi (B0 A + AdBy)
= é(é‘klé‘imBmai A - éKé‘kmé‘il Bm‘ai A + @5klé‘imA6i Bm - a<§km5il A‘ai Bm
= B A& —&BI A +&A0HB, - AG B
=(B-V)A-B(V-A+AV-B)—-(A-V)B

e V(A-B)=(B-V)A+(A-V)B+Bx(VxA) + Ax(VxB): (B-45)

(A-V)B+(B-V)A+ Ax (VxB)+Bx(Vx A)
= A0;B;€ + BOAjE + & AV x é)jéx + & B (V % A)jéx
= A0 Bjéj + B0, Ajéj + &k Aéim O Bmék + &ijk B &m0y Ané
= A0;B;€ + B0, A€ + (S %im — SkmSi )A 0 Bk + (94 Sim — Smii ) B 0y A«

= AorBiE + BOAE + A0B8 — AOBE + Brd And — BAAE,
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= & (A0 B + BndicAn) = &2 (ABy) = V (A- B)
e Vx(VxA) =V(V-A) -V’A, onde V2 A=8 VA =80,0,A :

VX (Vx A) = 538 (V x A)j & = 50 &mi 0 Ande = Eikini0i0) Anke
= (S Sim ~ %m9i1 )0i 0, Andk = OmOx Ané — 0,0, A& =
=80 0mAn — 80,0 Ac = V(V-A) - V2 A

e det(AB) = (det A) (detB):
Considerando matrizes 3%3, temos que

det(AB) = & (AB);; (AB) , (AB)y3 = & @B @jmbing 8nbns
= ik Ajm&n BB by = (det A) &0, b, 0 = (det A) (det B)

Epon det A

Nesta ultima demonstracdo usamos a férmula na Eq. (B-35).

* Regra de Cramer: a solugdo do sistema linear &; X; = b ¢ dada por x; = (Ay b )/a:

ay X =Dy A, Ajagx =ax;=Ajb = X =(A;b)/a =

a§j|

98

(B-46)

(B-47)

(B-48)

onde usamos a Eq. (B-33). Note que A4 b ¢ o determinante [desenvolvido, segundo a formula

de Laplace, ao longo da j-ésima coluna, de acordo com a Eq. (B-30) | da matriz que se obtém da

matriz dos coeficientes A= (g;) substituindo-se a j-¢sima coluna pelos by, by, ---:

a, ... b ... ay

A by = det
aNl bN aNN

T
j-ésima
coluna
e Facamos novamente o Exercicio 3 da Se¢. 12-1, demonstrando a identidade

Oy Oy
FxV)y =r*Viy —r? —or ==
( )y v o2 e

(F’XV)

= X%0;(%0; _Xjai)‘/jzxi[(ﬁﬁ)aj +%0;0; —(ﬁﬁ)ai - Xj0;0; ly

o 3

ji

v =(FxV) (FxV) ¥ =EX0;EmX0mY = (51Fim — 6imd;1) %0 (X0mw)

= (%0, + %X%0;0; =3%0; = %Xj0;0;)y = (%%0;0; —2X0; — X X;0;0;)y
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2
=12V —2F -Vy - %X,0,0y = rzvzw—zr‘z—‘/’—rz‘z—f (QED) ,
r r

onde, na ultima linha, usamos o fato de que

f'V[//zf’(_’ al//+e_gal//+ & al/l):ra_l//
or r 00 rsené Op or

e também que

. SO Lo L, 0
%Xj0j0iy =Xr-V(@Oy) = T-%5(Vy)=T-(r-V)Vy =1 -1—(Vy)

M (_opy 1 8 ay/j o Oy % d , 0%y
=Irr|V—-—Vy+—— |=Ir——— - —_ + =r"—-
( or r? vV r2 or or or v or or?

Os detalhes das passagens marcadas com (*) e () sdo os seguintes:
© V@) =0;(0) =0 E0;¥) =5, (Vy)

o &oow & ooy 1,

n 9y a(* v &ow & 6_‘/’): W
or or r 80 or rsenf 0p Or 2 r2 or

o VT \ T or Tt 00 rsend oo

or  r2 v r2 or

j) Gradiente, divergéncia, laplaciano e rotacional em coordenadas curvilineas

Este assunto, ja desenvolvido na Se¢. 12-1(c), o é novamente aqui, mas agora fazendo uso
dos conhecimentos recém-adquiridos nesta Sec¢. 12-2.

Sejam y; (i =1,2,3) coordenadas curvilineas ortogonaise & os versores correspondentes
(ortogonais). Estes, de acordo com a Eq. (A-8), sd3o dados por

or

. lor

=—— , onde h= i=123) .

Nessa formula ndo ha somatorio, embora o indice i esteja repetido. Por causa disso, nesta se¢ao
adotaremos a convengdo do somatdrio com a seguinte ressalva:

Ressalva: O indice do fator de escala ndo participa da convengao do
somatorio de Einstein, embora participe do somatorio que o tem como indice.
Mais precisamente: O indice do fator de escala ndo € levado em conta para se
constatar se é repetido, isto é, se é ligado a um somatério, mas participa do
somatorio a que estgja ligado. Assim, na férmula do versor curvilineo, acima,
i ndo esta repetido (o i de h ndo conta), ndo sendo ligado a soma alguma.

Mas, no termo (& /h) of /0u,, i esta repetido (aparece em & e U ), sendo, por
conseguinte, um indice ligado; esse termo ¢ igual a (§/h)of /ou, +

(& /hy) of /ou, + (8 /hy) of /ou; .
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Bem, comecemos com a dedugdo do gradiente de um campo escalar f em coordenadas
curvilineas. O seu i-ésimo componente € calculado como segue:
M 1 ox of @ 1 of

Vi) —&.vf = — & = 2N
(VEx =8 houox; hoy ’

onde X; sdo as coordenadas cartesianas. Na passagem indicada por (1), realizamos o produto

escalar empregando os componentes cartesianos (0x;/0u;)/h e of /0x; de 8 e Vf, respecti-
vamente. Na passagem (2), usamos a regra da cadeia. Logo, substituindo esse resultado na equa-
¢do Vf =8 (Vf),, obtemos o mesmo resultado na Eq. (A-15).
8 of é € g of
Vi :38_ ou \Vi :ii+ii+i6_ ) (B-49)
h oy, hou hou hou
Essa demonstragao ¢ similar a apresentada na Eq. (A-16).
Antes de deduzir a expressdao da divergéncia de um campo vetorial F em coordenadas
curvilineas, sdo necessarias duas formulas. A primeira obtém-se simplesmente calculando Vu;

usando a Eq. (B-49):

g ou; e
I THE Rt N T (B-50)
h ou h;
——
9

A dedugdo da segunda consiste em, partindo da Eq. (B-5), a qual também vale para os versores
curvilineos ortogonais considerados (que, por convengdo, seguem a regra da mao direita), pri-
meiramente escrever um dos versores em termos dos outros dois e, depois, substituir esses dois
pelas expressoes que a Eq. (B-50) fornece:

- 264
— - — 8 il ,_—A_—\—> — - — hhj
lik& =8 x€ = L& =<8%x6 = § =75 S Vuxvup . (B-51)
2§

Pois bem, agora podemos escrever:

M

V-F = V.(Rg) = E.»f”.lv-(lrlhthuixvuj)

)

-l {V(Flhhj)'vui x VU + R by V- (Vy ><v“J)}
0

1

©) o(FR hh g &
Yol LOAND), &,
2 7 h OUy

-
= |

Expliquemos os principais detalhes das passagens enumeradas acima. Na passagem (1), usamos
a Eq. (B-51). Na (2), primeiramente usamos a identidade vetorial na Eq. (B-38) e, depois, aque-
las nas Egs. (B-18) e (B-42) para justificar que o ltimo termo entre colchetes ¢ nulo:

— -

0 0
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Na passagem (3), usamos a expressao de V( R hh ) dada pela Eq. (B-49) e as de Vu; e Vu;

dadas pela Eq. (B-50).
Bem, continuamos os célculos reconhecendo que §, - € x € = &; e escrevendo

V-F= léﬂ'k i ! SLLY = ik Sij Saij (B-52)
2 hhho oy
onde
11 o(Rhh
Saij == (hm) (B-53)
2hhh oy,

Usando a Eq. (B-57) deduzida na Nota (ii) ao final desta se¢do, obtemos

V'ﬁ:2(3123+32213+33312):

1 o(Rhh) 1 o(Rhh) 1 o(Rhh)
hhh oy hhh  ou hhhoou

ou, finalmente,

V.F =

1 {8(F1h2h3)+5(':z'”‘1h3)+a(':3h1h2)}, (B-54)

h h, h oy, ou, ou,

a mesma expressao na Eq. (A-18).
Para calcular o laplaciano de f, basta usar o fato de que ele ¢ a divergéncia do campo

F=Vf:

z hy ou, h, ou, hy ou,
F F R

logo, substituindo F = (of /du,)/h, etc, na Eq. (B-54), obtemos

be 1 | of(hhof) o (hhof) o (hh o
' f_hlh2h3[aul( hy 5U1]+5U2[ h, 6U2j+8u3( hy 8u3ﬂ ' (B-55)

Por fim, o rotacional ¢ calculado como segue:

Vxlz

Vx(R§)=Vx(RhVy)=V(RRh)xVy+FRhVxvy
0

1o(Rh) . & _ 1 RN . .

1
h ooy R RR Ay ™™ T hoRh
(hmh h )_1 il m i &

it (hy €y)(0/0u) (R hy)
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onde g, =h,8,, a; =0/0u, e &, = F h. Logo, notando que h,hh =hh h, semiel
forem distintos (que ¢ caso devido a presenca de &;, ) € usando a Eq. (B-24), obtemos, formal-
mente, o resultado

. |hd m& hg
Emil Am @ 8 = ———|0d/oy; O0/ou, 0O/ouy| (B-56)

VxF = L
hh, by hhy by Eh Fh  Fh

a mesma expressao na Eq. (A-19).

Notas:

i) Demonstracdo das propriedades dos determinantes

(ainda a ser feito)

11) O somatorio é;J K él'“ %(”]‘

Esse somatorio aparece na Eq. (B-52), onde Syj; € qualquer grandeza simétrica nos indices i € j: Sy = Sgji

[tal qual aquela definida na Eq. (B-53)]. Note que os quatro indices i, j, K ¢ | sdo ligados; temos, assim, que efetuar
um somatorio quadruplo. Para resolver esse exercicio, facamos as duas observagdes:

(O1) Somente os termos em que i # | ndo se anulam, segundo a defini¢do de & .

(02) Somente os termos em que K= | ndo se anulam. De fato, considere K# | € i #j [consoante a observacao
(O1)]; entdo i ou j € igual a kou | e, portanto, & ou & € nulo por apresentar indices iguais.
Logo, o somatdrio quadruplo que se deseja calcular resume-se na soma dos seguintes termos:

k=1=1 k=1=2 k=1=3
(5531 i1 Sz 31 31 Sin ) + (51'32 &3 Sz + &1 E1n S ) + (51'23 E123 Sz + €013 €213 S )

= (3123 + 93 )+(82213 + S )+(53312 +%321) .

Levando em conta a simetria de Sdij , obtemos, finalmente,

Eik it Saip =2(Sus +Spis + Sy ) @ (B-57)



INTRODUGCAO A0S TENSORES 103

Apéndice C — Algumastécnicas do Calculo de Variagoes

a) Equacodes de Euler-Lagrange

P X (4) = 7 (t,,u) O problema basico do Calculo de Variagdes consiste na
determinagdo da parametrizagdo X (t) da curva de V que
passa pelos pontos @, [xi (t)] e @, [xi (t,)] ao longo da qual

i i seja extremo (i.e., maximo ou minimo), ou estacionario, o va-
X ()= x (t,0) lor da integral

@:X(t) = 7' (t,u) | = tzx(t X, ®)dt (C-1)

f

em comparagdo com todos os valores dessa integral sobre as curvas que difiram infinitesimal-
mente da curva extremante X' (t) e que também passam por P, e P,. Para fins de referéncia,

denominaremos a integral | ¢ seu integrando ¥ de integral fundamental e funcéo fundamental
®) respectivamente. Para resolver o problema, construimos a seguinte familia de curvas relacio-
nadas pelo parametro infinitesimal u:

7 Guy=x@o+ué , (C-2)

onde §i (t) s@o N fungdes arbitrarias tais que

Et)=£1)=0, (C-3)

assim se garantindo que todas as curvas da familia passem pelos pontos @, ¢ P,. A derivada

parcial 0 ;(i (t,u)/ot, aqui denotada por j(i (t,u), ¢ dada por

7 uy=xX@®+ué) . (C-4)

A integral na Eq. (C-1) ao longo da curva ;(i (t,u) da familia considerada, denotada por

I (U), tem a expressao
t

luy=| £tz ), 7 tu]d

f

Por construgio, o valor extremo dessa integral ocorre ao longo da curva ' (t,0) = X' (t) (aquela
que na familia estd associada ao valor U = 0 do parametro); esta hipdtese implica que

t2 'i
( )= I a{ or a‘ff X\ =0 (C-5)
oy ou oy oul _,

(note o uso da convengao do somatorio, indicando que o Ap. B deve ser lido antes deste). Subs-

) Nos problemas fisicos, as integrais fundamentais sdo construidas freqilentemente com base no principio de Ha-
milton, vindo & a ser, nesses casos, a lagrangiana ou a densidade de lagrangiana do sistema.
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tituindo nesta equacao os resultados que se obtém com a ajuda das Egs. (C-2) e (C-4),

) i . of C oL i

% :éjl > J(tazlall) :87(1:’)(")(') ?
u=0 u=0

o .. oL . ot i

% :éjl ’ 7('[:)(':}(') zﬁ?(t’xl’xl) ’
u=0 u=0

e integrando por partes o segundo termo do integrando, obtemos

t . .. et . . b t .
12(84%5#6;{5') dt = zaifg' dt+{6;'f§'} _J. 23(‘3;?)5' dt
t,  OX OX u=0 Jy ox OX f g dt\ox
0

rhras d

ox dt

ot

OX

0,

o alar)] e

onde o valor zero indicado ¢ justificado pela Eq. (C-3). Como fi sdo todos arbitrarios e inde-

f

pendentes um dos outros, concluimos que o termo entre colchetes na ultima integral ¢ nulo:

(20)

Essas sdo as chamadas equacoes de Euler-Lagrange. Elas devem ser satisfeitas pelas fun-
¢des X' (t) que especificam parametricamente a curva ao longo da qual o valor da integral fun-

damental ¢ extremo.

Como exemplo, considere o problema de determinar as geodésicas (que sdo as curvas mais
curtas entre dois pontos dados) numa superficie esférica de raio R centrada na origem. Em coor-
denadas esféricas, a integral a ser minimizada ¢ a seguinte:

o] |

Esta é uma integral como a da Eq. (C-1),em que t=6, X' = ¢ e L(t. X, X")=2L(0,0,¢) =
J 1+ ¢?sen” & ™. Consoante a Eq. (C-6), a geodésica ¢(6) deve satisfazer a equagio

d
dt

a
oX

_® o (i=124N) . (C-6)
ox'

P, &

P,
\/deé?z + R?sen’ 0dg? =
P

1+¢*sen’ 0 d@ [com ¢ =dep/dO]

P, 6

™ Note que, embora o espago formado pelos pontos de coordenadas (6, @) na superficie esférica seja bidimensio-

nal, a fungdo fundamental ndo se apresenta na forma £ (t, X3, X )'(2) =£(t, 0,0, 0, @), pois as curvas ndo estio

sendo representadas escrevendo-se as duas coordenadas em fun¢do de um parametro, €(t) e ¢(t), mas através da

fungdo ¢ (&) ; nesse caso, na formagdo da fung¢do fundamental £ (t, X ,)'(i ), temos apenas i = 1, com X = @ ea
coordenada € tomando o lugar do pardmetro t. O problema poderia ser resolvido com a fun¢do fundamental
£ (t,0,0, 9, @), i.e., com as duas coordenadas em fungdo de um pardmetro t genérico, o que o tornaria mais com-
plicado.
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L2
d(df) oL 8( ¢sen” 6 j_o _ 0.

do\op/ O 90\ |/ 1+ ¢*sen’ 0
ou
o2 2
psen’ 0 2 G dp g e

== ¢ = = =
J1+¢*sen’ @ sen” 0 (sen” 6 - ¢) df  sen@y/sen’ 6 - ¢

No caso de a constante de integragdo C; ser nula, temos a geodésica ¢ = ¢, = constante

(um dos meridianos da superficie esférica).
No caso em que € # 0, a integracdo da equacdo acima torna-se mais facil mediante a

mudanca de variavel U = cot @ ; temos que

dp _dpdu _ %(_CSCZ 0) = —(1 + cot? H)d—(” =1+ uz)d—(p
d6 dudd du du du
1 1 1

cscd  f1rcot? N1+0

send =

Logo, substituindo esses resultados na Eq. (C-7), obtemos

e 92 1 __lela+uh) o jgld+u’)
du 1 \/ 1 & \/l—clz—cfuz 0 2)(1_ & uz)
Jiru? Vi+u? ‘i 1-¢
dp __la| 1 ___—Wp :iarccos—
oG fd I s
=1/p 1-¢
u _ cotd

u . ~
= @ =arccos—+a (a:const. de integracdo) — - = » =cos(p —a)

= cotfd = pcosacosp+ psena sengp = acosp+bsenp (ae b: constantes arbitrarias) .
| S ——] | S ——]

=a Eb

Se fizermos A=aC e B=bC, sendo C uma constante arbitraria, podemos dizer que a
equacao das geodésicas numa superficie esférica ¢ dada por

Ccotd = Acosp+ Bsengp . (C-8)

Nesta forma incluem-se as geodésicas ¢ = ¢, = const., correspondentes a C=0.
Se multiplicarmos a equacdo acima por Rsen @ obtemos Cz = Ax+ By, sendo (X, Y, 2) as

coordenadas cartesianas de um ponto na superficie esférica de raio R. Ou seja, as geodésicas sao
interseg¢des entre planos que passam pela origem e a superficie esférica; em outras palavras, sao
grandes circulos.
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Nota: Para afirmar que a Eq. (C-8) representa um grande circulo genérico, devemos mostrar que as constan-
tes que nela aparecem sao arbitrarias. A constante C € arbitraria por defini¢do; quanto a A e B, podemos mostrar que
também sdo arbitrarias como segue: Temos que

Eq. (C-7)
|psen® O|<|psenf| < \1+¢*sen’ 8 = |g|<l = p=|¢|1-¢ €[0,0) .

Além disso, a, por ser uma constante de integragdo, ¢ arbitraria. Logo, podemos encarar p € & nas equagdes
, . 2 .
a=pcosa e b= psena, que definem a e b, como as coordenadas polares de um ponto genérico do R~ cujas

coordenadas cartesianas sdo (a,b) . Assim, sendo a e b constantes arbitrarias, entdo A= aC e B = bC também o sao.

b) Problema variacional com vinculos

Este topico ¢ melhor apresentando por meio de "variagdes". Preliminarmente, portanto,
expliquemos como emprega-las deduzindo novamente a Eq. (C-6):

Na Eq. (C-2), u fi (t) pode ser interpretado como uma variagao infinitesimal o X [arbitra-
ria, a menos da restricdo de anular-se quando t =t; ou t =t,] que, ao ser acrescida a curva ex-
tremante X (t), produz uma curva arbitraria X' (t) [que ¢ a notacdo a ser aqui adotada para a

curva )(i (t,u) dada pela Eq. (C-2) ] que passa pelos pontos @, [xi (t)] e @, [Xi (t)]:

Xi (t) variagdo de SX (1) N X,i (t) _ Xi (t) + 5Xi (t) (C-9a)
SX () =6X (t,) =0 (C-9b)

Como SX sdo variagdes das coordenadas em torno de suas expressdes X (t) para as quais
| ¢ estacionario, deve ser nula a variacdo ol decorrente dessas variagdes, dada pela diferenga
entre os valores da integral fundamental calculada com X' (t) e com X' (1):

sl =| 2w xi xyd- 2:5(t,x',>’<')dt=J. sLdt=0 | (C-10)

f f f
onde

5L =Lt x xH-Lt, X, ) =L, X +6X, X +5X)-L(t,x,X) = g—%axi +8if5x‘ ,

X OX
(C-11)
sendo 0F /0X e 0 /0X calculados com a curva extremante. Note que
. o d .. dsox
oX =x'-X =—(x' -x) = ) C-12
dt( ) o (C-12)

cuja substituicdo na equacdo anterior fornece

O = %5)& +%d§x = %é‘xi +£(%5Xi)—g(%)5xi ,

ox ox  dt ox dt\ ox

= {%_E(%ﬂaxwi(% xij : (C-13)
ox - dt\ X dt \ ox
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Substituindo, por sua vez, esse resultado na Eq. (C-10), obtemos

t t _ b
I 25:5dt=j zdt{ai—i(aiﬂax' n [aisx'} -0, (C-14)
t t ox dt\ ox oX o,

0
onde o segundo termo se anula por causa da Eq. (C-9b).

Finalmente, por serem todos os SX arbitrarios e independentes um dos outros, o termo
entre colchetes no integrando acima deve ser posto igual a zero. Concluimos, assim, que a Eq.

(C-6) ¢ valida quando avaliada com a parametrizacdo extremante X ().

Podemos passar agora para o problema variacional com vinculos. Suponhamos que a cur-
va extremante X' (t) de Vy ha de ser encontrada entre as que satisfazem K+L =M condigdes,
denominadas vinculos, da forma

G (X, x)=0 [k=12--K<N] (C-15)

ou da forma isoperimétrica

[5) -
A (t,X,X)dt =¢= constante [l =K+1,---,K+L] . (C-16)

f

Se, ap6s multiplicarmos as K condi¢des na Eq. (C-15) por fungdes 4, (t) (k=1,2---K),

soma-las e integrar o resultado no intervalo t € [t;,t,],

t o
0= ﬂkﬂ((t,xl,)'(l)dt , (C-17)
L'

multiplicar por constantes 4 (I = K+1,---,K+L) as L condi¢des na Eq. (C-16) e soma-las,

t .
0=| " Acdt.X %)t -G (C-18)
'

e, entdo, adicionarmos membro a membro as Egs. (C-17) e (C-18) resultantes dessas operagoes e
a Eq. (C-1), obtemos

t

| :j L¥Xdt - g4 (C-19)
4

onde

LEEX KAL) =LK, )+ A 40X, K (C-20)

em que o indice de somatério m tem os valores m=1,2,---,K,K+1,---,K+L=M . Observe a

, 4. . ~ i
nossa reserva dos indices i, k, | € mna enumeragdo de termos contendo as N coordenadas X , os

™ Pois desse tipo é a condigio prescrita no primeiro problema de extremo de que se tem noticia, o de se encontrar,
dentre todas as curvas fechadas com um dado perimetro, a que delimita a maior area (o problema de Dido).
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K vinculos na Eq. (C-15), os L vinculos na Eq. (C-16) e todos os M =K +L vinculos, respecti-
vamente. Mais explicitamente, o indice k deve variar de 1 a K, o indice |, de K+1 a K+L =M

e o indice m, de 1 a M. Por exemplo, os ¢m| sdo os ¢ da Eq. (C-15) e os

m=1,---,K

finl o1 koSG0 05 ¢4 daEq. (C-16).

Agora, aplicamos na Eq. (C-19) o processo de variagdo ja estudado para determinar as
N+M fungdes incognitas X (t), A (t) e 4 (estas L ultimas sdo fungdes constantes) que tor-

t
nam extremo o valor de | = Itzf dt. A variacdo das coordenadas deve ser aquela dada pela
1

Egs. (C-9a) e (C-9b); ja a variagdo de A, pode ser

A (0) = A + A (D) e H=k+ok , (C-21)

nao havendo necessidade de impor qualquer restricdo quando t =t; ou t, M Assim, as coorde-
nadas X' (t) sdo arbitrarias, a menos de, quando t =t; ou t,, coincidirem com as coordenadas

de ®, e P,, ao passo que sdo completamente arbitrarias as fungdes A;(t) e as constantes A -

Como SX e 04, sdo variagdes em torno das expressoes X (t), 4 (t) e 4 (simbolos sem linha)

para as quais | ¢ estacionario, deve ser nula a variagcdo ol decorrente daquelas variagdes, isto €,

b
sl = J‘ sL*dt — o4 =0 , (C-22)
4
consoante a Eq. (C-19). Mas
* * * * * _ * *
se*- 5y 5y K 5,1,“:(6"%. L PG 5,1m+1(8‘f. §x'),
OX OX OAm ox  dt ox OAm dt\ ox

onde este ultimo termo (derivada total) surge da eliminagdo dos o X , através da Eq. (C-12), do
mesmo modo como se fez na Eq. (C-13). Substituindo esse resultado no integrando da equagao
anterior, tendo em conta que a contribui¢ao do termo de derivada total ¢ nula [cf. Eq. (C-14)] e

que oA, |m:K tloeKal = o4 podem sair da integral por serem constantes, obtemos

t * *x\ . pt * t *
J.zdt(af. —ga’%. )5x‘+ 2dt%&k+[ 2dta}£
X dt o Ok . O

—
0 0 0

- g |o -0,

b

.

onde indicamos trés termos que sdo nulos porque, sendo coeficientes de grandezas arbitrarias e
independentes, s6 com a nulidade deles o0 membro direito da equagdo se anula. Temos, portanto,
as trés equacoes

dar* ar* .

—————— =0 (i=12---N) , (C-23)
dt ox  ox

) E nem sendo mesmo possivel no caso de A, pois &4 ¢ a variagio de uma fungio constante, independe do tem-

po, ndo havendo como restringir seus valores nos extremos do intervalo (;,t,) e ainda deixa-la arbitraria
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* . .
a;g =ﬂ((t,x")'('):() [kzl’zK] s (C-24)
Py
L > bt o
= dgex,K)=g [I=K+l--K+L] . (C-25)
t1 811 t1

Note que as Egs. (C-24) e (C-25) sao os vinculos do problema. Assim, as fun¢des X t)
resultantes da resolucao do sistema de equagdes (C-23), (C-24) e (C-25) sdo exatamente as dese-
jadas: tornam extremo o valor de jttf Ldt =] j:l £*dt —c 4] e satisfazem os vinculos. A solu-
¢ao do problema provém, portanto, da resolugao do sistema formado pelas equacdes de vinculo
e pela equacio de Euler-Lagrange com £ * no lugar da funcdo fundamental original £ .

Esse modo de resolver problemas variacionais com vinculos ¢ conhecido como o método
dos multiplicadores indeterminados de Lagrange. Para exemplificar sua aplicagdo, considere o
mesmo problema resolvido no item (a), o de determinar as geodésicas numa superficie esférica
de raio R, agora, porém, usando as coordenadas cartesianas Z (i =1,2,3) do espago euclidiano

tridimensional. Nessas coordenadas, o elemento de comprimento de arco ¢ dado por
ds=./z z =$dt, com $=ds/dt =./z Z , ao longo da curva Z(t). Podemos, entdo, formular
o problema como a minimizagao da integral

t
= | 2t com £(tz,2)=8=22 (=1,2.3), (C-26)

4
sob a condi¢do [na forma da Eq. (C-15)]
$#(z)=22z -R =0 (superficie esférica) . (C-27)
Nesse caso, de acordo com a Eq. (C-20), tomamos
L*t,2,2,4) = L+A¢ = 32 +4(z2-R)  [A=A)]

e aplicamos a Eq. (C-23),

d(@:f*)_@:f* ol(zk

- :———Zﬂ =O.
a\ oz ) ez ale) 2%

Podemos escolher o parametro t como sendo o comprimento de arco S; assim, S=1 ¢ a
equagdo acima toma a forma

2 24929 =0 (k=123) ,

onde um ponto sobre a letra denota agora derivada em relagdo a S. Essas equacdes e a Eq. (C-27)
sdo, na notacdo corriqueira (z,z,,2,) =(X, Y, 2),

X—2A()X(S) =0, V-2A(5)Y(s)=0, Z-2A(52zs)=0, X*+Vy*+22=R>. (C-28)
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Se nas duas primeiras dessas equagdes substituirmos a expressao 2A(S) = Z/z tirada da
terceira, encontramos

X—Zx:l(Xz—Zx):li(Xz—xz):li[zzi(z)}:O = zzi(z):Q:const.
z z zds zdsl ds\z ds\z

. 2 1, . . 1d,. . 1d 2d(y)} zd(y)
——y=—(yz-2X)=——(yz-Yy2)=——| 72 —|=]||=0 z—|=|=C, = t.
=7y z(y ) zds(y y2) zds[ ds\ z - ds 2 = 05

Finalmente, dessas duas equagdes, obtemos

integrando
L_lax Ldpyy e 1x_ 1y,
z C ds\z C,ds\z Cz C,z

ou, multiplicando por C,C, z,
Ax+By+Cz=0 ,

onde A=C,, B=-C, ¢ C=-CC,C,. Essa ¢ a equagdo de um plano genérico pela origem; a

interse¢ao de tais planos com a superficie esférica dada pela quarta equagao na Eq. (C-28) sdo
grandes circulos, ao longo dos quais estdo as geodésicas.

c¢) Extremo de integral multipla sem vinculos

Trata-se da generalizacdo do item (a) em que, em vez de um uUnico parametro, existem J
parametros th. Agora as coordenadas X de VN passam a ser fungdes desses parametros, das
coordenadas e das derivadas dessas coordenadas em relacdio aqueles pardmetros,
£ [tj , X (tj ),8Xi/ ot) ]; além disso, a integral fundamental torna-se multipla, de multiplicidade J

(uma integral para cada pardmetro ! ):

| =_[ L), x,0,x)d’t  [o;X =ox /at)] (C-29)
D

onde (t',---,t!,--.t") e ® = R e d’t éanotagdo para dt'dt?---dt” .
Atacamos esse problema como acima. Admitindo que a parametrizacdo X' (t!) é extre-
mante, a esta acrescentamos variagdes oX (t), arbitrarias a menos de serem nulas sobre a fron-

teira 0D de D, que resultam nas parametrizagdes X' (th):

X| (tj) variagdo de §Xi (t]) N X,I (t]) — X| (tJ) + 5XI (tj) (C‘30a)
SX (6D) =0 (C-30b)

Como X (tj) extrema | , € nula a variagdo o1, dada pela diferenca entre os valores da

integral fundamental calculada com x'! (tj) e com X (tj):
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S =J' :Z(tj,x’i,ajx'i)djt—J- x(tjxi,ajxi)d%:'[ sLdt=0 , (C-31)
D D D
onde
SL =L, x",0;x") =Lt x,0,X) =L[t), X +X,0,X +50;x)]-£L(t),x,8;X)
oL oL

:—i5xi + :
oX 0(0;x)

5@;X) . (C-32)

sendo &f/0X e &£ /0 (0 X ) calculados com a parametrizagdo extremante X (tj ). Note que

iN A i_aX’i X _6(X’i—xi)_a§xi
0(0jX) =0jX" —0jX = jy _6tj == =g (C-33)

cuja substituicdo na equacdo anterior fornece

: i , ot i oL :
st = g O 00X %5x'+i{—i5xl}—i{—i}5x' ,
ox o(9;x) at’ ox atl [ 0(9;x) atl L 0(9;x)
oL . ot i
A ——— |l oX + 2 —OX (C-34)
ox' ot! LO(0;X) atlLo(0;x)
Substituindo, por sua vez, esse resultado na Eq. (C-31), obtemos
oL . oL i
j d’t aﬁ—i{—i} 5x'+j thi{—i&'}:o : (C-35)
D ox o) [ 0(9;x) o ot o0x)

Finalmente, tendo em conta que a segunda integral acima ¢ nula (verificaremos isso logo

adiante) e que todos os X sdo arbitrarios e independentes um dos outros, concluimos que de-
vemos igualar a zero o termo entre colchetes na primeira integral e assim obter

6{ ot }—%zo (i=12-N) . (C-36)

atl|a@;X) | ox

Essas N equacdes foram deduzidas da Eq. (C-31) avaliada com a parametrizagdo extremante
X (tj ), a qual, portanto, deve necessariamente satisfaze-las.

A maneira de mostrar que a segunda integral na Eq. (C-35) ¢ nula consiste em efetuar a
integracdo em t) para obter uma nova integral multipla (de multiplicidade J—1) cujo integran-

do é o termo [0 /0 (0 j X )]0 X avaliado em 6D, um integrando nulo, portanto, em vista da Eq.

(C-30b). Esse procedimento de efetuar uma das integrais simples que compde uma integral mul-
tipla sobre certa regido para transforma-la noutra sobre a fronteira dessa regido ¢ usado, por
exemplo, nas demonstracdes dos teoremas de Green e de Gauss da Anélise Vetorial, a cujo estu-
do aconselhamos o estudante ainda nio familiarizado antes de prosseguir”. No nosso caso (sem
usar a convengao do somatorio), temos

™ Por exemplo, consulte [1] W. Kaplan, Célculo Avancgado, Vol. I, Secs. 5-5 e 5-11, Ed. Edgard Bliicher Ltda,
1972; ou [2] R. E. Williamson et. al., Célculo de Fung¢des Vetoriais, Vol. 2, Segs. 7-1 ¢ 7-5, LTC Ed. S. A., 1975.
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R i 1 i | g a{ oL i}
= X | = dt'-- at! dt! . | d dt) — —OX
j@ 25 {awx) } ;.[t jt It .[t 0 o 2@,

integral de multiplicidade J—1 sobre P]- (D)

79
j { 5x'} -0 . (C-37)
0(0;X) .

P (D) v=t’
0 (%)

onde
e P(D)= {(t1,~-~,tj_1,tj+1,~-~,tJ ), onde (t!,--, t1 7L th It e @} — R7™! : a projecio

de D no espago descrito pelos J—1 eixos th ot et (todos menos o eixo ! ).

e fle gj sdo fungdes definidas sobre P (D) [i.e., Dom( f J') = Dom(gj) = P, (D) ] de modo
que D :{ T ) com <t <gle (bt Ut e PU(D) }
ou seja, de modo que D esteja entre as hipersuperficies” do R’ dadas por th=fl ¢
th =gl

A nulidade do termo indicado com (*) na Eq. (C-37) ¢é justificada pelo fato de que

SX dogl SX dodl = 0, j4 que as hipersuperficies t' =f) ¢ t' =g’ estdo contidas na
= =9

fronteira 0D de D, na qual, por hipotese, O X (0D)=0.
Admite-se que as fungoes f e gj (j=1---,3) possam ser definidas conforme descri-

tas acima para toda a regido @ ou, ndo sendo esse o caso, que exista uma particdo de D em

sub-regides para as quais aquelas fungdes possam ser definidas.
Como exemplo, considere a corda vibrante. A fungdo Yy(X,t) [ordenada em funcdo da abs-

cissa e do tempo] que descreve a forma da corda de densidade linear p que vibra sob tensdao 7
com seus extremos em X = 0 e X = | fixos ¢ aquela que, segundo o principio de Hamilton, torna
minimo o valor da integral

.[:12 J-(I) dedt 5 onde x(t, XY, y7 y') =p0 y2 /12 -1 y¢2 /2 , (C'38)

sendo usadas as notagdes: Yy =0y/ot e y' = 0y/ox. Temos um problema com uma fungédo in-
cognita (N =1) e dois pardmetros (J = 2), para o qual a Eq. (C-36) [com a substitui¢do de no-

tagio X' -y, t' 5t e t? > X ] fornece

ool oL of o, . 0 , " .
S n0 5 (e - (1Y) -0=0 = Y=Ly (39
ot OX T

®No R?, uma hipersuperficie € o lugar geométrico cujos pontos t€ém coordenadas que satisfazem uma tnica equa-
cio: F(X,x*x))=0

® Para uma referéncia, veja o exemplo que segue a Eq. (2.23) in F. W. Byron Jr. & R. W. Fuller, Mathematics of
Classical and Quantum Physics, Dover Publications, 1992 (pp. 67-69 desta edigdo).
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a conhecida equag¢do da corda vibrante.
Observe que a formulagdo apresentada contempla a hipotese de que a regidao de integragao

D seja ilimitada ao longo de um ou mais eixos t!; nesse caso, devemos exigir que 6X — 0

quando cada um desses pardmetros se tornar infinito: t! — o0 (ou —0 ). Por exemplo, nos pro-
blemas eletromagnéticos em todo o espago, as densidades de carga elétrica p e de corrente elé-

trica J sdo consideradas localizadas numa extensdo finita do espaco para garantir que os poten-
ciais tendam a zero no infinito. Em tais problemas, as equacdes de Maxwell resultam da mini-
mizacdo da seguinte integral multipla [integral no tempo t € (t;,t,) e em todas as posi¢des

= z; € do espago]

t N o N
_[ £ddt, onde ;E:E—OEZ—LB%J-A—,O@ : (C-40)
y JR? 2 21,

Usando as conhecidas expressdes dos campos elétrico E= E.8 e magnético B = B, 8

em termos dos potenciais escalar @ e vetor A= A&,

—

E:—V@—% ou B =-0,0-0,A (0,@=0D/67,, 9,A =0A /o) (C-41)

B=VxA ou B =&:0,A (0;A=0A/0z) , (C-42)

[observe a notagdo empregada: 0, f ¢ a derivada temporal e 0; f ¢ a derivada da grandeza f em

relagdo a coordenada cartesiana z; ], podemos reescrever a expressdo de £ como segue:

£ =L EE, _LBk& +JA - p@
2 214

1

= %(GKQ + 0y A) (0D + 0y A) —gfkji(ajA)fkm OmA)+IA -p@
0

& 1
= ?O(Ok@ +0pA) (0@ + 0y A) _E[(aj A)©O;A)-(0;A)(OA )] +JA-p?,
0
(C-43)
onde usamos a formula & &y = Ojmdi) — Jg Sjy - Numa situagdo mais genérica que a presente

(na equacdo acima, £ ndo depende de t,z; e 0,@ ), vislumbramos que a dependéncia de £

seria dada por

L = i’(t,zj D, A ,80@,61@,80A,81A) ,

t] Xl anI

onde confrontamos os argumentos de & com os usados no desenvolvimento da teoria para ver

que os parametros t! correspondem ao tempo e as coordenadas cartesianas do vetor posi¢do, as
i . Ce

coordenadas X correspondem aos componentes cartesianos dos potenciais (vistos como coor-
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denadas no espago de configuragdes) e 0 X' correspondem as derivadas espaciais e temporal

dos potenciais.
Logo, a aplicagdo das Egs. (C-36) (no caso, um total de quatro equagdes, correspondentes
as grandezas que estabelecem a configura¢do do campo: @ e os trés componentes A ) fornece

o of 0o o of

— + - =0 (C-44)
ato(0,®@) 0z, 0(0;@) 0D
e
o0 o N o of _a,‘f:o (C-45)
AH0(0,A) 0z, 0(0,A) oA
Substituindo
or =0, or =& (0j@+0yA) ¢ %:—p
0(0,D) 0(0;P) o0
na Eq. (C-44), obtemos a equagao de Maxwell que incorpora a lei de Coulomb:
0 OE; -
0+&—@O@+0)A)+p =—-—+p=-§V-E+p =0, (C-46)
i
onde usamos a Eq. (C-41). Substituindo agora
ot oL 1 oL
=& (0@ +0yA) , =——@©O;A-0A) e ——=1
2(2yA) 00;A) o oA
na Eq. (C-45), obtemos a equagao de Maxwell referente a lei de Ampere:
0 1 0 o 1 0
&= (0 P+0)A)—————(O;A-0A)-J = _80_E|+_éi’jk_3< —Ji
N ——— Y 07 ———— ot 0z,
B 4iqiBx
(VxB);
V x B), oF, L S
uz\]i +50—E‘ = LV><B=J +50§ ,
Ho ot Ho ot

onde usamos as Eqs. (B-20) ¢ (C-42): 0;A — 0; A} = &4 (V % A)k = &4 Bx -

Vemos, assim, que apenas as equagdes de Maxwell inomogénas resultam do problema
variacional acima™. Mas, para esse problema ser formulado, ja se fez uso das equacdes de
Maxwell homogéneas: elas fundamentam os potenciais nas Eqs. (C-41) e (C-42). Estas equa-
c¢oes, de fato, harmonizam-se com as equacdes de Maxwell homogéneas, a que atesta a inexis-
téncia de polos magnéticos e a que expressa a lei de Faraday:

V-B=V-(VxA)=0 ,

™ A dedugco variacional das equagdes de Maxwell homogéneas pode ser encontrada, por exemplo, nos §§ 17 e 26
do livro The Classical Theory of Fields (Pergamon Press, Fourth English edition, 1975) de L. D. Landau e M. Li-
fshitz
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—

VxI§+%:Vx(—V@—a—A)+M:—VxV@—VX\%+ TXA 5

ot ot =

d) Extremo de integral multipla com vinculos

Consideremos, por fim, o problema de determinar as func¢des X ('[j )[i=1---Ne
j =1,---J ] que extremam a integral fundamental

| =I LAV, x,0,x)d’t  [9;xX =ox /at)] (C-47)
D

sob condi¢des do tipo

A (), X,0,X)=0 [k=12-K<N] (C-48)

¢ também da forma isoperimétrica

I G (), x,0,X)dt =q= constante [l =K+1,---,K+L] . (C-49)
D

Como o procedimento a ser adotado ¢ uma jun¢do daqueles ja apresentados nas Secs. (b) e
(c), faremos as passagens sem muita explicagdo. Multiplicamos a Eq. (C-48) por A (t)

(k=1,2--- K) e integramos em D, multiplicamos Eq. (C-49) por constantes 4 (I =K +1,---,

K +L), devendo ser observada a soma implicita nos indices repetidos, e adicionamos membro a
membro as duas equagdes assim produzidas e a Eq. (C-47) para obter

| = I £*dt - g4 (C-50)
D
onde

LXX,0,X  Ay) = LU, X,0,X)+ An gyt X,0,X) (C-51)

em que o indice de somatorio mtem os valores m=1,2,--- K, K+1,---,K+L=M .
Usando as Egs. (C-9a,b) e (C-21) para definir 6 X e oA, como variagdes em torno das

expressdes X (1), 4 (t) e 4 para as quais | ¢ estacionario, vemos que deve ser nula a variagdo

ol decorrente daquelas variagdes, a qual, de acordo com a Eq. (C-50), é dada por

S =I sL*d%t —gq o4 =0 (C-52)
D
onde
*x * _ *
sexo B gy, 07 §(ajx')+a‘f Sy
X 8(0;x) .

* * _ * *x
= 8:5. - 6{ i i } 5x'+%5/1m+i{ ot : 5X'} ,
X ol a(@;x) 0, ot | a(0;x)
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na qual o ultimo termo surge da eliminag@o dos & (0; X ), através da Eq. (C-33), do mesmo mo-
do como se fez na Eq. (C-34). Com esse resultado, a Eq. (C-52) torna-se

* el _ *
I d’t a‘i—i{ e i } 5x'+J tha"{;&“
) ox ol 2(9;x)

&f* J 0 |: &‘5* i:|
d’ t— - 1) d't—| ——o =0 .
“. Q} A +I® 0@ %) X

Nesta equacao, a ultima integral ¢ da mesma forma que a segunda integral na Eq. (C-35) e,
pelas razdes ja dadas, se anula. Também indicamos trés termos que sdo nulos porque, sendo coe-
ficientes de grandezas arbitrarias e independentes (as variagdes), s6 com a nulidade deles o
membro direito da equagdo se anula. Temos, portanto, as trés equagdes

ag* o aL* .
aT_at_i[a(ajx‘)} (I=L-N) (@3
*
a{;i =gt!,x,0.X)=0 (k=1--,K) , (C-54)
*
J th%:J' dltgt!),x,0.x)=¢q (I =J+1---,J+L) . (C-55)
D D

Reconhecem-se os vinculos nas Egs. (C-54) e (C-55). Logo, para se obter a solug¢ao X (tj) do
problema, devemos resolver o sistema formado pelas equacdes de vinculo e pela equacdo de
Euler-Lagrange com £ * no lugar da fun¢do fundamental original £ .

Como exemplo, considere um sistema quantico onde as for¢as sdo conservativas, origina-
rias do potencial V(). A conservagdo da energia exprime-se através da constancia do valor

esperado da hamiltoniana em qualquer estado possivel: (H ) = I » w" (FYH y(r)dV = constan-

te paratodo y possivel. Isto significa que, sob quaisquer varia¢des do estado do sistema consi-
derado (S e Sy ™ arbitrarios: vide nota ao final), (H) & estacionario: §(H ) = 0. Esta equa-

¢do, lembrando que H = P2/ 2m+V, com P= —ihV, desdobra-se na equagdo
5er v [(=h>/2mV? +V ]y dV =0, ou

2
£dV =0, com :fzg—mVy/*-Vy/+y/*Vy/ . (C-56)

Note que as derivadas segundas presentes no termo V2 foram eliminadas, um passo necessa-
rio para que a forma da fun¢do fundamental se enquadre na formulagdo (£ deve depender de
derivadas das fungdes incognitas que ndo excedam a primeira ordem). Conseguiu-se isso gragas
ao fato de que
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_[ ,,,*v2,/,dV:I [V-(W*Vl//)—Vt//*-VW]dVZ_[ W*Vl//'d—é—j Vy*'-Vyadv,
V) 7V 7

o] o] S(XD , o]

0

onde aplicamos o teorema da divergéncia para obter uma integral de superficie que € nula desde
que se admita que w — 0 "suficientemente rapido" quando |F'| — .
Naturalmente, também devemos impor a condi¢do de normalizagio

I pdV =1, com g=y'y . (C-57)
Vo

Ora, as Egs. (C-56) e (C-57) definem um problema variacional do tipo que acabamos de
estudar. Na aplica¢do da Eq. (C-53), a fungdo £ * . de acordo com a Eq. (C-51) (com —4 em
vez de 1), deve ser

h? *
£=ag= (0w (o) +(V-A'y =£X(zww 0w 0 a)
onde 0y = 0y /0z;, a derivada parcial de y em relagdo a coordenada cartesiana z;. As fun-
coes incognitas a serem determinadas de modo a satisfazer a Eq. (C-56) e o vinculo na Eq.
(C-57) sdo w(F') e w"(F) (vide nota ao final). A essas duas fun¢des correspondem duas equa-

¢do de Euler-Lagrange; a que corresponde a i~ é

af* o ¥ o (h? -
- =V-Dy-—|—2o. ):0 = —-—Vy+Vy =y ,(C-58
v o2, 00, V-Dy azj(zm v Y v VY = Ay, (C58)

ou seja, a fungdo de onda deve satisfazer a equacdo de Schddinger independente do tempo. A
segunda equacao de Euler-Lagrange (correspondente a ), ¢ a equagdo de Schodinger acima

com " no lugar de v . Esta equacdo subtraida do conjugado complexo da Eq. (C-58) ¢ a equa-

¢do (A1-A" )y =0, pela qual vemos que A-1" =0, i.e., A ¢é real.

Nota: Que ndo se estranhe a necessidade de se considerarem independentes as variagdes das duas fungdes y
* . ~ . ~ . . . y .
e ¥ , pois uma funcdo complexa equivale a duas funcdes reais, as suas partes real e imaginaria, em termos das

quais o problema pode ser resolvido: A substitui¢do de w = f +ig na expressdo de £ * deduzida acima fornece

h2
x*(zj,f,g,ajf,a-g,z)=%[(a,-f)(ajf)+(ajg)(ajg)]+w—ﬂ)<fz+gz) :

pela qual se vé claramente a existéncia de duas fungdes incdgnitas no problema: f e g. As equagdes de Euler-
Lagrange correspondentes sdo as também equagdes de Schodinger:

h2 12
—— VX f 4V =Af e -—V’g+Vg=A1g .
2m 2m

Efetuando a soma e a diferenca dessas equagdes (antes multiplicando a segunda por i ), obtemos as ja deduzidas
equacdes para i ¢ " [Eq. (C-58) e o conjugado complexo desta].
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