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Introducao: O que sao os Métodos Numéricos, sua

importancia e os objetivos do curso

O que é o Calculo Numérico?

Os Métodos Numéricos correspondem a um conjunto de ferramentas ou métodos usados para se
obter a solucdo de problemas matematicos de forma aproximada. Esses métodos se aplicam a
problemas que ndo apresentam uma solugcdo exata, portanto precisam ser resolvidos
numericamente.

O que isso quer dizer? Vamos tomar um exemplo para entender melhor os objetivos do
Célculo Numérico.

Seja um circuito elétrico composto de uma fonte de tensdo (uma pilha, por exemplo) e um
resistor, como ilustrado na Figura 1. Digamos que desejamos obter a corrente que circula no
circuito, dado o valor da tensdo V e da resisténcia R. O primeiro passo ¢ formular um modelo
matematico para o nosso sistema fisico (o circuito), e encontrar a solu¢do do problema

representado por esse modelo.

Figura 1: circuito elétrico composto de uma fonte de tensdo e um resistor.

No caso do circuito da Figura 1, o modelo matematico também ¢ bastante simples.
Utilizando-se a Lei de Kirchoff (ndo se preocupe com essa lei caso voc€ nao a conhega), teremos a
seguinte equagdo para o circuito:

V-R-i=0

Esse ¢ o nosso modelo matematico para o circuito (sistema fisico). O modelo apresenta uma

equagao bastante simples que tem uma solug¢do exata. Portanto, nosso problema (encontrar a

corrente elétrica do circuito) pode ser resolvido de maneira exata, cuja solucdo ¢ dada por:



oV
i=—
R

Por exemplo, se V=10 Ve R=100 Q, teremos que i=0,1 A.

Como esse problema tem uma solucdo exata, ndo ¢ preciso utilizar os métodos do célculo
numérico para resolve-lo. Porém, digamos que um outro componente eletronico seja incluido no
circuito: um diodo semicondutor. Esse dispositivo tem uma curva caracteristica, isto ¢, a tensao
nesse componente em fung¢ao da corrente, que ¢ dada por:

W) = %m[li " 1]

s
onde k e I; sdo constantes, g € a carga do elétron e T a temperatura do dispositivo. Essa equacao
corresponde ao modelo matematico do diodo (ndo se preocupe em entender esta equagao, pois isto €
s6 um exemplo).

Portanto, ao se incluir o diodo no circuito da Figura 1, tem-se a seguinte equacao
descrevendo o comportamento da corrente elétrica no circuito:

kT (i
V—R-i——1In|—+1|=0
g \I

A inclusdo desse novo componente no circuito tornou nosso problema mais complicado e de
dificil solugdo analitica. O que isso quer dizer? Tornou-se dificil se obter uma expressdo para i,
principalmente quando comparado ao caso anterior, quando tinhamos simplesmente i=V/R.

Como resolver esse problema entdo? Como obter o valor de i? A solugdo esta na utilizagao

de métodos numéricos que serdo aprendidos neste curso.

A importancia da Disciplina de Métodos Numéricos

Ao resolver um problema matematico numericamente, o0 mais comum ¢ o profissional utilizar um
pacote computacional. Porém, ele terd que tomar uma série de decisdes antes de resolver o
problema. E para tomar essas decisdes, ¢ preciso ter conhecimento de métodos numéricos. O
profissional tera que decidir:
v' Pela utilizagdo ou ndo de um método numérico (existem métodos numéricos para se resolver
este problema?);
v Escolher o método a ser utilizado, procurando aquele que é mais adequado para o seu

problema. Que vantagens cada método oferece e que limitagdes eles apresentam;



v’ Saber avaliar a qualidade da solugdo obtida. Para isso, é importante ele saber exatamente o
que esta sendo feito pelo computador ou calculadora, isto ¢, como determinado método ¢

aplicado;

Objetivos da Disciplina:

Os principais objetivos do curso sdo:
Apresentar diversos métodos numéricos para a resolugdo de diferentes problemas matematicos.
Pretende-se deixar bem claro a importancia desses métodos, mostrando:
a esséncia de um método numeérico;
a diferenca em relagdo a solugdes analiticas;
as situacdes em que eles devem ser aplicados;

as vantagens de se utilizar um método numérico;

AN NN

e as limitagdes na sua aplicacdo e confiabilidade na solugdo obtida.

Melhorar a familiarizagdo ¢ “intimidade” do aluno com a matematica, mostrando seu lado
pratico e sua utilidade no dia-a-dia de um engenheiro. Rever conceitos ja vistos, exercita-los e
utiliza-los de maneira pratica;

Apresentar ao aluno maneiras praticas de se desenvolver e utilizar métodos numéricos. Isso
significa mostrar como usar esses métodos numéricos na calculadora e com linguagens e
aplicativos computacionais;

Treinar o aluno a aprender outros métodos numéricos por conta propria. No seu dia-a-dia
profissional, ele pode se deparar com um problema cuja solu¢do depende de um método
numérico que nao foi visto no curso. Portanto, ele deverd ser capaz de encontrar a literatura
pertinente, estudar o método e aprender a sua utilizacdo de maneira conceitual e pratica (usando

um aplicativo computacional) por conta propria.
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Objetivos da Parte |

Apresentar a no¢do de analise numérica: o que ¢ e para que serve. Mostrar o que esta por

trds da maneira pratica como realizamos operacdes numéricas, isto €, como calculadoras e

computadores realizam essas operagdes. E, finalmente, quais os problemas que podem surgir ao

realizar essas operacdes € o que devemos considerar para realmente compreender o resultado obtido

de tais operagoes.

Introduzir a idéia de processos iterativos, chamando a atencdo para suas caracteristicas bdsicas.

Apresentar trés métodos numéricos utilizados na obtenc¢do de zeros de fung¢ao, procurando ressaltar

as caracteristicas, vantagens ¢ desvantagens de cada método, como avaliar o resultado obtido (erros)

e problemas que podem ser encontrados durante a resolugao.

Conceitos introduzidos: representacdo numérica em equipamentos digitais (calculadoras e
computadores); erros numéricos; métodos iterativos e suas caracteristicas (estimativa inicial,
convergéncia, critérios de parada).

Conceitos revistos: representacdo de numeros em matematica elementar; fungdes e raizes

de fungoes.

Metodologia:

Métodos numéricos abordados: bissec¢ao, iteragdo linear, Newton-Raphson.

Aplicativo computacional: programagao C e Excel.

Aproveitamento:

Fundamental: entendimento da natureza e objetivo do calculo numérico. Saber definir e
identificar as conseqiiéncias de erros numéricos. Entendimento do conceito de raizes de uma
equacdo, processos iterativos e capacidade de encontrar raizes de equagdes simples
utilizando o Método da Bisseccao.

Bom: representagdo de numeros. Capacidade de encontrar raizes de equagdes simples
utilizando qualquer um dos métodos abordados.

Excelente: compreender o mecanismo que leva aos erros numéricos durante operagdes em

calculadoras e computadores. Saber avaliar o erro da raiz encontrada.



Representacao Numérica

Introducao

A fim se realizarmos de maneira pratica qualquer operacdo com numeros, nds precisamos

representa-los em uma determinada base numérica. O que isso significa? Vamos tomar como
exemplo o niimero V2. A fim de calcularmos, por exemplo, o valor de J2 -1, nos precisamos

escrever o nimero +/2 de alguma outra forma, caso contrario ndo ¢ possivel realizar essa operagao.

Podemos escreve-lo na base decimal, por exemplo, que ¢ a base mais usada na histéria da

humanidade (gragas a nossa anatomia). O valor de 2 na base decimal pode ser escrito como /1,41

ou 1,4142 ou ainda 1,41421356237. Qual ¢ a diferenca entre essas varias formas de representar
V2724 diferenca ¢ a quantidade de algarismos significativos usados em cada representagdo. Agora

podemos realizar a operagdo proposta: V2 -1=0.41 ou 0.4142 ou ainda 0.41421356237, conforme o
numero de algarismos significativos adotados na nossa representacao.

Em uma maquina digital, como uma calculadora ou um computador, os nimeros ndo sao
representados na base decimal. Eles sdao representados na base binaria, ou seja, usam o numero 2
como base ao invés do numero 10. Como na base decimal existem 10 algarismos diferentes (0, 1, 2
J3,4,5,6,7,8,9), na base binaria existem somente 2 nimeros: 0 e 1. Portanto, a base binaria ¢é
usada porque essas maquinas utilizam-se de sinais elétricos, sendo o 0 correspondente a auséncia de

sinal e o nimero 1 a presenca do sinal elétrico.

Ponto fixo e Ponto Flutuante

A principio, toda vez que escrevemos um numero, deveriamos mencionar a base numérica a qual
estamos nos referindo. Obviamente, isso ndo se faz necessario na pratica, pois estamos sempre
representando os niimeros na base decimal, portanto sabemos exatamente o seu significado. Por
exemplo, quando escrevemos o numero 1532, o que realmente queremos dizer? Estamos dizendo
que esse numero representa uma quantidade equivalente a 1x1000 + 5x100 + 3x10 + 2, ou,
escrevendo a base de outra forma, 1x10° + 5x10* + 3x10" + 2x10°. Essa é a chamada

representacao posicional de numeros.



Na base bindria, o mecanismo ¢ o mesmo, porém, ao invés de poténcias de 10, utilizamos
poténcias de 2. Portanto, um niimero binario como 1011 (lembre-se que na base binaria s6 existem
os algarismos 0 e 1) significa 1x2° + 0x2% + 1x2" + 1x2°.

Essa idéia que estd por tras da representacdo dos nimeros em bases numéricas € utilizada
para representar nimeros no computador. A fim de tornar a manipula¢ao de nlimeros mais eficiente,
os computadores fazem a distingdo entre nimeros inteiros ¢ numeros reais. Um nimero inteiro
apresenta a chamada representagao de ponto fixo, onde a posicao do ponto “decimal” esta fixa e
todos os digitos sdo usados para representar o nimero em si, com exce¢do do primeiro digito usado
para representar o sinal desse niamero.

A figura abaixo ilustra essa representagao:

Sinal |digitos

Para um nimero real qualquer (inteiro ou ndo inteiro) ¢ utilizada a representacdo de ponto
flutuante, que ¢ dada pela expressao:
+(0.d;dads...dy) xb°
onde:
0.d;d,ds...d; € uma fracdo na base b, também chamada de mantissa, com 0 < d;< b-1, para todo i =
1,2,3,...,t, sendo ¢ o nimero maximo de digitos da mantissa que ¢ determinado pelo comprimento de
palavra do computador;
e ¢ um expoente que varia em um intervalo dado pelos limites da maquina utilizada.

Esse tipo de representacdo ¢ chamada de ponto flutuante pois o ponto da fracdo “flutua”
conforme o numero a ser representado ¢ sua posi¢ao € expressa pelo expoente e. A figura abaixo

ilustra essa representagao:

Sinal |posi¢do do ponto =|digitos = mantissa

expoente e

Alguns exemplos da representacdo de ponto flutuante pode ser visto na tabela abaixo.

Numero na base decimal | representacdo em ponto flutuante | mantissa | base | expoente
1532 0.1532x10* 0.1532 [10 |4

15.32 0.1532x10 0.1532 [10 |2
0.00255 0.255x107 0255 (10 |-2

10 0.10x10 0.10 10 |1

10 0.1010x2* 0.1010 |2 |4
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Erros Numeéricos

Introducao

Vamos supor o seguinte problema: como calcular o valor de V2 2 Provavelmente, a primeira
resposta que vem a mente de qualquer pessoa que nasceu no século XX sera: utilizando uma
calculadora ou um computador. Indiscutivelmente, essa ¢ a resposta mais sensata e pratica. Porém,
um profissional que utilizard o resultado fornecido pela calculadora para projetar, construir ou
manter pontes, edificios, maquinas, dispositivos eletronicos, etc., ndo pode aceitar o valor obtido

antes de fazer alguns questionamentos (pelo menos uma vez na sua vida profissional).

Quando calculamos, por exemplo, o valor de V2 em uma calculadora ou em um
computador, o que realmente estamos fazendo? Em outras palavras, o que a calculadora fez para
obter o resultado? Para um engenheiro, ainda mais importante ¢ a pergunta: qual ¢ a confiabilidade

do resultado que obtemos?

Essa pergunta faz sentido pois V2 ¢ um nimero irracional, isto &, ndo existe uma forma de

representa-lo com um numero finito de algarismos. Portanto, o numero apresentado pela

calculadora ¢ uma aproximaciao do valor real de V2, j& que ela ndo pode mostrar infinitos
algarismos. E quao préximo do valor real esta o resultado mostrado?

Podemos criar algumas definicdes a fim de facilitar as discussdes e trocas de informacao
sobre esse problema. Vamos definir a diferenga entre o valor real da grandeza que queremos
calcular e o valor aproximado que efetivamente calculamos como sendo o erro, ou seja:

erro = valor real — valor aproximado €))

Quanto menor for esse erro, mais preciso sera o resultado da operacao. Essa definicao
corresponde ao erro absoluto de um célculo.

Porém, se estivermos lidando com numeros muito grandes, o erro pode ser grande em
termos absolutos, mas o resultado ainda sera preciso. E o caso inverso também pode ocorrer: um
erro absoluto pequeno, mas um resultado impreciso. Por exemplo, digamos que o resultado de uma
operacdo nos forneca o valor 2.1/23.542,7 enquanto o valor real que deveriamos obter ¢ 2.123.544,5.
O erro absoluto neste caso ¢ /,8. Comparada com o valor real, essa diferenca (o erro) ¢ bem
pequena, portanto, podemos considerar o resultado preciso. Em um outro caso, digamos que o
resultado da operagdo seja 0,234 e o resultado esperado era 0,/28. Desta vez o erro sera igual a

0,106 , porém o resultado ¢ bastante impreciso.
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A fim de evitar esse tipo de ambigiiidade, podemos criar uma nova definicdo. Podemos
definir o erro relativo, que corresponde ao quociente entre o erro absoluto e o valor aproximado da
grandeza a ser calculada, ou seja:

valor _real —valor _aproximado
erro = — = (2)
valor _aproximado

O erro relativo ¢ uma forma muito mais geral de se avaliar a precisao de um calculo
efetuado. No exemplo acima, teremos um erro relativo de 0,0000008 ou 0,00008% no primeiro caso

e um erro relativo igual a 0,83 ou §3% no segundo caso.

Tipos de Erros

O erro cometido ao se calcular o valor de /2, por exemplo, ¢ apenas um tipo de erro que pode
surgir ao se resolver um problema real. Outros tipos de erros também podem aparecer devido a
outros tipos de problemas ou limitagdes.

A solu¢do matemdtica de um determinado problema envolve diversas etapas, como
discutido na introducdo desta apostila. A solu¢do do problema se inicia com a criacdo de um
modelo matematico do sistema em questdo. Esse modelo sempre apresentard aproximagdes e
limitagdes. Além disso, na grande maioria das vezes, dados experimentais serdo utilizados para se
obter a solucao. Como toda medida experimental apresenta uma incerteza, a solugdo do problema
sera influenciada pelas mesmas. Portanto, logo de inicio, existem diversos fatores que introduzem

incertezas na solugdo numérica do problema. Esse tipo de erro ¢ chamado de erro inicial.

O problema discutido na introdugdo desta aula para o calculo de V2 , que se refere a
inevitavel limitagdo na representacdo de niimeros irracionais (por exemplo), introduz erros no
resultado. Esse tipo de erro é chamado de erro de arredondamento.

Vamos considerar um outro tipo de problema pratico que pode surgir ao realizarmos
determinadas operagdes. Digamos que precisamos calcular o valor de ¢'. Mais uma vez, iremos
utilizar uma maquina digital (calculadora ou computador). Porém. Como esse equipamento ird
realizar essa operacdo? Sabemos que a exponencial ¢ uma fungdo que pode ser representada por

uma série infinita dada por:

2 3
. x° x x"
e =l+x+—+—+--+—+---
21 3 n!
Como a exponencial ¢ uma série infinita, na pratica ¢ impossivel calcular seu valor exato.

Portanto, mais uma vez, teremos que fazer uma aproximacao, que levard a um erro no resultado

12



final de ¢'. Neste caso, faremos um truncamento dessa série, € o erro gerado no valor de e" ¢

chamado de erro de truncamento.

Propagacao e Condicionamento de Erros Numéricos

Vamos supor que queremos calcular o valor de V2 - &’. Como vimos anteriormente, ao calcularmos
o valor de /2 , teremos que realizar um arredondamento, que leva ao um resultado aproximado de

\/5 , ou seja, existe um erro de arredondamento associado ao resultado. Para calcularmos o valor de

¢’ teremos que fazer um truncamento, que também ird gerar um erro no resultado obtido. Portanto,

o resultado da operagdo de subtracdo entre V2 e apresentara um erro que € proveniente dos erros
2 3 J2 eé

nos valores de v2 e e’ separadamente. Em outras palavras, os erros nos valores de v2 e e’ se

propagam para o resultado de V2 - €. Podemos concluir entdo que, ao se resolver um problema
numericamente, a cada etapa e a cada operacdo realizada, devem surgir diferentes tipos de erros
gerados das mais variadas maneiras, e estes erros se propagam e determinam o erro no resultado
final obtido.

A propagagao de erros ¢ muito importante pois, além de determinar o erro final de uma
operacdo numérica, ela também determina a sensibilidade de um determinado problema ou método
numérico. Se uma pequena variacdo nos dados de entrada de um problema levar a uma grande
diferenga no resultado final, considera-se que essa operagdo ¢ mal-condicionada, ou seja, existe
uma grande propagacdo de erros nessa operagdo. Por outro lado, se uma pequena variacdo nos
dados de entrada leva a apenas uma pequena diferenca no resultado final, entdo essa operacdo ¢

bem-condicionada.

Erros na Aritmética de Ponto Flutuante

Nos vimos nas segdes anteriores que ao manipularmos os numeros de maneira pratica, estaremos
sempre lidando com erros, devido a diversos fatores. Vamos agora examinar os €rros mais comuns
que aparecem quando um computador manipula os nlimeros.

O primeiro tipo de erro que esta presente na forma como computadores lidam com niimeros
corresponde aos erros de arredondamento e truncamento. Como citado anteriormente, esses erros
estdo presentes pois os computadores precisam representar os numeros com uma quantidade finita

de algarismos.
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Vamos supor, para simplificagdo, um computador com uma representagdo de ponto
flutuante na base decimal (b=10) e uma mantissa de 4 algarismos (1=4). A fim de representarmos
em ponto flutuante nesse computador, por exemplo, o numero 734,68, teriamos que trunca-lo para
0,7346><103 ou arredonda-lo para 0,7347><103. Portanto, no truncamento, estariamos cometendo um
erro de O,8><10'1 ¢ no arredondamento, um erro de O,2><10'1. Podemos generalizar esse exemplo e
dizer que, em uma representacdo de ponto flutuante na base b e mantissa de ¢ algarismos, os erros
de truncamento serdao dados por:

erro < b’
onde o niumero em questdo foi representado na forma x=f,x b°. E os erros de arredondamento serdo

dados por:
1 e—t
erro<—xb

Portanto, para uma representacdo numérica com =24 ou t=53 (como no caso da maioria dos
computadores) esse erro € muito pequeno.

Apesar de pequeno, ¢ importante lembrar que ele se propagard nas operagdes aritméticas
realizadas pelo computador. Vamos tomar como exemplo a soma dos nimeros 6563 (=
0,6563x10%) e 3,375 (= 0,3375x10") no nosso computador ficticio de mantissa com 4 algarismos. A
soma desses dois nimeros corresponde a 6566,375. Como nosso computador pode representar com
apenas 4 algarismos, o resultado dessa operagdo sera 0,6566x10* = 6566. Ou seja, apesar de
partirmos de dois niimeros exatos, o resultado da soma ndo sera exata. Mais uma vez, para um
computador real, esse erro ¢ pequeno, porém, se um numero muito grande de operacdes for
realizado e se existir a necessidade de se obter um resultado bastante preciso, sera preciso se levar
em consideracdo esse tipo de erro para avaliar o resultado obtido.

Existe mais um tipo de erro que aparece quando computadores manipulam nimeros. Esse
erro se refere a conversdo de nimeros de uma base para a outra. O tipo de conversdo mais comum ¢
da base decimal (usada por humanos) para a base binaria (usada por computadores) e vice-versa.
Um exemplo bastante peculiar ¢ o nimero 0,1. Ao convertermos esse nimero da base decimal para
a base bindria (existem diversos algoritmos para se realizar essa conversdo, mas ndo vamos entrar
nesse detalhe aqui), obtemos como resposta:

(0,1)10=(0,0001100110011...)»
onde representamos com um subscrito a base em que esse numero esta escrito.
Portanto, notamos que, ao se converter o nimero 0,1 da base decimal para a base binaria,

obtemos um numero com infinitos algarismos! Como esse nimero ndo pode ser representado pelo
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computador, ele serd truncado, introduzindo um erro na sua representacao. Uma forma interessante

1000
de constatar esse problema ¢ escrevendo um pequeno programa que calcule o valor de ZO,I . Vocé
i=1

vera que esse numero ndo ¢ igual a 100 !
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Zero Reais de Funcoes Reais

Introducao

No exemplo usado na introdugdo desta apostila, vimos que ao tentar calcularmos a corrente elétrica
de um circuito simples contendo apenas uma bateria, um resistor ¢ um diodo, ja nos deparamos com
um problema matematico de dificil solugdo. Esse problema corresponde ao calculo do valor da
corrente i que satisfaz a equagao

kT (i
V—R-i——1In|—+1|=0
g \I

Em outras palavras, precisamos resolver ou encontrar o zero da fungdo acima.
Nesta aula iniciaremos o estudo de métodos numéricos que nos permitirdo resolver

problemas como esse.

Zeros ou Raizes de Funcgébes

Dada uma funcgdo f(x), dizemos que a € raiz, ou zero de f'se e somente f(o)=0.
Graficamente, os zeros de uma funcao correspondem ao ponto x em que a fungao intercepta

o eixo do grafico, como mostrado no exemplo abaixo:

g(x)

A

| |
a x1k/x2 X, X b X

A fungdo g(x) acima tem 5 raizes no intervalo [a,b]: x;, x2, X3, X4, X5.
As raizes de uma funcdo podem ser encontradas analiticamente, ou seja, resolvendo a

equacdo f(x)=0 de maneira exata, como mostrado nos exemplos abaixo:
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I-) f(x)=x-3
x=3¢éraizde f(x) pois:
f(3)=3-3=0

2—)g(x):§x—4

296—4:0:>§x:4:>x:E:é

8
3) 83
—|==.——4=0
g(2j 32
3-) h(x) = x° —5x+6
x* =5x+6=0
A=25-24 =1
5441
X =
2
X, =
x, =2
h(3) = 3> -53+6 = h(2) = 2% -52+6 =
=15-15=0 = 10-10 =0

Porém, nem sempre ¢ possivel encontrar analiticamente a raiz de uma fungdo, como nos casos

abaixo:

1-) f(x)=x +2x"—x+1
2-) g(x) =sen(x) +e"
3-) h(x) = x+ In(x)

Nestes casos precisamos de um método numérico para encontrar uma estimativa para a raiz
da funcao estudada.

Um método numérico para se encontrar os zeros de uma fung¢do deve envolver as seguintes

etapas:
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(a) Determinar um intervalo em x que contenha pelo menos uma raiz da fun¢ao f(x), ou seja,

isolar as raizes;

(b) Calcular a raiz aproximada através de um processo iterativo até a precisdo desejada.

Processos lterativos

Existe um grande numero de métodos numéricos que sdo processos iterativos. Como o proprio

nome ja diz (consulte um dicionario para verificar o significado de iterativo), esses processos se

caracterizam pela repeticdo de uma determinada operagdo. A idéia nesse tipo de processo € repetir

um determinado calculo varias vezes, obtendo-se a cada repeticdo ou iteracdo um resultado mais

preciso que aquele obtido na iteracdo anterior. E, a cada iteragdo utiliza-se o resultado da iterag@o

anterior como parametro de entrada para o célculo seguinte.

v

Existem diversos aspectos comuns a qualquer processo iterativo, que iremos discutir abaixo:
Estimativa inicial: como um processo iterativo se caracteriza pela utilizagdo do resultado da
iteracdo anterior para o calculo seguinte, a fim de se iniciar um processo iterativo, € preciso
ter uma estimativa inicial do resultado do problema. Essa estimativa pode ser conseguida de
diferentes formas, conforme o problema que se deseja resolver;

Convergéncia: a fim de obtermos um resultado proximo do resultado real esperado, ¢
preciso que a cada passo ou iteragdo, nosso resultado esteja mais proximo daquele esperado,
isto &, € preciso que o método convirja para o resultado real. Essa convergéncia nem sempre
¢ garantida em um processo numérico. Portanto, ¢ muito importante estar atento a isso e
verificar a convergéncia do método para um determinado problema antes de tentar resolve-
lo;

Critério de Parada: obviamente ndo podemos repetir um processo numérico infinitamente.
E preciso para-lo em um determinado instante. Para isso, devemos utilizar um certo critério,
que vai depender do problema a ser resolvido e da precisdo que precisamos obter na solucao.
O critério adotado para parar as iteragdes de um processo numérico ¢ chamado de critério

de parada.

Para encontrarmos as raizes ou zeros de uma funcdo iremos utilizar métodos numéricos

iterativos. Portanto, teremos que abordar todos esses aspectos nos métodos que utilizaremos. Como

mencionado acima, o primeiro passo para resolver um processo iterativo corresponde a obtengao de
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uma estimativa inicial para o resultado do problema. No caso de zeros de fungdes, essa operagao ¢

chamada de isolamento de raizes, que veremos na se¢ao seguinte.

Isolamento de Raizes

Para determinarmos o nimero e a localiza¢dao aproximada de raizes de uma fun¢do para obtermos
uma estimativa inicial a ser usada nos processo iterativos, podemos examinar o comportamento
dessa fun¢ao através de um esbogo grafico.

Por exemplo, seja uma fungao f(x) tal que:

f(x)=g(x)-h(x)

As raizes de f(x), sdo tais que:

g(x)-h(x)=0

ou seja, os valores de x em que o grafico g(x) intercepta o grafico de A(x) ¢ a raiz de f(x).

Exemplo:

f(x) = sen(x) - [-cos(x)]
sen(x)—[-cos(x)] =0

sen(x ) =-cos(x)

A

12 raiz
N\
0 X
3n 2
A T A T - COS X

v N

-1 \
2% raiz
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Pelo grafico acima, vemos que a funcdo g(x) ird interceptar a fungdo i(x) entre ©/2 e w e
entre 3n/2 e 2m. Portanto, podemos afirmar que existe uma raiz de f(x) no intervalo [/2, ©] e no
intervalo [31/2,2nt]. Esses intervalos podem ser utilizados como estimativa inicial nos processos
iterativos que veremos a seguir.

Porém, o esboco grafico nem sempre ¢ a forma mais pratica de se obter um intervalo que
contém pelo menos uma raiz da fungao f(x). Muitas vezes € preciso se utilizar um método algébrico.

Para isso, vamos recorrer ao teorema de Bolzano.

Teorema de Bolzano.

Seja uma funcdo f(x) continua em um intervalo [a,b], tal que, f(a).f()<0. Entdo a fun¢do f(x) possui
pelo menos uma raiz no intervalo [a,b].

Podemos verificar este teorema graficamente:
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Exemplo:

Seja a fungdo f(x)=x-In(x)-3.2. Podemos calcular o valor de f{x) para valores arbitrarios de x, como

mostrado na tabela abaixo:

x |1 [2 [3 |4
fx)[-3.20]-1.8110.10]2.36

Pelo teorema de Bolzano, concluimos que existe pelo menos uma raiz real no intervalo

[2,3].

Método da Dicotomia ou Bissecg¢ao.

O método da dicotomia ou bissec¢do ¢ a forma mais intuitiva de se obter a raiz de uma fungao. Seja
uma fung¢do f(x) continua em um intervalo [a,b], € o uma raiz de f{x) isolada neste intervalo através
de um dos métodos descritos no item anterior.

Inicialmente, subdividimos este intervalo em suas duas metades, ou seja:

a—+b a+b
a; e b
2 2

Verificamos se a raiz estd contida na primeira ou na segunda metade do intervalo inicial,

usando o teorema de Bolzano. Ou seja, se a fungdo f{x) mudar de sinal entre a ¢ ¢+ % saberemos

que a raiz esta nessa primeira metade do intervalo [a,b]. Caso a funcdo f{x) mude de sinal entre

a+ % e b, a raiz devera estar na segunda metade do intervalo original.

Em seguida repetimos o processo para aquela metade que contém a raiz de f{x): dividimos o
intervalo ao meio e verificamos em qual metade estd a raiz. E podemos continuar repetindo esse
processo indefinidamente.

A estimativa da raiz o em cada etapa sera o ponto médio do intervalo em estudo onde
sabemos que existe uma raiz. E, como todo processo numérico, ¢ importante estimarmos o erro
nesse resultado obtido. No caso do método da bissecgdo, o erro na estimativa sera dado pela metade
do comprimento do intervalo em estudo.

A seguir, uma ilustra¢do desse processo:
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a X1 b
(a+b ‘b—a|
: 2 2
+ — _
| | |
[ [ |
X1 X2 b
_(xl +bj ‘b_x1|
2 2 2
+ +
| | |
[ [ |

‘= X + X +‘X2—X1|
3_ —_
2 2
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Exemplo:

Encontre uma estimativa para a raiz de:

f(x)=e" +x , com um erro menor ou igual a 0,050.
exp(x) —
4t *
| ]
N 1
0 l 1
-1
2} i
4t i
4 2 0 2 4
A raiz de f(x) € [-1,0];
- + +
1 -0,5 0
f(0)=1
%, =—0,5+0,5
f(=0,5)=0,11

1
I
+

uo -
&)

-1 -0,75 - £(=0,75) = -0,28

x, =—0,75%0,25



+

p__
(6}

-0,75 -0,625 -
X, = 0,625+ 0,125
- + +
| | |
[ I |
-0,625 -0,563 -0,5
x, = —0,563%0,063
- - +
| | |
[ I |
-0,625 -0,594 -0,563

x5 =-0,594£0,032

Portanto, a raiz da fungéo f{x)=¢"+x é igual a —0,594 + 0,032.

£(=0,625) = —0,09

£(~0,563) = 0,01

£(~0,594) = —0,04
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Primeira Lista de Exercicios

1 ) Quais sdo as 3 causas mais importantes de erros numéricos em operagdes realizadas em

computadores e calculadoras?

2 ) Cite as caracteristicas basicas de todo processo iterativo.

3 ) Como vocé poderia usar o método da bissec¢ao para estimar o valor de 7 ? Estime esse valor

com uma precisdo de (ou erro menor que) 0,1.

4 ) Dada a fungio f(x)=sen(x)—x” +4:
(a) Determine o intervalo em x que contém pelo menos uma raiz de f(x) (graficamente ou
aritmeticamente usando o Teorema de Bolzano);
(b) Partindo-se desse intervalo, utilize o método da bissec¢do para determinar o valor dessa raiz
apos 4 iteragoes.

(¢) Qual ¢ o erro no seu resultado final?
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Critérios de Parada em um Processo lterativo

Foi usado, até o momento, o seguinte critério de parada:
|bk —aj | <erro estipulado (1)
onde [a; b ] é o intervalo que contém a raiz da fungio apés k iteragdes.

No entanto, se tivermos uma fun¢ao do seguinte tipo:

f(xo Xo ¢ a estimativa da raiz

o € araiz de f(x)

Podemos estar satisfazendo (1) e, entretanto, f(xo) pode ser muito maior que zero. Assim, em

certos casos pode-se usar a seguinte condi¢ao:

|f(x0)| < erro estipulado (2)

Tanto o critério (1), quanto o critério (2), podem levar a um nimero muito grande de
iteracdes. Uma maneira de se contornar este problema é tomar como um critério de parada

adicional, um certo nimero de iteragdes maximo.
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Estimativa do numero de iteragcées no método da bissecdao.

Como em cada passo, dividimos o intervalo por 2, temos:

bo_ao
2k

i = a=

onde k € o numero de iteracdes e [a,,b,] ¢ o intervalo inicial que isola a raiz da funcgao.

Dado o seguinte critério de parada:
g2 |bk —a k|

onde ¢ ¢ o erro estipulado. Assim de (3) em (4):

e re-arranjando os termos:

klog 2> log|b0 - a0| - log|8|

Assim,

> log|b0 - a0| - log|8|

log 2

€)

4)

()

(6)

(7)

A expressao (7) dad o namero de iteragdes necessarias para que o critério de parada, definido

em (5), seja satisfeito.
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Método de Iteracao Linear (MIL)

O método da iteracdo linear ¢ um processo iterativo que apresenta vantagens e desvantagens em

relacdo ao método da bisseccdo estudado na aula passada.

Seja uma fungdo f{x) continua em um intervalo [a,b] que contenha uma raiz de f(x). O Método de
Iteragdo Linear inicia-se reescrevendo a fungdo f(x) como,
Jx) = o(x)—x
Essa forma de escrever f(x) ¢ bastante Util. No ponto x que corresponde a raiz de f(x), isto &,
f(x) = 0, teremos que:
Jx) = o(x) —x =0

o(x) =x
Ou seja, no ponto x que corresponde a raiz de f(x), ao substituirmos o valor de x na fun¢ao

©(x), teremos como resultado o proprio valor de x. Portanto, a raiz de f(x) sera o ponto fixo de ¢(x),
ou seja, o valor que ao ser substituido em @(x) retorna o proprio valor de x.
Por exemplo, a funcdo
fx) =x-x-2
pode ser reescrita como,
fx) =x’-2-x= ox) —x,
onde @(x) = x° — 2. Essa fun¢do tem como ponto fixo o valor x=2, pois ¢(2) = 2° —2 = 2. E esse é

exatamente o valor da raiz de f{x), pois f{2) = 2° - 2-2 = 0.

Portanto, para encontrarmos a raiz de f{x), podemos encontrar o valor numérico que ao
substituirmos em @(x), essa fun¢do retorna o proprio valor de x. Para encontrarmos esse valor de x,
vamos utilizar um processo iterativo, onde comecamos a calcular o valor de ¢(x) com um valor
inicial de x, e recalculamos repetidamente o valor de ¢(x) sempre usando o resultado de uma dada

iteracdo como a nova estimativa de x, ou seja, fazendo:

Xeq =0(x,)

onde, k é a ordem da iteragcdo em que estamos (k=0, 1,2, 3,4, ...). A fun¢do

©(X) é chamada de funcdo de iteracdo. Ela ndo é unica para uma dada
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fungdo f(x), mas, como veremos na proxima aula, o bom resultado deste

método depende de uma boa escolha de ¢(x).

Exemplo 1:

Encontre algumas fungdes de iteragdo a partir de:

f(x)=x"+In(x)-x+1

f(x)=0
¥ +In(x)-x+1=0
x=x"+In(x)+1

Le(x)=x" +In(x)+1
Ou entdo,

¥’ +In(x)—-x+1=0
In(x)=x-x* -1

_2_
x:e(x x“=1)

(x—-x*-1)

Lo(x)=e

Ou ainda,

x> +In(x)—x+1=0
xx=x-In(x)-1 +x
x:x—ln(x)—l

X

S 0(x) = X —In(x) -1

Mais um exemplo,
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x* +In(x)—x+1+cosx—cosx=0
cosx =cosx—x> —In(x)+x—1
x = arc cos(cos x —x° —In(x) + x — 1)

- @ (x) = arc cos(cos x — x> —In(x) +x —1)

Exemplo 2:

Encontre uma estimativa para a raiz de :
2
f(x)=x"-¢

usando o método da iteragdo linear.
Vamos iniciar a solu¢do encontrando uma boa estimativa inicial para o valor da raiz de f{x).

Para isso, vamos usar o método grafico para o isolamento de raizes. Escrevendo:

f00) = g(x) = h(x) = g(x) =x" e h(x) = "

XX —
exp(x) — 1
21 4
4} 4
4 2 0 2 4

A partir do esboco grafico acima, conclui-se que a raiz encontra-se no intervalo  [-1,0].

Devemos agora escolher uma funcao de iteracdo ¢(x). Para isso, escrevemos:
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f(x)=0

2
x —e" =0

x=t\e"
Ou seja, podemos ter como fungao iteragdo, os dois casos abaixo:

o) =e*
o) =—Ve"

Usando o(x)= —«/eT‘ e xo=-1, temos :

Xo=-1 > ¢(xy) = 9(=1) =—+/e”' = —0,606
X1 =-0,606 — ¢(x;) = ¢(=0,606) = —/e " = —0,738
Xy =—0,738 — @(xy) = 9(=0,738) = —~+/e "% = 0,691

X3 =-0,691 — ¢(x3) = 9(=0,691) = —+/e ¥ = —0,707
Xq = —0,707

Substituindo os valores de x; em f{x) para cada iteracdo k, vemos que a cada etapa nos

aproximamos mais da raiz de f(x), pois o valor dessa funcdo fica mais préximo de zero a cada

iteracdo, como mostrado na tabela abaixo:

X f(x)= x? —e*
-1 0,632
-0,606 -0,178
-0,738 0,067
-0,691 -0,024
-0,707 0,007
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O problema da convergéncia no Método da

Iteracao Linear

Como discutido na aula 03, para se obter um resultado coerente e preciso com um processo
iterativo, € preciso que a cada iteragdo a resposta se aproxime mais ¢ mais da solugdo real, ou seja,
que o método convirja para o valor real. No caso do método da bissec¢do, nés nao precisamos nos
preocupar com a convergéncia, pois com esse método ela estd sempre garantida, ja que isolamos a
raiz em um dado intervalo e nunca deixamos esse intervalo inicial. J& no método da iteracdo linear,
a convergéncia ndo ¢ garantida a priori. A cada iteragcdo podemos nos aproximar os nos afastar da
solucdo real. Portanto, antes de resolver um problema através desse método ¢€ preciso se verificar se
havera ou ndo a convergéncia.

O seguinte Teorema coloca condi¢des suficientes, porém ndo necessarias para que o método

de iteracdo linear seja convergente.
Seja uma fungdo f{x) continua em um intervalo [a,b] € Ot uma raiz de f(x) contida em [a,b].

Seja @(x) uma funcao de iteracdo obtida a partir de f{x).

Se:
1) Px)e @ ’(x) forem continuas em [a,b];
11) P ’(x)| <1 (para todo) V x € [a,b];

111) xy € [a,b].

Entao:

lim, . x =«
Exemplos:
1) Deseja-se encontrar a raiz de f(x) = x* + 0,96x —2,08-

Para isto, pretende-se usar uma das seguintes fungdes de iteracdo:

2,08

X)=——
(%) x + 0,96

¢,(x)=x>+1,96x — 2,08
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Verifique se @©;(x) e P,(x) satisfazem as condigdes (i) e (ii) do Teorema de convergéncia no
intervalo [1,2].

Vamos iniciar verificando a condi¢do (i) para a fungdo @;(x).

2,08
x+ 0,96
?,'(x)=2,08.(x+0,96)"
@, (x)=0.(x+0,96)" —2,08.(x+0,96)".1
2,08

(x+0,96)°

0,(x)=

0,'(x) =~

Ambas as fungdes Q;(x) e @;(x) sdo continuas (para todo) V x € R com x #-0,96.
Em seguida, vamos verificar a condi¢do (ii) para ¢;(x).

o " (x) [ <1
2,08

C(x + 0,9 )° <!
|- 2,08 | |
| (x + 0,96 )|

2,08

(x + 0,9 )°

2,08 < (x+0,9)>

2,08 < x> +1,92x+0,9216
x> +1,92x +0,9216 > 2,08
x2+1,92x-1,1584 >0

Portanto, para os valores de x que satisfazem a equagdo acima, teremos |@;(x)| < I, ou seja ,
a condi¢do (ii) do teorema da convergéncia satisfeita. Vamos encontrar as raizes da func¢do acima
(? + 1.92x — 1,1584) e, como ela se trata de uma parabola com concavidade para cima, sabemos
que a fun¢do sera positiva para valores menores que a raiz de menor valor (x;) e valores maiores

que a raiz de maior valor (x;) , como ilustrado abaixo.
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X7 X2

As raizes dessa fung¢ao sao:

x?+1,92x-1,1584 =0
A = 38,32
N 1,92 + /8,32 _
2
x,=-2,40
x, =0,48
Portanto:

|0 ') | <1 para x<-240 ou x>048.

Finalmente, concluimos que as condigdes (i) e (ii) do Teorema de Convergéncia sao

satisfeitas por:

no intervalo [1,2].
Vamos verificar se essas condi¢des sdo satisfeitas para a funcdo ¢,(x). Para a condicdo (i),

temos:

@,(x) =x"+1,96x — 2,08
¢,'(x) =2x+1,96

Portanto, @, (x) e @;‘(x) sdo continuas V x € R . Para a condigdo (ii) ser satisfeita,

devemos ter:

‘ ®,"'(x) ‘ <1

| 2x+196 | <1

-1 < 2x+1,96 < 1

—-1-1,96 < 2x+1,96-1,96 < 1-1,96
-296 < 2x < -0,96 (+2)
-1,48 < x < -048
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Ou seja:
P>(x)<1 para -1,48 < x < -0,48.

Temos, portanto, que (,(x) ndo satisfaz a condi¢do (ii) do Teorema de Convergéncia, no

intervalo [1,2].

2) Na aula 05, calculamos o valor da raiz da fungdo f(x) = x’ — ", utilizando:

Vamos verificar se essa funcdo satisfaz as condigdes do teorema da convergéncia. Para a

condigdo (i), temos:

000 =—Ver ="

¢'(x)= —%(ex )_; e = —l.e_5 e = _l_eix

Portanto, P(x) e P ’(x) sdo continuas para V x € R.

Para a condigdo (ii), devemos ter |(P "(x)| < 1, ou seja:

1 _
-—e? | <1
2
—eg < 1
2
e; < 2
X
— < In2
2
x < 2.In2
x < 1386
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O Teorema de convergéncia sera satisfeito se x < /,386.

E, finalmente, para a condigao (iii), devemos ter xo < 7,386, que tem se satisfaz para xy = -

0.5, que foi o valor usado.
Ainda nesse exemplo, vimos que a fungao (p(x): ve* , a principio, também poderia ser
usada. Mas, serd que ela satisfaz todas as condi¢des do teorema da convergéncia. Devido sua

semelhanca com a funcao (p(x)=—\/e" , podemos concluir que ela satisfaz o teorema da

convergéncia também para valores de x < /,386.

Ao tentarmos resolver este problema usando a fun¢do ¢(x)=—-+ve*, notamos que essa

condi¢do ndo ¢ satisfeita em todas as etapas do problema. A tabela abaixo mostra o que acontece ao

tentarmos encontrar a raiz de f(x) usando (p(x) =4/e’ . A tabela apresenta o indice das iteragdes que

estamos (i), o valor de ¢(x;) e de f{x;) para cada iteracao:

X; o (x) Sf(xi)

-0.5 0.778801 -0.35653
0.778801 1.476095 -1.57233
1.476095 2.091848 -2.19697
2.091848 2.846027 -3.72404
2.846027 4.149606 -9.11936
4.149606 7.962976 -46.1898

~.

a A W N ~ O

Notamos que o processo esta divergindo, isto €, se afastando da raiz de f{x), ja que o valor
de f(x) é cada vez mais distante de zero. Também podemos notar que isso acontece devido ao fato
de usarmos valores de x > 1,386 a partir da iteracdo i=2. Portanto, essa fun¢do ndo satisfaz o

teorema da convergéncia em todas as iteragoes.

Critéerios de Parada no método da iteracao linear

No caso do método da iteracdo linear, podemos usar qualquer uma (ou todas simultaneamente) das
condi¢des abaixo como critério de parada:

1. Variacao de x;:

|xk —xk_]|<8
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Conforme avancamos no numero de iteragdes, se as estimativas da raiz de f(x) comecam a
variar muito pouco, podemos concluir que estamos bem proximos da raiz de f(x) e o processo

iterativo pode ser parado.

2. Valor de f(x;) (como discutido na aula 04):
| f (xk )| <&

3. Numero de Iteragdes (também discutido na aula).
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Método de Newton-Raphson.

O Método de Newton-Raphson € um caso particular do método de iteragdo linear.
O método de iteragao linear consiste em estimar a raiz de uma fung¢ao f{x) usando o processo

iterativo:

xn+1 :(P(xn) (1)

Essa expressao define a forma de ¢(x). Podemos escrever uma forma geral para essa funcao

dada por:

¢ (x)=x+ A(x).f(x) (2)

pois, para x igual a raiz de f(x), tem-se f{x)=0, ou seja x=¢(x) para qualquer 4(x)=0.

Para haver a convergéncia no método da iteragdo linear é preciso que |¢’(x)|</ em um
intervalo [a,b] que contém a raiz de f{x). Portanto, a idéia no método de Newton-Raphson é
escolher uma funcao ¢(x) tal que ¢’(0)=0 onde o € a raiz de f(x) e o € [a,b]. Com isso, teremos
| ’(x)|]<1 desde que ndo nos afastemos muito do valor de o durante o processo de resolugdo do
problema.

Derivando ¢(x) dada pela expressdo (2) em relagdo a x, temos:
¢'(x) =1+ A"(x). f(x)+ A(x). f'(x)

Exigindo que ¢ ’'(x)=0, tem-se:

O=1+A4"(x).f(x)+ A(x).f"'(x)
Portanto:
1+ A4'(x). f(x)+ A(x). f'(x)=0
A(x). f'(x)=-1

1
A(x) = — ——
=75
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Escolhendo:
Ax)=——-— 3)
X

De (3) em (2):
6]
P(x)=x ) (4)

O Meétodo de Newton-Raphson consiste em usar o processo iterativo x,+; = ¢ (x,) € como

funcdo de iteragdo a expressao (4).

Convergéncia do Método de Newton-Raphson

Apesar de obtermos a forma da funcdo ¢(x) procurando garantir a convergéncia do processo
iterativo, esta ndo esta sempre garantida para este método (mas quase sempre). A convergéncia no
método de Newton-Raphson esta sempre garantida para um certo intervalo [a,h] que contém a
raiz de f(x), desde que f(x) e f’(x) sejam continuas nesse intervalo e que f’(a)#0, onde o ¢ a raiz de
f(x) (f(o)=0). Portanto, se utilizarmos uma estimativa inicial x, tal que xy € [a,b], a convergéncia
estard garantida. Em outras palavras, para o método de Newton-Raphson convergir, é preciso que
nossa estimativa inicial esteja proxima da raiz de f{x). A proximidade exigida para a convergéncia

vai depender de caso a caso € nem sempre ¢ simples de determinar.

Interpretacdao Geomeétrica

Dado x,, o ponto x,+; serd dado pela intercessdo da reta tangente a f{x) no ponto x, com o eixo x (a

abscissa). Podemos ilustrar isso matematicamente. A reta tangente a f(x) em x, ¢ dada por:

fi(x,) =

J(x,)=0
X

no xn+1

A partir dessa expressdo, obtemos a formula de Newton-Raphson, ou seja:
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Xp = X1 = f(xn
J(x,
J(x,)

Portanto, a cada iteragdo do nosso processo, nos aproximamos cada vez mais da raiz de f{x)
através da tangente (ou seja, da derivada) da fungao f{x).

A figura abaixo ilustra essa interpretagdo geométrica do Método de Newton-Raphson.

o4

fx)

(xu, f(x0))

- X

\Q

Exemplo:

Calcule a raiz de fx)=x"+x-6> usando o método de Newton-Raphson,

Xp= 3 como estimativa inicial e como critério de parada |f{x,)| [] 0,020.

Para encontrar a raiz de f(x) usando o método de Newton-Raphson, devemos ter:
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onde,
X
o)=L
/(%)
' 4+x-6 2-x'+x-x"—-x+6 x*+6
ole)= x-S0 -
2-x+1 2-x+1 2-x+1
Portanto, temos que:
Xn f(xn) (P(xﬂ)
3 6 2,1429
2,1429 0,7349 2,0039
2,0039 0,0195
A estimativa da raiz de f{x) é: x=2,0039
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Segunda Lista de Exercicios

1 ) O que significa a convergéncia de um método iterativo? Que condi¢cdes garantem a

convergéncia no método da iteragdo linear? O que fazer caso seja constatado que o método da

iteragdo linear ndo ira convergir para um dado problema?

2 ) Como vocé estimaria o erro da raiz obtida através do método da iteragao linear?

3 ) Dada a funcao f(x)=In(x) —x? + 4, mostre 3 formas para a func¢do ¢(x) que poderiam ser usadas

para se estimar a raiz de f(x).

4 ) Seja a fungio f{x) = " — 4x°.

(a) Encontre o intervalo que deve possuir pelo menos uma raiz de f{x);

(b) Usando q)(x) = %ex/ * | estime a raiz de f{x) com |x,-x,.;| < 0,001.

(c) Faca a mesma estimativa usando o método de Newton-Raphson. Qual dos dois métodos
converge mais rapidamente?
(d) Um outro critério de parada que poderia ser usado corresponde a verificagdo se o valor de f(x)

esta proximo de zero. Qual resultado para a raiz de f(x) se obteria caso se usasse como critério

de parada a condicdo |f(x)| < 0.001?
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Terceira Lista de Exercicios

1 ) Descreva a representacao de ponto flutuante utilizada por computadores e calculadoras? Que

palavra(s) chave(s) define(m) um tipo de variavel que utilizaria essa representagdo na Linguagem

Cc?
2 ) O que é um zero ou raiz de fungao?

3 ) Dada a fungdo f(x)=e™ +x* —2:

(a) Determine graficamente o intervalo em x que contém pelo menos uma raiz de f{x);

(b) Faga a mesma estimativa, mas desta vez aritmeticamente usando o Teorema de Bolzano;

(c) Partindo-se desse intervalo, utilize o método da bissec¢do para determinar o valor dessa raiz
com uma precisdo de 0,05.

(d) Compare o resultado obtido aqui com a solu¢do dada pelo programa que vocé escreveu na

linguagem C.

4 ) Seja: f(x) =x> —3x+1

(a) Mostre que f{x) possui uma raiz em [0,1].

(b) Mostre que @(x) = XTH , € uma possivel funcao de iteragcdo obtida a partir de f{x).

(c) Verifique se ((x) satisfaz as condigdes (1) e (i) do Teorema de Convergéncia.

(d) Encontre uma estimativa para a raiz de f{x) através do método da iteracdo linear e usando a
fungdo @(x) do item (c), tal que |f{x)] < 0,0070.

(e) Faca a mesma estimativa, mas desta vez ao invés de utilizar a fungdo @(x) do item (c), utilize o

método de Newton-Raphson.
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