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Capitulo 1

Variaveis Aleatorias Bidimensionais
Discretas

1.1 Introducao

Em muitas situagdes, é comum que um experimento aleatdrio gere mais de uma varidvel
de interesse e, quase sempre, o interesse estard em estudar o comportamento simultdneo de
2 ou mais varidveis, em busca de relacoes, associacdes. Torna-se necessario, entdo, conhecer
o comportamento probabilistico conjunto de tais varidveis.

EXEMPLO 1.1 Familias com 3 filhos

Consideremos um estudo da composicao de familias com 3 filhos quanto ao sexo das
criancas (Morettin & Bussab).

Podemos definir as sequintes variaveis:

X = ndmero de meninos
1 se 12 filho é homem
0 caso contrario

Z = numero de vezes que houve variacdo de sexo entre nascimentos consecutivos

Suponhamos que a probabilidade de nascer homem ou mulher seja igual a % ou seja,
que todas as composicdes de familia tenham a mesma probabilidade. Entdo, os possiveis
resultados e os valores das varidveis séo os apresentados na tabela a seguir:
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Evento | X Y Z| P
HHH |3 1 01]1/8
HHM |2 1 1 1]1/8
HMH |2 1 2 1]1/8
MHH |2 0 1 |1/8
HMM |1 1 1 |1/8
MHM |1 0 21(1/8
MMH |1 0 1 1]1/8
MMM |0 0 O |1/8

A partir desses resultados obtemos as sequintes distribuicées de probabilidades para
as variaveis aleatorias X, Y, Z:

. X o 1 2 3 3 ~ 3
X B =x) |18 3/8 38 1/8 EX)=5  EX)=3  Var(X)=;
v PY=y) |12 112 EY)=5  E(Y)= Var(Y) =

z 0 1 2 _ , _§ ] _1
z PZ=2) |1/4 12 1/4 E(Z)=1 E(Z9)= Var(Z) =

1.1.1  Distribuicées conjuntas

Vamos analisar agora a distribuicdo conjunta de 2 dessas varidveis, ou seja, queremos
analisar, por exemplo, a probabilidade de X ser igual a 1 e Y ser igual a 0, simultaneamente.
Vamos calcular essas probabilidades e apresenta-las em forma de tabela de dupla entrada.

X py(y)
0 1 2 3

(X, Y): y[o|1/8 2/8 1/8 0 | 1)2
11 0 1/8 2/8 18| 1/2
px(x) | 1/8 3/8 3/8 1/8| 1

X

0 1 2 3 |ps2)

_ 0[1/8 0 0 1/8| 2/8
(X, 2): Z|1]1 0 2/8 28 0 | 4/8
210 1/8 18 0 | 2/8

px(x) | 1/8 3/8 3/8 1/8| 1
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4 py(y)
o 1 2
(Y, 2): Y 1/8 2/8 1/8| 4/8
111/8 2/8 1/8| 4/8
pz(z) | 2/8 4/8 2/8 | 1

Analisando simultaneamente as trés varidvets, temos:

xy,x) | PX=xY=y,Z=2)
(0,0,0) 1/8
(1,0,1) 1/8
(1,0,2) 1/8
(1,1,1) 1/8
(2,0,1) 1/8
(2,1,2) 1/8
(2,1,1) 1/8
(3,1,0) 1/8

1.1.2 Distribuicées marginais

A partir da distribuicdo conjunta de (X, Y), como podemos obter a distribuicdo de X? E
de Y? Note que, em termos dessa distribuicdo conjunta, o evento {X = 0} pode ser escrito

como:

(X=0}={X=0nY=0}u{X=0nY=1}

e como estes sdo eventos mutuamente exclusivos, resulta

1 1
P(X:O):P(X:O,Y:O)—FP(X:O,Y:‘I):§+0=§
Analogamente,
P(X—1)—P(X—1Y—O)—HD(X—1Y—1)—E+1—§
- - 78 8 8
P(X—Z)—P(X—ZY—O)—FP(X—Z\/—1)—14-%—§
- - B 7 8 8 8
1 1
P(X:3):P(X:3,Y—0)+P(X:3,Y:1):0+§:5
Para a distribuicdo de Y temos:
P(Y=0 = PX=0Y=0+PX=1Y=0+PX=2Y=0)
2 1 4 1
PX: Y: = — — — = - = —
+ P 3, 0) 8+8+8—|—O 87
PlY=1) = PX=0Y=1)+PX=1Y=1)+PX=2,Y=1)
1T 2 1 4 1
IDX: Y: = — — _ = = = —
+ ( 3, ) +8+8+8 8- 2

De maneira analoga, podemos obter a distribuicéo de Y a partir da distribuicdo conjunta
de (Y, Z), por exemplo e, obviamente, obteremos o mesmo resultado.
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1.1.3 Distribuicées condicionais

A partir da distribuicdo conjunta de (X, Y) pode-se obter a distribuicdo condicional de
X, ou seja, a probabilidade condicional de cada valor de X, condicionada a um determinado
valor de Y. Aplicando a definicdo de probabilidade condicional, temos que:

( oy PX=0Y=0 18 1
PIX=0]Y=0)= PY=0 12 4
v PX=1Y=0_ 28 1
PX=11Y=0= Ply=0 12 2
X|Y=0: 1

| PX—aly_g . PX=2Y=0 _18 1
(X=2]Y=0/= PY=0) 12 4

v PX=3Y=0_ 0
| PX=31Y=0= "S5 =15 =0

Logo, a distribuicdo condicional de X dado que Y =0 é:

x] 0 1 2 3
p|1/4 12 1/4 0

XY =0:

Sendo uma distribuicdo de probabilidades, podemos calcular sua esperanca e sua varidncia:

1 1 1
— — D — — — _ _ — —
E(X|Y=0) = %xlw_wy_m_0x4+1x2+2x4+3xo 1

1 1 1 3
E(XX?|Y=0) = ;}ﬁﬁxznyzopﬂﬂx4+ﬂx2+22x4+¥x0:2

Var(X|Y =0) = axﬂyzm—wmwyszzg—ﬂ:%

Analogamente, obtém-se a distribuicdo de X dado que Y = 1 ou a distribuicdo de Y
dado que X =0, por exemplo:

PX=0,Y=0) 1/8

P(Y=0|X=0)= = =1
( | ) P(X =0) 1/8
Y| X=0:
PX=0,Y=1) 0
> = = = = — =
PY=1|X=0)= S =0 =7 0
o 1[0 1
Y|X=0: R

E(Y|X=0=0 E(Y’|X=0)=0 Var(Y|X=0)=0

ou entao:
PX=1,Y=0) 28 2
P(Y=0|X=1)= =R
(=01x=1 P(X =1) 383
YIX=1:
PX=1,Y=1) 1/8 1
Py =1|x=1)= X=1Y=1) 18 _1

PX=1)  3/8 3
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_4. Yyl 0 1

Vix=1: p|2/3 1/3
1 ) 1 2
EY[X=1)=3 EXV|X=1)=5 Var(Y|X=1)=5

A seguir vamos formalizar os conceitos apresentados através do exemplo acima.

1.2 Definicoes

1.2.1 Vetor aleatorio bidimensional discreto

Um vetor aleatdrio bidimensional é uma funcao bivariada que associa, a cada ponto
de um espaco amostral Q, um par de nlmeros reais (x, y). Se a imagem de tal funcdo é um
conjunto enumerével de pontos em R?, entdo o vetor é dito um vetor discreto. Veja a Figura

L1

A 4

Figura 1.1 — Definicao de vetor aleatério discreto

No nivel deste curso, podemos pensar que um vetor aleatdrio bidimensional discreto é
um vetor formado por duas variaveis aleatdrias discretas definidas no mesmo espaco amostral.
De forma andloga, podemos definir um vetor aleatério k—dimensional discreto como sendo
um vetor formado por k varidveis aleatorias discretas definidas no mesmo espaco amostral.

1.2.2  Funcao de probabilidade

Seja (X, Y) um vetor aleatério discreto assumindo os valores (x;, y;), i,j =1,2,... . A
funcao de probabilidade conjunta é a funcdo que associa a cada ponto (x;, y;) a sua respectiva
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probabilidade:
pxiyj) =P(X =xi, Y = y))

(Veja a Figura[1.2). Note que, do axioma P(Q) = 1, resulta que

Y Y PX=x,Y=y)="1
i

Figura 1.2 — Defini¢do de funcao de probabilidade conjunta

Para vetories k—dimensionais, a funcao de probabilidade é P(X1 = x1, X2 = x2,. .., X =
Xk) e
E Z E P(X1 :X1,X2 :X2,...,X/(:Xk) =1
x| X2 Xk

1.2.3 Distribuicoes marginais

Seja (X, Y) um vetor aleatdrio discreto com distribuicdo conjunta p(x;, y;). Para nao
sobrecarregar a notacado, vamos denotar essa distribuicdo conjunta por p(x, y), devendo ficar
claro que (x, y) representa um par qualquer de valores do vetor (X, Y). A distribuicdo marginal
de X é definida como:

PX=x)=) plxy) =) PX=xY=y) Vx (1.1)
y y
Analogamente, a distribuicdo marginal de Y é definida como
PY=y) =) plxy =) PX=xY=y) Yy (1.2)
Em geral, se (X1, X2, ..., Xk) é um vetor aleatdério k—dimensional

P(Xi=xl~)=Z---ZZ---ZP(X1 = X1, .0, Xiet = Xio1, Xiot = X1, -+ Xe = x¢) (1.3)
X1 Xk

Xi—1 Xi+1
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1.2.4 Distribuicoes condicionais

Seja (X, Y) um vetor aleatdrio discreto com distribuicdo conjunta p(x, y). A distribuicdo
condicional de X dado Y = y é definida como:

PX=x,Y=y)
PX=x|Y=y)= 1.4
Analogamente define-se a distribuicdo condicional de Y dado X = x como
PX=x,Y =y)
PYY =yl X=x)= 1.
(Y =ylX=x) PX = x) Yy (1.5)

Note que existe uma distribuicdo condicional de X para cada valor y e uma distribuicéo
condicional de Y para cada valor x. Assim, se X assumir n valores distintos e Y m valores
distintos, teremos ao todo n + m distribuicdes condicionais.

1.2.5 Esperanca condicional

Para cada uma das distribuicdes condicionais, podemos calcular a respectiva esperanca
condicional:

Ex(X[Y=y) = ) xPX=x|Y=y) (1.6)

Ev(YIX=x) = > yP(Y=y|X=x (1.7)
y

Os subscritos X e Y nas definicoes acima, embora desnecessarios, serdo usados aqui para
enfatizar a dependéncia em X e Y de cada uma das esperancas. Note que o subscrito X
indica que a variavel aleatdria é X e, portanto, estamos calculando a média (ou esperanca)
dos valores x; Y esta fixa no valor y. Observacéo analoga vale para o subscrito Y.

Note que, para cada valor y de Y temos um valor diferente de E(X|Y = y) e para cada
valor x de X, temos um valor diferente de E(Y|X = x). Sendo assim, podemos definir uma
funcdo g que associa, a cada valor y de Y, o valor g(y) = E(X|Y = y) e outra fungdo h que
associa a cada valor x de X, o valor h(x) = E(Y|X = x), ou seja,

g : y—gly) = Ex(X]Y =y)

h : x+— h(x)=Ey(Y|X =x)
Como X e Y sao variaveis aleatdrias, resulta que essas funcées definem novas variaveis
aleatérias g(Y) e h(X) e suas esperancas podem também ser calculadas. Para lembrar a

dependéncia em cada uma das varidveis, vamos denotar essas esperancas por Ey[g(Y)] e
Ex[h(X)], que séo calculadas como

Evlg(V)]=)_gw)P(Y=y) (1.8)
y

Ex[h(X)] = > h(x) P(X = x) (1.9)
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Para deixar clara a definicdo das funcdes g e h, vamos estabelecer a seguinte notacao:

g(Y) = Ex(X]Y)
h(X) = Ey(Y|X)

Usando a definicdo da esperanca condicional dada em “ 1.6} temos que:

Evlg(Y)] = Eyv[Ex(X]Y)] ZJ
> _Ex(XlY =y) P(Y=y>
ZZxP(szley)P(Yzy)
ZZX ey = y)
ZZXP =x,Y=y)
ZXZP =x,Y =y
ZXP = x) = E(X)

Nas duas ultimas linhas usamos a definicdo da distribuicao marginal de Y.

Analogamente, por (1.7), resulta que

Ex[h(X)] = Ex[Ex(Y[X)]=) h(x)P
= ) E(VIX=xPX=x)
ZZUP(Y=yIX=X)P(X=X)
=x,Y=y) 50X = x
ZZJ s X=X

[
1 -
ME
&
9
>
;
<
[

Il
i
-
=<
Il
b,
E
=

Resumindo:

Ev[Ex (X[Y)] = E(X) (1.10)

Ex[Ey (Y] X)] = E(Y) (1.11)
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EXEMPLO 1.2 Familias com 3 filhos (continuacéo)

Vamos continuar com o Exemplo [1.7] calculando as distribuigdes condicionais de Y dado
X = x; e suas esperancas:

Y|X =0: g? 2) Ev(Y[X =0)=0
VX =1: . 2(/)3 11/3 Ey(Y|X=1)=%
Vix=2 S Ev(Y|X=2)=12
YIX =3 gg 1 Ev(Y[X =3)=1

Os valores possiveis de h(X) = Ey(Y|X) séo 0, %% e 1 e esses valores ocorrem quando
X =0 X=1,X=2o0u X = 3 respectivamente. Logo, as probabilidades de ocorréncia de
cada um deles sdo exatamente as probabilidades de X assumir os seus valores, isto é, temos
a seguinte distribuicao:

el 0 1/3 2/3 1
p|1/8 3/8 3/8 1/8

h(X) = Ey(Y|X):

A esperanca dessa distribuicao é

1 1 3 2
Ex(h(X)] = Ex[Ey(X|V)|=0x g+ 3 x g4 3 x g+ 1x 5=

|l W
0| =
[o=J NN
No

Para a distribuicdo condicional de X dado Y, temos os sequintes resultados:

x| 0o 1 2 3
X|Y=0: T2/ 45 2/ 0 Ex(X|Y =0)=1
x|o 1 2 3
XY =1: 10 28 4% 38 Ex(X|Y =1)=2

e para a varidvel aleatéria g(Y) = Ex (X|Y) temos a sequinte funcéo de probabilidade:

e‘ 1 2
p |12 112
) 1 1 3
Elgl=Ey[Ex(XIV)]=1x 5 +2x 5 =5 =E(X)

*»
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1.3 Independéncia de variaveis aleatorias

Consideremos a distribuicdo conjunta de (Y, Z) do Exemplo reproduzida a sequir:

4 py(y)
0 1 2
Y[0/[1/8 2/8 1/8] 4/8
101/8 2/8 1/8| 4/8
pz(z) [1/4 2/4 14| 1

Como as duas linhas da distribuicdo conjunta séo iguais, resulta que

PZ=z|Y=0=P(Z=2z|Y=1) Vz

Além disso, temos também que

PZ=z|Y=y)=P(Z=2) Vy,z

Em analogia com a definicdo de independéncia de eventos aleatdrios, esse fato nos
leva a definicdo de varidveis aleatdrias independentes. No caso de eventos, a definicdo

de independéncia P(A|B) = P(A) tinha que considerar eventos B tais que P(B) # 0, mas
ela também levava a uma definicdo mais geral: os eventos A e B sédo independentes se
P(AN B) = P(A)P(B). Analogamente, vamos definir varidveis aleatdrias independentes da

sequinte forma.

IS INOZON Independéncia de variaveis aleatorias discretas

Seja (X, Y) um vetor aleatdrio discreto com distribui¢do conjunta p(x, y) =
P(X = x, Y = y). Dizemos que X e Y sao independentes se e somente se

PX=x,Y=y)=PX=x)P(Y =y) Vx, y

ou seja, a distribuicdo conjunta é o produto das distribuicoes marginais.

Note que a condicdo acima tem que valer para todo par possivel de valores (x, y).
EXEMPLO 1.3 Familias com 3 filhos (continuacéo)

X e Y nao sao independentes porque:

P(X=0,Y=0):%#P(X:O)P(Y=0)=
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X e Z nao sao independentes porque:

P(X:O,Z:O):%#P(X:O)P(Z:O):%x%
Y e Z sao independentes porque:

1 1 2
P(Y=0Z=0)=¢=P(Y=0P(Z=0=5x¢
1 1 1
P(Y=0,Z=1)=7=P(Y=0P(Z=1)=5x>
1 1 1
PY=02=2=2=PY=0PZ=2)=5x
P(Y=1,Z=0)=%:P(Y=1)P(Z—0)=%><%
1 1 1
PY=12=1= =P =1PZ=1)=5x5
1 1
P(Y:‘I,Z=2):f:P(Y:‘l)P(Z—Z):E><Z

*»

1.4 Funcgoes de variaveis aleatorias

Muitas vezes, conhecida a distribuicdo conjunta de (X, Y), estaremos interessados em
estudar a distribuicdo de uma variadvel aleatdria definida como uma funcéo (X, Y). Lidaremos
aqui com funcées reais, isto é, f : R? — R e uma atencao especial serd dada as combinacées
lineares, ou seja, funcées do tipo f(X,Y)=aX + bY, com a e b nimeros reais quaisquer.

EXEMPLO 1.4 Familias com 3 filhos (continuacao)

Para o Exemplo considere a sequinte funcéo:
X, Y)=X>+vY
cujos valores e probabilidades estdo a sequir:

PX=xY=y) | A(X,Y)=X2+Y
1/8

2/8

1/8

0

0

1/8

2/8

1/8

>
~<

WN = O WN—=0O
SOOI N O S~ =20

—_—
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Entéo, a esperanca de X2 + VY é

E(x2+v) - 0x%+1x§+---+10x%

= A(0,00xP(X=0,Y=0)+£(1,00xP(X=1Y=0)+
+AHB3, 1) xP(X =3,V =1)

= Y Y fAlkyPX=xY=y)
X y

*»

O resultado apresentado neste exemplo se generaliza para qualquer funcdo de R? em
R, conforme o seguinte teorema.

TEOREMA 1.1

Seja (X, Y) um vetor aleatério discreto com fungéo de probabilidade conjunta P(X =
x,Y = y). Seja h : R? —» R uma fungéo real tal que cada par (x, y) é levado a h(x,y). Entéo

= ZZ/‘I (X[,gj) P(X=Xiy Y = Uj)
[

Lembre-se que ha um resultado analogo para variaveis unidimensionais, que foi utilizado
em (1.8) e (1.9) no estudo de esperanca condicional.

Um caso particular importante é abordado a sequir.

TEOREMA 1.2

Seja (X, Y) um vetor aleatério discreto com fung¢do de probabilidade conjunta P(X =
x,Y =y). Seja h : R? - R uma funcéo real tal que h(x, y) = x + y. Entéo

E(X+Y)=EX)+ E(Y)
(Esperanca da soma é a soma das esperancas)

Demonstracao

Usando o teorema anterior, temos que

E(X+Y) = ZZX—i—JP =x,Y=y)

Xy
= Z ZP =X, Y:y)—i—ZyZP(X—X,Y:L)
y X

_ ZXP =x)+) yP(Y=y)=EX)+EY)

y
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[
Dos resultados ja vistos, seque o resultado mais geral:
TEOREMA 1.3
Sejam X1, X2, ..., Xn varidveis aleatérias discretas com distribuicéio conjunta p(x1, x2,
..., Xn). Entéo:
E(anXi+a2X0+ -4+ apXy) =arE(Xq) + a2E(G) + -+ -+ anE(X)) (1.12)

Usando definicées e propriedades da esperanca e da varidncia, vamos estudar a
variancia da soma de duas varidveis aleatérias.

Var(X +Y) = E[(X+Y)=EX+Y)P =EX+ Y —E(X)—E(Y)?
= EX—EX)+ Y —-EY)P
= E[X—EX)P+E[Y —E(Y)+2E[X —EX)[Y — E(Y)]
= Var(X) + Var(Y) + 2E[X —E(X)][Y — E(Y)]

Entdo, na varidncia da soma, aparece um termo envolvendo a esperanca do produto dos
desvios em torno das médias. Esse termo define a covaridncia de duas variaveis aleatoérias.
Note que as varidveis X’ = X — E(X) e Y/ = Y — E(Y) sdo varidveis aleatérias ambas com
média zero, isto é, E(X’) = E(Y’) = 0.

1.5 Covariancia

p1= 3N [@6F Covariancia

A covariancia entre duas variaveis aleatdrias X e Y é definida por

Cov(X, Y) = E[X — EX)][Y — E(Y)] (1.13)

Substituindo essa definicdo na expressdo da varidncia da soma de duas variadveis
aleatdrias obtém-se o

RESULTADO 1.1 A variéncia da soma de duas v.a. é dada por

Var(X + Y) = Var(X) 4+ Var(Y) 4+ 2 Cov(X, Y) (1.14)
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Uma forma alternativa de cdlculo da covariancia resulta de

E[X —EX)][Y —E(Y)]

= E[XY — XE(Y) = YE(X) + E(X) E(Y)]
= E(XY)—EXE(Y ]—HYE(H+ E(X)E(Y)
= E(XY)—E(Y)E(X) = E(X) E(Y) + E(X) E(Y)

Aqui usamos que E(kX) = kE(X) e também que E(k) = k. Lembre-se que a esperanca

é um numero! Logo,

Cov(X, Y) = E(XY) — E(X) E(Y) (1.15)

que pode ser lido como a covaridncia é a esperanca do produto menos o produto das

esperancgas.

1.5.1 Propriedades da covar

iancia

Vamos usar as seguintes propriedades j& vistas para a esperanca para demonstrar
propriedades analogas da covariancia:

E(X+b) = EX)+b
E(aX) = aE(X)

E(aX+b) = aE(X)+b

1. Cov(aX + b, cY + d) = acCov(X,Y)

De fato:

Cov(aX + b, cY + d)

= E[(aX+b)—E(aX+b)[(cY +d)—E(cY +d)]
= ElaX+b—aE(X)—=b]cY +d—cE(Y)—d]

= ElaX —aE(X)]cY — cE(Y)]

= E{d[X — E(X)|Y — E(XY)]}

= acE[X —EX)(Y — E(Y)]

= acCov(X,Y)

2. Cov(X + Y, Z+ W)= Cov(X,Z)+ Cov(X, W)+ Cov(Y, Z) + Cov(Y, W)

De fato:

Cov(X + Y, Z+ W) =

EX+Y)(Z+W)—EX+Y)E(Z+ W)

E(XZ+ XW +YZ+ YW)—[E(X)+ E(Y)][E(Z) + E(W)]
E(XZ)+ E(XW)+E(YZ)+ E(YW) —E(X)E(2)
—E(X)E(W) — E(Y)E(Z) — E(Y) E(W)

[E(XZ) — E(X)E(2)] + [E(XW) — E(X) E(W)] +
+[E(YZ) — E(Y)E(Z)] + [E(YW) — E(Y) E(W)]

Cov(X, Z) + Cov(X, W) + Cov(Y, Z) + Cov(Y, W)
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3. Dos resultados anteriores, seque que
Var(X — Y) = Var(X) 4+ Var(Y) — 2 Cov(X, Y)

De fato:

Var(X —Y) VarlX + (—Y)] = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov[ X, (—1 - Y)]
= Var(X) + Var(Y)+2-(=1) Cov(X, Y)

= Var(X)+ Var(Y) — 2Cov(X,Y)

1.5.2 Interpretacao da covariancia

No estudo da estatistica descritiva, dados dois conjuntos de dados x1,...,x, e y1,...,Yn
referentes a duas varidveis de interesse X e Y, definimos a covaridncia entre X e Y como

1 n

Cov(X, ¥) = — > (xi—X)(yi—7)
i=1

No contexto de varidveis aleatdrias, a média é calculada como uma média ponderada pelas
probabilidades; assim, temos uma total analogia entre as definicdes de covariancia nos dois
contextos.

Foi visto também que a covariancia é uma medida de associacdo linear entre as varidveis.
Construindo um diagrama de dispersado para as varidveis, se existir uma associacdo linear
crescente, os pontos (x, y) tenderdo a se concentrar nos primeiro e terceiro quadrantes, onde
o produto das coordenadas é positivo. Se existir uma associacdo linear decrescente, os pontos
se concentrardo no segundo e quarto quadrantes, onde o produto é negativo. O fato de se
tomar E[X — E(X)]Y — E(Y)], e ndo E(XY), garante que estamos sempre trabalhando com
varidveis “centradas” em (0,0) e ndo em (E(X), E(Y)).

1.5.3 Independéncia e covariancia de variaveis aleatorias

Da definicdo de independéncia de variaveis aleatérias, resulta o sequinte fato: se X e Y
sdo variaveis aleatdrias independentes, qualquer conhecimento sobre Y néo nos da informacéao
sobre X. Usando essa interpretacdo, mais a interpretacao do conceito de covaridncia, é de se
esperar que a covaridncia entre varidveis independentes seja nula (se elas sdo independentes,
nao deverd existir qualquer associacao entre elas, muito menos uma associacao linear). Vamos
ver um resultado geral que trata dessa relacéo.

RESULTADO 1.2 Se X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes, entdo Cov(X,Y) = 0.

Demonstracao

Se X e Y séo independentes, entdo P(X = x, Y = y) = P(X = x) P(Y = y). Mas nesse
caso,
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EXY) = > > xyP(X=xY=y)= ZZX_L, P(X = x)P(Y = y)
X y y
= > xP(X —XZUP = y) = E(X)E(Y)

Logo, Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0. .

Note que a reciproca desse resultado nao é verdadeira, isto é, covaridncia nula ndo
significa independéncia entre as varidveis. Esse resultado pode ser visto intuitivamente a
partir da interpretacdo de covaridncia: covaridncia nula significa auséncia de associacdo
linear. Nada impede que exista outro tipo de associacdo entre as varidveis, o que
caracterizaria a falta de independéncia entre elas. Como exemplo, consideremos a sequinte
de distribuicdo de probabilidade conjunta:

X py(y)
0 1 2
113/20 3/20 2/20 | 2/5
Y 2[1/20 1/20 2/20| 1/5
31420 1/20 3/20 | 2/5
px(x) | 25 1/4 7/20[ 1

Para essa distribuicdo temos:

2 1 7 19
E(X)=0x £ +1% 7 +2x 26 = o
2 1 2
E(Y)=1x s +2x 5 +3x =2
3 3 2
E(XY) = 0xﬁ+1xﬁ+2xﬁ+
1 1 2
4 1 3
+OX%+3X%+6XE
38 19
= =g X2=EX) X E(Y)

Logo, Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0 mas X e Y nao sdo independentes porque, por

exemplo:

8 8
PX=0Y=1)= %P( )XP(Y_”:EXE

1.6 Coeficiente de correlacao

Como visto, a covaridncia é uma medida de associacdo linear entre duas variaveis,
com valores “grandes” positivos indicando uma “forte” associagado linear crescente e valores
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negativos, uma associacdo linear decrescente. Mas como saber o que é grande? Por exemplo,
suponha que X e Y sejam varidveis aleatdrias que representem grandezas, ambas medidas
em milhares de reais e suponha, também, que haja uma forte associacédo linear crescente
entre ambas. Pois bem, se transformarmos essas varidveis de modo que elas representem
os mesmos fendmenos, mas agora em reais, a covaridncia ficard multiplicada por 10°, j& que
cada uma das varidveis originais fica multiplicada por 1000 = 103. Esse fato ocorre porque
a covariancia depende da unidade de medida de cada uma das variaveis envolvidas. Para
contornar esse fato, em vez de trabalharmos com as varidveis originais, podemos trabalhar
com as varidveis padronizadas, o que da origem ao coeficientes de correlagdo.

»1= 3N [@(6F Coeficiente de Correlagao

O coeficiente de correlacdo entre duas variaveis aleatérias X e Y é a
covaridncia entre as varidveis padronizadas, ou seja,

Corr(X, V) = E (X— E(X)) ( Y — E(Y)) _ Cov(X,Y)

ox gy Ox 0y

onde ox e gy sdo os desvios-padréo de X e Y respectivamente.

A propriedade fundamental do coeficiente de correlacdo é dada no sequinte teorema:

TEOREMA 1.4
Dadas duas varidveis aleatérias X e Y com esperancga, vari@incia e covariéncia finitas,
entdo
-1 < Corr(X,Y) <1

Demonstracao

Sejam
X — E(X) Y —E(Y)
ox Oy
as varidveis padronizadas. Das propriedades de esperanca e variancia, sabemos que E (X*) =

E(Y*) =0 e Var(X*) = Var (Y*) = 1. Sabemos também que a varidncia de qualquer variavel
aleatdria é ndo-negativa. Em particular,

Var(X* +Y*) > 0=

Var (X*) + Var (Y*) + 2Cov(X*, Y*) > 0 =
141+ 2Cov (X5, V) >0 =

Cov (X", Y*) > —1
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Analogamente,
Var(X* = Y*) > 0=
Var (X*) + Var (Y*) = 2Cov (X", Y*) >0 =
1+1—-2Cov(X*,Y")>0=>
Cov (X", Y*) <1

Temos, entdo, que
—1 < Cov (X*, Y*) <1

Mas Cov (X*, Y*) = Corr(X, Y), o que completa a demonstracao. -

EXEMPLO 1.5 Associacéo linear perfeita
(a) Consideremos o caso em que Corr (X, Y) = 1. Entdo, Cov (X", Y*) =1 e, portanto
Var (X* — Y*) = Var(X*) + Var(Y*) = 2Cov(X*, Y*)=1+1-2x1=0

Mas Var(X* — Y*) = 0 significa que X* — Y* é uma constante, isto é,
X—EX) Y—-EY)

=k =>

ox Oy
X —E(X) _ Y —E(Y) PR

ox Oy
X—EX) =2y - ZXE(Y) + oxk =

Oy gy
x=Xyy4 [E(X)— 0XE(Y)+an] N
ay ay
X = ("X) Y+ k*
ay
em que k* = E(X) — ? E(Y) + oxk. Isso significa que existe uma associagdo linear
Y

. .. . Ox
crescente perfeita entre X e Y: note que o coeficiente angular é — > 0.
oy

(b) Analogamente, se Corr(X, Y) = —1, entdo Cov(X*, Y*)=—1e
Var (X* + Y*) = Var(X*) + Var(Y*) + 2Cov(X*, Y*) =1+1+2x (—-1)=0
o que significa que X* + Y* é uma constante, isto é,
X—EX) Y-EY
X)), Y—E(Y) _

k =
ox Oy
X —E(X Y —E(Y
X) _ _ SO
ox Oy
X—EX) = -2y + ZXE(Y) + oxk =
Oy Oy

x=-yy4 [E(X) + XE) + oxk] N
Oy Oy
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ox L . e
em que k* = E(X) + —E(Y) + oxk. lIsso significa que existe uma associacdo linear
oy

. . . Ox
decrescente perfeita entre X e Y: note que o coeficiente angular é ——— < 0.
oy

*»

EXEMPLO 1.6

Sejam X, Y variaveis aleatdrias discretas com a sequinte distribuicdo conjunta:

X
0 1 2
Y 001 03 02
1101 01 02

(a) Obtenha as distribuicdbes marginais de X e Y.
(b) Calcule E(X), Var(X), E(Y), Var(Y), Cov(X, Y).

(c) Obtenha as distribuicoes condicionais de X|Y = 0 e X|Y = 1 e para cada uma delas
calcule a esperanca e a variancia.

(d) Defina as seqguintes varidveis aleatérias: h(Y) = E(X|Y) e g(Y) = Var(X]Y). Calcule

L Ey[h(Y)] = Ey[Ex(X]Y)]
ii. Vary[h(Y)] = Vary[Ex(X|Y)]
lit. Ey[g(Y)] = Ey[Varx(X|Y)].
iv. Verifique que Ey[h(Y)] = Ey[Ex(X|Y)] = E(X) e Var(X) = Ey[Varx(X|Y)] +
Vary[Ex(X|Y)].

Solucao

0 1 2 |P(Y=y)

Y 0 01 03 02| 06
1 01 01 02| 04

PX=x)|02 04 04

EX)=1x0,44+2%x0,4=1,2
E(XX?)=12%x0,4+2°%x0,4=2,0
Var(X) =2—1,22=0,56



20 CAPITULO 1. VARIAVEIS ALEATORIAS BIDIMENSIONAIS DISCRETAS

E(Y)=1x0,4=0,4
E(Y)=12x0,4=0,4
Var(Y) =0,4—0,4° = 0,24

E(XXY)=1x1x0,1+1x2x%x0,2=0,5
Cov(X,Y)=0,5—1,2x0,4=0,02

X 0 1 2
P(X=x]Y=0)]0,1/0,6=110,3/0,6=232]0,2/06=
PX=x]Y=1)]0,1/0,4=3|0,1/0,4= 7

==y

3 2 7
EX|Y =0)=1xZ+2x7=¢

6 6
3 2 11
EXlY =0) =12 x — +2?x = = —
11 7\% 17
Var(X|Y =0)= — — [ 2] ===
ity =0 = ¢~ (¢] =5
1 2 5
EX|Y=1)=1x g4+2x =7
1 2 9
EX2Y=1='|2 — 22 I
XY =) =1 x g +27x 5 =4
9 (5\% 11
wwny_n_4_(4)_1
(d)
h 7 5

6 3
P[A(Y)=h] | 0,6 0,4

Emwnzaex%+a4xgzmzzam
E[R2(Y)] = 0,6 x (é)2+0,4x (2)2:1;(3)
wmmﬂ:%%—%%ZE@%£E§:§%

g ¥ 1

Plg(¥) =] 0.6 0,4

17 1M1 67
E[g(Y)]—O,Gx%—l—OAXE_@

67 1 335+1 336 14
E[Var(X|Y)] + VarlE(X|Y)| = 755 + 606 = g0~ = g0 = 35 = * %6 = Var(X)
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1.7 Exercicios propostos

1. A tabela abaixo da a distribuicao conjunta de X e Y :

)
)
)
)

X
Y| 1 2 3
001101101
11020003
210010101

Determine as distribuicdes marginais de X e Y.

Calcule a esperanca e a varidncia de cada uma das varidveis X e Y. (Resp.
2,2;0,76;0,9;0,49)

Verifique se X e Y séo independentes, justificando sua resposta. (Resp.: Néo)
Calcule P(X =1|Y =0) e P(Y = 2|X = 3). (Resp.: 1/3;1/5)
Calcule P(X <2) e P(X=2,Y <1). (Resp.: 0,5;0,1)

Calcule a covariéncia e a correlacéo entre X e Y. (Resp.: 0,12;0,1966)

2. Sejam X e Y variéveis aleatérias com E(X) = E(Y) = 0 e Var(X) = Var(Y) = 1. Prove
que Corr(U,V)=0,onde U=X+Ye V=X-Y.

3. Um aluno faz um teste de multipla escolha com 4 questdes do tipo Verdadeiro-Falso.
Suponha que o aluno esteja “chutando” todas as questées, uma vez que ele ndo estudou
a matéria da prova. Defina as sequintes varidveis aleatérias:

X1 = nlmero de acertos entre as duas primeiras questées da prova
Yy = ndmero de acertos entre as duas ultimas questdes da prova
X2 = numero de acertos entre as trés primeiras questdes da prova
Y, = ndmero de acertos entre as trés ultimas questdes da prova

Construa uma tabela com o espaco amostral associado a este experimento,
listando todas as possibilidades de acerto e os valores de Xi, Y4, X2, Y2 e suas
probabilidades.

Construa a funcao de distribuicdo conjunta de (X7, Y4) com as respectivas marginais.
Construa a fungéo de distribuicdo conjunta de (X2, Y2) com as respectivas marginais.
Verfique se Xj e Y7 sdo independentes. (Resp.: Sim)

Verfique se X5 e Y sdo independentes. (Resp.: Nao)

Por que ja era de se esperar as diferencas observadas em (d) e (e)?

Calcule a covaridncia entre X7 e Y4. (Resp.: 0)

Calcule a covaridncia entre X5 e Y. (Resp.: 5/16)

Calcule as seguintes distribuicdes condicionais com suas esperancas condicionais:
X2|Y2=0 X2 Yo =1 XY, =2 XY, =3

Calcule E[E (X2 | Y2)].
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4. Uma moeda honesta é lancada 4 vezes. Seja X o nlimero de caras nos 2 primeiros
langamentos e seja Y o niimero de caras nos 3 ultimos lancamentos.

(a) Liste todos os elementos do espaco amostral deste experimento, epsecificando os
valores de X e VY.

b) Construa a funcéo de distribuicdo conjunta de X e Y.
alcule E(X), E(Y), Var(X), Var(Y)

(b)
()
) Calcule Cov(X, Y) e Corr(X,Y).
)
)

c) C
(d) C
(e) Se Z=X+Y, calcule E(Z) e Var(2)

(f) Se W =X —Y, calcule E(W) e Var(W).



Capitulo 2

Vetores Aleatorios Continuos

2.1 Introducao

Como no caso unidimensional, ha uma grande semelhanca entre os conceitos relativos
a vetores aleatorios discretos e continuos. Assim, introduziremos os principais conceitos
relativos a vetores aleatérios bidimensionais, para depois apresentar alguns exemplos.

2.2 Definicao

Sem entrar em muito rigor matematico, definiremos um vetor aleatério k—dimensional
continuo como um vetor formado por k varidveis aleatdrias continuas definidas no mesmo
espaco amostral. O enfoque deste curso serd nos vetores aleatérios bhidimensionais.

2.3 Funcao densidade conjunta

Seja (X, Y) um vetor aleatdério continuo. A funcdo densidade conjunta f(x,y) é uma
funcdo que satisfaz as seqguintes propriedades:

1. f(x,y) >0
2. [T [T f(x, y)dxdy = 1

3. Pl@a<X<bc<Y<d=["f0fx y)dxdy

23
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2.4 Densidades marginais

As densidades marginais de X e Y sao:

mid = [ 1t g)dy 1)
W) = [ fixldx

Nessa definicdo, integrar em relacdo a uma variavel equivale a deixar que essa variavel
assuma todos os seus possiveis valores. Assim, observe que, ao calcular a densidade de X
para um valor especifico x, isto é, calcular fx(x), deixamos y “varrer” todos os seus possiveis
valores (integrando em relacéo a y — dy). Analogamente, ao calcular a densidade de Y para
um valor especifico y, isto é, calcular fy(y), deixamos x “varrer” todos os seus possiveis valores
(integrando em relacéo a x — dx).

2.5 Distribuicoes e esperancas condicionais

Por definicao, temos que

f(x,
Fty (Xly) = ,‘Y(j)) 22)

Note que, para cada y temos uma densidade condicional diferente. Analogamente,

fix, y)
fx(x)

e para cada x temos uma densidade condicional diferente. Como no caso discreto, definem-se
as seguintes esperancas condicionais:

Fyixlylx) = (2.3)

Ex(X|Y = y) = /XfX|g(X|g)dx - /x f’fyx(y”)) dx (2.4)
EvYIX =)= [ untyidy = [ 45BNy 25)

Note que, para cada valor y de Y temos um valor diferente de Ex(X|Y = y) e para cada
valor x de X, temos um valor diferente de Ey(Y|X = x). Assim, aqui também podemos definir
uma funcdo g que associa, a cada valor y de Y, o valor Ex(X|Y = y) e outra funcdo h que
associa a cada valor x de X, o valor Ey(Y|X = x), ou seja,

g : yr—gly) =Ex(X]Y =y)
h : x+— h(x) =Ey(Y|X =x)

Como X e Y sdo variaveis aleatérias, essas funcées definem novas varidveis aleatérias
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g(Y) e h(X) cujas esperancas sao calculadas como

Eylg(V)] = / 9(0) iy (y)dy (2.6)
Ex[h(X)] = /h(x)fx(x)dx (2.7)

Como no caso discreto, vamos estabelecer a notacéo

g(Y) = Ex(X]Y)
h(X) = Ey(Y|X)

Usando a definigdo de esperanca condicional dada em (2.4), temos que
EVgM] = EVEXXIV)I= [ glo)ivio)dy

= /Ex(XIY = y)fy(y)dy

/(/X ff(yx('gy))dx) fy(y)dy
- //Xf(X,_Lj)dxdg
B /X (/f(x' U)C/y) dx

= /xfx(x)dx = E(X)

Nas duas ultimas linhas usamos a definicdo da distribuicao marginal de Y.

Analogamente, por (25), resulta que
EXh(X)] = EXEAYIXI = [ hifix)dx
- /Ey(Y|X — x)fx(x)dx
(ot
- //gf(x, y)dydx
- /y (/f(x, y)c/x) dy

_ /yfy(g)dy — E(Y)

Como no caso discreto:

Ev[Ex(X[Y)] = E(X)

Ex[Ev(Y]X)] = E(Y)
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2.6 Independéncia de variaveis aleatorias continuas

A definicdo de independéncia de varidveis aleatédrias continuas é analoga a definicéo
no caso discreto:

IS MO0 Independéncia de variaveis aleatoérias continuas

Seja (X, Y) um vetor aleatério continuo com funcéo densidade conjunta
f(x,y). Sejam fx(x) e fy(y) as densidades marginais de X e Y,
respectivamente.  Entdo, diz-se que X e Y sdo varidveis aleatdrias
independentes se

fix,y) = Ix(fv(y)  Vxy

ou seja, a densidade conjunta é o produto das densidades marginais para
todo par (x, y) no dominio de definicao.

2.7 Funcoes de variaveis aleatorias continuas

Assim como no caso discreto, conhecida a densidade conjunta de (X, Y), podemos ter
interesse em estudar a densidade de uma varidvel aleatéria definida como uma funcao h(X, Y),
em que h é uma funcéo real, isto é, h : R? — R e novamente uma atencéo especial serd dada
as combinacdes lineares, ou seja, funcdes do tipo h(X,Y) = aX + bY, com a e b nimeros
reais quaisquer.

2.7.1 Esperanca de funcoes de variaveis aleatorias

TEOREMA 2.1

Sejam X, Y varidveis aleatdrias continuas com densidade conjunta f(x,y) e seja h :
R? — R uma funcdo qualquer. Entéo

E[h(X,Y)] = [[h(x, y) f(x, y)dxdy

TEOREMA 2.2

Sejam X, Y varidveis aleatérias continuas com densidade conjunta f(x,y) e seja h :
R? — R uma funcéo definida por h(X,Y) = aX + bY com a e b nimeros reais quaisquer.
Entdo

E[h(X,Y)] = a E(X) + b E(Y)
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2.8 Covariancia e correlacao

As definicoes de covaridncia e correlacdo sdo as mesmas vistas para o caso discreto

Cov(X,Y) = E[X—EWX)[Y —E(Y)]=EXY)—EX)E(Y)

Corr(X,Y)

£ (X—EX)\ [Y=EM) _ CovX,V)
( ox )( oy )_ ox 0y

valendo todas as propriedades vistas anteriormente para o caso discreto. Em particular, se X
e Y sao variaveis aleatorias continuas independentes, entdao Cov(X, Y) = 0; a reciproca, em
geral, ndo é verdadeira, uma vez que covaridncia indica uma relacéo linear entre as variaveis.

2.9 Observacoes sobre o calculo de integrais duplas

Um teorema fundamental no célculo de integrais duplas é o teorema de Fubini que
estabelece, a grosso modo, que para funcdes continuas a ordem de integracdo nédo importa,
ou seja:

d b d b
//f(x,g)dxdg = / /f(x,g)dx dy
b d
= [ / f(x,y)dy | dx

Na primeira linha, estamos integrando, primeiro, em relacdo a x, mantendo y fixo e,
por ultimo, integramos em relacdo a y. Na segunda linha, inverte-se a ordem: primeiro,
integramos em relacéo a y, mantendo x fixo, e depois integramos em relacdo a x. O que se
pode ver é que a ordem de integracdo nao é importante, ou seja, obtemos o mesmo resultado.
No entanto, dependendo da regido de integracdo, uma das maneiras pode ser mais simples
que a outra. E fundamental eshocar a regido de integracao.

Uma segunda observacao importante sobre o calculo de integrais duplas diz respeito
aos limites de integracdo. Para defini-los corretamente, é fundamental eshocar a regido de
definicdo da funcao e analisar a variacdo de y para cada valor de x e vice-versa. Ao integrar
em relacdo a y, isso significa que estamos fixando x e deixando y variar; assim, temos que
olhar, para cada x, o dominio de variacdo de y. reciprocamente, ao integrar em relacédo a x,
isso significa que estamos fixando y e deixando x variar; assim, temos que olhar, para cada
y, o dominio de variacao de x.

EXEMPLO 2.1 Funcéo constante

Considere a seguinte funcao:

f(w):{ 2 0<x<y<i

0 caso contrario
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Para desenhar a regido de definicao da funcéo, note, primeiramente, que tanto x quanto y sao
menores que 1. Isso restringe a regido a um quadrado. Mas ha mais uma condicdo: x < y.
Tracando a diagonal y = x nesse quadrado, a regido de definicdo é a parte superior, conforme
ilustrado pela parte sombreada na Figura [2.1]

Figura 2.1 — Dominio de definicao de f(x, y) - Exemplo

e Validade da funcéo densidade

Vamos mostrar que f(x, y) realmente define uma fungéo densidade. Obviamente, f(x, y) >
0. Resta mostrar que a integral ao longo da regido de definicdo da funcdo densidade é
1.

Yo

Figura 2.2 — Variacdo de x para um y fixo — Exemplo

Observe a Figura na regido de definicdo, para cada yy fixo no intervalo [0, 1], o valor
de x varia de 0 até yo — veja que o segmento de reta para um yg fixo vai desde o eixo
vertical (x = 0) até encontrar a reta y = x. Seguindo essa estrutura de variacdo das
varidveis, vamos integrar primeiro em relacdo a x, com y fixo, e depois, integramos em
relagdo a y: [[[ f(x,y)dx]dy.

1 y 1 1 1
//f(x, y)dxdy =/ [[ 2c/x] dy =/ [2x]¢ dy =/ 2udy = y?| =1
0o LJo 0 0 0
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Dessa forma, estdo satisfeitas as condigbes e f(x,y) realmente define uma funcéo
densidade.

Poderiamos ter invertido a ordem de integracao; veja a Figura [2.3] Para cada xq fixo

no intervalo [0, 1], y varia de xp até 1 — o segmento vertical correspondente a xp fixo vai
desde a reta y = x até a reta horizontal y = 1.

r=1

‘ xo

Figura 2.3 — Variacdo de y para um x fixo — Exemplo

[ f reespasas = [[| [ " 2] = [ 202100 = e -3

e Cdlculo de P(X <1/2,Y < 1/2).

Figura 2.4 — Regido de integracdo: P(X < 1,V <) - Exemplo

De forma analoga, na Figuraa regido sombreada representa o evento (X < % Y < %)

Assim, para o calculo de P(X < 1/2,Y < 1/2), temos que considerar essa regido de
integracao.

127 ry 12 1121
P(X§1/2,Y§1/2):/ U 2dx]dg:/ 2gdy:y2‘ .
0 0 0 0 4

*»
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A interpretacao geométrica da integral dupla é que ela representa o volume sob a regido
de definicdo. Um erro comum é achar que a drea da regido de definicdo tem que ser 1.

Note nesse exemplo que a regido de definicdo é um tridngulo de area %

Calculo das densidades marginais

Vamos calcular as densidades marginais. Analisando a Figura [2.2] podemos ver que,
para y €[0,1], x varia de 0 a y. Logo,

y
fy(y) = /f(x, y)dx =/0 2dx =2y 0<y<1

Note que, como fungédo de y, fy(y) é uma funcao linear. Deste resultado podemos ver

que

1 y3 1
E(Y) = / yydy =2 =
0 3

2
O 3

Pela Figura para cada x € [0, 1], y varia de x até 1. Logpo,

1
fx(x) = /f(x, y)dy = / 2dy = 2y|1 =2(1—x) 0<x<1
X

que é também uma funcéo linear de x. Podemos ver que

Yy

0_3

E(X) = /01x[2(1 — x)]dx = (X2_2X33)

Na Figura [2.5 ilustram-se essas densidades marginais e seus valores esperados.

2 fx(@) My)

B(X) E(Y)

Figura 2.5 — Densidades marginais — Exemplo *

e Distribuicdo condicional de X dado Y =y

Vimos que, dado y, x pode variar no intervalo [0, y]. Temos que

f(x,t 2 1
fX|g(X|U):f( J*)ZTZ* 0<x<y
vly) 2y oy
Note que essa é uma funcdo de x, isto é, dado y, estamos calculando a distribuicdo
condicional de X; podemos ver que essa é uma funcdo constante (ndo depende de
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x), o que caracteriza uma densidade uniforme no intervalo [0, y] Logo, a esperanca
condicional de X dado Y = y é o ponto médio do intervalo, ou seja,

y
EX]Y =y) =3 = g(y)

Entédo, como funcao de y, E(X|Y = y) é uma funcéo linear.

Como g(y) = Ex(X]Y = y) é uma funcéo de y, seque que g(Y) = Ex(X|Y) é uma varidvel
aleatéria e, portanto, podemos calcular sua esperanca:

Evig(V)] = Ey[Ex(X|Y)] = / o)y (y)dy
1 1 1
/O %Zydy =/O yldy = 5 = E(X)

e Distribuicdo condicional de Y dado X = x

Dado x, vimos que y pode variar de x até 1.

f(x, y) 2 1
f = = = <y<1

que também é uma densidade uniforme no intervalo [x, 1]. Logo, a esperanca condicional
de Y dado X = x é o ponto médio do intervalo:

x+1

E(YIX=x) = —

h(x)

Como h(x) = Ey(Y|X = x) é uma funcao de x, segue que h(X) = Ey(Y|X) é uma varidvel
aleatoria e, portanto, podemos calcular sua esperanca:

Ex[h(X)] = EX[Ey(Y|X)]:/h(x)fx(x)dx

_ /01 (X;1)[2(1—X)]dx=/01(1—)(2)ch

e Covariancia

Temos que calcular

E(XY)://xyf(x, y)dxdy

Seguindo a mesma légica de integracdo usada para mostrar a validade da funcao
densidade, vamos integrar primeiro em relacdo a x e depois em relacdo a y, com auxilio

da Figura[2.2
1

1 y 1 y 1 4 1

_ _ 2 — 3gy =94 | =2

E(XY) = loy[/o ZXCIX]CIL—/O y[x ]OC/L—/O y>dy = r|,~ 3
Cov(X,Y) = E(XY)—EX)E(Y)=+-1.2_1
o T4 33 36

Como a covariancia é diferente de 0, seque que X e Y néo sédo independentes.



32 CAPITULO 2. VETORES ALEATORIOS CONTINUOS

EXEMPLO 2.2 Variaveis independentes

Sejam X, Y variaveis aleatdrias com densidade conjunta dada por f(x,y) = 4xy, 0 <
x < 1;0 < y <1 Vamos verificar se X e Y sdo independentes.

Na Figura ilustra-se o dominio de definicéo de f. E interessante observar que, para
qualquer x, y varia de 0 a 1 e, reciprocamente, para qualquer y, x também varia de 0 a 1, ou
seja, os limites de variacdo de ambas as varidveis ndo dependem uma da outra.

Figura 2.6 — Dominio de definicdo f(x, y) — Exemplo
Além disso, podemos escrever a densidade conjunta como
Fx, y) = 4xy = (2x)(2y)

ou seja, conseguimos fatorar a densidade conjunta em dua partes, uma dependendo apenas
de x e outra apenas de y. Temos fortes indicios da independéncia de X e Y. Para confirmar,

vamos calcular as marginais:

1 y21
fx(x):/4xgc/g:4x2 = 2x 0<x<1

0 0

1 2|
fy(g):/o4xydx=4y20=2y 0<y<1

Como antecipado, isso demonstra que X e Y sdo independentes.

EXEMPLO 2.3 Funcéo linear

Sejam X e Y varidveis aleatdrias continuas com a sequinte fungdo densidade conjunta:

cx O<y<x,y<l-—x
f(x,y) =
0 caso contrario
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e Grafico da regido de definicdo de f

Na Figura [2.7] ilustram-se as regides 0 < y < x (abaixo daretay=x)ey <1 —x (a
esquerda da reta y =1 — x). Como y > 0, a regido de intersecdo, ou seja, a regido de
definicdo corresponde a édrea sombreada.

N

0.54

05 0 0.5

Figura 2.7 — Dominio de definicao de f(x, y) do Exemplo Global

Para achar o ponto de intersecdo das duas retas, basta explicitar as condicdes e resolver
0 sistema:
y=x
{ y=1-—x

Substitutindo a primeira equacdo na segunda, obtemos que y =1—y=2y=1=y =
1/2. Como neste ponto de intersecdo y = x, concluimos que o ponto de intersecéo é o
ponto (1/2;1/2), conforme ilustrado no grafico acima.

Valor de ¢ para validade da funcéo

Como f(x,y) > 0, temos que ter ¢ > 0. A segunda condicéo é

// f(x,y)dxdy =1
R

onde R é o dominio de variacdo de X e Y. Analisando a Figura vemos que, para
cada y no intervalo (0;1/2), a abcissa x varia de y a 1 — y (sdo as 2 retas que definem
R). Note que comecamos fixando y e depois olhamos a variacéo de x; isso implica na
seguinte ordem de integracéo:

1/2 T1—y 1/2 1—y 1
/ / cxdx | dy=1& / / xdx | dy =- &
0 y 0 Y ¢
12 2\ |1y 1 172
X _ ! N2 2 _
/0 (2) ) dy c‘:’/o [(1 y) y]dy

2
c
12 2 72 1 1 2 2
- = — —_ 2 = — — = — —_ = e
/0 (1 —=2y)dy C(:)(g g)| & C<:>8 &c=38

o ¢ 2
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O mesmo resultado é obtido invertendo-se a ordem de integragdo. A diferenca é que
temos que “quebrar” o dominio de variacdo de x em 2 partes: 0 < x <1/2e1/2 < x < 1.
Para x € (0;1/2], vemos na Figura queO<y<xeparaxe (1/2,1),0<y <1 —x.
Entdo, temos

1/2 X 1 1—x
// f(x,y)dxdy =1 (:)/ (/ cxc/y) dx—l—/ / cxdy | dx =16
R 0 0 1/2 0
1/2 X 1 1—x
/ cx(/ dy)c/x—l—/ cx / dyl|ldx=1¢&
0 0 1/2 0

172 1 3172 2 RNl

/ cxzclx+/ cx(T—x)dx =1 c— +(c—c) -1

0 112 3o 2 37

£+(E E)_(E_i)_1(:c+12c—8c—3c+c_1®§_1©c_8
24 2 3 8 24 24 - 24 = =

Resulta, entéo, que
8x O<y<x, y<1—x
f(x,y) =

0 caso contrario

Marginal de X, esperanca e variédncia

Para a marginal de X, novamente temos que “quebrar” o dominio de variacdo nos
intervalos (0;1/2] e (1/2;1). Para x € (0;1/2], vemos na Figura que 0 < y < x e,
neste caso,

fx(x) = / 8xdy = 8X/ dy = 8x*
0 0

Para x € (1/2;1), 0 < y <1 — x, e assim

1—x T—x
fx(x) = / 8xdy = 8x/ dy = 8x(1 —x)
0 0

Logo,
8x?2 0<x<1/2

Bx(1—x) 1/2<x<1

Note que

1 112 1 32 52 3
/fx(x)clx = / 8x2dX+[ (8x — 8x%)dx = 8=| + (8—8)
0 0 112 310 2 3 /g
8 1 8 1 8 1 1 4 1
= - —+[4-Z) -4 -—= = =—4-—T+=-=1
3 8+( 3) ( 173 8) 373773

ou seja, realmente temos uma funcéo densidade (note que fx é ndo negativa no intervalo
(0,1). Veja seu gréfico na Figura
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Logo,

Var(X) = g — (

Figura 2.8 — Gréfico de fx do Exemplo

1 12 1
= / xfx(x)dx = / x8x%dx +/ x8x(1 — x)dx
0 0 1

2

41112 31 411
4 1o 31/2 4
12 1 1
= 2x4) +§x3‘ — x4)
0 3 12 12
1 8 1 1
_ 2.16+3(1_8)_2(1_16)
8 3 8 16
1,7 B _7 14 _56-4 14 _7
8 3 8 3 8 24 24 12

1 12 1
/ x%fy(x)dx = / x%8x%dx + / x%8x(1 — x)dx
0 0 1

/2

1/2 1
4 X2

<

15 31 15 30 15 3 15-12 3

8 8

49 54-49 5

8 144 144 144

7\* 3
12)

e Marginal de Y, esperanca e varidncia
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Como visto anteriormente, para cada y fixo no intervalo (0;1/2), x varia de y a 1 — y.
Logo,
-y 2|1y 2 2 2 2
fy(y):/ 8xdx = 4x =41 —-y) -4y~ =4-8y+4y-—4y
y y

ou seja:
fy(y) = 4(1 — 2y) O<y<1/2 (2.9)

Note que é fundamental explicitar o dominio de variacéo de y, de acordo com a regido
conjunta, para que se tenha uma funcéo densidade:

12 112 12 4 1
[ fy(y)dy = / (4—8y)dy = (4y —4y?| =-—4.-=2-1=1
0 0 0 2 4

Veja seu gréfico na Figura [2.9]

Figura 2.9 — Gréfico de fx do Exemplo

1/2 1/2 1/2
E(Y) = / yfy(y)dy :/ y4(1 — 2y)dy :/ (4g—8g2)c/g
0 0 0
i TS P N B S B
- T2, 3, 7747382 376

1/2 1/2 1/2
E(Y) = L y%wmmﬂaﬂ y%m—zwmr=A (45 ~84%) dy
1/2

it AT L B O BN B B ot B |
T3, v 3 8 166 8 24 24
Logo,
1 1\ 1 1 3-2 1
Var(Y) m‘&) % 3% 72 72

e Calcule a distribuicdo condicional de X dado Y = y e sua esperanca g(y) = E(X]Y = y)
— essa esperanca é uma funcéo de y!
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Note que fxj,(x|y) é uma fungdo de x; para cada y € (0;1/2), temos uma distribuigéo
condicional diferente

_fy) o 8x 2
fX|g(X|l:/) = fy(y) - 41— 2y) 1 -2y

0<x<1

Para cada y, vimos que x varia de y a 1 — y; logo

1—y

=y 2x 1 2x3
gly) = E(X|Y = y) = /Xfxw(xw)dx :/y = (3) y

_ 2 3.3 _2(1_3U+392—293)
- 3(1—25,)'[(1_9) _U]_ 3(1 - 2y)

V22(1 =3y +3y*—2¢°
Elg(Y)] = EE(X|Y)] = /h(y)fy(y)ch :/0 ( ;ﬁ_ Zgy) V') 41— 29)dy

g (112
= 3[ (1—3y+3L2—2y3)dy:
0

8 2 4\ (112
= = (g—3y+L3—2y)

3 2 4/,
_8(1. 31 1 11
- 3\2 2 48 2 16

8 (1 2 1 8 16—-8—-1 8 7 7
= 3(2‘8‘32)—3' 2 33 a2 W

e Calcule a distribuigdo condicional de Y dado X = x e sua esperanca h(x)) = E(Y|X = 2)
— essa esperanca é uma funcéo de x !

Note que fy|(y|x) é uma funcdo de y; para cada x € (0;1), temos uma distribuicéo
condicional diferente. Mas aqui fx(x) é definida por duas expressoes diferentes, uma
para cada um dos intervalos (0;1/2] e (1/2;1). Logo, a condicional fy|,(y|x) também serd
definida por duas expressoes.

Para x € (0;1/2]

fyix(ylx) = (x =5 =

Para x € (1/2;1)
f(x,y) 8x 1

Py = 20y = v =) = 1= x

Logo,
% 0<y<1/2,0<x<1)2
fyiylx) = 1
T O<y<1/2,12<x<1

) = E1YIX =) = [ hnlybdy
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Como a densidade ¢é definida por duas expressdes, o mesmo ocorrerd com E(Y|X = x).

Para x € (0;1/2], vimos que y varia de 0 até x; logo

21X

X1 1 X
hx)=E(V|[X=x)= | y—dy=-2L| =2
00 =EIx=x= [yrdy=1 ) =3

D[S

Para x € (1/2;1), vimos que y varia de 0 até 1 — x; logo

= g 1 2" 1«
h(x)_E(Y|X_x)_/O y’l—xdy_‘l—x70 =—
Logo
% 0<x<1/2
h(x) = E(Y|X = x) = h(x) =
1-—
2X 12 < x <1
E[h(X)] = E[E(Y|X]:/h(x)fx(x)dx):

1/2 1 1—
- / X.8x2dx+/ X 8x(1 — x)dx
o 2 102 2

1/2 1
= / 4x3dx + 4/ x(1 = x)%dx
0 1/2

4|12 1 2.3
= x| +4/ (x = 2x° + x7)dx
1

0 2

1 (x2 2x3 x4)1
= — 44| 4

16 2 3 4l
= 1y (1_2 1)_(1_1_2 L 1)]

16 [ \2 3 4 2 4 3 8 4 16
e ()]

16 | 12 8 12 64
EY SR S

16 12 8 12 64

1 [ 1 1 1 1 32—-24-3
= m”_e‘s‘m]:m BT
= l+£—£:1:E(Y)

e Covaridncia e correlacéo
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E(XY) =

Logo,
11

120

Cov(X,Y) = 7]

Corr(X,Y) = —

126

//ng)(,y(x, y)dxdy
12 1—y

/ / xy8xdx | dy
0

/ 2CI)()

y

all

3

y

[
/ |
[
<

oo

dy

I,

(1-y)’

12
y

S—

]C/L

y (1 =3y + 3y? 2y3)

O\x
hR
=
N

O = WO Wl Wl Wl

~ 120

11 7 33-35

39

dy

2 1

23.5.3 23.32 23.325

2 3

EXEMPLO 2.4

80 _ 2
35 15 5
3

~53

325~ 180

~ —0,039

*»"

Seja (X, Y) um vetor aleatério com funcéo densidade conjunta dada por

f(x,y) :{

alidade da funcéo densidade

Como x > 0, o sinal de f(x, y) é determinado pelo termo x — y.

%x(x—g) 0<x<2—x<y<x

0 caso contrario

Para que f(x,y) > 0,

temos que ter x — y > 0, ou equivalentemente y < x, condicdo que é satisfeita no

dominio de definicao de f.
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Para mostrar que [ [ f(x,y)dxdy = 1 vamos analisar o dominio de definicdo de f,
ilustrado como a parte sombreada da Figura [2.70]

P \ 2
- o

Figura 2.10 — Dominio de definicdo de Figura 2.11 — Variacdo de y para um x

f(x,y) - Exemplo fixo — Exemplo

Nesse dominio, para cada valor de x, y varia de —x a +x. Veja a Figura [2.71] Logo,

2 X1
3 x(x —y)dydx =

[/ X_XLC/Jde
[ (re=5 )]
L) e
= /2x3dx—8(X2)

I[f(x,y)dxcly =

dx

Logo, f(x, y) é uma funcéo densidade.

Note que, nesse exemplo, a inversdo da ordem de integracdo é mais trabalhosa, pois
temos que considerar dois casos, conforme ilustrado na Figura [2.12} (i) 0 < y < 2 com
x variando de y a 2 (segmento superior em azul) e (il) =2 < y < 0, com x variando de
—y a 2 (segmento inferior em vermelho):
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y= —,r\

Figura 2.12 — Variacdo de x paraum y fixo -0 <y <2e —2<y < 0- Exemplo
O célculo da integral é o seguinte:

2 21 0 2»]
[/x(x—y)dxdg—i— /X(x—y)dxdg

0 Jy 8 -2 7y8

21,3 yxz] 0rx3  yx2 2
— === d +/ [—] dy
/0[24 82,7 " ), 24782
2 3 3 0
8 y y> oy [ 8 y
= — 21 (==L |4 — 2
[0[(24 4) (24 16)] d* )\
s

“ 378 4 64,7378 T2a4 64
L2t ANy (21 1 1y 42
3727671 37276%3) 7376

*»"

e Densidades marginais e suas esperancas

Analisando a Figura podemos ver que, para x € (0,2), y varia de —x a +x. Logo,
para x € (0,2)

w0 = [ o= [ = (o)
x(x) = . g X yCL—8_XX xyJdy = o [ X7y —x= ~
_ e ® o\ 2 ¥
8 2 21l 8 4
Entao,
3
XZ 0<x<?2
fx(x) =

0 caso contrario
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e dal resulta que

2 3 8

2 3 5

X 1 x
E(X):I X—dx=-——| ===
0 o 20 5

4 45

Para calcularmos fy(y), teremos que considerar as duas partes do dominio de definicdo
de y : (—2,0) e [0,2), conforme ilustrado na Figura Para y € (—2,0), x varia de
—y a 2 (segmento inferior vermelho). Logo,

2 2 3 2\ |2
1 1 [ x X
frly) = Sx(x—y)dx =< | (P —xy)dx =2 | S —y>
v(y) ]_y8x(x y)dx 8/_g(x xy)dx 8(3 yz)_y
1 8 g3 y3
= —|[[z-2¢y]-[-%= -
8[(3 “) ( 372
1 (55 8\ 1 3

Para y €10,2), x varia de y a 2 (segmento superior azul). Logo,

21 1 (2 1(x3 2\
fr(y) = /8X(X—U)C/X=8/(XZ—XU)C/XZS(3—92)
y y y
1 8 U3 93
= —|[Z2=2¢y) =L 2L
8[(3 9) (3 2
1(1 4 8\ 1/ 4
= — — — - = — - <
8(6y 2y+3) 48(y 12g+16) 0<y<2

Resumindo:

1
@(5y3—12g+16) —2<y<0

fy(y) =

1
@(g3—12y+16) 0<y<?

Resulta que

0 1

2
1
EY) = [ yfv(y)dy :/2g48(5g3—12g+16)dg+/0 g@(g3—12g+16)c/g

0 1 L5 2
5 3 2 y 3 2

48 \ 5
( 32) 1128 8

{0 — [(—2)5 —4=2P + 8(—2)2]} 4+ (32 324 32)

323232427
T3

8 ° 75 1

&= &= &~

Na Figura ilustram-se essas densidades marginais e seus valores esperados.
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2
Ix(2)
15
1
My) 05
-3 -2 -1 E(Y) 0 1 L(l\>2 3
Figura 2.13 — Densidades marginais — Exemplo *

e Distribuicdo condicional de Y dado X = x
Vimos acima que, dado x, y pode variar no intervalo [—x, x]. Temos que

ﬂxy)zgﬂx—y) 1(1 1 )

fx(x) X3 )

Fix(ylX = x) =

— — —x<y<x
X XZJ SYs

4

Note que essa é uma funcgao linear de y e, portanto,

1 (1 1
EvIX=x = [yfntvix=x= [ yz(—xzy)c/y

_x X

1 1, 11y 13\
= Z/X(XL Xzy)f"—z(xz 23|
1 1) (=X 1 (=)’
x2 x%3 x 2 x? 3
Trix x X X X
= 3l5-3)-(3#3)] = 5 = hw

Como h(x) = Ey(Y|X = x) é uma funcao de x, segue que h(X) = Ey(Y|X) é uma varidvel
aleatoria e, portanto, podemos calcular sua esperanca:

X

EXAX)] = EXENYIN= [ hixfix)dx
2 xx3 1 x° 2 8
- /. BEE ] e il

e Distribuicdo condicional de X dado Y =y

Dada a natureza das densidades envolvidas, néo calcularemos essa distribuicao
condicional, uma vez que as integrais se tornam mais dificeis, fugindo do objetivo do
curso.
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2.10 Exercicios propostos

1. Seja (X, Y) um vetor aleatério cuja funcdo densidade é constante na regido A C R?
definida por A = {(x,y);0 < y < x;x + y < 1}. Determine

(a
(b
(

) a funcéo densidade conjunta de X e Y.
)
c) E(X), E(Y), Var(X), Var(Y)
)

)

)

as marginais fx e fy

d) P(X <0,5;Y > 0,25)
P(X+Y >1/2)

a covariancia e a correlacao entre X e Y.

(
(

(f

e

2. Seja (X, Y) um vetor aleatério cuja funcdo densidade é constante na regido A C R?
definida por A= {(x,y)|0 < x < 1;x + y < 1}. Determine

(@) a funcdo densidade conjunta de X e Y.

)
(b) as marginais fx e fy
(c) E(X),E(Y), Var(X), Var(Y)
(d) P(X<0,5Y>0,5)

(e) a covariéncia e a correlacdo entre X e Y.

3. Considere a sequinte funcdo densidade conjunta das variaveis aleatdrias X e Y :

f(x, ) = e sel<x<y
9= 0 caso contrario

(a) Obtenha as densidades marginais de X e Y, identificando as suas respectivas
distribuicoes de probabilidade.

(b) Verifique se X e Y sdo independentes, justificando a sua resposta.

4. Sejam X e Y variaveis aleatdrias continuas com a seguinte funcado densidade conjunta:

2
f(x,y):{ cys se0<x<2el<y<1

0 c.c.
(a) Faca um grafico ilustrando o dominio de variacdo de X e Y.

(b) Calcule o valor da constante c.

(c) Calcule as marginais de X e Y, mostrando que realmente definem uma funcao
densidade.

) Calcule E(X), E(Y), Var(X), Var(Y).

(e) X e Y sao independentes? Justifique sua resposta.
(f) Calcule P(Y > 2 — X).

(g) Calcule P(X < 1)

(d
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A distribuicao normal bidimensional

Se X ~ N(u; 6%) sua densidade é dada por

1 1 (x—p\2
f(x) = - —
(x) ﬂazexp[ 2( p )] o0 < x <

e vimos que E(X) = py e Var(X) = 0. Vamos ver agora o caso da normal bidimensional.

Se (X, Y) tem distribuicdo normal bidimensional, entdo a densidade conjunta é

1 1
f(x,y) = exp [ —=A
x.y) 2oy0y/1 — p? I ( 2 )

P i (X_L’x)z_zp(x_ﬁlx) (y—Lfy)+(y—LIy)2
T1T—p Ox Ox ay oy

As densidades marginais sdo normais:

onde

X ~ N ([_Ix,0)2<)

Y ~ N (uy,aﬁ)

p = Corr(X, Y) = Cov(X,Y) = pa,oy
As distribuicées condicionais sdo normais:
X = N (i, )
onde

o

M = My +p—(x — 1)
Ox

¢ = (1 _pz) aj

45

(3.1)
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e
X|Y=y~N (/7y;52)
onde
o
Ny = Hx +p?X (y _/Jy)
y

& = (1-p%)

Note que
9y
h(x) = E(Y|X=x)=u,+ P (x — py)
Oy
gly) = EXIY =y)=m+p_—(y—mny)
y

e ambas séo funcées lineares.

No Apéndice [A] apresentam-se as demonstragées de todos os resultados acima.

3.1 Exercicios propostos

1. Seja X o tempo (em segundos) necessario para um corredor completar os primeiros 500
metros de uma corrida e seja Y o tempo (em segundos) necessario para ele completar os
proximos 500 metros na mesma corrida. Suponha que (X, Y) tenha distribuicdo normal
bivariada com os seguintes parametros:

ux = H9

uy = 060

ox = oy=1
p = 0,5

(@) Calcule P(X < 60) e P(Y <59).

(b) Se ele correu os primeiros 500 metros em 60 segundos, qual é a probabilidade de
que ele leve menos de 59 segundos para completar os 500 metros sequintes?
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Exercicios Resolvidos

4.1 Variaveis Bidimensionais Discretas

1. A tabela da distribuicdo conjunta de X e Y é dada a sequir.

X
1 2 3
0/01 01 01
Y 1102 0 03
21 0 01 01

(@) Determine as distribuicées marginais de X e Y.
(b) Obtenhas as esperancas e as variancias de X e Y.
(c) Verifique se X e Y séo independentes.

(d) Calcule P(X <2)e P(X=2,Y<1)

(e) Calcule P(X =1]Y =0) e P(Y =2|X = 3).

(f) Calcule a covariancia e a correlacao entre X e Y.

Solucéao

(a)

1 2 3 |P(Y=y)

0 01 01 01 0,3
Y 1 02 0 03 05

PX=x)]03 02 05| 10

47
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E(X) = 1x0,34+2x0,2+3x%x0,6=2,2

E(X?) 12%0,3+22%x0,2+3°%x0,5=5,6
Var(X) 5,6 —(2,2)>=0,76

E(Y) 1%x0,54+2x%x0,2=0,9

E(Y) = 1°x0,5+2°x0,2=1,3

Var(Y) = 1,3—(0,9)?=0,49

(c) X e Y ndo sao independentes pois

PX=1,Y=2=0+P(X=1xP(Y=2=0,3x0,2=0,06

PX<2) = PX=1)+P(X=2=0,5
PX=2Y<1) = PX=2Y=0+PX=2Y=1)=01+0=0,1
(e)
P = =
P = =

E(XY) = 0x1x0,1+0x2x0,1+0x3x0,1+
Tx1x0,241%x2x0,0+1x3x%x0,3+
2x1x0,0+2x2x0,14+2x3x0,1=2,1

Cov(X,Y) = EXY)—EX)E(Y)=2,1-2,2%x0,9=0,12
Cov(X,Y) 0,12

Corr(X,Y) = - —0,1966
orr(X, ¥) Ox 0y /0,76 x 0,49

2. A tabela da distribuicdo conjunta de X e Y é dada a sequir.

X
-1 0 1
-11112 0 112
Y 0| 16 0 1/6
1114 0 1/4

(a) Calcule E(X 4+ Y) e Var(X +Y).
(b) Se Z =aX + bY, calcule a e b de modo que E(Z) =10 e Var(Z) = 600.

Solucéao
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(@) E(X)=0 E(X2) = Var(X) = 1
; 2
EY) = 5455
Var(Y) = % % = g
E(XY)=0= Cov(X,Y)=0-0=0
ax+m=am+an=%

Var(X + ¥) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X, Y) = 1 + g _ %

(b) E(Z)=10 aE(X)+bE(Y) =10 b =30
Var(Z) = 600 < a? Var(X) 4+ b? Var(Y) = 600 < a® 4900 x g =600 < o’ =100 &
a==10

3. A tabela da distribuicao conjunta de X e Y é dada a sequir.

X
1 2 3
110,17 0,1 00
Y 2101 0,2 0,3
310,17 0,17 0,0

(@) Determine a funcdo de probabilidade de X + Y e, a partir dela, calcule E(X + Y).
Pode-se obter a mesma resposta de outra maneira?

(b) Determine a funcdo de probabilidade de XY e, a partir dela, calcule E(XY).

(c) Mostre que, embora E(XY) = E(X) E(Y), X e Y néo sdo independentes.

Solucao

(a) z 2 3 4 5
3( =z)101 02 03 04
E(X )_02+06+12+20:40:E(X)+E(Y)
()—1x03+2x04+3x03—20
E(Y)=1x0,2+2x%x0,6+3x%x0,2=2,0
(b) z 1 2 3 4 6
P(XY=2z 101 02 01 02 04
E(XY)=0,14+0,44+0,34+0,84+2,4=4,0=E(X)E(Y)
X e Y nao sdo independentes pois, por exemplo,
PX=3Y=3)=0#PX=3)P(Y=3)=0,3%x0,2=0,006

4. Uma urna contém 3 bolas numeradas de 1 a 3. Duas bolas sdo retiradas ao acaso e
sem reposicdo. Se X =nlimero da primeira bola retirada e Y = néimero da segunda bola

retirada, calcule P(X < Y).

Solucao
Note que P(X =i,Y = ) =PX =) xP(Y=jX=0)=3ix3=1 i#j=123
Entdo, PX < Y)=P(X=1,Y=2+P(X=1,Y=3)+P(X=2Y=3=32=0,5
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5. Um aluno faz um teste de multipla escolha com 4 questdes do tipo Verdadeiro-Falso.
Suponha que o aluno esteja “chutando” todas as questdes, uma vez que ele ndo estudou
a matéria da prova. Defina as sequintes variaveis aleatdrias:

X1 = numero de acertos entre as duas primeiras questées da prova
Yy = ndmero de acertos entre as duas Ultimas questdes da prova
X2 = nuamero de acertos entre as trés primeiras questdes da prova
Y, = ndmero de acertos entre as trés ultimas questdes da prova

(@) Construa uma tabela com o espaco amostral associado a este experimento,
listando todas as possibilidades de acerto e os valores de X1, Y4, X5, Y2 e suas
probabilidades.

Calcule a covaridncia entre X e Y5.

(b) Construa a funcao de distribuicdo conjunta de (Xj, Y1) com as respectivas marginatis.
(c) Construa a funcéo de distribuicdo conjunta de (X3, Y2) com as respectivas marginais.
(d) Verifique se X7 e Y; sdo independentes.
(e) Verifique se X, e Y5 sédo independentes.
(f) Por que ja era de se esperar as diferencas observadas em (d) e (e)?
(g) Calcule a covaridncia entre X7 e Y.

)

)

Calcule as seguintes distribuicbes condicionais com suas esperancas condicionais:
X2lY2=0 XY, =1 XY =2 Xo|Y2=3
(j) Calcule E[E (X2]|Y2)].

Solucao

(a) Vamos representar por 1 um acerto e por 0, um erro.

Q1 Q2 Q3 Q4| Xy Y1 Xo Y2 | Prob.
0 0 0 0 0 0 O 0| 1/16
1 0 0 0 1T 0 1 0] 1/16
0 1 0 0 T 0 1 1 | 1/16
0 0 1 0 o 1 1 1| 1/16
0 0 0 1 o 1 0 1| 1/16
1 1 0 0 2 0 2 1] 1/16
1 0 1 0 T 1 2 1] 1/16
1 0 0 1 T 1 1 1| 1/16
0 1 1 0 T 1 2 2] 1/16
0 1 0 1 T 1 1 2] 1/16
0 0 1 1 o 2 1 2| 1/16
1 1 1 0 2 1 3 2| 1/16
1 1 0 1 2 1 2 2] 1/16
1 0 1 1 1T 2 2 2| 1/16
0 1 1 1 1T 2 2 3| 1/16
1 1 1 1 2 2 3 3| 1/16
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(b) .

Xi
0 1 2 |PVi=uy
1716 2/16  1/16 1/4

Y 1 2/16  4/16 2/16 2/4
1/16  2/16  1/16 1/4
P(Xy=x)| 1/4 2/4 1/4 1
(c) -
X2
0 1 2 3 |PM=y)
0 1/16  1/16 0 0 1/8
Y 1 1/16  3/16  2/16 0 3/8
2 0 2/16 3/16  1/16 3/8
3 0 0 1/16  1/16 1/8
P(Xo=x) | 1/8 3/8 3/8 1/8 1

(d) Para cada uma das 9 celas, temos que P(X7 = x, Y1 = y) = P(Xj = x) x P(Y1 = y);
por exemplo, para a cela (2,1), P(X1 =0,Y1 =1)=2/16 = P(X1 =0) x P(Y1 =1) =
(1/4) x (2/4). Portanto, X; e Y; séo independentes.

(e) X2 e Y2 ndo sdo independentes, pois, por exemplo, P(X2 =2,Y, =0) =0 # P(X; =
2) x P(Y2 =0) = (3/8) x (1/8).

(f) Na definicao de X; e Y2 o nlimero de acertos nas questdes 2 e 3 é contabilizado
nas duas varidveis, enquanto na definicdo de X7 e Y; os acertos considerados sdo
de questdes diferentes.

(g) Como Xj e Y; sédo independentes, temos que Cov(X1, Y7) = 0.

(h) Sabemos que Cov(X, Y) = E(XY)—E(X)E(Y).

3 2 2 3
E(XoYy) = 1x1xﬁ+2x1xﬁ+1x2xﬁ+2x2xﬁ+
1 1 1
3X2X%+2X3Xﬁ+3><3xﬁ
- M_n
16 4
3
EQa) = E(Y2) =3
"M 3 3 2 1
i) e XalY2=0
X 0 1 2 3
PXo=x) |12 1/2 0 0
1
E(X2|Y2 =0) = 5
e Xo|Yy =1
X 0 1 2 3

POG=x) | 1/6 12 2/6 0

7
E(Xo|Y2 =1) = 6
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e Xo|Yy =2
X 0 1 2 3
P(Xo=x)|0 1/3 1/2 1/6
‘I1
E(X2|Y2 =2) 3
e X7|Y2 =3
X 0 1 2 3
PXo=x)|0 0 1/2 1/2
5
E(X2|Y2 =3) = 5
(j) Seja h(y) = E(X2]Y2 = y). A distribuicao da variavel aleatéria h(Y) é
y 0 1 2 3
P(Y2 = y) 1/8 3/8 3/8 1/8
h(y)=E(Xz2lY2=y) | 1/2 7/6 11/6 5/2
Logo,
1 1

1M1 1 5 1T 7 11 5 24 3
Ey[Ex(X2|Y2)] = 5

678 2= 16 1616116 16 2 °WX)

+§XZ+§X
8 6 8 16 16 16 16 16 2

8”2
6. Considere o lancamento de dois dados honestos e defina X = minimo das faces e

Y =maximo das faces; quando ha empate, faz-se X =Y.

(a) Obtenha a funcéo de probabilidade conjunta e as fungdes de probabilidade marginais

de X eY.
(b) X e Y séo independentes?
(c) Calcule P(X +Y > 9).
(d) Calcule a funcéo de probabilidade condicional de X dado Y = 4.
(e) Calcule a funcao de probabilidade condicional de Y dado X = 4.
)

(f) Calcule a correlacao entre X e Y.

Solucao

(@) No esquema a sequir, cada cela da tabela corresponde ao par (X, Y)

Dado 1
1 2 3 4 5 6
111y (1,2 (1.3) (1.4 (1.5 (1,6)
21 (1,2) (22) (23) (24 (25 (206)
Dado2 3| (1,3) (23) (3.3) (34) (35 (3,6)
41014 249 34 44 45 (40)
51 (1,5 (25 (35) 45 (B5) (56)
61| (1,6) (26) (36) (46) (56) (66)

A distribuicdo conjunta e as marginais de X e Y séo
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X
1 2 3 4 5 6 | P(Y=uy)
1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 2/36 1/36 0 0 0 0 3/36
Y 3 2/36 2/36 1/36 O 0 0 5/36
4 2/36 2/36 2/36 1/36 O 0 7/36
5 2/36 2/36 2/36 2/36 1/36 0 9/36
6 2/36 2/36 2/36 2/36 2/36 1/36 11/36
P(X=x) | 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36 1
(b) X e Y nédo sdo indepententes, pois, por exemplo, P(X = 2,Y =1) =0 # P(X =
2)><P(Y:1):%><31—6
() PX+Y>9)=P(X=4Y=6+PX=5Y=5+PX=5Y=06+PX=6Y=
2+1+42 1 1
HEPX=6Y=51PX=6Y=6=2t1+t2+0+0+T 1
36 6
(d)y X|Y =4
X 1 2 3 4 5 6
PX=xlY=4]7 5 7 7 00
(e) Y|X =4
y 1 2 3 4 5 6
PY=yX=4]0 0 0 1 2 2
(f) Varrendo a tabela por linhas, obtemos que
1 2 1 2 2 1
EXY) = 1 x——+4+2x-—=+4+4x— — — —
(XY) ><36+ ><36+ ><36+3><36+6><36+9><36
2 2 2 1
+ 4x%+8x%+12x%+16x%
2 2 2 2 1
— +1 — +1 —4+20x — +25x —
+5><36+ O><36+ 5><36+ 0><36+ 5><36
2 2 2 2 2 1 441
+ 6x%+12x%+18x%+24x£+30x£+36xﬁ_¥
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11 9 7 5 3 1 91
E(X) = 1x —+2x— Ziax = = — =
(X) ><36+ x36+3><36+ ><36+5><36+6><36 36
11 9 7 5 3 1 301
2 _ 2 o0 2 7 2 o 2 -~ 2 -~ 2 T
E(X)—1><36+2 ><36+3 ><36+4 ><36+5 ><36+6 ><36 36
1 3 5 7 9 11 161
E(Y) = 1x£+2x%+3x%+4x%+5x%+6x£—§
1 3 5 7 9 11 791
Eyz — 12 7 22 -~ 2 -~ 42 o 2 2 2 7
(Y9) X36+ ><36+3 ><36+ ><36+5 ><36+6 ><36 36
441 91 161 1225
Cov(X,Y) = — — 2 x — = ==
ov(X, ¥) 36 36 36 1296
301 91\%2 2555
var(X) = 36_(36) ~ 1296
791 161\ 2555
Var(h) = 36_(36) ~ 129
1225
1225 1225
Corr(X,Y) = 0 = =0,479452
err ) 255 2955 2555
1296 1296

7. Sejam X e Y varidveis aleatérias com E(X) = E(Y) = 0 e Var(X) = Var(Y) = 1. Prove
que p(U,V)=0,emque U=X+YeV=X-Y.

Solucao

Cov(U, V) = Cov(X + Y, X = Y) = Cov(X, X) — Cov(X,Y) + Cov(Y, X) — Cov(Y,Y) =
Var(X) — Var(Y) =0

8. A tabela da distribuicdo conjunta de X e Y é dada a sequir.

X
1 2 3
0 02 O
02 02 02
0 02 00

~<
w N =

(a
(
(
(d

Calcule a funcdo de probabilidade condicional de X dado Y = 2.
b) Calcule a funcéo de probabilidade condicional de Y dado X = 2.

c) Pode-se dizer que X e Y séo independetens e identicamente distribuidas? Explique.

)
)
)
) Calcule Cov(X, Y) e comente os resultados obtidos.

Solucéao

1 2 3 |P(Y=y)
1T [0 02 0 02

Yy 2 |02 02 02| 06
3 10 02 00| 02

PX=x)]02 06 02 1
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(@) X|Y =2
X 1 2 3
PX=xy=2 |2 2 2
(b) Y|X=2
y 1 2 3
PY=ylX=2 1§ § §
(c) Marginais de X e de Y
X 1 2 3
PX=x)]02 06 02
y 1 2 3
P(Y=y) |02 06 02

Podemos ver que X e Y sao identicamente distribuidas, mas nao sdo independentes,
potis

PX=1Y=1)=0£PX=1)xP(Y=1=0,2x0,2

E(X) = E(Y) =2
E(XY)=2x0,2+2x0,2+4%x0,2+6x0,2+6x0,2=4,0
Cov(X,Y)=4,0—2x2=0= Corr(X,Y) =0

Esse exemplo ilustra o fato de que Cov(X, Y) =0 % X, Y independentes.

9. Uma moeda honesta é lancada 4 vezes. Seja X o nlimero de caras nos 2 primeiros
lancamentos e seja Y o nimero de caras nos 3 ultimos lancamentos.

(a) Liste todos os elementos do espaco amostral deste experimento, epsecificando os
valores de X e Y.

(b) Construa a funcédo de distribuicdo conjunta de X e Y.
(c) Calcule E(X), E(Y), Var(X), Var(Y)

(d) Calcule Cov(X,Y) e Corr(X,Y).

(e) Se Z=X+Y, calcule E(Z) e Var(Z)

(f) Se W =X —Y, calcule E(W) e Var(W).

Solucéao
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w | XY [Pw)
KKKK [ 2 [ 3]1/16
KKKC | 2| 2 | 1/16
KKCK | 2 | 2 | 1/16
KCKK | 1|2 [ 1/16
CKKK | 1|3 | 1/16
KKCC | 2|1 |1/16
KCKC | 1|1 |1/16
KCCK | 1|1 |1/16
CCKK | 0 | 2| 1/16
CKCK | 1 ]2 ]1/16
KKCC | 2|1 |1/16
CCCK | 0 | 1 |1/16
ccke | o | 1| 1/16
CKcC | 1|1 |1/16
Kcee [ 1] 0| 1/16
cccc [ o] o 1/16
X
0 1 2 | P(Y=y)
0 |1/16 1/16 0 2/16
Y 1 |2/16 3/16 2/16 | 7/16
2 0 2/16 2/16| 5/16
3 0 116 1/16 | 2/16
P(X=x) | 416 7/16 5/16 1
7 5 17
E(X) = Tx o p+2x00=0
5 , 7 ., 5 27
E(X?) = 12x o+ 28 x oo =T
27 [17\? 16x27—172 143
VarlX) = 16_(16) - 256 256
7 5 2 23
E(Y) = 1XE+2XE+3XE_E
5 , 7 ., 5 ., 2 45
E(Y?) = Px e+ 2x 43 x e =n
2 2
Var(Y) = 45‘(?2) _16x45-232 191

16 256 ~ 256
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(d)

3 2 2 2
E(XY) = Tx1X —=42x1TXx —=4+2%Xx1X-—=+2%X2x%x—
(XY) ><><16+><><16+><><16+><><16+
1 1 28
3><1><E-i-3><2><ﬁ_E
28 17 23 16 x28—-17 x23 57
XY - — — = — = = —
Cov(X, ¥) %6 16 16 256 256
57 57
Corr(X,Y) = 256 = =0, 344898
143 191 /143 x 191
256 ~* 256
(e)
17 + 23 5
E(Z) = EX+Y)=EX)+E(Y)= T

1434191 +2x 57

Var(Z) = Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X, Y) = S5

_17-23_ 3
16 8
Var(Z) = Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y) —2Cov(X, Y) =

E(W) = E(X-—Y)=EX)-E(Y)

143 4+191 -2 x 57

256

10. Suponha que a funcdo de probabilidade conjunta de X e Y seja dada por

cIx+yl x=-2,-1,001,2,y=-2,-1,0,1,2
p(x,y)={0| yl ‘- y

Calcule:

(@) o valor da constante c;
(b) a funcdo de probabilidade marginal de X;
(c) P(X=Y]=1).

Solugao

(@) A distribuicdo conjunta é dada por

X
-2 -1 0 1 2 | P(Y=y)
—21| 4c 3¢ 2¢c 1c O 10c¢
-1 3¢ 2¢c 1c O 1c 7c
Y 0] 2¢ 1¢c 0 1¢c 2c b¢
11 1c 0 1c 2c¢ 3c /¢
21 0 Tc 2¢ 3¢ 4c 10c¢
P(X=x)|10c 7c¢ 6c¢c 7c¢ 10c 1

1
Como a soma das probabildiades em que ser 1, resulta que ¢ = 20

57
_ M8 _7
256 4
_20_55
T 256 64
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11.

12.

13.
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(b) A distribuicdo marginal de X é

x[—2 -1 0 1 2

=B b 8 b B

12 28 7

> — > = — P — = = _—_—= — = —,
(@ PIX =Y 21)=1-P(X Y| =0)=1- ;0 =75= 75

Se X, Y e Z séo varidveis aleatdrias duas a duas ndo correlacionadas e Var(X) = 1,
Var(Y) =4 e Var(Z) =9, calcule

(@) Cov(X+VY, X+ 2)

(b) Corr(U,V)emque U=5X+2YeV =Y+~

Solugéo

(@) Cov(X+Y, X+2Z) = Cov(X, X)+Cov(X, Z)+Cov(Y, X)+Cov(Y, Z) = Var(X)+0+0+0 =
1

(b)

Cov(U,V) = Cov(BX +2Y,Y +2)
5Cov(X,Y)+5Cov(X,Z)+2Cov(Y,Y)+2Cov(Y,Z)=0+0+2Var(Y)+0=38
Var(U) = Var(bX + 2Y) = 25Var(X) +4Var(Y) 4+ 20Cov(X,Y) =25+ 164+ 0 = 41
Var(V) = Var(Y +Z) = Var(Y)+ Var(Z)+2Cov(Y,Z)=44+9+0=13
8
V41 x 13

Sejam X, Y e Z trés variaveis aleatérias tais que Var(X) = 1, Var(Y) = 4, Var(Z) = 8,
Cov(X,Y) =1, Cov(X,Z) = —1 e Cov(Y,Z) = 2. Determine

Corr(U, V)

(@) Var(X +Y + 2)
(b) VarBX —Y —2Z+1)

Solugao

(a)

Var(X + Y + 2) Var(X) + Var(Y) + Var(Z) + 2 Cov(X, Y) + 2 Cov(X, Z) + 2 Cov(Y, 2)

= 1+4+8+21—-142)=17

Var(3X — Y —2Z+1) = Var(3X — Y —2Z) = 9Var(X) + Var(Y) + 4 Var(2)
— 3Cov(X,Y)—6Cov(X,Z)+2Cov(Y,2)
9+44+32-3+6+4=52

Considere realizacoes independentes de um experimento de Bernoulli com pardmetro p.
Sejam X o niimero de realizacbes até a ocorréncia do primeiro sucesso e Y o nlimero
de realizacbes até a ocorréncia do quarto sucesso. Pede-se:
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(@) a fungéo de probabilidade conjunta de X e Y;

(b) as fungbes de probabilidade marginais de X e VY.

Solucéo

(@) X ~ geom(p) .. P(X = x) = p(1 — p)~" x=1,2,...
Vamos calcular P(Y = y|X = x), que é a probabilidade de se obter o quarto sucesso
na y-ésima realizacdo, dado que o primeiro sucesso ocorreu na x-ésima realizacéo.
Veja a Figura [4.7} temos que ter 2 sucessos nas y — 1 — x posigoes.

T 2Sucessos

y-1-x posi¢des

1°S 40¢

Figura 4.1 — Calculo de P(Y = y|X = x)
Logo,

—1- —x—1
P(Yzylxzx):(” , X)p3(1—p)y—1—*—2=(” ) )/ﬁm—p)g—H y > x+3

A distribuicdo conjunta é

—x—1
P(Y =y X=x = P(X:x)P(Y=yIX=X)=/’(1_p)H(y ) )p3(1_p)y_x_3
—x—1
_ (y > )134(1—/9)”‘4 x=12, iy =x+3,x+4,. -

Vamos mostrar que essa expressao realmente define uma funcéao de probabilidade:

Y Y PY=yX=x = 22(9_3_1)/34(1—/9)”‘4
X oy

x=1y=x+3
o o Z—1 il
= ZZ( 5 )/34(1—/a)+ !
z=y—x x=12z=3
—p z—1 3 x—1 z-3
= 22 |7, |pPa=prT0-p)
x=1z=3
©Q o ©Q 71 .
= ) _p(1=p) 12( 5 )p3<1—p) ’
x=1 z=3

Cada um dos somatérios acima é igual a 1. O primeiro somatdrio corresponde
a soma das probabilidades da distribuicdo geométrica com parémetro p. O
segundo somatoério corresponde a soma das probabilidades da distribuicao binomial
negativas com parametros p e 3.
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(b) Para calcular as distribuicdes marginais, precisaremos do Teorema das Colunas do
Tridngulo de Pascal, que trata da soma dos elementos de uma coluna a partir da
primeira linha:

Teorema das Colunas:

n .
1 1
Z(p+j)=(/3)+(/3+ )+H.+(p+n)=(p+n+ )
p p p p p+1

j=0
PY=y) = > P(Y=yX=x
9= y—x—1
_ - AT 401 \y—4
N, ( ) )/J (1—p)
y>x+3  x=T

_ 44 -4l [U—2 y—3\, (y—y+3-1
p'(1—p) [( 5 )—i—( 5 + + )
— 44 _ \y—4 y_2+1

p (1—p) ( 241

9
>
I

=
I

-
~<
|
-
>
I

=

O ultimo somatoério é igual a 1, pois corresponde a soma das probabilidades de
uma distribuicdo binomial negativa com pardmetros 3 e p. Logo,

PX=x) = p(1—p)~"

ou seja, X ~ geom(p).
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4.2 Variaveis Bidimensionais Continuas

1. Seja (X, Y) um vetor aleatério cuja funcdo de densidade é constante na regido A C R?
definida por A= {(x,y);0 < y < x;x + y < 1}. Determine

) a funcao de densidade conjunta de X e Y.
(b) as marginais fx e fy
(c) E(X), E(Y), Var(X), Var(Y)
) P(X <0,5Y>0,25)
) PIX+Y >1/2)
)

a covariancia e a correlacao entre X e Y.

Solucgao

(a) Na Figura [4.2] temos a regido de definicao A, representada pela parte sombreada
em cinza.

0.54

05 0 05 1\15

Figura 4.2 — Regido de defini¢do da funcdo densidade do Exerc(cio

y>0

Para achar o ponto de intersecdo das duas retas, basta explicitar as condicdes e

resolver o sistema:
y=x
y=1-—x

Substituindo a primeira equacdo na segunda, obtemos que y =1 -y = 2y =
1 = y = 1/2. Como neste ponto de intersecdo y = x, concluimos que o ponto de
intersecao é o ponto (1/2;1/2), conforme ilustrado na Figura [4.2]

Como a fungdo densidade é constante nessa regido, temos que ter

//kdxdg:1
A
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Na regido de definicdo A, temos que, para cada y € [0,1/2], x varia de y a 1 — y.

Logo,
== — = — — 2 = — —_ = — =
/0 /y kdxdy = 1:>/0 (1—2y)dy k:>(g y)‘o /<=>4 kﬁk 4
Logo,
|4 se0<x<y;x+y<1
flx.y) = { 0 caso contrario
(b)
1—y 1
fv(y)=/ ddx=4(1-y)—y]=4-8y 0<y<s5
y
A marginal de X fica definida por partes:
e 0<x<3
X
fx(x)=/ 4dy = 4x
0
o%gx<1 1
fX(X):/ 4C/y:4(1—x):4—4x
0
Logo,
4x SGO<X§%
fix,y) =1 4—4x se%<x<1
0 se x < 0oux>1
()
12 1 453|112 43\ |
E(X) :/ x4xdx—|—/ X(4 — 4x)dx = +(2x2—x)
0 12 3 o 3 Thp
4 1 4 T 4 1 1
= = X=-42—=—-2-4+=-x=-==
38777374 73%87 2
112 1 1/2 4x3 !
E(X?) :/ x24xdx+/ X2(4—4x)c/x:x4‘ +(X_X4)
0 12 3 12
T SR Sk D
16 3 378 16 24
7 12 1
Var(X) = 24—(2) 54
172 8y3|'"? 1 8 1 1
E(Y) = /0 y(4—8g)c/y=2L2—gO =2x g -3xg=¢
12 43 24 11
E(YY) = 24 —8y)dy = (2L —2y*)| =2x-—2x - =_
) = [ ga-sya, (3 )| =5%52% 5= 3
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(d) Na Figura temos a regido de integracgado (area sombreada de cinza) para o calculo
de P(X < 0,5;Y > 0,25). Logo,

12 (172 172
P(X <0,5 Y >0,25) / / ddxdy = / 4(0,5 —y)dy
174 Jy 1/4

o\ (112
y 1 1 1 1
= (2y—4Z )| =(1-2)-(z-2—]==
(l:/ 2)1/4 ( 2) (2 16) 8

O<z<l

Figura 4.3 — Célculo de P(X < 0,5; Y > 0,25) - Exerc(clo

(e) Na Figura[f.4temos a regido de integragao (drea sombreada de cinza claro e escuro)
para o calculo de P(X + Y > 1/2). Logo,

1 X 1 1—x
PX+Y>12) = /2/ 4clydx—|—// Adydx
1 e 2 Jo
1

1 1
2
L (4y)|y:%_x dx + -I-/1 41 — x)dx

2

: %
/ (4x — 2+ 4x)dx + (4x—4)

1

1 2

4

x2 2
(82—2)() %4—(4—2)— (2—4)

1 1 1 1 1 3
= P4‘%)‘(ﬁe‘%)+z—4

1
2

Nl—=
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O<z<l1

Tty <

. 1
Figura 4.4 — Calculo de P (X +Y> 2) - Exerciclo

()
12 -y 172 1—y 1/2 X
E(XY) = / / dxydxdy = / 4y / xdx | = ()
0 y 0 y 2
12 12 4y 1/2
= [ 20l - 92— gy = [ 2y~ gy - (y2 )
0 0 3 /o
L SN
4 378 12
1 1 1
COV(X,Y) = E—i 6—0
Temos, entédo, que Cov(X, Y) =0, mas X e Y nédo séo independentes, pois f(x, y) #

Ex(¥)fy(y)-

2. Seja (X, Y) um vetor aleatério cuja funcdo de densidade é constante na regido A C R?
definida por A= {(x,y)]|0 < x < 1;x + y < 1}. Determine

(a) a funcédo de densidade conjunta de X e Y.
(b) as marginais fx e fy

(c) E(X), E(Y), Var(X), Var(Y)

(d) P(X<0,5Y>0,5)

(e)

a covariancia e a correlacdo entre X e Y.

d

e

Solucao

(a) Na Figura [45] temos a regido de definicao A, representada pela parte sombreada
em cinza.

Como a funcéo densidade é constante nessa regido, temos que ter

//kdxdy:1
A
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O<z<l1

zty<l

0.5

05 3 05

Figura 4.5 — Regido de defini¢do da funcdo densidade do Exerc(clo

Na regido de definicdo A, temos que, para cada y € [0, 1], x varia de 0 a 1 —y. Logo,

1 -y 1 1 y?
/ / kdxdy = 1= / 1—-y)dy =+ = (g — )
o Jo 0 k 2

1

kKT 27k

Logo,

flx, ) = 2 se0<x<Thix+y<1
Y= 0 caso contrario

T1—x
fﬂn:]— 2dy =2(1—x) 0<x<1
0

-y
fy(y):/o 2dx =2(1 —y) O<y<1

(c) X e Y sao identicamente distribuidas. Logo,

HY%:LZkU—XMX:(XL—bﬁ)

E(X?) = aﬂp:/B%m—xmx=(bé—2x)
0

JLL
=
I

6 3] ~ 18

Var(X) vm1Y):'1—-(1)2—,;

(d) Na Figura[4.6/temos a regido de integragao (drea sombreada de cinza) para o calculo
de P(X <0,5;Y > 0,5). Logo,

1/2 1—x 1/2 1 X—X2
P(X<0,5Y>05 = / / Zdych:/ (—x) dx = ( )
0 1/2 0 2 2

1/2

O 8
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Figura 4.6 — Calculo de P(X < 0,5;Y > 0,5) - Exerciclo

1 -y 1 1—y 1
E(XY) = / / 2xydxdy :/ y (xz)) c/x:/ y(1 —y)*dy
0o Jo 0 0 0
1

2 3 4
= /0(9/—292+y3)dy= (y2—2y3+y4)

1 1T 1 1
COV(X,Y) = ﬁ—§><§= 36

Corr(X,Y) =

3. Suponha que os tempos que dois alunos, A e B, levam para resolver um problema sejam
independentes e identicamente distribuidos segundo uma distribuicdo exponencial com
média A. Calcule a probabilidade de que A leve um tempo pelo menos duas vezes maior
que o tempo de B na resolucao desse problema.

Solucéao

Sejam X e Y os tempos que A e B levam para resolver o problema, respectivamente.
Entdo X e Y sédo independentes e

]
fx(x) = ;e—xf*, x>0
1
fyly) = Xe‘”“, y>0
1 7x+y
fxy(x,y) = e A x>0,y>0

O problema pede P(X > 2Y). Na Figura[4.7]temos a regido de integragao para o célculo
de tal probabilidade.
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0.54

x> 2y

T T T T
-0.5 0 0.5 1 15

-0.54

Figura 4.7 — Calculo de P(X > 2Y) -

P(X > 2Y)

[l
‘o\g
D B
h
N
/—\/—\
=
D
>
>+
(N
Q
Ny
Q.
>

[l
—_—
|
(DI

Six
+
Wl N
mI
N[
~

x=0

Exercicio

4. X e Y tém funcao densidade de probabilidade conjunta dada por

1)

Determine as densidades marginais de X e Y.
Solucao
00 00
fx(x) = /0 xe XWt gy = xe_XIO e dy = xe™™
X ~ exp(1)

o o
]
fy(y) :/ xe XU+ x :/ xie_x(“”clx:
0 0

y+1

y+1

oo

y=0

67

/ x(y + 1) eV ax
0

Essa ultima integral é a esperanca de uma densidade exponencial com paréametro A e,

portanto, é igual a

TR Logo,
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1

2
0
y+1) v

o) = (
5. X e Y tém funcao densidade de probabilidade conjunta dada por

T 0<y<x0<x<i
f(x,y) = X y '
() { 0 cec
Determine as densidades marginais de X e Y.

Solucéao

Na Figura temos a regido de definicao da funcdo densidade conjunta.

Figura 4.8 — Regido de definigao de f(x, y) - Exerc[cio

dy=1 0<x<1. X~ Unif(0,1)

x| =

fx(x) = /OX

1
1
fy(y):/ —dx:lnx|2,:—lny O<y<1
y X
Note que lIny < O para 0 <y < 1.

6. Sejam X e Y varidveis aleatdrias com densidade conjunta

IA

x2+% 0<x<1;,0<y<?2
c.

o =1 s

o

Calcule
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(@) P(X > 1/2);
(b) P(Y < X);
(€) P(Y < 1/2|1X < 1/2).

Solucgao

(a) Nas Figuras [4.9) e [4.10] temos a regido de definicao de f e a regido de integracdo
para o calculo de P(X > 1/2) (parte cinza escuro), respectivamente.

1

2 1 214 12
Xy 2 XYy
PX>1/2=/ [ x>+ 22 de c/x=/ (x +)

B /1 262 + 2 dx = 2—)(3+X—2 L z4 ) el )28
~ i 3 373, \373 3787374 127

Figura 4.9 — Regido de definicdo de Figura 4.10 — Célculo de P(X > 1/2) -
fx.v(x, y) — Exercicio ] Exercicio 0]
(b) Na Figura [4.11] temos a regido de integragdo (em cinza escuro) para o calculo de
P(Y < X).
1 X xy 1 X 92 X
P(Y<X)=/ [/ (xz—l-)dg]dx:/ (x2y+) dx
o |Jo 3 0 32 /10
_ /1 e e (Y 7
I 6 S\4 24|, 4 24 24
(c)
PX<1/2,Y<1/2) PX<1/2,Y <1/2)
P(Y <1/2|X <1/2) = =
(Y <121x<1/2) PX < 1/2) T—P(X > 172)
PX <1/2,Y <1/2)  PX<1/2,Y <1/2)
1—PX>1/2) %

Na Figura [#12] temos a regido de integragdo (em cinza escuro) para o célculo de
PX <1/2,Y <1/2).
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1/2 1/2 1/2 2
P(X<1/2,Y<1/2):/ / (x2+ﬂ)c/g c/x:/ 2y + 2L
- 3 A 32

/”2 x2+x . x3+x2 T 1 1 15
= — — | dx = — — = — — — =
0 2 24 6 48/, 6 8 48 4 192
Figura 4.11 — Célculo de P(Y < X) - Figura 4.12 - Célculo de P(X <
Exercicio [f] 1/2,Y < 1/2) - Exercicio [f]
Logo,
5
5 30 15
PIY<12IX<1/2) =12 = — = =
(V< 12X <12 =4 = 1g6 = o5

7. Considere a sequinte funcdo de densidade conjunta das variaveis aleatérias X e Y :

flx, y) = ey sel<x<y
9= 0 caso contrario

(@) Obtenha as densidades marginais de X e VY, identificando as suas respectivas
distribuicoes de probabilidade.

(b) Verifique se X e Y sdo independentes, justificando a sua resposta.

Solugao

(a) Na Figura [#.13] temos a regido de definigdo da densidade conjunta.

fx(x) = / e Ydy = (—e_g)|z° =e X x>0 X ~exp(1)
y
fyly) = / e Ydx =ye™ y>0 Y ~ gama(2,1)
0

(b) X e Y nao séo independentes, pois f(x, y) # fx(x)fy(y).

8. Sejam X e Y varidveis aleatdrias continuas com a sequinte funcao de densidade conjunta:

cy?> se0<x<2el<y<1

flx y) = { 0 c.C.
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Figura 4.13 — Regido de defini¢do da funcao densidade conjunta — Exercicio

(@) Faca um grafico ilustrando o dominio de variacdo de X e Y.
(b) Calcule o valor da constante c.

(c) Calcule as marginais de X e Y, mostrando que realmente definem uma funcéo de

densidade.
(d) Calcule E(X), E(Y), Var(X), Var(Y).
(e) X e Y sao independentes? Justifique sua resposta.
(f) Calcule P(Y > 2 — X).
(g) Calcule P(X < 1)

Solucao

(a) Veja a Figura [4.14

Figura 4.14 — Regido de defini¢do da funcdo densidade conjunta — Exerc(cio@
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(b)

2 1 2
y 1 1 1 2 1 3
lydx =1 = Ix = — —dx=—-—=>-=— ==
/O/OCUC_L/CX =>/(3)OCX Célo?)dx C=>3 C=>c >
()
1 2
1 1
fx(x) = /0 %C/L :;xgz5 0<x<2 - X~ Unif(0,2)
27,2 2\ |2
3 3
frly) = /yc/x= 29y =347 O0<y<1
0 2 2 x=0
Verifica-se rapidamente que fo fy(y)dy = 1 e, portanto, fy define uma funcéo
densidade.
(d)
E(X) = 1
(2—0)2 1

Var(X) = ==
1 1 3
3
E(Y) = /y3g C/L—/ 3y C/L=Z
0
! 3
E(Y?) = /L23y C/J—/ 3y4dL=§
0

3 2003
Var(Y) = 5~ (4) =35

2

1
(e) Temos que f(x,y) = %y =5 x 3y? = fx(X)fy(y). Logo, X e Y sédo independentes.

(f) Na Figura temos a regido de integracdo para o calculo de P(Y > 2 — X).

Yy

\\\\\> y=2 2

Figura 4.15 — Calculo de P(Y > 2 — X) - Exerc[cio@
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Logo,

P(Y >2— X)

(g) X ~ Unif(0,2) ..

PX < 1) =

1—8+12x

73

6x2 + x3

2 J—
dx = /
y=2—x 1 2

9. Sejam X e Y variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas segundo

uma Normal padrédo. Mostre que as varidveis U =

X+Y
V2

X-=Y

= ——— também sao

independentes e identicamente distribuidas sequndo uma Normal padréo.

Solugao
1 —x2/2
fx(x) = e ) x€eR
27
1 _ 2/2
fy(y) = —=e™ yeR
27
. 1 —XZ/Z 1 yZ/Z
X, Y independentes = fx y(x,y) = r \/7 x,y eR
X+Y U+vVv
u="7% U+V =V2X X=-7
2 V2
X-=Y -V
V= U-V =2y y=Y
V2 V2
9X  oX 1 1
au oV = 5
/= _ %5 \? — 1 ] =1
aY oYy - -
53U v V2 V2
1T _wv? _w-v?
fualu) = Ulfxy (Ul y) vix, ) = 5 e~ e
1 [ v +2uv+vi4u —2uv+v2]
= —exp|—
IT 4
1 U2 + V2 1 7LIZ/2 1 7‘/2/2
= ?exp |:- > :| = 5 U,VER

Logo, a densidade conjunta de U, V se fatora no produto de duas densidades normais
padronizadas, o que prova que U,V sao independentes e identicamente distribuidas

como uma N(0,1).

dx
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10. Sejam X e Y variaveis aleatérias com densidade conjunta

2x+y) 0<x<y<1
f(x'y):{o( y) o< <y<

Encontre a densidade de Z = X + Y.

Solugao

Vamos definir
W=X X

Como 0 < x < y < 1, resulta que

O<w<z—w<1 2w<z<1+w
—t
O<w<1 0O<w<1

Nas Figuras [4.76] e [4.17] ilustra-se a transformacao do espaco (X, Y) no espaco (Z, W).

(W.2)

-05 0 0.5 15 2 25 3 3.5

Figura 4.16 — Regido de definicdao de Figura 417 - Regido de definicdo de
fX,y(X,y) fzyw(Z,W)

O mddulo do jacobiano da transformacéo inversa é 1 e, portanto, pelo teorema dado,

fzw(z,w) =2z O<w<Tl, 2w<z<1+w

O problema pede a densidade marginal de Z que, por definicdo, é fz(z) = [ 2zdw.

Para 1 < z < 2, temos

z[2 P
fz(z):/ ZZCIW:22(——Z+1):2Z—Z2
z—1 2

epara0<z<1,

z/[2 7
f7(z) = / 2zdw = 2z= = 7°
0 2
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Na Figura [4.78 temos o gréfico de fz(z). Note que

2 1 2 1 8 1
/fz(z)clz:/zzdz—l—/(Zz—zz)dz:+ 4 =1-5] =1
0 0 1 3 3 3

Figura 4.18 — Funcédo densidade de Z = X + Y para o Exerc[cio

11. Se X, Y e Z sao variaveis aleatdrias duas a duas nao correlacionadas e Var(X) = 1,
Var(Y) =4 e Var(Z) =9, calcule

(@) Cov( X + VY, X +2)
(b) Corr(U,V)em que U=5X+2YeV=Y+7Z

Solucéao

(@) Cov(X+Y,X+Z) = Cov(X, X)+Cov(X, Z)+Cov(Y, X)+Cov(Y, Z) = Var(X)+0+0+0 =
1

(b)
Cov(U, V)

Cov(BX +2Y,Y + 2)
5Cov(X,Y)+5Cov(X,Z)+2Cov(Y,Y)+2Cov(Y,Z)=0+0+2Var(Y)+0=38
Var(U) = Var(5X 4+ 2Y) = 25Var(X) +4Var(Y) 4+ 20Cov(X,Y)=25+164+0 =41

Var(V) = Var(Y +Z)=Var(Y)+ Var(Z)+2Cov(Y,Z2)=4+9+0=13

8

CO|‘|‘(U, V) = m

12. Sejam X e Y varidveis aleatédrias independentes com E(X) =5, Var(X) = 100, E(Y) =2
e Var(Y) = 16. Calcule a média e o desvio-padrao das sequintes varidveis aleatérias:

(@ Uy=X+Y
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by Uy=X—Y
(c) Us =X +4Y
(d) Uy =2X —5Y

Solugao

(@) E(U1) =E(X)+E(Y)=7
Var(Us) = Var(X) + Var(Y) = 116 = DP(U;) = V116
(b) E(Uz) = E(X) —E(Y) =3
Var(Us) = Var(X) + Var(Y) = 116 = DP(U,) = V116
(c) E(Us) = E(X) + 4E(Y) =13
Var(Us) = Var(X) + 16 Var(Y) = 356 = DP(Us) = v/356
(d) E(Us) = 2E(X)—5E(Y) =0
Var(Us) = 4 Var(X) + 25 Var(Y) = 400 + 400 = 800 = DP(Us) = v/800

13. Sejam X, Y e Z trés varidveis aleatdrias tais que Var(X) = 1, Var(Y) = 4, Var(Z) = 8,
Cov(X,Y) =1, Cov(X,Z) = =1 e Cov(Y,Z) = 2. Determine

(@) Var(X +Y + 2)
(b) VarBX —Y —2Z+1)

Solucéo

(a)

Var(X + Y +2) = Var(X) + Var(Y) + Var(Z) + 2 Cov(X, Y) + 2 Cov(X, Z) + 2 Cov(Y, Z)
= 14+4+48+42(1-1+42) =17

Var3X —Y —-2Z+1) = Var(3X —Y —2Z) =9Var(X) + Var(Y) + 4 Var(2)
— 3Cov(X,Y)—6Cov(X,Z)+ 2Cov(Y, 2)
9+44+32-3+6+4=52

14. Em declaracdes do imposto de renda de pessoa fisica com informacédo sobre pagamento
de despesas médicas, seja X a renda bruta total declarada e seja Y o valor total das
despesas médicas declaradas. Suponha que (X, Y) tenha distribuicdo normal bivariada
com os seqguintes parametros (em unidades monetarias, quando for o caso): px = 15,
py =1,0x=0,8 0,=0,1e p=0,06.

(a) Para uma declaracdo com despesas médicas sorteada aleatoriamente, qual é a
probabilidade de que a renda bruta total seja maior que 16 u.m.? E qual ¢é a
probabilidade de que o valor declarado das despesas médicas seja menor que 0,97?

(b) Encontre o valor da constante k tal que Pr(Y < k|X =16) =0, 95.

Solucéao
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(@) Sabemos que X ~ N(uy; U)2<) e Y ~ N(uy; U%). Logo, X ~ N(15;0,8%) e YV ~

N(1;0,1?)
16 — 15
PIX>16) = P|Z> =] =P(Z>125=1-P(Z <125 =1-0(12)
= 1-0,89435
0,9—1
P(¥<0,9 = P(Z< === | =PZ<-1)=PZ>1)

1—P(Z<1)=1—d(1)=1-0,84134

1
YIX=16 ~ N (1 +0,6 x 8'8(16—15);(1 —0,62)><O,12)

YIX=16 ~ N(1,075;0,0064)

k—1,075
0,08

k—1,075

D — — D
P(Y<k|X=16) = 0,95 I (Zg 005

):0,95@c|>( )=0,95<:>

k—1,075

0,08 = 1,64 & k=1,2062

15. Caixas rotuladas como “Contetido: 100 parafusos” séo, na verdade, enchidas por peso.
Suponha que os pesos de parafusos individuais sejam independentes e normalmente
distribuidos com média p = 5 gramas e desvio-padréao o = 0,5 grama.

(@) Qual é a probabilidade de uma caixa com n = 100 parafusos pesar pelo menos 495
gramas?

(b) Qual é a probabilidade de uma caixa com n = 99 parafusos pesar pelo menos 495
gramas?

Solucéo

X; = peso de um parafuso individual. Temos que X/s sao independentes e identicamente
distribuidos com X; ~ N(5;0, 52)

(a)

100
> Xi ~ N(100 x 5,100 x 0,5%) . P

>
P ~ 10x0,5b

100

495 — 500
ZX[ > 495) =P (Z )
i=1

= P(Z>-1)=P(Z<1)=d(1)=0,84134

99
> Xi ~ N(99x599x0,5%) .. P
i=1

99
Y X 2495) =P(Z>0)=0,5
i=1
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16. Sejam X e Y varidveis aleatédrias independentes e identicamente distribuidas segundo
uma distribuicdo exponencial com média 1. Determine a densidade conjunta de U, V em
que U= X+ Y eV =X-Y. Calcule as marginais de U, V.

Solugao
fx(x)=e™ x>0
{ fy(yy=e¥ y>0

Como X, Y sao independentes, resulta que fx y(x,y) = e *7Y x>0,y>0.

X:U+V
{U:X+Y _ 2
2

O moédulo do jacobiano de transformacéo inversa é J = %

u>0
x>0 u+v>0 >
— — u>—v
y>0 u—v>0
u>v

Nas Figuras [1.19] e [4.20] ilustra-se a transformacao do espaco (X, Y) no espaco (U, V).

-05

Figura 4.19 — Regido de definicdo de Figura 4.20 - Regido de definicao de
fx,y(x, y) fzw(z, w)

Pelo teorema da transformacao, resulta que

u-+v u—v
_ _ 1 —u

1
fU'V(u,v)zze 2 e 2 =5e u>0—-u<v<u

A marginal de U é

Y1 1 “
fulu) = / ie_“dv = Ee_”v =ue™ " u>0
—u

—u

Para calcular a marginal de V, temos que considerar os casos em que v >0 e v < 0.
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4.3

1.

e v >0
[e%e] o 1
fv(V)Z/V ieﬂ’dle ——e Y V :ie’v v>0
e v<O0
f()— oolful__lfuoo_lv <0
VV__V2€ du= —e _V—Ze v
Na Figura [4.27] temos o gréfico de fy(v).

Figura 4.21 — Funcéo densidade de Z = X — Y para o Exerciclo

Variavel Normal Bidimensional

Em declaracdes do imposto de renda de pessoa fisica com informacédo sobre pagamento
de despesas médicas, seja X a renda bruta total declarada e seja Y o valor total das
despesas médicas declaradas. Suponha que (X, Y) tenha distribuicdo normal bivariada
com os seqguintes parametros (em unidades monetarias, quando for o caso): px = 15,
vy =1,0x=0,8 0,=0,1e p=0,06.

(@) Para uma declaracdo com despesas médicas sorteada aleatoriamente, qual é a
probabilidade de que a renda bruta total seja maior que 16 um.? E qual é a
probabilidade de que o valor declarado das despesas médicas seja menor que 0,97?

b) Encontre o valor da constante k tal que Pr(Y < k|X = 16) = 0, 95.
I

Solucao

(@) Sabemos que X ~ N(ux; 0)2() e Y ~ N(uy; U%). Logo, X ~ N(15;0,8%) e YV ~
N(1;0,1?)

16 — 15
P(X>16) = P|Z> ———
X160 = P (2>

= 1-0,89435

) =P(Z>1,25)=1-P(Z<1,25) =1—d(1,25)
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0,9—1
0,1
1—P(Z<1)=1—d(1)=1-0,84134

P(Y <0,9) = P(Z< ):P(Z<—1):P(Z>1)

0,1
YIX=16 ~ /\/(1 +0,6 x 52(16 —15); (1 —0,62)x0,12)

'

YIX=16 ~ N(1,075;0,0064)

k—1,075
0,08

k —1,075

P(Y < = = P <
P(Y < k|X = 16) 0,95 < | (z_ 008

):0,95@(|)( ):0,95<:>

k—1,075

0,08 = 1,64 & k=1,2062

2. Seja X o tempo (em segundos) necessario para um corredor completar os primeiros 500
metros de uma corrida e seja Y o tempo (em seqgundos) necessario para ele completar os
proximos 500 metros na mesma corrida. Suponha que (X, Y) tenha distribuicdo normal
bivariada com os seguintes parametros:

ux = H9

uy = 60

ox = oy=1
p = 0,5

(@) Calcule P(X <€ 60) e P(Y <59).

(b) Se ele correu os primeiros 500 metros em 60 segundos, qual é a probabilidade de
que ele leve menos de 59 segundos para completar os 500 metros sequintes?

Solucéao
(a)
X ~ N(59;1) PX<60) = P (Z < 60_59) = ®(1,0) =0,84134
= 0,54 tab(1,0)
59 — 60
Y ~ N(60;1) P(Y<59) = P (Z < 1 ) =®(—1,0)=1—P(1) =0, 15866

= 0,5-— tab(1,0)

(b) O problema pede P(Y < 59|X = 60). Sabemos que Y|X =60 ~ N(60+0,5 x }(60—
59); (1 —0,5%) x 1). Logo,

P(Y < 59X = 60) P (z 29~00.5

V0,75
= 1-®(1,73)=0,5— tab(1,73) = 0,04182

) =P(Z<-1,73) =P(Z >1,73)
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3. Caixas rotuladas como “Contelido: 100 parafusos” séo, na verdade, enchidas por peso.
Suponha que os pesos de parafusos individuais sejam independentes e normalmente
distribuidos com média p = 5 gramas e desvio-padrdo o = 0,5 grama.

(@) Qual é a probabilidade de uma caixa com n = 100 parafusos pesar pelo menos 495
gramas?

(b) Qual ¢é a probabilidade de uma caixa com n = 99 parafusos pesar pelo menos 495
gramas?

Solugéo

Xi = peso de um parafuso individual. Temos que X/s sao independentes e identicamente
distribuidos com X; ~ N(5; 0, 5%)

(a)

100
> Xi ~ N(100 x 5;100 x 0,5%) .. P
i=1

100

495 — 500
P> =P >
;:1Xl_495) | (Z_ 10><0,5)

= P(Z>-1)=P(Z <1)=d(1) = 0,84134

> Xi ~ N(99x5;99 x 0,5%) . P
i=1

99
Y X 2495) =P(Z>0)=0,5
i=1
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Apéndice A

A distribuicao normal bidimensional

A.1  Funcao densidade

A funcéo densidade normal bidimensional é dada pela funcédo
1

1
f(x,y) = exp | —=A A1
(x,y) 2rovo /T — P2 |( 5 ) (A1)

2 2
) ) () (552)]
1T—p Ox Oy oy oy

Os parémetros dessa distribuicdo séo piy, Hy, Ox, Oy, P.

onde

Para facilitar os calculos subsequentes, vamos reescrever A da sequinte forma:

2 2 2 2
e ) () (o ) (152
1—p Ox Ox Oy Oy Oy gy

Note que somamos e subtraimos o mesmo termo. Reorganizando os termos:

2 2 2 2
[ R I I ER A N e ey
1—p Ox Ox gy ay gy 9y

O termo entre o primeiro par de colchetes é da forma a? — 2ab + b?; logo, podemos escrever

1 X — Hx y—upy\ T N (y—my )’
A = —p|—= 1— 2 7Y -
1—/32{[( Ox ) p( Oy )] " ( p) Oy
= > _p = = + P —
T—p Ox Oy 9y

2
| [(X—LIX)Ug—PUx(U—“y)] +(U—uy)2:

1— p? 0y 0y gy
B 1 0, 2 (y—my\®
T (=) [X‘“*‘pag(”_“”)] +( %

83
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Entdo, podemos escrever a densidade conjunta como

f(x,y) = ! exp 11[)( 7 &(L 7] )]2 1(U_Ug)2
Y 20,0,/ 1 — p? I 2(1=p?)0? X poy 9~ Hy 2 ay

= ! exp { ! ! [X H pUX (y H ):|2} exp [ ! (y _ uy
_ SR VT _1
V27022702 (1 = p?) 2(1-p?)0? 9y oy

[lembre-se que exp(a + b) = exp(a) exp(b)].

N

Se definimos

o
ny) = e+ p(y—my) (A3)
y

&2 o= (1 —pz) oy

entdo podemos escrever:

2
o g) = —— exp[—;(g ;y”y) ] V21J_l7exp[—21,2(x—n(g))z] (A4)

é interessante notar que n, depende apenas de y e ¢ é uma constante.

2
— Hx . .
) em (A.2), obteremos de forma analoga a seguinte

. X
Se somarmos e subtrairmos (
X

expressao para f(x, y) :

_ 2
f(x,y) = 217’03 exp [—; ( X UXHX ) ] \/21}_[7 exp [—21(2 (x — /7(x))2] (A.5)

onde

A.2 Densidades Marginais

As densidades marginais séo calculadas como

o = [ fixg)dy
frly) = / f(x, y)dx
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Vamos calcular fy(y) usando a expresséo (A.4):

) = [ fixgldx

+00 2
] L 1(”_"”) 1 eo[ L ))2] d
= —exp|—x xp | === (x = nl(y X
2707 | 9y V/2mé? "l 2& /

—0Q

[\S]

_ 1 1 (y—uy 1 ,
) z,-,azeXp[_Z( )]/m o5 b o2

Y

Mas o integrando é a funcao densidade de uma varidvel aleatéria normal com média n(y)
(que ndo depende de x) e varidncia & (uma constante): compare o integrando com a funcao
densidade N(i; 6%) dada em . Logo, essa integral é igual a 1, pelas propriedades da
funcao densidade e isso nos da

que é a expressao da densidade normal com média p, e variancia Uyz.

Por simetria (note a simetria de x e y na funcado densidade conjunta), ou usando a

expressao (A.5), concluimos que fx(x) é normal com média 1, e varidncia o2.

A.3 Covariancia e Correlacao

Seja (X, Y) um vetor normal bidimensional. Vamos calcular a covariancia entre X e Y.
Por definicdo, temos que Cov(X, Y) = E(XY) — E(X) E(Y); no caso da normal bidimensional,
isso significa que Cov(X, Y) = E(XY)—pyxpy. Precisamos, entao, calcular E(XY). Por definigao,

E(XY) = //ng(x, y)dxdy
+00 +00 1 2 1 1
= / / Xy \/77 exp [ ( J ;gL/y ) ] \/FEZ exp [—252 (x — /7(y))2] dxdy

Analisando a expresséo que define n(y) e &, podemos ver que & é constante e n(y) depende
apenas de y. Assim,

+o0
E(XY)= / y21,—m2 exp [—; ( ;HUL ) ] / F [—2152 (x — /7(g))2] dx ¢ dy
y

—0Q

Note a integral com relacdo a x : por definicdo, ela é a esperanca de uma densidade normal

. o T . , 0y
com média n(y) e varidncia &< ou seja, a integral com relacédo a x é n(y) = px + p— (y — uy).
9y
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Logo,

+o0
1 1 (y—py)? 3
E(XY) = [ y———exp|—= (y /—/y) [ux—l-pa(y—uy)] dy
270} 2\ oy 9y

+00
0y
= / y [ux +p(y—- uy)] fy(y)dy
y
+00 +00
0y
= /ﬁ’foY(U)C/_L/+ /paj(y—uy)fy(y)dy
y
+00 +0o0
0y
= ux/yfv(y)derpU/(yz—yug)fy(y)dy
y

A primeira integral é a média de fy(y), ou seja, é . Ja a segunda integral é

+00

/ (v2 = umy ) Priv)dy = E(V2 =y ¥) = E(Y?) = 1y E(Y)

—00
Como Y ~ N(uy, 05), resulta que
2
o, =E(Y) = [E() = E(Y?) =y = E(Y?) = 0] + 1]
Substituindo, resulta que a segunda integral é
E(Y?) = wy E(Y) = 0] + iy — i, = 0

Substituindo obtemos que

o
E(XY) = tpy + pa—xaj = lixply + pOx0y
y

e, portanto,
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = pxpty + pox0y — Lixply = p0x0y
Cov(X,Y
Finalmente, como a correlacdo é igual a #, resulta que, se (X,Y) tem
x Oy
distribuicao normal bidimensional, entéo
p = Corr(X,Y)

Dessa forma, os parametros da distribuicdo normal bidimensional sdo piy, py (médias das

marginais), o7, 05 (varidncias das marginais) e p (correlacédo entre X e Y).
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A.4 Distribuicoes Condicionais

Por definicdo, temos que

f(x,y)
fx(x)

fyix(ylx) =
1
200/ 1 — p?

1 1 2]
exp|l—=z= (x—u
270} ! [ 203( Y

1 1
= —=A
exp [ 5 +

V2ron/1 — p?

exp (—%A)

1
207

Vamos trabalhar o termo que aparece entre parénteses na exponencial, somando e
subtraindo um termo apropriado para completar o quadrado:

1 2 X — Ly 2 X — Ly Y — Hy Yy — Uy 2 1
A— —(x — py -2 == — Ly
A A [( P o | e

N 1 Yy —Hy Yy —Hy 2 1 X — Hx 2 1 2
- el )( )= (5] | [ () —sw
1 Yy — Hy x—px\ [y—ty s (x=m o [ x—m )’
— -2 -
1— p? l( gy ) P ( oy ay tr oy P gy
1 X — L 2 2_
ENE S
1 y—uy\° oo (X m ) (Y =y o (x =)’ P2 x =\’
1— p? gy Oy gy Oy 1— p? Oy
1 X — L 2 2_
NEENET -

T . 12 _ 2 2
_ ] i Y=ty X +(X ux) [_ P - 1 2_1]
1—p gy Oy Oy 1—p 1—p

1 [y—my x — e 1 (X—L/X)Z(—p2+‘l—1+p2)
1—p gy Ox

1 _y—ug_ x—ux_2
1—p? [ oy s |

ay 2
= 02(1—/32)[y_uy_p0x (X—Mx)]
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Logo,

1 1 Oy ’
Foiv(ulx) = expy—=—-——=- |y —u, — LX_/JX]
Y|X(J| ) a, 27((1 _pZ) I 2 0'5(1 —pz) [J Y pUx ( )

Usando (A.0), conclui-se que

fyix(ylx) =

Assim, a distribuicao condicional de Y|X = x é uma normal com média
Oy
n(x) = py + P (x — )
X

e variancia

2 2\ 2
¢ = (1 —p ) o,
Por simetria, a distribuicdo condicional de X|Y = y é uma normal com média
Ox
y) = b+ p—(y = hy)
y

e variancia

2 2\ 2
Ev( = ('I —p ) oy
Note que as esperancas condicionais sdo funcoes lineares, isto é:

Oy
E(YIX =x)=py +P? (X — 1ix)
X

Ox
E(XX|Y =y) = ny = px +p- (y — ny)
y
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