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Capítulo 1

Probabilidade: conceitos básicos

1.1 Introdução

No nosso cotidiano, lidamos sempre com situações em que está presente a incerteza doresultado, embora, muitas vezes, os resultados possíveis já sejam conhecidos. Por exemplo:o sexo de um embrião pode ser masculino ou feminino, mas só saberemos o resultado exatoquando o bebê nascer. Se estivermos interessados na face voltada para cima ao jogarmos umdado, os resultados possíveis serão 1, 2, 3, 4, 5, 6. Mas só saberemos o resultado quando oexperimento se completar, ou seja, quando o dado atingir a superfície sobre a qual foi lançado.É conveniente, então, dispormos de uma medida que exprima a incerteza presente em cadaum desses acontecimentos. Tal medida é a probabilidade.
No estudo das distribuições de frequências, vimos como essas são importantes paraentendermos a variabilidade de um fenômeno aleatório. Por exemplo, quando sorteamos umaamostra de empresas para analisar a distribuição do número de empregados, sabemos queuma outra amostra fornecerá resultados diferentes. No entanto, se sortearmos um grandenúmero de amostras, esperamos que surja um determinado padrão que irá refletir a verdadeiradistribuição da população de todas as empresas. Através de um modelo teórico, construídocom base em suposições adequadas, podemos reproduzir a distribuição de frequências quandoo fenômeno for observado diretamente. Esses modelos são chamados modelos probabilísticose serão estudados na segunda parte deste curso. A probabilidade é a ferramenta básica naconstrução de tais modelos e será estudada nesta primeira parte.

1.2 Experimento aleatório, espaço amostral e evento

Consideremos o lançamento de um dado, a fim de estudarmos a proporção de ocorrênciasdas suas faces. O primeiro fato a observar é que existem apenas 6 resultados possíveis, asfaces 1, 2, 3, 4, 5, 6. O segundo fato é uma suposição sobre o dado: em geral, é razoável suporque ele seja equilibrado. Assim, cada face deve ocorrer o mesmo número de vezes e, portanto,
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essa proporção deve ser 16 . Nessas condições, nosso modelo probabilístico para o lançamentode um dado pode ser expresso da seguinte forma:

Face 1 2 3 4 5 6 TotalFrequência teórica 16 16 16 16 16 16 1
Suponhamos que uma mulher esteja grávida de trigêmeos. Sabemos que cada bebêpode ser do sexo masculino (M) ou feminino (F). Então, as possibilidades para o sexo das trêscrianças são: MMM, MMF, MFM, FMM, FFM, FMF, MFF, FFF. Uma suposição razoável é quetodos esses resultados sejam igualmente prováveis, o que equivale a dizer que cada bebê temigual chance de ser do sexo masculino ou feminino. Então cada resultado tem uma chance de18 de acontecer. Assim, o modelo probabilístico para esse experimento seria

Sexo MMM MMF MFM FMM FFM FMF MFF FFF TotalFreq. teórica 18 18 18 18 18 18 18 18 1
Por outro lado, se só estivermos interessados no número de meninas, esse mesmoexperimento nos conduzirá ao seguinte modelo probabilístico:

Meninas 0 1 2 3 TotalFreq. teórica 18 38 38 18 1
Nesses exemplos, vimos que a especificação de um modelo probabilístico para umfenômeno casual depende da especificação dos resultados possíveis e das respectivas

probabilidades. Vamos, então, estabelecer algumas definições antes de passarmos à definiçãopropriamente dita de probabilidade.
1.2.1 Experimento aleatório

Um experimento aleatório é um processo que acusa variabilidade em seus resultados,isto é, mesmo repetindo-se o experimento sob as mesmas condições, os resultadosserão diferentes. Em contraposição aos experimentos aleatórios, temos os experimentos
determinísticos, que, repetidos sob as mesmas condições, conduzem a resultados idênticos.Neste curso, estaremos interessados apenas nos experimentos aleatórios.
1.2.2 Espaço amostral

O espaço amostral de um experimento aleatório é o conjunto de todos os resultadospossíveis do mesmo. Iremos denotar tal conjunto pela letra grega ômega maiúscula, Ω. Quandoo espaço amostral for finito ou infinito enumerável, será chamado de espaço amostral discreto.Caso contrário, isto é, quando Ω for não enumerável, iremos chamá-lo de espaço amostral
contínuo.
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1.2.3 Eventos aleatórios

Os subconjuntos de Ω são chamados de eventos aleatórios e os elementos de Ω sãochamados de eventos elementares. Os eventos, sendo conjuntos, serão representados porletras maiúsculas do nosso alfabeto, enquanto os elementos de um evento serão representadospor letras minúsculas.
EXEMPLO 1.1 Lançamento de uma moeda
O lançamento de uma moeda é um experimento aleatório, uma vez que, em cada lançamento,mantidas as mesmas condições, não podemos prever qual das duas faces (cara ou coroa) cairápara cima. Por outro lado, se colocarmos uma panela com água para ferver e anotarmos atemperatura de ebulição da água, o resultado será sempre 100oC. Logo, este é um experimentodeterminístico.
EXEMPLO 1.2 Lançamento de um dado
Consideremos o experimento aleatório “lançamento de um dado”. O espaço amostral é Ω =
{1, 2, 3, 4, 5, 6} , sendo, portanto, um espaço discreto. Os eventos elementares são {1} , {2} ,
{3} , {4} , {5} , {6}. Outros eventos são: “face par”= {2, 4, 6} , “face ímpar” = {1, 3, 5} , “faceímpar menor que 5” = {1, 3}, etc.
EXEMPLO 1.3 Lançamento de duas moedas
Consideremos o lançamento simultâneo de duas moedas. Vamos representar por K aocorrência de cara e por C a ocorrência de coroa. Um espaço amostral para esse experimentoé Ω = {KK, KC, CK , CC} , que também é um espaço discreto. Os eventos simples são {KK} ,
{KC} , {CK} , {CC} e um outro evento é “cara no primeiro lançamento” = {KC, KK} . Paraesse mesmo experimento, se estivermos interessados apenas no número de caras, o espaçoamostral poderá ser definido como Ω = {0, 1, 2} .

EXEMPLO 1.4 Medição do nível de ruído
Considere o experimento que consiste em medir, diariamente e durante um mês, em decibéis, onível de ruído na vizinhança da obra de construção do metrô em Ipanema. O espaço amostralassociado a este experimento é formado pelos números reais positivos, sendo, portanto, umespaço amostral contínuo. Um evento: observar níveis superiores a 80 decibéis, representadopelo intervalo (80,∞) , que corresponde a situações de muito barulho.
EXEMPLO 1.5 Bolas em uma urna
Uma urna contém 4 bolas, das quais 2 são brancas (numeradas de 1 a 2) e 2 são pretas(numeradas de 3 a 4). Duas bolas são retiradas dessa urna, sem reposição. Defina um espaçoamostral apropriado para esse experimento e os seguintes eventos:
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A : a primeira bola é branca;
B : a segunda bola é branca;
C : ambas as bolas são brancas;

Solução

Considerando a numeração das bolas, o espaço amostral pode ser definido como:
Ω = {(i, j) : i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2, 3, 4; i 6= j}= {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3)}

Os eventos são:
A = {(i, j) : i = 1, 2; j = 1, 2, 3, 4; i 6= j}= {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 3), (2, 4)}
B = {(i, j) : i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2; i 6= j}= {(2, 1), (3, 1), (4, 1), (1, 2), (3, 2), (4, 2)}
C = {(i, j) : i = 1, 2; j = 1, 2; i 6= j}= {(1, 2), (2, 1)}

EXEMPLO 1.6 Cartas de um baralho
Três cartas são retiradas, sem reposição, de um baralho que tem três cartas de cada uma dasseguintes cores: azul, vermelha, preta e branca. Dê um espaço amostral para esse experimentoe, em seguida, liste os eventos:

A : todas as cartas selecionadas são vermelhas;
B : uma carta vermelha, uma carta azul e uma carta preta são selecionadas;
C : três diferentes cores ocorrem;
D : todas as quatro cores ocorrem.

Solução

Vamos denotar por A, V , P e B as cores azul, vermelha, preta e branca, respectivamente.Então,
Ω = {(x1, x2, x3) : xi = A, V , P, B; i = 1, 2, 3}

Os eventos são:
A = {(V , V , V )}
B = {(V , A, P), (V , P, A), (A, V , P), (A, P, V ), (P, V , A), (P, A, V )}
C =


(V , A, P), (V , P, A), (A, V , P), (A, P, V ), (P, V , A), (P, A, V ),(V , A, B), (V , B, A), (A, V , B), (A, B, V ), (B, V , A), (B, A, V ),(V , B, P), (V , P, B), (B, V , P), (B, P, V ), (P, V , B), (P, B, V ),(B, A, P), (B, P, A), (A, B, P), (A, P, B), (P, B, A), (P, A, B)


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Como temos quatro cores diferentes e apenas três extrações, não é possível obter todasas cores. Logo,
D = ∅

1.3 Operações com eventos aleatórios

1.3.1 Interseção

O evento interseção de dois eventos A e B é o que equivale à ocorrência simultâneade A e B (ver Figura 1.1). Seguindo a notação da teoria de conjuntos, a interseção de doiseventos será representada por A ∩ B.

Figura 1.1 – Interseção de dois eventos: A ∩ B

Note que
x ∈ A ∩ B ⇔ x ∈ A e x ∈ B (1.1)

EXEMPLO 1.7 Lançamento de dois dados - continuação
Consideremos o experimento “lançamento de dois dados” os eventos A =“soma das faces éum número par” e B = “soma das faces é um número maior que 9”. Calcule A ∩ B.

Solução

O espaço amostral desse experimento, que tem 36 elementos, é
Ω = {(1, 1), (1, 2), . . . , (1, 6), (2, 1), . . . , (2, 6), . . . , (6, 6)}

Para que um elemento pertença à interseção A ∩ B, ele tem de pertencer,simultaneamente, aos eventos A e B. O evento B é
B = {(4, 6), (5, 5), (5, 6), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}

Dos seus elementos, os únicos que pertencem ao evento A, isto é, aqueles quetêm soma das faces par, são os elementos (4, 6) , (5, 5) , (6, 4) e (6, 6). Logo, A ∩ B =
{(4, 6) , (5, 5) , (6, 4) , (6, 6)} . Note que não precisamos listar o evento A, que tem 18 elementos!
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1.3.2 Exclusão

Dois eventos, A e B, são mutuamente exclusivos quando não podem ocorrersimultaneamente, isto é, quando a ocorrência de um impossibilita a ocorrência do outro. Issosignifica dizer que os eventos A e B não têm elementos em comum. Então, esses dois eventosserão mutuamente exclusivos quando sua interseção for o conjunto vazio, ou seja, A ∩ B = ∅(ver Figura 1.2).

Figura 1.2 – Eventos mutuamente exclusivos: A ∩ B = ∅

EXEMPLO 1.8 Lançamento de dois dados
Consideremos, novamente, o experimento “lançamento de dois dados”Ṡejam os eventos A =“soma das faces é ímpar” e B = “duas faces iguais”. Então, A e B são mutuamente exclusivos,porque a soma de dois números iguais é sempre um número par.
1.3.3 União

A união de dois eventos A e B é o evento que corresponde à ocorrência de pelo menosum deles. Note que isso significa que pode ocorrer apenas A, ou apenas B, ou A e Bsimultaneamente. Esse evento será representado por A ∪ B; (ver Figura 1.3).

Figura 1.3 – União de dois eventos: A ∪ B

Observe que
x ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ A ou x ∈ B (1.2)

EXEMPLO 1.9 Lançamento de duas moedas
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Consideremos o experimento “lançamento de duas moedas”, em que o espaço amostral é Ω =
{KK, KC, CK , CC}. Sejam os eventos A = “ocorrência de exatamente 1 cara” e B = “duasfaces iguais”. Então A = {KC, CK} e B = {CC, KK} ; logo, A∪B = Ω e A∩B = ∅. Seja C oevento “pelo menos uma cara”e, então, C = {KC, CK , KK} e B∪C = Ω e B∩C = {KK} 6= ∅.

1.3.4 Complementação

O complementar de um evento A, denotado por A ou Ac, é a negação de A. Então, ocomplementar de A é formado pelos elementos que não pertencem a A (ver Figura 1.4).

Figura 1.4 – Complementar do evento A = A

Observe que
x ∈ A ⇔ x /∈ A (1.3)e também que

A ∪ A = Ω (1.4)
EXEMPLO 1.10 Lançamento de um dado
Consideremos o experimetno “lançamento de um dado” e seja A = “face par”. Então, A é oevento “face ímpar”. Note que A = {2, 4, 6} e A = {1, 3, 5} e Ω = A ∪ A.

1.3.5 Diferença

A diferença entre dois eventos A e B, representada por A \ B, é o evento formado peloselementos do espaço amostral que pertencem a A, mas não pertencem a B (ver Figura 1.5).Perceba que podemos pensar em A \ B como o complementar de B relativo ao evento A.
Note que

x ∈ A \ B ⇔ x ∈ A e x /∈ B ⇔ x ∈ A ∩ B (1.5)
e também que

A = (A \ B) ∪ (A ∩ B) (1.6)Além disso, A \ B 6= B \ A, conforme ilustrado na Figura 1.6.
De maneira análoga, B \ A é o complementar de A relativo ao evento B.
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Figura 1.5 – Diferença A \ B

Figura 1.6 – Diferença B \ A

EXEMPLO 1.11 Lançamento de dois dados
Consideremos, novamente, o lançamento de dois dados e os eventos A = “soma das faces épar” e B = “soma das faces é maior que 9”. Vamos considerar as duas diferenças, A \ B e
B \ A. Temos

A = { (1, 1) , (1, 3) , (1, 5) , (2, 2) , (2, 4) , (2, 6) , (3, 1) , (3, 3) , (3, 5) ,(4, 2) , (4, 4) , (4, 6), (5, 1) , (5, 3) , (5, 5), (6, 2) , (6, 4), (6, 6) }
B = {(4, 6), (5, 5), (5, 6), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}

Logo,
A\B = { (1, 1) , (1, 3) , (1, 5) , (2, 2) , (2, 4) , (2, 6) , (3, 1) , (3, 3) , (3, 5) ,(4, 2) , (4, 4) , (5, 1) , (5, 3) , (6, 2) }
B\A = {(5, 6) , (6, 5)}

1.3.6 Propriedades das operações

Sejam A, B, C eventos de um espaço amostral Ω. Então, valem as seguintes propriedades.
1. Identidade

A ∩∅ = ∅
A ∪Ω = Ω (1.7)
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A ∪∅ = A
A ∩Ω = A (1.8)

Note que Ω é o equivalente do conjunto universal da teoria de conjuntos.
2. Complementar

Ω = ∅
∅ = Ω (1.9)

A ∩ A = ∅
A ∪ A = Ω (1.10)

3. Involução
A = (Ac)c = A

4. Idempotência
A ∩ A = A
A ∪ A = A (1.11)

5. Comutatividade
A ∩ B = B ∩ A
A ∪ B = B ∪ A (1.12)

6. Associatividade
(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C )(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C ) (1.13)

7. Distributividade
A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )
A ∪ (B ∩ C ) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C ) (1.14)

A ilustração da primeira propriedade está na Figura 1.7. Na linha superior, ilustramoso lado esquerdo da igualdade A∩ (B ∪ C ): no diagrama à esquerda, temos o evento A e,no diagrama do centro, o evento B∪C. Para assinalar a interseção desses dois eventos,basta considerar as partes que estão sombreadas em ambos os diagramas, o que resultano diagrama à direita, onde temos o evento A ∩ (B ∪ C ). Na linha inferior, ilustramos olado direito da igualdade (A ∩ B)∪(A ∩ C ): no diagrama à esquerda, temos o evento A∩Be, no diagrama do centro, o evento A ∩C. Para determinar a união desses dois eventos,basta considerar todas as partes que estão sombreadas em algum dos diagramas, o queresulta no diagrama à direita, onde temos o evento (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ) . Analisando osdiagramas à direita nas duas linhas da figura, vemos que A∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B)∪ (A ∩ C ).
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A B

C

A B

C

A B

C

A B

C

A B

C

A B

C

Figura 1.7 – Ilustração da propriedade distributiva: A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )
A ilustração da segunda propriedade está na Figura 1.8. Na linha superior, ilustramos olado esquerdo da igualdade A∪(B ∩ C ): no diagrama à esquerda, temos o evento A e, nodiagrama do centro, o evento B∩C. Para determinar a união desses dois eventos, bastatomar todas as partes que estão sombreadas em algum dos diagramas, o que resulta nodiagrama à direita, onde temos o evento A∪ (B ∩ C ) . Na linha inferior, ilustramos o ladodireito da igualdade (A ∪ B)∩ (A ∪ C ): no diagrama à esquerda, temos o evento A∪B e,no diagrama do centro, o evento A∪C . Para determinar a interseção desses dois eventos,basta considerar todas as partes que estão sombreadas em ambos os diagramas e issoresulta no diagrama à direita, onde temos o evento (A ∪ B) ∩ (A ∪ C ) . Analisando osdiagramas à direita nas duas linhas da figura, vemos que A∪ (B ∩ C ) = (A ∪ B)∩ (A ∪ C ).

8. Absorção
A ∩ (A ∪ B) = A
A ∪ (A ∩ B) = A (1.15)

9. Leis de De Morgan
A ∩ B = A ∪ B
A ∪ B = A ∩ B (1.16)

Na primeira linha da Figura 1.9, ilustra-se a primeira propriedade A ∩ B = A ∪ B.Observe que, no diagrama à esquerda, temos o evento A ∩ B. Já nos dois diagramascentrais, temos, respectivamente, A e B; e no diagrama à direita, A ∪ B, que é igual aodiagrama à esquerda, ou seja, A ∩ B = A ∪ B.
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A B

C

A B

C

A B

C

A B

C

A B

C

A B

C

Figura 1.8 – Ilustração da propriedade distributiva: A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )
Na segunda linha da Figura 1.9, ilustra-se a segunda propriedade A ∪ B = A ∩ B: nodiagrama à esquerda temos A ∪ B; nos dois diagramas centrais, respectivamente, A e B;e no diagrama à direita, A∩B, que é igual ao diagrama à esquerda, ou seja, A ∪ B = A∩B.

A B A BA BAB

Figura 1.9 – Ilustração das leis de De Morgan
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Capítulo 2

Probabilidade: axiomas e propriedades

2.1 Introdução

Considere, mais uma vez, o experimento aleatório que consiste no lançamento de umdado equilibrado. Como já visto, o espaço amostral desse experimento é Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6},e alguns eventos de interesse são A =“sair face 2”, B =“sair face par”, etc. A questão que secoloca, agora, é como atribuir probabilidade a esses eventos. Ou seja, queremos determinarum número que expresse a verossimilhança de cada um desses eventos.
Uma solução seria lançar o dado um grande número de vezes e observar a proporçãodos lançamentos que resultam no evento A. Se denotarmos por n(A) o número de vezes queocorreu o evento A em n lançamentos, a definição de probabilidade com base na frequênciarelativa é P(A) = lim

n→∞

n(A)
n

Essa definição tem alguns problemas, a saber: quão grande deve ser n? quem garanteque a razão n(A)
n converge e converge sempre para o mesmo número cada vez que repetimoso experimento? Temos que buscar, então, uma nova forma de definir probabilidade.

2.2 Definição axiomática de probabilidade

A abordagem que adotaremos será a utilização da definição axiomática da probabilidade.Isto é, vamos estabelecer algumas propriedades mínimas que se espera sejam satisfeitas pelaprobabilidade de qualquer evento. Tais propriedades são os axiomas da probabilidade.1.
A título de motivação, vamos usar o experimento do lançamento de um dado, bem como

1 Axioma: (1) Premissa imediatamente evidente que se admite como universalmente verdadeira sem exigênciade demonstração. (2) Proposição que se admite como verdadeira porque dela se podem deduzir as proposiçõesde uma teoria ou de um sistema lógico ou matemático. (dicionário Aurélio)
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a definição frequentista vista acima. A primeira observação que podemos fazer é a seguinte:dado um experimento aleatório, desejamos atribuir probabilidade aos eventos do respectivoespaço amostral, ou seja, para cada evento, queremos determinar um número que indique aprobabilidade desse evento. Assim, probabilidade é uma função definida no conjunto de todosos eventos de um espaço amostral Ω. Vamos denotar tal função por P.

Uma primeira propriedade bastante intuitiva é que a probabilidade de qualquer eventodeve ser um número não negativo, ou seja, para qualquer evento A, P(A) ≥ 0.
Para apresentar a segunda propriedade, considere o seguinte evento associado aoexperimento do lançamento de um dado: C =“face menor que 7”. É bastante intuitivo verque, ao lançarmos um dado, sempre obteremos uma face menor que 7, ou seja, a proporção devezes que obteremos o evento C será sempre 1, não importa quantas vezes lancemos o dado.Note, também, que C = Ω. Assim, a segunda propriedade que vamos exigir da probabilidadeé que P(Ω) = 1.
A terceira propriedade envolve a união de eventos mutuamente exclusivos. Vimos que,se A∪B = ∅, então n(A∪B) = n(A) + n(B) e, assim, a definição frequentista da probabilidadenos daria que P(A∪B) = P(A) + P(B). Esse é o terceiro e último axioma que precisamos paradefinir probabilidade.
DEFINIÇÃO Definição axiomática de probabilidade

Seja Ω um espaço amostral associado a um experimento aleatório. Probabilidadeé uma função, denotada por P, que associa a cada evento A de Ω um número realP(A), que satisfaz os seguintes axiomas:
I. Axioma 1: P(A) ≥ 0

II. Axioma 2: P(Ω) = 1
III. Axioma 3: A ∩ B = ∅⇒ P(A ∪ B) = P(A) + P(B)
Vamos, agora, apresentar propriedades da probabilidade que resultam dos Axiomas I aIII.

1. P(∅) = 0
DemonstraçãoTemos que Ω = Ω ∪∅ e como Ω ∩∅ = ∅, podemos aplicar o Axioma III para obter queP(Ω) = P(Ω) + P(∅), de onde segue que P(∅) = 0.

�

2. P(A) = 1− P(A)
Demonstração
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Temos que Ω = A ∪ A e como A ∩ A = ∅, podemos aplicar o Axioma III para obter queP(Ω) = P(A)+P(A) e o Axioma II nos dá que 1 = P(A)+P(A), de onde segue o resultado.

�

3. P(A \ B) = P(A ∩ B) = P(A)− P(A ∩ B)
DemonstraçãoVeja a Figura 2.1 para visualizar melhor esse resultado. É um erro comum pensar queP(A \ B) = P(A) − P(B), o que pode resultar em uma probabilidade negativa. O evento
A \ B é a parte sombreada mais escura; a parte sombreada mais clara corresponde a
A ∩ B e o evento A é a união dessas duas partes, ou seja,

A = (A \ B) ∪ (A ∩ B)
de onde segue o resultado pela aplicação do Axioma III, já que as partes sombreadasnão têm interseção.

Figura 2.1 – Diferença de dois eventos A \ B = A ∩ B.
Volte à Figura 2.1 para ver que o evento B\A = B∩A corresponde à parte não sombreadado evento B e que P(B \ A) = P(B ∩ A) = P(B)− P(A ∩ B) �

4. Para dois eventos A e B quaisquer,
P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B).

DemonstraçãoNote que esse resultado generaliza o Axioma III para dois eventos quaisquer, ou seja,não estamos exigindo que A e B sejam mutuamente exclusivos. Veja a Figura 2.2:Toda a parte sombreada representa a união dos dois eventos, que pode ser decompostanas duas partes com diferentes sombreamentos, isto é, A ∪ B = (A \ B) ∪ B. Como(A \ B) ∩ B = ∅, o Axioma III nos dá que
P(A ∪ B) = P(A \ B) + P(B)⇒⇒P(A ∪ B) = P(A)− P(A ∩ B) + P(B)

como consequência da Propriedade 3.Note que, se somássemos P(A) + P(B) estaríamos contando duas vezes a probabilidadeda interseção, daí o resultado.
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Figura 2.2 – União de dois eventos quaisquer A ∪ B

�

5. Se B ⊂ A, então P(B) ≤ P(A).
Demonstração

Veja a Figura 2.3; note que
B ⊂ A ⇒ A = B ∪ (A \ B)⇒P(A) = P(B) + P(A \ B)⇒ P(A) ≥ P(B)

uma vez que P(A \ B) ≥ 0.

Figura 2.3 – B ⊂ A

�

6. P(A) ≤ 1 para qualquer evento A ⊂ Ω.

Demonstração

Esse resultado é consequência imediata da propriedade anterior, uma vez que A ⊂ Ω⇒P(A) ≤ P(Ω) = 1
�

Eis um resumo dos axiomas e propriedades da probabilidade:
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AxiomasP(A) ≥ 0P(Ω) = 1
A ∩ B = ∅⇒ P(A ∪ B) = P(A) + P(B)
PropriedadesP(∅) = 0P(A) = 1− P(A)P(A \ B) = P(A ∩ B) = P(A)− P(A ∩ B)P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B)
A ⊂ B ⇒ P(A) ≤ P(B)P(A) ≤ 1

2.3 Espaços amostrais finitos e equiprováveis

Vamos considerar, agora, uma situação especial, em que o espaço amostral Ω é finito etodos os seus eventos elementares são igualmente prováveis. Esse contexto leva à definição
clássica de probabilidade, que foi a primeira definição formal de probabilidade, explicitadapor Girolamo Cardano (1501-1576).

Sejam E1, E2, · · · EN os eventos elementares de Ω. Então,
Ω = E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ EN

e esses eventos elementares são mutuamente exclusivos dois a dois. Pode-se provar, porindução, que
P(Ω) = 1 = P(E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ EN ) = P(E1) + P(E2) + · · ·+ P(EN )

Como estamos supondo que todos eles são igualmente prováveis, resulta
P(Ei) = 1

N = 1
n(Ω) ∀i

Mas, qualquer evento A ⊂ Ω pode ser escrito como união de eventos elementares. Logo,
P(A) = n(A)

n(Ω
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DEFINIÇÃO Definição clássica de probabilidade

Seja Ω um espaço amostral finito, cujos eventos elementares são todos igualmenteprováveis, isto é, podemos escrever
Ω = E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ EN

onde P(Ei) = 1
N = 1

n(Ω) ∀i

Então, para qualquer evento A ⊂ Ω,
P(A) = n(A)

n(Ω)

EXEMPLO 2.1 Lançamento de um dado
No lançamento de um dado, qual é a probabilidade de se obter face maior que 4?

Solução

Note que esse é um espaço amostral finito em que os eventos elementares sãoigualmente prováveis, pois estamos supondo que o dado seja honesto. Já sabemos que
n(Ω) = 6 e que o evento de interesse é A = {5, 6). Logo, P(A) = 26 = 13 .

��

EXEMPLO 2.2 Carta de um baralho
Considere um baralho usual composto de 52 cartas divididas em 4 naipes: ouros, copas, pause espadas, cada naipe com 13 cartas. As cartas dos 2 primeiros naipes são vermelhas e asdos dois últimos, pretas. Em cada naipe, as cartas podem ser Ás, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,Valete, Dama e Rei. Essas três últimas são figuras que representam a realeza. Retira-se, aoacaso, uma carta desse baralho. Qual é a probabilidade de que seja
(a) uma figura?(b) uma carta preta?(c) uma figura ou uma carta preta?

Solução

Temos um espaço amostral finito em que os eventos elementares são igualmenteprováveis, pois estamos retirando a carta aleatoriamente. Como há 52 cartas ao todo,
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n(Ω) = 52. Vamos denotar por F o evento “carta retirada é uma figura” e por P o evento“carta retirada é preta”.
(a) Em cada um dos 4 naipes há três figuras. Logo, o número total de figuras é 4× 3, ou seja,

n(F ) = 12. Logo, P(F ) = 1252 = 313 .

(b) Metade das cartas é de cor preta. Logo,
P(P) = 2652 = 12 .

P(F ∪ P) = P(F ) + P(P)− P(F ∩ P) = 1252 + 2652 − 652 = 3252 = 813
��
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EXEMPLO 2.3 Escolha de um número
Um número é escolhido entre os 20 primeiros inteiros, de 1 a 20. Qual é a probabilidade deque o número escolhido seja
(a) par?
(b) primo?
(c) quadrado perfeito?

Solução

Temos um espaço amostral finito com eventos elementares equiprováveis, pois estamosescolhendo o número aleatoriamente.
(a) Vamos denotar por P o evento “número par”. Logo,

P = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20} ⇒ P(P) = 1020 = 12
(b) Seja R o evento “número primo”

R = {1, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19} ⇒ P(R) = 820 = 25
(c) Se Q é o evento “quadrado perfeito”, então,

Q = {1, 4, 9, 16} ⇒ P(Q) = 420 = 15
��

EXEMPLO 2.4 Bolas em uma urna
Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e 8 bolas verdes. Uma bola é escolhid,a aoacaso, desta urna. Qual é a probabilidade de que essa bola
(a) não seja verde?
(b) seja branca?
(c) não seja nem branca nem verde?

Solução

Temos um total de 6 + 2 + 8 = 16 bolas. Logo, n(Ω) = 16. Vamos denotar por P, B, Vos eventos bola preta, branca e verde, respectivamente.
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(a) Queremos a probabilidade de V , ou seja, do complementar de V .

P(V ) = 1− P(V ) = 1− 816 = 816 = 12(b) P(B) = n(B)
n(Ω) = 216 = 18 .

(c) Se a bola não é branca nem verde, ela tem de ser preta. Observe que estamos pedindoP(B ∩ V ). Pela lei de De Morgan e pela Propriedade 2 e Axioma III, temosP(B ∩ V ) = P(B ∪ V ) = 1− P(B ∪ V )= 1− [P(B) + P(V )] = 1− 216 − 816 = 616= 38 = P(P)
��

EXEMPLO 2.5 Lançamento de dois dados
Consideremos, novamente, o lançamento de dois dados e vamos definir os seguintes eventos:
A = “soma das faces par”, B = “soma das faces maior que 9”, C = “soma das faces ímparmenor que 9”. Agora vamos calcular a probabilidade de tais eventos.

Solução

A visualização do espaço amostral desse experimento pode ser vista na tabela a seguir,onde, para cada par possível de resultados, apresentamos também a soma das faces:Dado 21 2 3 4 5 61 (1, 1)→ 2 (1, 2)→ 3 (1, 3)→ 4 (1, 4)→ 5 (1, 5)→ 6 (1, 6)→ 72 (2, 1)→ 3 (2, 2)→ 4 (2, 3)→ 5 (2, 4)→ 6 (2, 5)→ 7 (2, 6)→ 8Dado 3 (3, 1)→ 4 (3, 2)→ 5 (3, 3)→ 6 (3, 4)→ 7 (3, 5)→ 8 (3, 6)→ 91 4 (4, 1)→ 5 (4, 2)→ 6 (4, 3)→ 7 (4, 4)→ 8 (4, 5)→ 9 (4, 6)→ 105 (5, 1)→ 6 (5, 2)→ 7 (5, 3)→ 8 (5, 4)→ 9 (5, 5)→ 10 (5, 6)→ 116 (6, 1)→ 7 (6, 2)→ 8 (6, 3)→ 9 (6, 4)→ 10 (6, 5)→ 11 (6, 6)→ 12Podemos ver que :
Ω =



(1, 1) , (1, 2) , (1, 3) , (1, 4) , (1, 5) , (1, 6) ,(2, 1) , (2, 2) , (2, 3) , (2, 4) , (2, 5) , (2, 6) ,(3, 1) , (3, 2) , (3, 3) , (3, 4) , (3, 5) , (3, 6) ,(4, 1) , (4, 2) , (4, 3) , (4, 4) , (4, 5) , (4, 6) ,(5, 1) , (5, 2) , (5, 3) , (5, 4) , (5, 5) , (5, 6) ,(6, 1) , (6, 2) , (6, 3) , (6, 4) , (6, 5) , (6, 6)


⇒ n(Ω) = 36

A =
 (1, 1) , (1, 3) , (1, 5) , (2, 2) , (2, 4) , (2, 6) ,(3, 1) , (3, 3) , (3, 5) , (4, 2) , (4, 4) , (4, 6) ,(5, 1) , (5, 3) , (5, 5) , (6, 2) , (6, 4) , (6, 6)

⇒ n(A) = 18
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B = {(4, 6) , (5, 5) , (5, 6) , (6, 4) , (6, 5) , (6, 6)} ⇒ n(B) = 6

C = { (1, 2) , (1, 4) , (1, 6) , (2, 1) , (2, 3) , (2, 5) ,(3, 2) , (3, 4) , (4, 1) , (4, 3) , (5, 2) , (6, 1) ,

}
⇒ n(C ) = 12

Logo, P (A) = 1836 = 12 P (B) = 636 = 16 P (C ) = 1236 = 13
��

EXEMPLO 2.6 Bolas de uma urna
Em uma urna ,há 4 bolas brancas e 3 verdes. Duas bolas são retiradas dessa urna,seqüencialmente e sem reposição. Qual é a probabilidade de obtermos
(a) 2 bolas brancas?(b) 2 bolas verdes?(c) 2 bolas de cores diferentes?

Solução

Vamos indicar por B1, B2, B3 e B4 as quatro bolas brancas e por V1, V2 e V3 as trêsbolas verdes. O espaço amostral para este experimento é
Ω = {(C1, C2); C1, C2 = B1, B2, B3, B4, V1, V2, V3; C1 6= C2}A primeira bola pode ser qualquer uma, logo, há 7 bolas possíveis. Como a extração é semreposição, para a segunda bola, só há 6 possibilidades. Assim, o número total de pares é7× 6 = 42, ou seja, n(Ω) = 42.

(a) Para os pares do evento A = “2 bolas brancas”, a primeira bola pode ser qualquer umadas brancas, e a segunda, qualquer uma das brancas restantes. Logo,
n(A) = 4× 3⇒ P(A) = 1242 = 27

(b) Analogamente, se B = “2 bolas verdes”,
n(B) = 3× 2⇒ P(B) = 642 = 17

(c) O evento C = “bolas de cores diferentes” é o complementar do evento D = “bolas decores iguais”. Por sua vez, D = A ∪ B, e assim, como A e B são mutuamente exclusivos,temos P(D) = P(A) + P(B) = 27 + 17 = 37 ⇒ P(C ) = 1− P(D) = 1− 37 = 47
��
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EXEMPLO 2.7 Extração de bolas de uma urna
É interessante notar o seguinte fato sobre a extração das bolas: em vez de fazermos extraçõessequenciais, podemos retirar 2 bolas simultaneamente. Em ambos os casos, as extrações sãosem reposição, ou seja, a mesma bola não pode sair duas vezes. O que muda, então?

Solução

Nas extrações simultâneas, não podemos diferenciar a ordem das bolas: por exemplo,os pares V1V2 e V2V1 são os mesmos. Dessa forma, a cardinalidade do espaço amostral ficareduzida por 2, que é 2!, número de maneiras de organizar as 2 bolas. Se fossem 3 bolas,ficaria reduzido por 3! = 6. Para ajudar na compreensão dessa diferença, vamos listar o espaçoamostral nos dois casos, bem como os eventos que estudamos.
Evento Extrações sequenciais Evento Extrações simultâneas2 bolas B1B2, B1B3, B1B4, 2 bolas B1B2, B1B3, B1B4,brancas B2B1, B2B3, B2B4, brancas B2B3, B2B4,

B3B1, B3B2, B3B4, B3B4,
B4B1, B4B2, B4B3,2 bolas V1V2, V 1V3, 2 bolas V1V2, V 1V3,verdes V2V1, V 2V3, verdes V2V3,
V3V1, V 3V2,Branca B1V1, B1V2, B1V3, Uma B1V1, B1V2, B1V3,e verde B2V1, B2V2, B2V3, branca B2V1, B2V2, B2V3,
B3V1, B3V2, B3V3, e uma B3V1, B3V2, B3V3,
B4V1, B4V2, B4V3, verde B4V1, B4V2, B4V3Verde V1B1, V 1B2, V 1B3, V 1B4,e V2B1, V 2B2, V 2B3, V 2B4,branca V3B1, V 3B2, V 3B3, V 3B4Note que as probabilidades são as mesmas em ambos os casos:

P(2 verdes) P(2 brancas) P(cores diferentes)Extrações sequenciais 642 = 17 1242 = 27 2442 = 47
Extrações simultâneas 321 = 17 621 = 27 1221 = 47

��

EXEMPLO 2.8 Ou exclusivo
Prove que: P [(A ∩ B

)
∪
(
A ∩ B

)] = P(A) + P(B)− 2 P(A ∩ B)Observe que a afirmação trata da probabilidade da ocorrência de exatamente um dos eventos
A ou B.

Solução
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Pela Propriedade 3, temos que

P (A ∩ B
) = P(A)− P (A ∩ B)P (A ∩ B
) = P(B)− P (A ∩ B)

Somando essas igualdades termo a termo, obtém-se que:
P (A ∩ B

) + P (A ∩ B
) = P(A)− P (A ∩ B) + P(B)− P (A ∩ B)

Como A ∩ B e A ∩ B são mutuamente exclusivos, a soma de suas probabilidades é aprobabilidade da sua união, ou seja,
P (A ∩ B

) + P (A ∩ B
) = P [(A ∩ B

)
∪
(
A ∩ B

)]
Logo, P [(A ∩ B

)
∪
(
A ∩ B

)] = P(A) + P(B)− 2 P (A ∩ B)
��

EXEMPLO 2.9 Questões certas em uma prova prova
Em uma prova, caíram dois problemas. Sabe-se que 132 alunos acertaram o primeiro, 86erraram o segundo, 120 acertaram os dois e 54 acertaram apenas um. Sorteando-se, aoacaso, um desses alunos, qual é a probabilidade de que o sorteado:
(a) não tenha acertado qualquer um dos dois problemas?(b) tenha acertado apenas o segundo problema?

Solução

Vamos denotar por P1 e P2 os eventos “acertar problema 1” e “acertar problema 2”respectivamente. Os dados do problema nos dão que:
n(P1 ∩ P2) = 120 (acertar os 2)

n(P1) = 132 (acertar o primeiro)
n(P2) = 86 (errar o segundo)

n
[(

P1 ∩ P2) ∪ (P1 ∩ P2)] = 54 (acertar apenas um)
Usando o resultado do exemplo anterior, tem-se que:

n
[(

P1 ∩ P2) ∪ (P1 ∩ P2)] = n(P1) + n(P2)− 2n(P1 ∩ P2)⇒54 = 132 + n(P2)− 2× 120⇒
n(P2) = 162

Logo, o número total de alunos é
n(Ω) = n(P2 ∪ P2) = n(P2) + n(P2) = 162 + 86 = 248



2.3. ESPAÇOS AMOSTRAIS FINITOS E EQUIPROVÁVEIS 25
(a) Pela lei de De Morgan, tem-se que:

P (P1 ∩ P2) = P (P1 ∪ P2) = 1− P (P1 ∪ P2) == 1− [P(P1) + P(P2)− P(P1 ∩ P2)] == 1− 132248 − 162248 + 120248= 74248 = 37124
(b) Pela Propriedade 3, tem-se que:

P (P2 ∩ P1) = P(P2)− P(P1 ∩ P2) = 162− 120248 = 42248 = 21124
��

EXEMPLO 2.10 Atribuição de probabilidade
Dado que Ω = {−1, 0, 1} , verifique se é possível definir uma medida de probabilidade em Ωtal que

P ({−1, 1}) = 0, 6
P ({0, 1}) = 0, 9

P ({−1, 0}) = 0, 5
Justifique sua resposta.

Solução

Note que o evento {−1, 1} = {−1}∪{1}. Logo, as probabilidades dadas se transformamno seguinte sistema de 3 equações com 3 incógnitas:
P (−1) + P(1) = 0, 6

P(0) + P(1) = 0, 9
P(−1) + P(0) = 0, 5

Da primeira equação, obtemos P(1) = 0, 6 − P(−1). Substituindo na segunda, obtemos oseguinte sistema de 2 equações e 2 incógnitas:
P(0) + 0, 6− P(−1) = 0, 9

P(−1) + P(0) = 0, 5
ou

P(0)− P(−1) = 0, 3
P(0) + P(−1) = 0, 5

Somando termo a termo, resulta
2× P(0) = 0, 8⇒ P(0) = 0, 4
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Substituindo, obtemos

P(−1) = 0, 5− P(0) = 0, 5− 0, 4⇒ P(−1) = 0, 1
Substituindo novamente, obtemos

P(1) = 0, 6− P(−1) = 0, 6− 0, 1 = 0, 5
Como todos os valores obtidos estão no intervalo (0, 1), a atribuição dada é válida.

��



Capítulo 3

Probabilidade condicional e
independência de eventos

3.1 Probabilidade condicional

Consideremos o lançamento de um dado equilibrado e o evento A = “sair face 2”. Jávimos que o espaço amostral desse experimento é Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e, se não tivermosqualquer informação além de o dado ser equilibrado, P(A) = 16 .

Suponhamos, agora, que o dado tenha sido lançado e a seguinte informação fornecida:“saiu face par”. Qual é a probabilidade de ter saído face 2?
Note a diferença: agora nós temos uma informação parcial sobre o experimento edevemos usá-la para reavaliar a nossa estimativa. Mais precisamente, sabemos que ocorreu oevento B = “face par”. Com essa informação, podemos nos concentrar no evento B = {2, 4, 6} ,uma vez que as faces 1, 3, 5 ficam descartadas em função da informação dada. Dentro dessastrês possibilidades, a probabilidade do evento A passa a ser 13 .

Calculamos, assim, a probabilidade do evento A, sabendo que ocorreu o evento B. Essaprobabilidade será denotada P (A |B) (lê-se probabilidade de A dado B).
Consideremos, agora, o lançamento de dois dados equilibrados e os eventos A = “somadas faces é par” e B = “soma das faces é maior ou igual a 9”. Se sabemos que ocorreu B,qual é a probabilidade de ter ocorrido A?
Queremos calcular P(A|B). Temos que

A = { (1, 1) , (1, 3) , (1, 5) , (2, 2) , (2, 4) , (2, 6) , (3, 1) , (3, 3) , (3, 5) ,(4, 2) , (4, 4) , (4, 6) , (5, 1) , (5, 3) , (5, 5) , (6, 2) , (6, 4) , (6, 6) }
B = {(3, 6) , (4, 5) , (4, 6) , (5, 4) , (5, 5) , (5, 6) , (6, 3) , (6, 4) , (6, 5) , (6, 6)}Se ocorreu B, a única chance de ter ocorrido A é que tenha ocorrido o evento

A ∩ B = {(4, 6) , (5, 5) , (6, 4) , (6, 6)}
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e, nesse caso, a probabilidade é 410 , ou seja,

P(A|B) = 410 = 4361036 = P(A ∩ B)P(B)
Esses dois exemplos ilustram o fato geral que está representado na Figura 3.1. Sesabemos que aconteceu o evento B, esse evento passa a ser o “novo espaço amostral” e,nesse novo espaço amostral, a única parte de A presente é A ∩ B – a parte sombreada maisclara.

Figura 3.1 – Probabilidade condicional P(A|B).
Com esses exemplos, ilustramos uma situação bastante comum, em que temos decalcular a probabilidade de um evento tendo uma informação parcial. Esse é o conceitode probabilidade condicional.

DEFINIÇÃO Probabilidade condicional

A probabilidade condicional do evento A, dada a ocorrência do evento B, é
P(A|B) = P (A ∩ B)P (B)

Note que, nessa definição, temos que supor que o evento B é um evento possível, já queele ocorreu. Logo, é óbvio que P(B) > 0.

EXEMPLO 3.1 Gênero e esporte
Um grupo de 100 alunos foi classificado quanto ao sexo e à atividade de lazer preferida,obtendo-se a distribuição dada na tabela a seguir.
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Sexo Atividade de lazerCinema Praia Esporte TotalMasculino 10 12 13 35Feminino 15 41 9 65Total 25 53 22 100

1. Qual é a probabilidade de que uma pessoa, escolhida ao acaso nesse grupo, seja dosexo masculino?
2. Se a pessoa escolhida preferir a praia como atividade de lazer, qual será a probabilidadede ser um homem?

Solução

Vamos definir os seguintes eventos: M = “masculino”; F = “feminino”; C = “cinema”;
P = “praia”; E = “esporte”.

1. O problema pede P(M). Como há 35 homens dentre as 100 pessoas,
P(M) = 35100 = 0, 35

2. O problema pede P(M|P). Por definição,
P(M|P) = P(M ∩ P)P(P) = 1210053100 = 1253 ≈ 0, 2264

Note que a probabilidade do evento “aluno do sexo masculino” se modifica quandosabemos que a pessoa prefere ir à praia como atividade de lazer. ��

EXEMPLO 3.2 Aposentadoria
De um total de 500 empregados de uma empresa, 200 possuem plano pessoal deaposentadoria complementar, 400 contam com o plano de aposentadoria complementaroferecido pela empresa e 200 empregados possuem ambos os planos. Sorteia-se,aleatoriamente, um empregado dessa empresa.

(a) Qual é a probabilidade de que ele tenha algum plano de aposentadoria complementar?
(b) Qual é a probabilidade de que ele não possua qualquer plano de aposentadoriacomplementar?
(c) Se o empregado conta com o plano de aposentadoria complementar oferecido pelaempresa, qual é a probabilidade de que ele tenha plano pessoal de aposentadoriacomplementar?
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(d) Se o empregado tem plano pessoal de aposentadoria complementar, qual é a probabilidadede que ele conte com o plano de aposentadoria complementar da empresa?

Solução

Vamos denotar por E o evento “empregado tem o plano aposentadoria complementar daempresa” e por P o evento “empregado possui plano pessoal de aposentadoria complementar”.O problema diz que
P(P) = 200500 = 25 P(E) = 400500 = 45 P(P ∩ E) = 200500 = 25

Note que essas informações podem ser dispostas em forma de tabela, como podemosver a seguir:
Plano pessoal TotalSim NãoPlano da Sim 200 200 400Empresa Não 0 100 100Total 200 300 500

Os números em negrito são as informações dadas no problema. O restante é calculadoobservando-se os totais de linha e de coluna.
(a) O problema pede

P(P ∪ E) = P(P) + P(E)− P(P ∩ E) = 25 + 45 − 25 = 45(b) O problema pede
P(P ∩ E) = P(P ∪ E) = 1− P(P ∪ E) = 1− 45 = 15(c) O problema pede P(P|E) = P(P ∩ E)P(E) = 2545 = 12

(d) O problema pede P(E|P) = P(P ∩ E)P(P) = 2525 = 1
��

EXEMPLO 3.3 Campanha publicitária
A probabilidade de que uma nova campanha publicitária fique pronta antes do prazoestipulado pela diretoria foi estimada em 0,60. A probabilidade de que a diretoria aprove essacampanha é de 0,50. A probabilidade de que ambos os objetivos sejam atingidos é 0,30.
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(a) Qual é a probabilidade de que pelo menos um dos objetivos seja atingido?
(b) Qual é a probabilidade de que nenhum objetivo seja atingido?
(c) Se a campanha ficar pronta antes do prazo estipulado, qual é a probabilidade de ela sera provada pela diretoria?

Solução

Vamos definir os eventos P = “campanha pronta antes do prazo” e A = “diretoria aprovacampanha”. O problema fornece as seguintes informações:
P(P) = 0, 6 P(A) = 0, 5 P(A ∩ P) = 0, 3

(a) P(A ∪ P) = P(A) + P(P)− P(A ∩ P) = 0, 6 + 0, 5− 0, 3 = 0, 8
(b) P(A ∩ P) = P(A ∪ P) = 1− P(A ∪ P) = 0, 2
(c) P(A|P) = P(A ∩ P)P(P) = 0, 30, 6 = 0, 5.

��

É interessante notar que a probabilidade condicional apresentada acima realmentedefine uma lei de probabilidade, ou seja, a função que associa o número P(A|B) a cada evento
A de Ω satisfaz os axiomas de probabilidade. De fato:

Axioma 1: P(A|B) = P(A ∩ B)P(B) ≥ 0
pois P(A ∩ B) ≥ 0 e P(B) > 0.

Axioma 2: P(Ω|B) = P(Ω ∩ B)P(B) = P(B)P(B) = 1
Na verdade, como P(B|B) = P(B)P(B) = 1, toda a probabilidade condicional está concentradaem B, o que justifica considerarmos B como o novo espaço amostral para essa nova lei deprobabilidade.

Axioma 3:

Sejam A1 e A2 dois eventos mutuamente exclusivos (veja a Figura 3.2). Usando apropriedade distributiva, temos
P(A1 ∪ A2|B) = P[(A1 ∪ A2) ∩ B]P(B) = P[(A1 ∩ B) ∪ (A2 ∩ B)]P(B)
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Figura 3.2 – P(A1 ∪ A2|B) = P(A1|B) + P(A2|B).

Mas, como A1 e A2 são mutuamente exclusivos, resulta que (A1 ∩ B) e (A2 ∩ B) tambémo são – esses dois eventos correspondem à parte sombreada mais clara da figura. Logo,

P(A1 ∪ A2|B) = P[(A1 ∩ B) ∪ (A2 ∩ B)]P(B) =
= P(A1 ∩ B) + P(A2 ∩ B)P(B) =
= P(A1 ∩ B)P(B) + P(A2 ∩ B)P(B) == P(A1|B) + P(A2|B)

Sendo a probabilidade condicional uma lei de probabilidade, todas as propriedadesvistas anteriormente, que eram consequência dos axiomas, valem também para a probabilidadecondicional. A propriedade que usaremos com maior frequência é P(A|B) = 1− P(A|B).
Observe que a definição de probabilidade condicional está vinculada ao evento B ao qual

estamos condicionando. Ou seja, se condicionarmos a outro evento C, estaremos definindo
uma outra função de probabilidade – a função de probabilidade condicional em C.

3.1.1 Regra da multiplicação

A definição de probabilidade condicional leva a um resultado importante, conhecidocomo regra da multiplicação.
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! Regra da multiplicação para dois eventosSejam A e B eventos de um espaço amostral Ω. Então,

P(A ∩ B) =
 P(B) P(A|B)

P(A) P(B|A)

Esse resultado nos permite calcular a probabilidade da interseção de dois eventos e émuito útil para modelar experimentos que têm caráter sequencial, isto é, que são executadosem etapas, uma seguida da outra. Em tais situações, pode ser útil desenhar um diagrama de
árvore para ilustrar os eventos em questão. Vamos ver alguns exemplos.
EXEMPLO 3.4 Radar

Se um avião está presente em determinada área, um radar detecta sua presença comprobabilidade 0,99. No entanto, se o avião não está presente, o radar detecta erradamentea presença de um avião com probabilidade 0,02. A probabilidade de um avião estar presentenessa área é de 0,05. Qual é a probabilidade de um falso alarme? Qual é a probabilidadede o radar deixar de detectar um avião? (Note que esses são os dois erros possíveis nessasituação.)
Solução

Vamos definir os eventos a seguir.
A = “avião presente”
D = “radar detecta presença de avião”

Os eventos complementares são:
A = “avião não está presente”
D = “radar não detecta avião”

O problema nos fornece as seguintes informações:
Pr (D|A) = 0, 99 Pr (D|A) = 0, 02 Pr(A) = 0, 05

Pela lei do evento complementar, temos que
Pr (D|A) = 0, 01 Pr (D|A) = 0, 98 Pr(A) = 0, 95

Na Figura 3.3, este experimento é ilustrado através de um diagrama de árvore. Cada nó naárvore corresponde à ocorrência de um evento condicionada à ocorrência de todos os eventosrepresentados pelos nós anteriores no caminho correspondente. Assim, a parte superior da
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Figura 3.3 – Problema do radar
árvore corresponde à ocorrência do evento “radar detecta avião”, condicionada à ocorrênciado evento “avião presente”. Já a parte inferior corresponde à ocorrência do evento “radar nãodetecta avião”, condicionada à ocorrência do evento “avião não está presente”.

O problema pede
Pr(D ∩ A) falso alarmePr(D ∩ A)

Pela regra da multiplicação, temos:
P(D ∩ A) = P (A)P (D|A) = 0, 95× 0, 02 = 0, 019
P(D ∩ A) = P (A) P (D|A) = 0, 05× 0, 01 = 0, 0005Note que a probabilidade de um erro é a soma dessas probabilidades.

��

EXEMPLO 3.5 Extração de 2 cartas
Considere que duas cartas de um baralho (13 cartas de cada um dos naipes copas, paus,ouros, espadas) sejam extraídas, sem reposição, uma depois da outra. Qual é a probabilidadede

(a) nenhuma das duas ser de copas?
(b) pelo menos uma carta ser de copas?

Solução
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Para solucionar esse problema, devemos notar que as cartas no baralho são igualmenteprováveis, antes e depois da primeira extração. Vamos definir os seguintes eventos:

C1 = copas na primeira extração
C2 = copas na segunda extração

Na Figura 3.4, temos o diagrama de árvore que representa esse experimento.

Figura 3.4 – Extração de 2 cartas de um baralho
A parte superior da árvore corresponde à ocorrência de copas na primeira extração –evento C1 – e a parte inferior à não-ocorrência de copas na primeira extração – evento C1.Na primeira extração, temos 13 cartas de copas e 39 que não são de copas. Logo,

P(C1) = 1352P(C1) = 3952
Na segunda extração, dado que na primeira saiu copas, temos 12 cartas de copas e 39cartas que não são de copas em um baralho com 51. O evento representado pelo caminhosuperior da árvore é C1 ∩ C2 e sua probabilidade é

P(C1 ∩ C2) = P(C1) P(C2|C1) = 1352 × 1251
Continuando com a parte superior, vemos que

P(C1 ∩ C2) = P(C1) P(C2|C1) = 1352 × 3951
Note que, pela lei do complementar, P(C2|C1) + P(C2|C1) = 1.
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Na parte inferior, temos:

P(C1 ∩ C2) = P(C1) P(C2|C1) = 3952 × 1351P(C1 ∩ C2) = P(C1) P(C2|C1) = 3952 × 3851
Novamente, pela lei do complementar, P(C2|C1) + P(C2|C1) = 1.

A partir desse diagrama de árvore podemos calcular qualquer probabilidade desejada.Por exemplo, o evento “nenhuma carta de copas” é o evento C1 ∩ C2, e o evento “pelo menosuma carta de copas”, o complementar do evento “nenhuma carta de copas”. ��

EXEMPLO 3.6 Três cartas de um baralho
Suponhamos agora a extração de três cartas sem reposição e o evento “nenhuma cartade copas”. Como podemos generalizar a regra da multiplicação para esse caso?
Solução

Como antes, vamos definir os eventos Ci = “carta de copas na i−ésima extração, i =1, 2, 3. Veja a Figura 3.5, que ilustra o espaço amostral desse experimento.
Como antes, quando caminhamos ao longo de cada galho no diagrama de árvores, cadanó representa a ocorrência de um evento condicional à ocorrência dos eventos anteriores.Por exemplo, vamos considerar o galho superior: o primeiro nó corresponde ao evento C1;o segundo, ao evento C2, condicionado à ocorrência de C1; e o terceiro e último, ao evento

C3, condicionado à ocorrência de C1 ∩ C2. Quando multiplicamos as probabilidades desses 3eventos, obtemos a seguinte probabilidade da interseção:
P(C1 ∩ C2 ∩ C3) = P(C1)× P(C2|C1)× P(C3|C1 ∩ C2) = 1352 × 1251 × 1150

Analogamente, a probabilidade de não sair qualquer carta de copas nas 3 estrações é
P(C1 ∩ C2 ∩ C3) = P(C1)× P(C2|C1)× P(C3|C1 ∩ C2) = 3952 × 3851 × 3750

��

Estes exemplos ilustram a regra geral da multiplicação.
! Regra geral da multiplicaçãoSeja A1, A2, . . . , An uma sequência de eventos de um espaço amostral Ω.Então,

P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) = P (A1) P (A2|A1) · · ·P (An|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An−1)
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Figura 3.5 – Extração de 3 cartas de um baralho
EXEMPLO 3.7 Transporte público e bandejão

Em uma pesquisa realizada com um grupo de alunos da UFF, constatou-se que 10%dos estudantes não utilizam transporte público para ir às aulas e que 65% dos estudantesque utilizam o transporte público fazem refeições no bandejão do campus. Selecionando-se,aleatoriamente, um estudante desse grupo, calcule a probabilidade de que ele use transportepúblico e faça refeições no bandejão.
Solução

Vamos definir os seguintes eventos: T = “aluno utiliza transporte público” e B = “alunocome no bandejão”. O problema nos forneceP(T ) = 0, 10 P(B|T ) = 0, 65O problema pede P(T ∩ B) = P(T ) P(B|T ) = 0, 9× 0, 65 = 0, 585
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EXEMPLO 3.8 Bolas de uma urna
Uma urna contém seis bolas pretas e cinco bolas amarelas. Extraem-se,sequencialmente, três bolas dessa urna, sem reposição. Qual é a probabilidade de que astrês bolas sejam da mesma cor?
Solução

Vamos definir os eventos Pi = “bola preta na extração i”e Ai = “bola amarela na extração
i”, i = 1, 2, 3.

Seja M = “3 bolas de mesma cor”. Então,
P(M) = P(P1 ∩ P2 ∩ P3) + P(A1 ∩ A2 ∩ A3)= P(P1)× P(P2|P1)× P(P3|P1 ∩ P2) + P(A1)× P(A2|A1)× P(A3|A1 ∩ A2)= 611 × 510 × 49 + 511 × 410 × 39= 433 + 233 = 211

��

3.2 Independência de eventos

Considere novamente um baralho usual, com 52 cartas, 13 de cada naipe, do qual seráretirada uma carta. Vamos definir os seguintes eventos:
C = “carta é de copas”
R = “carta é um rei”
V = “carta é vermelha”

Já vimos que P(C ) = 1352 = 14 ; P(R) = 452 = 113 e P(V ) = 2652 = 12 .

Vamos agora calcular as seguintes probabilidades condicionais: P(R|C ) e P(V |C ). Noprimeiro caso, estamos calculando a probabilidade de sair um rei, dado que a carta é decopas. No segundo caso, estamos calculando a probabilidade de sair uma carta vermelha,dado que saiu uma carta de copas.
P(R|C ) = P(R ∩ C )P(C ) = 15214 = 452 = 113 = P(R)
P(V |C ) = P(V ∩ C )P(C ) = P(C )P(C ) = 1 6= P(V )
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No primeiro caso, saber que a carta é de copas não acrescentou informação útil paraavaliarmos a probabilidade de sair rei, ou seja, saber ou não que saiu copas não altera aprobabilidade de sair rei.
Já no segundo caso, saber que saiu carta de copas faz com que mudemos a probabilidadede sair carta vermelha. Como podemos ver, se sabemos que saiu carta de copas, então a carta

tem de ser vermelha.
Esses exemplos ilustram um conceito importante. No primeiro caso, dizemos que oseventos R e C são independentes e, no segundo caso, que os eventos V e C são dependentes.No primeiro caso, o conhecimento da ocorrência de C não ajuda para reavaliarmos aprobabilidade de C . Já, no segundo caso, o conhecimento da ocorrência de C faz com quemudemos nossa estimativa da probabilidade de V .

DEFINIÇÃO Eventos independentes

Sejam A e B eventos de um espaço amostral Ω. Então, A e B são independentes se
P(A|B) = P(A)

Essa definição tem algumas implicações importantes.
• A e B são independentes ⇒ P(A ∩ B) = P(A) P(B).

Demonstração

A, B independentes⇒ P(A|B) = P(A)⇒ P(A ∩ B)P(B) = P(A)⇒ P(A ∩ B) = P(A) P(B)
• P(A ∩ B) = P(A) P(B) =⇒ A e B são independentes.

Demonstração

P(A ∩ B) = P(A) P(B)⇒ P(A|B) = P(A ∩ B)P(B) = P(A) P(B)P(B) = P(A)⇒ A, B independentes.

Provamos, então, que A e B são independentes ⇔ P(A∩B) = P(A) P(B). Esse resultadonos permite estabelecer uma outra definição equivalente para a independência de doiseventos.
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DEFINIÇÃO Eventos independentes

Sejam A e B eventos de um espaço amostral Ω. Então, A e B são independentesse P(A ∩ B) = P(A) P(B)

• Se A e B são independentes, então B e A também o são (comutatividade).
Demonstração

A, B independentes⇒ P(B|A) = P(B ∩ A)P(A) = P(A) P(B)P(A) = P(B)⇒ B, A independentes.

• Se A e B são independentes ⇒ A, B são independentes.
Demonstração

P(A∩B) = P(B)−P(A∩B) = P(B)−P(A) P(B) = P(B)[1−P(A)] = P(B) P(A)⇒ A, B independentes.

• A e B independentes ⇒ A, B independentes.
Demonstração

P(A ∩ B) = P(A ∪ B)= 1− P(A ∪ B)= 1− P(A)− P(B) + P(A ∩ B)= 1− P(A)− P(B) + P(A) P(B)= [1− P(A)]− P(B)[1− P(A)]= P(A)− P(B) P(A)= P(A)[1− P(B)]= P(A) P(B)⇒ A, B independentes.

• Se A e B são eventos possíveis e independentes ⇒ A ∩ B 6= ∅.
DemonstraçãoPor hipótese, temos que P(A) > 0 e P(B) > 0. Pela hipótese de independência, P(A∩B) =P(A) P(B) > 0⇒ A ∩ B 6= ∅.
Logo, se A e B são eventos possíveis e independentes, então A e B não são mutuamente
exclusivos.
• Se A e B são eventos possíveis tais que A ∩ B = ∅⇒ A, B não são independentes.

Demonstração

P(A|B) = P(A ∩ BP(B) = 0 6= P(A)⇒ A, B não são independentes.
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Logo, se A e B são eventos possíveis e mutuamente exclusivos, então A e B não são
independentes.

EXEMPLO 3.9 Previdência, continuação
No Exemplo 3.2, analisamos os dados que serão apresentados na tabela a seguir,referentes à participação de funcionários de uma empresa em planos de aposentadoriacomplementar:

Plano pessoal TotalSim NãoPlano da Sim 200 200 400Empresa Não 0 100 100Total 200 300 500
Naquele exemplo, estudamos os eventos E = “empregado tem o plano de aposentadoriacomplementar da empresa” e P = “empregado possui plano pessoal de aposentadoriacomplementar”. Vamos ver se esses eventos são independentes.
Solução

Temos
P(P) = 25 P(E) = 45P(P ∩ E) = 25 6= P(P) P(E)

Logo, os eventos P e E não são independentes. Outra forma de ver isso é
P(E|P) = 200200 = 1 6= P(E) = 45

��
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Capítulo 4

Teorema da Probabilidade Total e
Teorema de Bayes

Neste capítulo, você estudará dois importantes teoremas da teoria das probabilidades everá suas aplicações em diversas situações envolvendo tomadas de decisão. Esses teoremas,conhecidos como Teorema da Probabilidade Total e Teorema de Bayes, resultam diretamenteda definição de probabilidade condicional e das propriedades já vistas da probabilidade. Suaapresentação será feita, inicialmente, através de exemplos, para que você compreenda bem ocontexto de sua aplicação. Em seguida, será apresentada a formulação geral desses teoremas.
4.1 Exemplos

EXEMPLO 4.1 Produção de duas máquinas
Em uma linha de produção de certa fábrica, determinada peça é produzida em duasmáquinas. A máquina 1, mais antiga, é responsável por 35% da produção, e os 65% restantesvêm da máquina 2. A partir dos dados passados e das informações do fabricante das máquinas,estima-se em 5% a proporção de peças defeituosas produzidas pela máquina 1 e em 2,5% aproporção de peças defeituosas produzidas pela máquina 2. As peças produzidas pelas duasmáquinas seguem para o departamento de armazenamento e embalagem para venda posterior,sem distinção de qual máquina a produziu.

(a) Qual é a proporção de peças defeituosas colocadas no mercado por essa fábrica?
(b) Se um cliente identificar uma peça defeituosa, qual será a probabilidade de ela ter sidoproduzida pela máquina 1?

Solução



44 CAPÍTULO 4. TEOREMA DA PROBABILIDADE TOTAL E TEOREMA DE BAYES
(a) Na Figura 4.1, representa-se a situação em análise. Nosso experimento aleatório é osorteio de uma peça produzida por essa fábrica, e nosso espaço amostral, representadopelo retângulo, é o conjunto de todas as peças produzidas em determinado período.Podemos ver que o espaço amostral está dividido em 2 eventos mutuamente exclusivos:

M1, peças produzidas pela máquina 1, e M2, peças produzidas pela máquina 2. Maisprecisamente, Ω = M1 ∪M2 – isso significa que M1 e M2 formam uma partição do espaçoamostral1. Outro evento de interesse é D = “peça é defeituosa”. Podemos ver que esseevento tem interseção com os eventos M1 e M2, ou seja, há peças defeituosas produzidasna máquina 1 e na máquina 2.

Figura 4.1 – Espaço amostral para o Exemplo 4.1
Pelos dados do problema, temos uma estimativa a priori das proporções de peçasproduzidas em cada máquina, ou seja, as probabilidades a priori dos eventos M1 e M2são:

P(M1) = 0, 35P(M2) = 0, 65
Sabemos, também, a proporção de peças defeituosas produzidas por cada máquina. Essaproporção se traduz em uma probabilidade condicional: se a peça foi produzida pelamáquina 1, existe 5% de chance de ser defeituosa. Para a máquina 2, essa chance reduz-se a 2,5%. Em termos de probabilidade, temos

P(D|M1) = 0, 05P(D|M2) = 0, 025
Como M1 e M2 formam uma partição de Ω, podemos escrever

D = (D ∩M1) ∪ (D ∩M2)
Mas M1 e M2 são mutuamente exclusivos; logo, (D ∩M1) (parte sombreada mais clara)e (D ∩M2) (parte sombreada mais escura) também o são. Assim, pelo Axioma 3 daprobabilidade, resulta que

P(D) = P [(D ∩M1) ∪ (D ∩M2)]= P(D ∩M1) + P(D ∩M2)
1A1, A2, · · · , An formam uma partição do espaço amostral Ω se (i) Ai ∩ Aj = ∅ ∀i 6= j ; (ii) n⋃

i=1 Ai = Ω
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Pelo teorema da multiplicação, sabemos que P(A ∩ B) = P(A) P(B|A). Logo,

P(D) = P(M1) P(D|M1) + P(M2) P(D|M2)= 0, 35× 0, 05 + 0, 65× 0, 025 = 0, 03375
Observe que a probabilidade de uma peça ser defeituosa é uma média ponderada dasprobabilidades de defeito em cada máquina. Os pesos são definidos de acordo com onível de produção (probabilidade) de cada máquina.

(b) Na segunda parte do exemplo, temos uma informação sobre a peça: ela é defeituosa,isto é, sabemos que ocorreu o evento D. O que o problema pede é que, com essainformação, reavaliemos a probabilidade de a peça ter sido produzida pela máquina 1.Essa probabilidade é chamada de probabilidade a posteriori, ou seja, é a probabilidadeque calculamos com base em informação parcial obtida depois de realizado o experimentode sorteio e teste da peça. Em notação matemática, temos de calcular P(M1|D). Pordefinição, temos P(M1|D) = P(M1 ∩ D)P(D)Usando a regra da multiplicação e o resultado encontrado no item anterior, resulta
P(M1|D) = P(M1) P(D|M1)P(M1)Pr(D|M1) + P(M2) P(D|M2)= 0, 35× 0, 050, 35× 0, 05 + 0, 65× 0, 025= 0, 01750, 03375 = 0, 5185

Compare os resultados:
• Sem qualquer informação sobre o resultado do experimento, nossa estimativa para aprobabilidade de ocorrência de M1 − peça produzida pela máquina 1 − era 0,35.
• Com a informação de que a peça é defeituosa, a probabilidade de ter sido produzidapela máquina 1 aumenta para 0,5185.

��

EXEMPLO 4.2 Produção de três máquinas
Considere novamente a situação do Exemplo 4.1, mas com a seguinte modificação: aspeças são produzidas em três máquinas, que são responsáveis por 30%, 35% e 35% da produção,respectivamente. As proporções de peças defeituosas produzidas por tais máquinas são 5%,2,5% e 2%.

(a) Qual é a proporção de peças defeituosas produzidas na fábrica?
(b) Se um cliente identificar uma peça defeituosa, qual será a probabilidade de ela ter sidoproduzida na máquina 1? E na máquina 2? E na máquina 3?
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Figura 4.2 – Espaço amostral para o Exemplo 4.2
Solução

(a) O espaço amostral desse experimento está ilustrado no diagrama de árvore da Figura 4.2.Como já visto anteriormente, cada galho da árvore corresponde ao condicionamento doevento aos eventos dos galhos anteriores. Assim, na parte superior da árvore, temos oseventos D|M1 e D|M1. Na parte do meio, temos os eventos D|M2 e D|M2; e na parteinferior, D|M3 e D|M3.Os dados do problema dão que
P(M1) = 0, 30 P(D|M1) = 0, 05P(M2) = P(M3) = 0, 35 P(D|M2) = 0, 025P(D|M3) = 0, 02

Como antes, M1, M2 e M3 formam uma partição de Ω e, portanto, podemos escrever
D = (D ∩M1) ∪ (D ∩M2) ∪ (D ∩M3)Mas M1, M2 e M3 são mutuamente exclusivos; logo, (D ∩M1), (D ∩M2) e (D ∩M3) tambémo são. Pelo Axioma 3 da probabilidade, resulta queP(D) = P [(D ∩M1) ∪ (D ∩M2) ∪ (D ∩M3)]= P(D ∩M1) + P(D ∩M2) + P(D ∩M3)

Pelo teorema da multiplicação, sabemos queP(A ∩ B) = P(A) P(B|A).Logo, P(D) = P(M1) P(D|M1) + P(M2) P(D|M2) + P(M3) P(D|M3)= 0, 30× 0, 05 + 0, 35× 0, 025 + 0, 35× 0, 02 = 0, 03075Como antes, a probabilidade de uma peça ser defeituosa é uma média ponderada dasprobabilidades de defeito em cada máquina, com os pesos definidos de acordo com o nívelde produção de cada máquina.
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(b) Na segunda parte do exemplo, deseja-se saber P(M1|D), P(M2|D) e P(M3|D). Por definição,temos P(M1|D) = P(M1 ∩ D)P(D)Usando a regra da multiplicação e o resultado encontrado no item anterior, temos

P(M1|D) = P(M1) P(D|M1)P(M1) P(D|M1) + P(M2) P(D|M2) + P(M3) P(D|M3)= 0, 30× 0, 050, 30× 0, 05 + 0, 35× 0, 025 + 0, 35× 0, 02= 0, 0150, 03075 = 0, 487805
P(M2|D) = P(M2) P(D|M2)P(M1) P(D|M1) + P(M2) P(D|M2) + P(M3) P(D|M3)= 0, 35× 0, 0250, 30× 0, 05 + 0, 35× 0, 025 + 0, 35× 0, 02= 0, 008750, 03075 = 0, 284553
P(M3|D) = P(M3) P(D|M3)P(M1) P(D|M1) + P(M2) P(D|M2) + P(M3) P(D|M3)= 0, 35× 0, 020, 30× 0, 05 + 0, 35× 0, 025 + 0, 35× 0, 02= 0, 0070, 03075 = 0, 227642

Note que 0, 487805 + 0, 284553 + 0, 227642 = 1, 000000. Esse resultado é imediato apartir do fato de que P(Ω) = 1. Se a peça sorteada é defeituosa, ela só pode ter vindo deumas das três máquinas.
��

EXEMPLO 4.3 Soro da verdade
Sabe-se que um “soro da verdade”, quando aplicado em um suspeito, é 90% eficaz quandoa pessoa é culpada e 99% eficaz quando é inocente. Um suspeito é retirado de um grupo depessoas em que 95% jamais cometeram qualquer crime.

(a) Qual é a probabilidade de o soro dar a resposta certa?(b) Se o soro indica “culpado”, qual é a probabilidade de o suspeito ser inocente?
Solução
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(a) Vamos definir os seguintes eventos (veja a Figura 4.3):

C = “suspeito é culpado” C = “suspeito é inocente”
U = “soro indica culpado” U = “soro indica inocente”

Figura 4.3 – Espaço amostral para o Exemplo 4.3
Note que você deve definir os eventos de acordo com a execução do experimento. Ao seaplicar um soro da verdade, a resposta será “culpado” ou “inocente” e não “soro acerta”ou “soro erra”. Errar ou acertar dependerá de o suspeito ser culpado ou inocente.Os dados do problema nos dão as seguintes probabilidades:

P(U|C ) = 0, 90P(U|C ) = 0, 99P(C ) = 0, 95
Usando o resultado sobre probabilidade do evento complementar, completamos asprobabilidades necessárias:

P(U|C ) = 0, 90 P(U|C ) = 0, 10P(U|C ) = 0, 99 P(U|C ) = 0, 01P(C ) = 0, 95 P(C ) = 0, 05
A partição do espaço amostral é definida pelos eventos C e C , para os quais temos asprobabilidades a priori. Os eventos de interesse são U e U.Seja o evento A = “soro acerta o diagnóstico”. Note que o soro pode diagnosticarcorretamente se o suspeito é culpado ou inocente, ou seja:

A = (C ∩ U) ∪ (C ∩ U
)

Logo,
P(A) = P (C ∩ U) + P (C ∩ U

)
= P(C ) P(U|C ) + P(C ) P(U|C )= 0, 05× 0, 90 + 0, 95× 0, 99 = 0, 9855
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(b) Queremos calcular P(C|U). Por definição, temos:

P(C|U) = P(C ∩ U)P (U)
O soro pode indicar culpado, sendo o suspeito culpado (acerto do diagnóstico), ou inocente(erro no diagnóstico), ou seja:

P (U) = P (U ∩ C ) + P (U ∩ C
)

= P (U|C )× P(C ) + P (U|C)× P(C )= 0, 90× 0, 05 + 0, 01× 0, 95= 0, 045 + 0, 0095 = 0, 0545
P (U ∩ C

) = P (U|C)× P(C ) = 0, 01× 0, 95 = 0, 0095Logo, P(C|U) = 0, 00950, 0545 = 0, 1743
��

EXEMPLO 4.4 Três moedas
Uma caixa contém três moedas. A moeda 1 é honesta, a moeda 2 tem duas caras e amoeda 3 é viciada de tal modo que cara é duas vezes mais provável que coroa. Uma moedaé escolhida ao acaso e lançada.

(a) Qual é a probabilidade de observarmos cara e moeda 1?
(b) Qual é a probabilidade de observarmos cara?
(c) Se o resultado foi cara, qual a probabilidade de que a moeda lançada tenha sido a moeda1?

Solução

Vamos definir os eventos
K = cara C = coroa

M1 = moeda 1 M2 = moeda 2 M3 = moeda 3
É dado que

P(K|M1) = 12P(K|M2) = 1
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Para a moeda 3, como a probabilidade de cara é duas vezes a probabilidade de coroae a soma dessas probabilidades tem de ser 1, resulta que

P(K|M3) = 23Como a moeda lançada é escolhida aleatoriamente, temos
P(M1) = P(M2) = P(M3) = 13Veja a Figura 4.4:

Figura 4.4 – Espaço amostral para o Exemplo 4.4
(a) Aqui a solução é consequência direta da regra de multiplicação:

P (K ∩M1) = P (M1)× P (K|M1) = 13 × 12 = 16
(b) Os eventos que formam a partição do espaço amostral são M1, M2 e M3. Logo,

P (K ) = P (K ∩M1) + P (K ∩M2) + P (K ∩M3)= P (M1)× P (K|M1) + P (M2)× P (K|M2) + P (M3)× P (K|M3)= 13 ×
(12 + 1 + 23

) = 13 × 136 = 1318
(c) O problema pede

P (M1|K ) = P (K ∩M1)P (K ) = P (M1)× P (K|M1)P (K ) = 161318 = 313
��

EXEMPLO 4.5 Decisão gerencial
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Um gerente de banco tem de decidir se concede ou não empréstimo aos clientes queo solicitam. Ele analisa diversos dados para estudar a possibilidade de o cliente vir a ficarinadimplente. Com base em dados passados, ele estima em 15% a taxa de inadimplência.Dentre os inadimplentes, ele tem 80% de chance de tomar a decisão certa, enquanto essachance aumenta para 90% entre os clientes adimplentes. Esse gerente acaba de recusar umempréstimo. Qual é a probabilidade de ele ter tomado a decisão correta?
Solução

Os fatos envolvidos nesse processo decisório são: “cliente é inadimplente ou não” e“gerente concede ou não o empréstimo”. Vamos definir os seguintes eventos:
I = “cliente é inadimplente”

C = “gerente concede empréstimo”
Usaremos a notação de evento complementar para definir

I = “cliente é adimplente”
C = “gerente não concede empréstimo”

Note que temos duas possibilidades de acerto e duas possibilidades de erro. Os acertossão “cliente é inadimplente e gerente não concede o empréstimo” e “cliente é adimplente egerente concede o empréstimo”. Os erros são: “cliente é inadimplente e gerente concede oempréstimo” e “cliente é adimplente e gerente não concede o empréstimo”.
A árvore que representa o espaço amostral é dada na Figura 4.5.

Figura 4.5 – Espaço amostral para o Exemplo 4.5
As probabilidades dadas são

P(I) = 0, 15 P(C|I) = 0, 80 P(C|I) = 0, 90
Pela lei do complementar, temos

P(I) = 0, 85 P(C|I) = 0, 20 P(C|I) = 0, 10
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Com relação ao que o problema pede, temos que, dado que o gerente recusou oempréstimo, a decisão só será certa se o cliente for inadimplente. Logo, temos de calcular

P(I|C ) = P(I ∩ C )P(C )Mas o gerente pode recusar o empréstimo sendo o cliente inadimplente ou não, ou seja,P(C ) = P(C ∩ I) + P(C ∩ I)= P(I) P(C|I) + P(I) P(C|I)= 0, 15× 0, 80 + 0, 85× 0, 10 = 0, 205
Logo,

P(I|C ) = P(I ∩ C )P(C )
= P(I) P(C|I)P(I) P(C|I) + P(I) P(C|I)= 0, 15× 0, 800, 205 = 0, 5854

4.2 Os teoremas

Considere a Figura 4.6, onde A1, A2, . . . , An é uma partição do espaço amostral Ω e Bum evento qualquer em Ω.
A 1 A 2 A 3

A 4 A 6 B

A 7

A 5

A 11

A 8 A 9 A 10 A 12

Figura 4.6 – Partição do espaço amostral
Como a união de todos os Ai’s é o espaço amostral, segue que

B = (A1 ∩ B) ∪ (A2 ∩ B) ∪ · · · ∪ (An ∩ B) .

O fato de alguns desses termos serem o conjunto vazio (por exemplo, B ∩ A4 = ∅) nãoinvalida o resultado, uma vez que A∪∅ = A. Por definição de partição, os Ai’s são mutuamente
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exclusivos dois a dois; logo, os eventos Ai ∩B também o são. Então, pela lei da probabilidadede eventos disjuntos, podemos escreverP (B) = P [(A1 ∩ B) ∪ (A2 ∩ B) ∪ · · · (An ∩ B)] == P (A1 ∩ B) + P (A2 ∩ B) + · · ·+ P (An ∩ B)e a regra da multiplicação forneceP(B) = P(A1) P(B|A1) + P(A2) P(B|A2) + · · ·+ P(An) P(B|An)Esse resultado é conhecido como Teorema da probabilidade total.

! Teorema da Probabilidade TotalSeja A1, A2, . . . , An uma partição do espaço amostral Ω e seja B um eventoqualquer em Ω. Então,
P(B) = n∑

i=1 P (Ai) P (B|Ai)

Como visto, a probabilidade P(Ai) é denominada probabilidade a priori do evento Ai.Continuando no contexto da Figura 4.6, suponhamos agora que B tenha ocorrido. Vamosusar essa informação para calcular a probabilidade a posteriori do evento Ai, ou seja, vamoscalcular P(Ai|B). Por definição, temos
P (Ai|B) = P (Ai ∩ B)P(B)

Usando a regra da multiplicação e o teorema da probabilidade total, resulta que
P (Ai|B) = P (Ai) P (B|Ai)

n∑
j=1 P(Aj

)P (B|Aj
)

Esse resultado é conhecido como Teorema de Bayes.
! Teorema de BayesSeja A1, A2, . . . , An uma partição do espaço amostral Ω e seja B um eventoqualquer em Ω. Então

P (Ai|B) = P (Ai) P (B|Ai)
n∑

j=1 P(Aj
)P (B|Aj

)
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É importante que, na resolução de exercícios e também na aplicação prática dessesteoremas, você identifique os eventos de interesse, os que definem a partição do espaçoamostral e quais são as probabilidades a priori. Em geral, são essas probabilidades queidentificam a partição de Ω. Vamos considerar mais um exemplo para ilustrar esses pontos.

EXEMPLO 4.6 Alunos e carros
Em uma turma de Administração, 65% dos alunos são do sexo masculino. Sabe-seque 30% dos alunos têm carro, enquanto essa proporção entre as alunas se reduz para 18%.Sorteia-se ao acaso um estudante dessa turma usando o seu número de matrícula e constata-se que ele possui um carro. Qual é a probabilidade de que o estudante sorteado seja do sexofeminino?
Solução

Os eventos em questão envolvem o sexo do aluno e a posse de um carro. Vamos definiros eventos de interesse da seguinte forma:
H = homem M = mulher
C = possui carro C = não possui carro

Note que H e M definem uma partição do espaço amostral, assim como C e C . Noentanto, as probabilidades a priori dadas referem-se a H e M (o fato de ter, ou não, carro,não altera o sexo do aluno). Assim, a partição de Ω será definida em termos desses eventos.Os dados do problema fornecem que
P(H) = 0, 65 ⇒ P(M) = 0, 35P(C|H) = 0, 30 ⇒ P(C|H) = 0, 70P(C|M) = 0, 18 ⇒ P(C|M) = 0, 82

O problema pede P(M|C ), e para calcular essa probabilidade, temos de calcular P(C ). Peloteorema da probabilidade total, sabemos que
P(C ) = P(C ∩M) + P(C ∩ H)= P(M) P(C|M) + P(H) P(C|H)= 0, 35× 0, 18 + 0, 65× 0, 30 = 0, 518

Logo,
P(M|C ) = P(C ∩M)P(C ) = P(M) P(C|M)P(C )= 0, 35× 0, 180, 518 = 0, 12162

��



Capítulo 5

Exercícios propostos

1. Lançam-se três moedas. Enumere o espaço amostral e os eventos A = “faces iguais”;
B = “cara na primeira moeda”; C = “coroa na segunda e terceira moedas”.2. (a) Na Figura 5.1, assinale a área correspondente a A ∩ B(b) Na Figura 5.2, assinale a área correspondente a A \ B(c) Na Figura 5.3, assinale a área correspondente a (A ∪ C ) ∩ B(d) Na Figura 5.4, assinale a área correspondente a (A ∪ B) ∩ C

Figura 5.1 – Questão 2(a) Figura 5.2 – Questão 2(b)

Figura 5.3 – Questão 2(c) Figura 5.4 – Questão 2(d)3. Defina um espaço amostral para cada um dos seguintes experimentos aleatórios:
(a) Em uma pesquisa de mercado, conta-se o número de clientes do sexo masculino queentram em um supermercado no horário das 8 às 12 horas.(b) Em um estudo de viabilidade de abertura de uma creche própria de uma grandeempresa, fez-se um levantamento, por funcionário, do sexo dos filhos com menos de
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5 anos de idade. O número máximo de filhos por funcionário é 4, e a informaçãorelevante é o sexo dos filhos de cada funcionário.(c) Em um teste de controle de qualidade da produção, mede- -se a duração delâmpadas, deixando-as acesas até que queimem.(d) Um fichário com 10 nomes contém 3 nomes de mulheres. Seleciona-se ficha apósficha até o último nome de mulher ser selecionado e anota-se o número de fichasselecionadas.(e) Lança-se uma moeda até aparecer cara pela primeira vez e anota-se o número delançamentos.(f ) Em uma urna, há 5 bolas identificadas pelas letras
{A, B, C, D, E} . Sorteiam-se duas bolas, uma após a outra, com reposição, e anota-se a configuração formada.(g) Mesmo enunciado anterior, mas as duas bolas são selecionadas simultaneamente.

4. Sejam A, B, C três eventos de um espaço amostral. Exprima os eventos a seguir usandoas operações de união, interseção e complementação:
(a) somente A ocorre;(b) exatamente um ocorre;(c) A, B e C ocorrem;(d) nenhum ocorre;(e) pelo menos um ocorre;(f) exatamente dois ocorrem.(g) pelo menos dois ocorrem;(h) no máximo dois ocorrem.

5. Considere o lançamento de dois dados e defina os seguintes eventos:
A = soma par
B = soma ≥ 9
C = máximo das faces é 6Calcule A ∩ B, A ∪ B, A \ B, B \ A, B ∩ C, B \ C.6. Seja Ω = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Considere os seguintes eventos:
• A = {1, 3, 5, 7, 9}
• B = {0, 2, 4, 6, 8, 9}
• D = {9}Determine os elementos dos seguintes eventos:(a) A ∪ (B ∩ D)(b) B ∪ (A ∩ D)(c) A ∪ B(d) A ∩ B
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(e) A \ B(f ) B \ A(g) A ∩ B(h) A ∪ B

7. Se P (A) = 1/3 e P (B) = 1/4, A e B podem ser mutuamente exclusivos?
8. Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos tais que P(A) = 0, 5 e P(B) = 0, 4.

(a) Calcule P(A ∪ B).(b) Calcule P(B ∩ A).
9. Em uma cidade há três clubes A, B, C. Em um grupo de 1000 famílias constatou-seque 470 são sócias do clube A; 420 são sócias do clube B, 315 são sócias do clube C ;110 são sócias dos clubes A e B; 220 são sócias dos clubes A e C ; 140 são sócias dosclubes B e C e 75 são sócias dos 3 clubes. Escolhendo-se ao acaso uma família, qual éa probabilidade de que ela

(a) não seja sócia de qualquer um dos clubes?(b) seja sócia de apenas um clube?(c) seja sócia de pelo menos dois clubes?
10. Em um levantamento em um bairro de 1.000 moradores, verifica-se que:

• 220 têm curso superior;
• 160 são casados;
• 100 estão desempregados;
• 50 têm curso superior, são casados e estão empregados;
• 60 têm curso superior e estão desempregados;
• 20 têm curso superior, são casados e estão desempregados.

Escolhe-se ao acaso um morador desse bairro. Qual é a probabilidade de que ele
(a) tenha curso superior e seja casado?(b) ou tenha curso superior e seja casado ou esteja empregado?(c) ou tenha curso superior ou esteja desempregado?

11. Um lote é formado por 10 artigos bons, 4 com defeitos menores e 2 com defeitos graves.Um artigo é escolhido ao acaso. Ache a probabilidade de que:
(a) ele não tenha defeitos;(b) ele não tenha defeitos graves;(c) ele seja perfeito ou tenha defeitos graves.

12. Quatro bolsas de estudo serão sorteadas entre 30 estudantes, dos quais 12 são dosexo masculino e 18 são do sexo feminino. Qual a probabilidade de que haja entre ossorteados:



58 CAPÍTULO 5. EXERCÍCIOS PROPOSTOS
(a) uma pessoa do sexo masculino?(b) no máximo uma pessoa do sexo feminino?(c) pelo menos uma pessoa de cada sexo?

13. Em uma urna há 15 bolas numeradas de 1 a 15. Três bolas são retiradas da urna semreposição. Qual é a probabilidade de que:
(a) o menor número seja 7?(b) o maior número seja 7?

14. Num período de um mês, 100 pacientes sofrendo de determinada doença foraminternados em um hospital. Informações sobre o tipo de tratamento aplicado em cadapaciente e o resultado final obtido estão resumidas no quadro a seguir.
Tratamento TotalA BCura total (T) 24 16 40Resultado Cura parcial (P) 24 16 40Morte (M) 12 8 20Total 60 40 100Sorteia-se o registro de um desses pacientes.

(a) Qual é a probabilidade de que seja de um paciente que teve cura total?(b) Qual é a probabilidade de que esse registro seja de um paciente que faleceu ou querecebeu o tratamento A?(c) Sabendo-se que esse paciente recebeu o tratamento A, qual é a probabilidade deque tenha tido cura total?
15. Sejam A e B eventos de um espaço amostral. Sabe-se que P(A) = 0, 3; P(B) = 0, 7 eP(A ∩ B) = 0, 21. Verifique se as seguintes afirmativas são verdadeiras. Justifique suaresposta.

(a) A e B são mutuamente exclusivos;(b) A e B são independentes;(c) A e B são independentes;(d) A e B são mutuamente exclusivos;(e) A e A são independentes.
16. Dois dados equilibrados são lançados.

(a) Calcule a probabilidade de sair seis em pelo menos um dado.(b) Sabendo-se que saíram faces diferentes nos dois dados, determine a probabilidadede sair seis em pelo menos um dado.(c) Os eventos “seis em pelo menos um dado” e “faces diferentes nos dois dados” sãoindependentes?
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17. Uma sala possui três soquetes para lâmpadas. De uma caixa com 10 lâmpadas, das quaisseis estão queimadas, retiram-se três lâmpadas ao acaso, colocando-se as mesmas nostrês bocais. Calcular a probabilidade de que:

(a) pelo menos uma lâmpada acenda;(b) todas as lâmpadas acendam.
18. O Ministério da Economia da Espanha acredita que a probabilidade de a inflação ficarabaixo de 3% este ano é de 0,20; entre 3% e 4% é de 0,45 e acima de 4% é de 0,35. OMinistério acredita que, com inflação abaixo de 3%, a probabilidade de se criar mais200.000 empregos é de 0,6, diminuindo essa probabilidade para 0,3 caso a inflação fiqueentre 3% e 4%; no entanto, com inflação acima de 4%, isso é totalmente impossível.

(a) Qual é a probabilidade de se criarem 200.000 empregos nesse ano?(b) No ano seguinte, um economista estrangeiro constata que foram criados 200.000empregos novos. Qual é a probabilidade de a inflação ter ficado abaixo de 3%?
19. Na urna I há cinco bolas vermelhas, três brancas e oito azuis. Na urna II há trêsbolas vermelhas e cinco brancas. Lança-se um dado equilibrado. Se sair três ou seis,escolhe-se uma bola da urna I; caso contrário, escolhe-se uma bola da urna II. Calculea probabilidade de

(a) sair uma bola vermelha;(b) sair uma bola branca;(c) sair uma bola azul;(d) ter sido sorteada a urna I, sabendo-se que a bola retirada é vermelha.
20. Joana quer enviar uma carta a Camila. A probabilidade de que Joana escreva a cartaé 810 . A probabilidade de que o correio não a perca é 910 . A probabilidade de que ocarteiro a entregue é também 910 .

(a) Construa o diagrama de árvore representando o espaço amostral deste problema.(b) Calcule a probabilidade de Camila não receber a carta.(c) Dado que Camila não recebeu a carta, qual é a probabilidade de que Joana não atenha escrito?
21. Sejam A e B dois eventos tais que P(A) = 0, 4 e P(A∪B) = 0, 7. Seja P(B) = p. Determineo valor de p para que

(a) A e B sejam mutuamente exclusivos;(b) A e B sejam independentes.
22. Sejam A e B eventos possíveis de um mesmo espaço amostral Ω. Se P(A|B) = 1 verifiquea veracidade das seguintes afirmativas, justificando sua resposta.

(a) A e B são independentes.(b) A e B são mutuamente exclusivos.
23. Sejam A, B, C eventos de um mesmo espaço amostral. Sabe-se que
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• B é um subconjunto de A;
• A e C são independentes e
• B e C são mutuamente exclusivos.

A probabilidade do complementar da união dos eventos A e C é 0,48; a probabilidade daunião dos eventos B e C é 0,3 e a probabilidade do evento C é o dobro da probabilidadedo evento B. Calcule P(A ∪ B).
24. Uma comissão de dois estudantes deve ser sorteada de um grupo de 5 alunas e 3 alunos.Sejam os eventos:

• M1 = “primeiro estudante sorteado é mulher”
• M2 = “segundo estudante sorteado é mulher”

(a) Construa um diagrama de árvore que represente o espaço amostral desteexperimento, indicando as probabilidades.(b) Calcule P(M1) e P(M2).(c) Verifique se M1 e M2 são independentes.
25. Em um campeonato de natação, estão competindo três estudantes: Alberto, Bosco eCarlos. Alberto e Bosco têm a mesma probabilidade de ganhar, que é o dobro da deCarlos ganhar.

(a) Ache a probabilidade de que Bosco ou Carlos ganhe a competição.(b) Que hipótese você fez para resolver essa questão? Essa hipótese é razoável?
26. Solicita-se a dois estudantes, Maria e Pedro, que resolvam determinado problema.Eles trabalham na solução do mesmo independentemente, e têm, respectivamente,probabilidade 0,8 e 0,7 de resolvê-lo.

(a) Qual é a probabilidade de que nenhum deles resolva o problema?(b) Qual é a probabilidade de o problema ser resolvido?(c) Dado que o problema foi resolvido, qual é a probabilidade de que tenha sidoresolvido apenas por Pedro?
27. Joga-se um dado duas vezes. Considere os seguintes eventos: A =“resultado do primeirolançamento é par” e B =“soma dos resultados é par”. A e B são independentes?Justifique.
28. Um aluno responde a uma questão de múltipla escolha com quatro alternativas, comuma só correta. A probabilidade de que ele saiba a resposta certa da questão é de 30%.Se ele não sabe a resposta, existe a possibilidade de ele acertar “no chute”. Não existea possibilidade de ele obter a resposta certa por “cola”.

(a) Qual é a probabilidade de ele acertar a questão?(b) Se o aluno acertou a questão, qual é a probabilidade de ele ter “chutado” a resposta?
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29. Um empreiteiro apresentou orçamentos separados para a execução da parte elétrica e daparte hidráulica de um edifício. Ele acha que a probabilidade de ganhar a concorrênciada parte elétrica é de 1/2. Caso ele ganhe a parte elétrica, a chance de ganhar a partehidráulica é de 3/4; caso contrário, essa probabilidade é de 1/3. Qual é a probabilidadede ele:

(a) ganhar os dois contratos?(b) ganhar apenas um?(c) não ganhar qualquer contrato?
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Capítulo 6

Gabarito dos Exercícios propostos

1. Vamos definir os seguinte eventos:
K = lançamento resulta em cara na face superior
C = lançamento resulta em coroa na face superiorΩ = {KKK, KKC, KCK, CKK, KCC, CKC, CCK, CCC}
A = {KKK, CCC}
B = {KKK, KKC, KCK, KCC}
C = {KCC, CCC}2. (a) Veja a Figura 6.1a.

B ⊂ A =⇒ A ∪ B = A
Ac ∩ Bc = (A ∪ B)c = Ac

(b) Veja a Figura 6.1b. Como A ∩ B = ∅, resulta que A − B = A ∩ Bc = A.(c) Veja a Figura 6.1c.(A ∪ C ) ∩ B = (A ∩ B) ∪ (B ∩ C ) = (A ∩ B) ∪ ∅ = (A ∩ B)(d) Veja a Figura 6.1d. (A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C ) ∪ (B ∩ C )
3. (a) Ω = {0, 1, 2, . . .}(b) Vamos denotar por M o evento “bebê é do sexo masculino” e por F o evento “bebêé do sexo feminino”. Então,

Ω =


M, F, MM, MF, FM, FF,
MMM, MMF, MFM, FMM, FFM, FMF, MFF, FFF,

FFFF, FFFM, FFMF, FMFF, MFFF, MMFF,
MFMF, MFFM, FFMM, FMFM, FMMF,

MMMF, MMFM, MFMM, FMMM, MMMM


Note que representamos aí os casais com um filho, dois filhos, três filhos e quatrofilhos.
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(a) Ac ∩ Bc (b) A − B

(c) (A ∪ C ) ∩ B (d) (A ∪ B) ∩ C

Figura 6.1 – Gabarito do Exercício 2
(c) A lâmpada pode queimar logo ao ser ligada e, teoricamente, pode durar parasempre; logo, Ω = (0,∞).(d) Como temos que sortear as 3 mulheres, serão necessários, no mínimo, 3 sorteiose, no pior dos casos, a última mulher será a última a ser sorteada. Como estamosinteressados apenas no número de sorteios, o espaço amostral éΩ = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}(e) Podemos obter cara logo no primeiro lançamento ou então no segundo ou noterceiro... Teoricamente, pode ser necessário lançar a moeda infinitas vezes. Logo,Ω = {1, 2, 3, . . .}

(f ) Ω = { AA, AB, AC, AD, AE, BA, BB, BC, BD, BE, CA, CB, CC,
CD, CE, DA, DB, DC, DD, DE, EA, EB, EC, ED, EE

}
(g) Ω = { AB, AC, AD, AE, BA, BC, BD, BE, CA, CB, CD, CE,

DA, DB, DC, DE, EA, EB, EC, ED

}
4. (a) O evento “somente A ocorre” significa que A ocorreu e B não ocorreu e C nãoocorreu; em linguagem de conjunto:Somente A ocorre = A ∩B ∩ C(b) Exatamente um ocorre significa que apenas A ocorre, ou apenas B ocorre ou apenas

C ocorre.Exatamente um ocorre = (
A ∩ B ∩ C

)
∪
(
A ∩ B ∩ C

)
∪
(
A ∩ B ∩ C

)
(c) O evento “A, B e C ocorrem” significa que os três eventos ocorreram; em linguagemde conjunto,

A, B e C ocorrem = A ∩ B ∩ C(d) A ∩ B ∩ C = A ∪ B ∪ C(e) O evento “pelo menos um ocorre” significa que pode ter ocorrido apenas um, ou doisou três; essa é a própria definição de união, ou seja, em linguagem de conjunto,temos que
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pelo menos um ocorre = A ∪ B ∪ C(f ) Os dois que ocorrem podem ser A e B ou A e C ou B e C . Ocorrendo dois desses,o terceiro não pode ocorrer. Logo, em linguagem de conjunto temos que:exatamente dois ocorrem = (A ∩ B ∩ C

)
∪
(
A ∩ B ∩ C

)
∪
(
A ∩ B ∩ C

)
(g) “Pelo menos dois” significa, neste caso, 2 ou 3 ocorrem, ou seja:(

A ∩ B ∩ C
)
∪
(
A ∩ B ∩ C

)
∪
(
A ∩ B ∩ C

)
∪ (A ∩ B ∩ C )O primeiro termo corresponde à ocorrência de A e B, mas não de C ; o segundotermo, ocorrência de B e C , mas não de A; o terceiro, ocorrência de A e C , mas nãode B, e o quarto termo corresponde à ocorrência dos 3 simultaneamente.(h) No máximo 2 significa ou nenhum ocorre, ou ocorre apenas um, ou ocorrem apenas2. No caso de 3 eventos, a única possibilidade excluída é à ocorrência dos trêssimultaneamente, ou seja, A ∩ B ∩ C.5.

A = { (1, 1) , (1, 3) , (1, 5) , (2, 2) , (2, 4) , (2, 6) , (3, 1) , (3, 3) , (3, 5) ,(4, 2) , (4, 4) , (4, 6) , (5, 1) , (5, 3) , (5, 5) , (6, 2) , (6, 4) , (6, 6) }
B = {(3, 6) , (4, 5) , (4, 6) , (5, 4) , (5, 5) , (5, 6) , (6, 3) , (6, 4) , (6, 5) , (6, 6)}

C = { (1, 6) , (2, 6) , (3, 6) , (4, 6) , (5, 6) , (6, 6) ,(6, 1) , (6, 2) , (6, 3) , (6, 4) , (6, 5) }
A ∩ B = {(4, 6) , (5, 5) , (6, 4) , (6, 6)}

A ∪ B =
 (1, 1) , (1, 3) , (1, 5) , (2, 2) , (2, 4) , (2, 6) , (3, 1) , (3, 3) , (3, 5) ,(4, 2) , (4, 4) , (4, 6) , (5, 1) , (5, 3) , (5, 5) , (6, 2) , (6, 4) , (6, 6) ,(3, 6) , (4, 5) , (5, 4) , (5, 6) , (6, 3) , (6, 5)


A − B = A ∩ B = { (1, 1) , (1, 3) , (1, 5) , (2, 2) , (2, 4) , (2, 6) , (3, 1) , (3, 3) , (3, 5) ,(4, 2) , (4, 4) , (5, 1) , (5, 3) , (6, 2) }

B − A = B ∩ A = {(3, 6) , (4, 5) , (5, 4) , (5, 6) , (6, 3) , (6, 5)}
B ∩ C = {(3, 6) , (4, 6) , (5, 6) , (6, 3) , (6, 4) , (6, 5) , (6, 6)}

B − C = B ∩ C = {(4, 5) , (5, 4) , (5, 5)}Note que, de acordo com as propriedades já vistas,(B ∩ C ) ∪ (B − C ) = (B ∩ C ) ∪ (B ∩ C
) == [(B ∩ C ) ∪ B] ∩ [(B ∩ C ) ∪ C

] = [B] ∩ [C ∪ (B ∩ C )]= B ∩
[(

C ∪ B
)
∩
(
C ∪ C

)] = B ∩
[(

C ∪ B
)
∩ (Ω)]= B ∩

(
C ∪ B

) = (B ∩ C
)
∪ (B ∩ B)= (

B ∩ C
)
∪ B = B

6. A solução deste exercício fica bastante simplificada se notarmos o seguinte:
A ∪ B = Ω
A ∩ B = D

D ⊂ A =⇒ {
A ∩ D = D
A ∪ D = A

D ⊂ B =⇒ {
B ∩ D = D
B ∪ D = B
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(a) A ∪ (B ∩ D) = A ∪ D = A = {1, 3, 5, 7, 9}(b) B ∪ (A ∩ D) = B ∪ D = B = {0, 2, 4, 6, 8, 9}(c) A ∪ B = A ∩ B = D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}(d) A ∩ B = A ∪ B = Ω = ∅(e) A \ B = {1, 3, 5, 7}(f ) B \ A = {0, 2, 4, 6, 8}(g) A ∩ B = D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}(h) A ∪ B = Ω = ∅

7. P(B) = 1− P(B) = 34 .Se A e B fossem mutuamente exclusivos, teríamos que terP(A ∪ B) = P(A) + P(B) = 13 + 34 = 1312 > 1.Logo, A e B têm que ter interseção, ou seja, A e B não podem ser mutuamente exclusivos.
8. Do enunciado, concluímos que A ∩ B = ∅. Logo,

(a) P(A ∪ B) = P(A) + P(B) = 0, 5 + 0, 4 = 0, 9(b) P(B ∩ A) = P(B)− P(A ∩ B) = 0, 4− 0 = 0, 4
9. Veja a Figura 6.2, onde é representado um esquema do espaço amostral. Vamos calculara probabilidade de cada um dos eventos aí indicados.

Figura 6.2 – Sócios dos clubes A, B, C
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P(A ∩ B ∩ C c) = P(A ∩ B)− P(A ∩ B ∩ C ) = 0, 11− 0, 075 = 0, 035P(A ∩ Bc ∩ C ) = P(A ∩ C )− P(A ∩ B ∩ C ) = 0, 22− 0, 075 = 0, 145P(Ac ∩ B ∩ C ) = P(B ∩ C )− P(A ∩ B ∩ C ) = 0, 14− 0, 075 = 0, 065P(A ∩ Bc ∩ C c) = P[A ∩ (B ∪ C )c ] = P(A)− P[A ∩ (B ∪ C )] = P(A)− P[(A ∩ B) ∪ (A ∩ C )]= P(A)− P(A ∩ B)− P(A ∩ C ) + Pr(A ∩ B ∩ C )= 0, 470− 0, 110− 0, 22 + 0, 075 = 0, 215P(Ac ∩ B ∩ C c) = P[B ∩ (A ∪ C )c ] = P(B)− P[B ∩ (A ∪ C )] = P(B)− P[(A ∩ B) ∪ (B ∩ C )]= P(B)− P(A ∩ B)− P(B ∩ C ) + P(A ∩ B ∩ C )= 0, 420− 0, 110− 0, 140 + 0, 075 = 0, 245P(Ac ∩ Bc ∩ C ) = P[C ∩ (A ∪ B)c ] = P(C )− P[C ∩ (A ∪ B)] = P(C )− P[(A ∩ C ) ∪ (B ∩ C )]= P(C )− P(A ∩ C )− P(B ∩ C ) + P(A ∩ B ∩ C )= 0, 315− 0, 220− 0, 140 + 0, 075 = 0, 03
(a) Seja o evento N =uma família não é sócia de qualquer um dos clubes.

P(N) = P(Ac ∩ Bc ∩ C c) = P[(A ∪ B ∪ C )c ] = 1− P(A ∪ B ∪ C )= 1− P(A)− P(B)− P(C ) + P(A ∩ B) + P(A ∩ C ) + P(B ∩ C )− P(A ∩ B ∩ C )= 1− 0, 470− 0, 420− 0, 315 + 0, 110 + 0, 220 + 0, 140− 0, 075 = 0, 19
(b) Seja o evento U =uma família é sócia de apenas um dos clubes.

P(U) = P(A ∩ Bc ∩ C c) + P(Ac ∩ B ∩ C c) + P(Ac ∩ Bc ∩ C )= 0, 215 + 0, 245 + 0, 03 = 0, 490
(c) Seja o evento M =uma família é sócia de pelo menos dois clubes.

P(M) = P(A ∩ B ∩ C c) + P(A ∩ Bc ∩ C ) + P(Ac ∩ B ∩ C ) + P(A ∩ B ∩ C )= 0, 035 + 0, 145 + 0, 065 + 0, 075 = 0, 320
Note que M = (N ∪ U)c ⇒ P(M) = 1− P(N ∪ U) = 1− P(N)− P(U), uma vez que
N e U são mutuamente exclusivos.

10. Sejam os eventos S = “uma pessoa do bairro tem curso superior”, C = “uma pessoa dobairro é casada, D = “ uma pessoa do bairro está desempregada”. O problema dá que
P(S) = 0, 22 P(C ) = 0, 16 P(D) = 0, 10

P(S ∩ C ∩ Dc) = 0, 05 P(S ∩ D) = 0, 06 P(S ∩ C ∩ D) = 0, 02
(a) O problema pede P (S ∩ C ). Temos que

P(S ∩ C ) = P(S ∩ C ∩ D) + P(S ∩ C ∩ Dc) = 0, 02 + 0, 05 = 0, 07
(b) O problema pede P[(S ∩ C ) ∪ Dc ]. Temos que

P[(S ∩ C ) ∪ Dc ] = P(S ∩ C ) + P(Dc)− P(S ∩ C ∩ Dc) = 0, 07 + 0, 90− 0, 05 = 0, 92
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(c) O problema pede P (S ∪ D) . Temos que

P (S ∪ D) = P (S) + P (D)− P (S ∩ D) = 0, 22 + 0, 10− 0, 06 = 0, 26
11. Sejam os eventos B = “artigo é bom”, M = “artigo tem defeitos menores” e G = “artigotem defeitos graves”. Pelos dados do problema, temos que

P(B) = 1016 , P(M) = 416 , P(G) = 216 .

Note que B, M, G são mutuamente exclusivos.
(a) P(não ter defeito) = P(B) = 1016 = 58(b) P(não ter defeito grave) = P(Gc) = 1− P(G) = 1416 = 78(c) P(ser perfeito ou ter defeito grave) = P(B ∪ G) = P (B) + P (G) = 1016 + 216 = 34.

12. Vamos definir os eventos Mi = i−ésimo estudante sorteado é do sexo masculino e
Fi = i−ésimo estudante sorteado é do sexo feminino, i = 1, 2, 3, 4.(a) Um homem entre os sorteados significa também que 3 mulheres foram sorteadas.Seja U o evento “um homem sorteado”. Então

P(U) = P[(M1 ∩ F2 ∩ F3 ∩ F4) ∪ (F1 ∩M2 ∩ F3 ∩ F4) ∪(F1 ∩ F2 ∩M3 ∩ F4) ∪ (F1 ∩ F2 ∩ F3 ∩M4)]= P(M1 ∩ F2 ∩ F3 ∩ F4) + P(F1 ∩M2 ∩ F3 ∩ F4) +P(F1 ∩ F2 ∩M3 ∩ F4) + P(F1 ∩ F2 ∩ F3 ∩M4)]= 1230 · 1829 · 1728 · 1627 + 1830 · 1229 · 1728 · 1627 +1830 · 1729 · 1228 · 1627 + 1830 · 1729 · 1628 · 1227= 4 · 1230 · 1829 · 1728 · 1627 = 10883045(b) No máximo uma pessoa do sexo feminino significa nenhuma ou uma pessoa do sexofeminino. Seja X o evento “no máximo uma pessoa do sexo feminino”. Então
P(X ) = P(M1 ∩M2 ∩M3 ∩M4) + P(F1 ∩M2 ∩M3 ∩M4) +P(M1 ∩ F2 ∩M3 ∩M4) + P(M1 ∩M2 ∩ F3 ∩M4) + P(M1 ∩M2 ∩M3 ∩ F4)= 1230 × 1129 × 1028 × 927 + 4× 1830 × 1229 × 1128 × 1027 = 33203(c) Ter pelo menos uma pessoa de cada sexo significa que não podemos ter todas aspessoas do mesmo sexo. Seja C =“pelo menos uma pessoa de cada sexo”. Então

P(C c) = P(F1 ∩ F2 ∩ F3 ∩ F4) + P(M1 ∩M2 ∩M3 ∩M4)= 1830 × 1729 × 1628 × 1527 + 1230 × 1129 × 1028 × 927 = 79609 ⇒P(C ) = 1− 7921× 29 = 530609
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13. (a) Se o menor número é 7, isso significa que uma das bolas é a de número 7 e asoutras 2 têm número de 8 a 15 e a ordem não importa. A probabilidade de sorteara bola 7 é 115. Se a bola 7 é sorteada, sobram 14, das quais 8 têm número maiorque 7. A probabilidade de sortear duas bolas específicas com número maior que 7,nesse caso, é 814 × 713. Como a ordem não importa, a bola 7 pode ser retirada emqualquer uma das 3 extrações, ou seja, há (31) maneiras de sortear essas 3 bolas.Logo, a solução é 115 × 814 × 713 ××3 = 465(b) Se o maior número é 7, isso significa que uma das bolas é a de número 7 e as outras2 têm número de 1 a 6 e a ordem não importa. A probabilidade de sortear a bola7 é 115 . Se a bola 7 é sorteada, sobram 14, das quais 6 têm número menor que 7.A probabilidade de sortear duas bolas específicas com número menor que 7, nessecaso, é 614 × 513. Como a ordem não importa, a bola 7 pode ser retirada em qualqueruma das 3 extrações, ou seja, há (31) maneiras de sortear essas 3 bolas. Logo, asolução é 115 × 614 × 513 ×

(31
) = 391

14. (a) P(T ) = 40/100 = 0, 4
(b) P(M ∪ A) = P(M) + P(A)− P(A ∩M) = 20 + 60− 12100 = 0, 68
(c) P(T |A) = P(T ∩ A)P(A) = 2460 = 0, 4

15. (a) Pr(A ∩ B) = 0, 21 6= 0 ∴ A e B não são mutuamente exclusivos(b) Pr(A ∩ B) = 0, 21 = Pr(A) Pr(B) ∴ A e B são independentes(c) P(A ∩ Bc) = P(A) − P(A ∩ B) = 0, 3 − 0, 21 = 0, 09 = P(A) P(B) ∴ A e B sãoindependentes. Lembre-se que se A, B são independentes, então A, Bc também osão.(d) P(A ∩ B) = P(A) − P(A ∩ B) = 0, 3 − 0, 21 = 0, 09 > 0 ∴ A e B não sãomutuamente exclusivos. Outra solução: Como A, Bc são independentes e ambost em probabilidade positiva, então eles não podem ser mutuamente exclusivos.(e) P(A ∩ A) = P(∅) = 0 6= P(A) P(A) = 0, 21 ∴ A e A não são independentes.
16. Vamos definir os eventos A = “face 6 em pelo menos um dado” e B = “faces iguais”.Então,

A = {(1, 6), (2, 6), (3, 6), (4, 6), (5, 6), (6, 6), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5)}
B = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}

(a) P(A) = 1136
(b) P(A|Bc) = P(A ∩ Bc)P(Bc) = P(A)− P(A ∩ B)1− P(B) = 1136 − 13656 = 13 6= P(A)
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(c) P(A|B) 6= P(A) ∴ A e B não são independentes

17. Seja Ai = “lâmpada i acende”, i = 1, 2, 3.
(a) Seja M = “pelo menos uma lâmpada acende”. Então,

P(M) = P(A1 ∪ A2 ∪ A3) = 1− P[(A1 ∪ A2 ∪ A3)c ] = 1− P(Ac1 ∩ Ac2 ∩ Ac3)= 1− P(Ac1) · P(Ac2|Ac1) · P(Ac3|Ac1 ∩ Ac2) = 1− 610 × 59 × 48 = 56(b) O problema pede
P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1)× P(A2|A1)× P(A3|A2 ∩ A1)= 410 × 39 × 28 = 13018. Vamos definir os seguintes eventos:

• B = “inflação abaixo de 3%”
• M = “inflação entre 3% e 4%”
• A = “inflação acima de 4%11
• E = “criação de 200.000 empregos”

O problema dá as seguintes probabilidades:
P(B) = 0, 20 P(M) = 0, 45 P(A) = 0, 35P(E|B) = 0, 6 P(E|M) = 0, 3 P(E|A) = 0

Veja a Figura 6.3.

Figura 6.3 – Economia na Espanha
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(a) Podemos ver que

E = (E ∩ B) ∪ (E ∩M) ∪ (E ∩ A)e, como os eventos são mutuamente exclusivos,
P(E) = P (E ∩ B) + P (E ∩M) + P (E ∩ A)

Logo,
P(E) = P(B) P(E|B) + P(M) P(E|M) + P(A) P(E|A)= 0, 20× 0, 60 + 0, 45× 0, 30 + 0, 35× 0= 0, 255

(b) O problema agora pede P(B|E) :
P(B|E) = P(B ∩ E)P(E) = P(B) P(E|B)P(E)= 0, 20× 0, 60, 255 = 0, 4706

19. Veja a Figura 6.4, onde temos os seguintes eventos:
• V = “bola sorteada é vermelha”
• B = “bola sorteada é branca”
• A = “bola sorteada é azul”
• U1 = “urna soreada é a urna I”
• II = “urna sorteada é a urna II”

Figura 6.4 – Bolas em duas urnas
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(a) Temos que

P(V ) = P(V ∩ U1) + P(V ∩ U2) = P(U1) P(V |U1) + P(U2) P(V |U2)= 13 × 516 + 23 × 38 = 548 + 1248 = 1748
(b) Temos que

P(B) = P(B ∩ U1) + P(B ∩ U2) = P(U1) P(B|U1) + P(U2) P(B|U2)= 13 × 316 + 23 × 58 = 348 + 2048 = 2348
(c) Temos que

P(A) = P(A ∩ U1) + P(A ∩ U2) = P(U1) P(A|U1) + P(U2) P(A|U2)= 13 × 816 + 23 × 0 = 848Note que P(V ) + P(B) + P(A) = 1.(d) O problema pede
P(U1|V ) = P(U1 ∩ V )P(V ) = P(U1) P(V |U1)P(V ) = 26 × 5161748 = 517

20. (a) Veja a Figura 6.5, onde temos os seguintes eventos:
• J = “Joana escreve a carta”
• C = “correio não perde a carta”
• T = “carteiro entrega a carta”.

Figura 6.5 – Carta de Joana para Camila
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(b) Vamos definir o evento R = “Camila recebe a carta”. O problema pede P(R).P(Rc) = P(Jc) + P(J ∩ C c) + P(J ∩ C ∩ T c)= P(Jc) + P(J)× P(C c|J) + P(J)× Pr(C|J)× P(T c|C ∩ J)= 210 + 810 × 110 + 810 × 910 × 110 = 3521000(c) O problema agora pede P(Jc|Rc) :

P(Jc|Rc) = P(Rc ∩ Jc)P(Rc) = P(Jc) P(Rc|Jc)P(Rc)O evento Rc|Jc significa “Camila não receber a carta, dado que Joana não a escreveu”.Ora, se Joana não escreveu, é claro que Camila não recebe a carta! Logo, esse eventoé o evento certo e, portanto,
P(Jc|Rc) = P(Jc) P(Rc|Jc)P(Rc) = 210 × 13521000 = 2544

21. Temos que P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B)⇒ 0, 7 = 0, 4 + p − P(A ∩ B)(a) P(A ∩ B) = 0⇒ 0, 7 = 0, 4 + p ⇒ p = 0, 3(b) P(A ∩ B) = P(A) P(B)⇒ 0, 7 = 0, 4 + p − 0, 4p ⇒ 0, 6p = 0, 3⇒ p = 0, 522. Pelos dados do problema, temos que
P(Ac|B) = 1⇒ P(Ac ∩ B)P(B) = 1⇒ P(B)− P(A ∩ B)P(B) = 1⇒
1− P(A ∩ B)P(B) = 1⇒ P(A ∩ B)P(B) = 0⇒ P(A ∩ B) = 0

Logo, A e B são mutuamente exclusivos e, portanto, não podem ser independentes, umavez que ambos têm probabilidade positiva.23. O problema dá os seguintes fatos:
B ⊂ A P(A ∩ C ) = P(A) P(C )P(B ∩ C ) = 0 P[(A ∪ C )c ] = 0, 48P(B ∪ C ) = 0, 3 P(C ) = 2 P(B)e pede que se calcule P(A ∪ B).Como B ⊂ A, então, A ∪ B = A ⇒ P(A ∪ B) = P(A).P(B ∪ C ) = 0, 3⇒ P(B) + P(C )− P(B ∩ C ) = 0, 3⇒P(B) + 2 P(B)− 0 = 0, 3⇒ P(B) = 0, 1Logo, P(C ) = 0, 2. P[(A ∪ C )c ] = 0, 48⇒ P(Ac ∩ C c) = 0, 48Como A e C são independentes, segue que Ac e C c também o são. Logo,P(Ac) P(C c) = 0, 48⇒ P(Ac)× 0, 8 = 0, 48⇒ P(Ac) = 0, 6e, portanto, P(A) = 0, 4 = P(A ∪ B)
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Figura 6.6 – Sorteio de comissão
24. (a) Veja a Figura 6.6, em que Hi, i = 1, 2 representa o evento “i−ésimo estudantesorteado é homem.(b) Temos que

P(M1) = 58P(M2) = P(M1 ∩M2) + P(H1 ∩M2)= P(M1) P(M2|M1) + P(H1) P(M2|H1)= 58 × 47 + 38 × 57 = 3556 = 58
(c) Temos que P(M2|M1) = 47 6= P(M2)Logo, M1 e M2 não são independentes.

25. Sejam os eventos
• A = “Alberto ganha”
• B = “Bosco ganha”
• C = “Carlos ganha”

Como eles são os únicos competidores, temos que
P(A) + P(B) + P(C ) = 1⇒ 2 P(C ) + 2 P(C ) + P(C ) = 1⇒P(C ) = 15 ⇒ P(A) = P(B) = 25(a) O problema pede P(B ∪ C ) = P(B) + P(C )− P(B ∩ C )
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Note que pode haver empate entre Bosco e Carlos. No entanto, é razoável suporque os eventos B e C sejam independentes, uma vez que, numa competição honesta,nenhum competidor interfere no desempenho dos outros. Logo,

P(B ∪ C ) = P(B) + P(C )− P(B ∩ C ) = P(B) + P(C )− P(B) P(C )= 25 + 15 − 225 = 1325(b) Foi necessário fazer a hipótese de independência, que é razoável, conformeexplicado no item anterior.
26. Sejam os eventos M = “Maria resolve o problema” e E = “Pedro resolve o problema”.Temos que

P(M) = 0, 8⇒ P(Mc) = 0, 2P(E) = 0, 7⇒ P(Ec) = 0, 3
(a) O problema pede P (Ec ∩Mc). Como E, M são independentes, sabemos que seuscomplementares também o são. Logo,

P (Ec ∩Mc) = P(Ec)× P(Mc) = 0, 3× 0, 2 = 0, 06
(b) Seja R = “problema resolvido”. O problema pede P(R) = P(E ∪M). Temos que

P(R) = P(E ∪M) = 1− P[(E ∪M)c ] = 1− P(Pc ∩Mc) = 1− 0, 06 = 0, 94
(c) Seja E1 = “apenas Pedro resolve”. Então E1 = E ∩Mc e E1 ⊂ R ⇒ E1 ∩ R = E1.O problema pede P (E1|R). Temos que

P (E1|R) = P(E1 ∩ R)P(R) = P(E1)P (R) = P(E ∩Mc)P(R)= 0, 7× 0, 20, 94 = 0, 1489
27. O espaço amsotral tem 36 elementos, dos quais 18 pertencem ao evento A, ou seja,P(A) = 12 . Temos, também que P(B) = 12 .Para estudar a independência dos eventos A e B, temos que analisar a interseção A∩B.Para que um resultado pertença à interseção, o primeiro lançamento tem resultar emum número par e a soma tem que ser um número par. Isso significa que temos que terface par em ambos os lançamentos. É fácil ver que P(A∩B) = 936 = 14 = P(A) P(B). Logo,os eventos são independentes.28. Veja a Figura 6.7, onde temos os eventos S = “aluno sabe a resposta” e A = “alunoacerta a questão”. É dado que

P(S) = 0, 3⇒ P(Sc) = 0, 7
Se o aluno sabe a resposta, ele acerta a questão. Se ele não sabe, ele pode “chutar”entre as quatro alternativas. Logo,

P(A|S) = 1 P(A|S) = 0, 25
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Figura 6.7 – Teste de múltipla escolha
(a) O problema pede P(A). Tem-se que

P(A) = P(A ∩ S) + P(A ∩ S) = P(S)× P(A|S) + P(S)× P(A|S)= 0, 3× 1 + 0, 7× 0, 25 = 0, 475
(b) O problema agora pede

P(S|A) = P(A ∩ S)P(A) = P(S)× P(A|S)P(A) = 0, 30, 475 = 0, 3684
29. Sejam os eventos E = “ganhar parte elétrica” e H = “ganhar parte hidráulica”. Temosque P(E) = 12 P(H|E) = 34 P(H|Ec) = 13Resulta que P(Ec) = 12 P(Hc|E) = 14 P(Hc|Ec) = 23(a) P(E ∩ H) = P(E) P(H|E) = 12 × 34 = 38(b)

P(Ec ∩ H) + P(E ∩ Hc) = P(Ec) P(H|Ec) + P(E) P(Hc|E) = 12 × 13 + 12 × 14 = 724(c) P(Ec ∩ Hc) = P(Ec) P(Hc|Ec) = 12 × 23 = 13



Apêndice A

Análise combinatória

Neste capítulo iremos trabalhar com espaços amostrais finitos. Veremos, então, diversastécnicas de contagem do número de elementos de eventos desses espaços amostrais. Dadoum evento qualquer A, representaremos por n(A) o número de elementos de A.
A.1 Princípio Fundamental da Adição

Sejam A e B eventos aleatórios de um espaço amostral Ω finito.
Se A e B são mutuamente exclusivos, então

A ∩ B = ∅ =⇒ n(A ∪ B) = n(A) + n(B) (A.1)
A definição de eventos mutuamente exclusivos se generaliza para mais de dois eventos.Neste caso, devemos analisar a interseção de dois eventos de cada vez. Mais precisamente,dada uma coleção de eventos A1,A2,· · · ,Ak de um espaço amostral Ω, dizemos que eles sãomutuamente exclusivos dois a dois se Ai ∩ Aj = ∅ ∀i 6= j . Veja a Figura A.1.

A1
A4

A5
A6 A7

A2 A3

Figura A.1 – Eventos mutuamente exclusivos dois a dois
Neste caso, a cardinalidade da união é dada pelo princípio fundamental da adição.

77
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! Princípio Fundamental da AdiçãoConsideremos uma coleção de eventos mutuamente exclusivos dois a dois,tais que n(Ai) = ni, i = 1, · · · , k . O princípio fundamental da adiçãoestabelece que

Ai ∩ Aj = ∅ ∀i 6= j =⇒ n
( k⋃

i=1 Ai

) = k∑
i=1 n (Ai) = n1 + · · ·+ nk (A.2)

A seguir apresentamos alguns resultados, que são consequências diretas do princípiofundamental da adição.
Como A ∪ A = Ω e A ∩ A = ∅, resulta que

n(Ω) = n(A) + n(A) =⇒ n(A) = n(Ω)− n(A) (A.3)
Pelo resultado (1.6), A = (A \ B) ∪ (A ∩ B) e (A \ B) ∩ (A ∩ B) = ∅; resulta, então, que

n(A) = n(A \ B) + n(A ∩ B) =⇒ n(A \ B) = n(A)− n(A ∩ B) (A.4)
Analogamente,

n(B \ A) = n(B)− n(A ∩ B) (A.5)
Consideremos o caso geral em que A e B são eventos aleatórios quaisquer. Podemosescrever

A ∪ B = A ∪ (B \ A)
Como A e B \ A são disjuntos, resulta que

n(A ∪ B) = n(A) + n(B \ A)
Usando o resultado (A.5), resulta que

n(A ∪ B) = n(A) + n(B)− n(A ∩ B) (A.6)
EXEMPLO A.1 Cardinalidade da união de 3 eventos finitos
Obtenha uma expressão para n(A ∪ B ∪ C ), onde A, B, C são eventos aleatórios com númerofinito de elementos.

Solução
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n(A ∪ B ∪ C ) = n[(A ∪ B) ∪ C ]= n(A ∪ B) + n(C )− n[(A ∪ B) ∩ C )]= n(A) + n(B)− n(A ∩ B) + n(C )− n[(A ∩ C ) ∪ (B ∩ C )]= n(A) + n(B)− n(A ∩ B) + n(C )− n(A ∩ C )− n(B ∩ C ) + n(A ∩ C ∩ B ∩ C ) =⇒
n(A ∪ B ∪ C ) = n(A) + n(B) + n(C )− n(A ∩ B)− n(A ∩ C )− n(B ∩ C ) + n(A ∩ C ∩ B ∩ C )

��

A.2 Princípio Fundamental da Multiplicação

Para ilustrar o segundo princípio fundamental da contagem, considere o experimentoaleatório que consiste no sorteio aleatório de um homem e uma mulher de um grupo depessoas formado por três homens (h1, h2, h3) e cinco mulheres (m1, m2, m3, m4, m5). Qual éa cardinalidade do espaço amostral deste experimento, ou seja, quantos casais podem serformados com essas pessoas?
O espaço amostral é

Ω =
 h1m1, h1m2, h1m3, h1m4, h1m5,

h2m1, h2m2, h2m3, h2m4, h2m5,
h3m1, h3m2, h3m3, h3m4, h3m5,


Mas se estamos interessados apenas no número de elementos de Ω, devemos notar que hácinco casais nos quais o homem é h1, cinco nos quais o homem é h2 e outros cinco nos quaiso homem é h3, perfazendo um total de 3 × 5 = 15 casais. Esse exemplo ilustra o princípio
fundamental da multiplicação.

! Princípio Fundamental da MultiplicaçãoSe temos k decisões d1, d2, . . . , dk que podem ser tomadasde n1, n2, . . . , nk maneiras respectivamente, então o númerode maneiras de tomar as decisões d1 e d2 e · · · e dk é
n1 × n2 × · · · × nk .

Note que o princípio da multiplicação permite obter o número de elementos do espaçoamostral formado pelos casais sem ter que fazer essa enumeração enfadonha! Imagine sefossem 100 homens e 200 mulheres!
EXEMPLO A.2 Números naturais de três algarismos distintos
Quantos números naturais de três algarismos distintos existem?
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Solução

Para o primeiro algarismo (milhar), existem nove possibilidades, já que o zero nãopode ocupar a primeira posição. Para a segunda posição, escolhida a primeira, sobram novealgarismos (agora já podemos considerar o zero) e para a terceira, escolhidos os dois primeiros,sobram oito algarismos. Logo, existem 9 × 9 × 8 = 648 números. (Já pensou o trabalho queseria listar todos eles?)
��

EXEMPLO A.3 Portas de um prédio
Um prédio possui oito portas. De quantas maneiras posso entrar e sair desse prédio, se nãoquero usar na saída a mesma porta que usei na entrada?

Solução

Para a entrada, posso escolher qualquer uma das oito portas. Escolhida a porta deentrada, sobram sete portas para a saída. Logo, existem 8× 7 = 56 maneiras de entrar e sairpor portas diferentes.
��

EXEMPLO A.4 Números pares de três algarismos distintos
Quantos números pares de três algarismos distintos podemos formar com os algarismos1, 2, 3, 4, 5, 6?
Solução

Para que o número seja par, ele tem que terminar com 2, 4 ou 6. Seja, então, P o eventode interesse Vamos denotar por A2 o evento “número par que termina com 2” e de maneiraanáloga, definimos os eventos A4 e A6. Resulta que A2, A4 e A6 são mutuamente exclusivos doisa dois e P = A2 ∪ A4 ∪ A6. Pelo princípio da adição, resulta que n(P) = n(A2) + n(A4) + n(A6).Para calcular n(A2), note que o último algarismo é 2 e sobram duas posições para serempreenchidas com algarismos distintos escolhidos entre 1, 3, 4, 5, 6. Para a primeira posição,temos cinco possibilidades; escolhida a primeira posição, sobram quatro para a segundaposição. Pelo principio fundamental da multiplicação existem 5× 4 = 20 números pares comtrês algarismos distintos terminando com 2, ou seja, n(A2) = 20. Analogamente, n(A4) = 20 e
n(A6) = 20, o que implica que n(P) = 20 + 20 = 20 = 60.

��

A.3 Permutações

Consideremos quatro objetos distintos a1, a2, a3, a4. De quantas maneiras podemosordená-los? Vamos listar todas as possibilidades.
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a1a2a3a4 a1a2a4a3 a1a3a2a4 a1a3a4a2
a1a4a2a3 a1a4a3a2 a2a1a3a4 a2a1a4a3
a2a3a1a4 a2a3a4a1 a2a4a1a3 a2a4a3a1
a3a1a2a4 a3a1a4a2 a3a2a1a4 a3a2a4a1
a3a4a1a2 a3a4a2a1 a4a1a2a3 a4a1a3a2
a4a2a1a3 a4a2a3a1 a4a3a1a2 a4a3a2a1

Cada uma dessas ordenações é chamada uma permutação simples. Podemos ver que onúmero de tais permutações é bem grande. Note que, para apenas quatro objetos, temos 24permutações. O cálculo do número de permutações é uma consequência direta do princípioda multiplicação.
Consideremos, então, n objetos distintos a1, a2, . . . , an. Para a primeira posição, temos

n possibilidades. Para a segunda, escolhida a primeira, sobram n−1 objetos. Para a terceira,escolhidas a primeira e a segunda posições, sobram n−2 objetos. Continuando, para a últimaposição, escolhidas as n − 1 anteriores, sobra apenas 1 objeto.
Pelo princípio da multiplicação, o número total de permutações, que denotaremos por

Pn é n × (n − 1) × (n − 2) × · · · × 1, e esse número, por definição, é o fatorial de n. Temos,assim, o seguinte resultado.
! Permutações simplesDados n objetos distintos, o número de permutações simples de taisobjetos é dado por

Pn = n × (n − 1)× (n − 2)× · · · × 2× 1 = n! (A.7)

EXEMPLO A.5 Filas
Quantas filas diferentes podemos formar com cinco crianças?
Solução

Essa é exatamente a definição de permutação. Logo, o número de filas é 5! = 5 × 4 ×3× 2× 1 = 120.
��

EXEMPLO A.6 Livros numa estante
Temos cinco livros de Estatística, três livros de Matemática Financeira e quatro livrosde Contabilidade. De quantas maneiras podemos organizar esses livros em uma prateleira?Qual seria a sua resposta se os livros do mesmo assunto tivessem que ficar juntos?
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Solução

Ao todo, há 12 livros; logo, se não é necessário agrupar por assunto, existem 12! =479.001.600 maneiras de organizar os livros.
Se os livros do mesmo assunto têm que ficar juntos, devemos observar que, primeiro,temos que contar as maneiras como podemos organizar os assuntos. Como são três assuntos,há 3! = 6 maneiras de organizar os assuntos. Para os livros de Estatística, há 5! = 120maneiras de organizá-los; para os livros de Matemática Financeira, 3! = 6 maneiras, e paraos livros de Contabilidade, 4! = 24 maneiras.
Pelo princípio fundamental da multiplicação, o número total de maneiras de organizaros 12 livros de modo que os livros do mesmo assunto fiquem juntos é 6×6×120×24 = 103.680maneiras. Note que é razoável que esse número seja menor, pois estamos impondo condiçõesrestritivas na organização.

��

EXEMPLO A.7 Assentos num banco
Cinco moças e cinco rapazes têm que se sentar em cinco bancos de dois lugares, demodo que em cada banco fique uma moça e um rapaz. De quantas maneiras podemos fazerisso?
Solução

Comecemos com as meninas. A primeira menina pode escolher qualquer dos 10 lugares.Logo, ela tem 10 possibilidades. Já a segunda menina só tem 8 possibilidades, porque ela nãopode sentar junto com a primeira. Analogamente, a terceira menina tem 6 possibilidades, aquarta tem 4 e a quinta tem 2 possibilidades.
Definidas as posições das meninas, temos cinco rapazes para sentar em cinco lugares,o que pode ser feito de 5! maneiras. Logo, o número total de possibilidades, pelo princípiofundamental da multiplicação, é 10× 8× 6× 4× 2× 5! = 3.840× 120 = 460.800.

��

EXEMPLO A.8 Anagramas1 de TEORIA
Considere a palavra TEORIA.

1. Quantos anagramas podemos formar?
2. Quantos anagramas começam com a letra T?
3. Quantos anagramas começam com a letra T e terminam com A?
1Anagrama: Palavra ou frase formada pela transposição das letras de outra palavra ou frase.“E dizem que a Iracema do romance de Alencar é o anagrama de América” (João Ribeiro, Curiosidades verbais, p.76).
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4. Quantos anagramas têm todas as vogais juntas?

Solução

Note que o conceito de anagrama é o mesmo de permutação.
1 Como há seis letras diferentes, o número de anagramas é 6! = 6× 5× 4× 3× 2× 1 = 720.
2 Fixada a letra T na primeira posição, as outras cinco podem ser organizadas de 5! = 120maneiras diferentes.
3 Fixadas a primeira e a última letras, as outras quatro podem ser organizadas de 4! = 24maneiras.
4 Temos quatro vogais. Esse bloco pode ser organizado de 4! = 24 maneiras. Para juntaresse bloco com as duas consoantes, há 3! = 6 maneiras diferentes. Logo, o número total é24× 6 = 144. ��

A.4 Arranjos

Na definição de permutação, consideramos ordenações de todos os objetos. Mas épossível que queiramos ordenar apenas k dos n objetos, onde k ≤ n. Nesse caso, temos adefinição de arranjo simples.
Suponhamos, por exemplo, que quatro pessoas serão sorteadas dentre dez. Quantasfilas podemos formar com as quatro pessoas sorteadas?
Como no caso das permutações, para a primeira posição da fila temos disponíveis as 10pessoas. Para a segunda, temos 9; para a terceira, temos 8, e para a quarta e última posição,temos 7. Logo, o número total de filas com as quatro pessoas sorteadas é 10×9×8×7 = 5.040.

Note que, para a quarta posição, já escolhemos as três anteriores; assim, sobram apenas(10− 3) = [10− (4− 1)]. Uma outra observação interessante é a seguinte:
10× 9× 8× 7 = (10× 9× 8× 7)× (6× 5× 4× 3× 2× 1)(6× 5× 4× 3× 2× 1)= (10× 9× 8× 7)× 6!6!= 10!6! = 10!(10− 4)!

Vamos ver, agora, o caso geral. Para calcular o número de arranjos de k dentre nobjetos distintos, devemos notar que, para a primeira posição, existem n possibilidades. Paraa segunda, n − 1 possibilidades. Para a k-ésima e última posição, já foram escolhidos k − 1
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objetos; portanto, sobram n−(k−1), ou seja, para a k-ésima posição, há n−(k−1) = n−k +1possibilidades.

Logo, o número total de arranjos de k elementos, tomados dentre n objetos distinos é
n × (n − 1)× · · · × (n − k + 1) . Vamos denotar por Ak

n esse número.
Ak

n = n × (n − 1)× · · · × (n − k + 1)
Vamos usar o mesmo artifício para simplificar essa fórmula.

Ak
n = n × (n − 1)× · · · × [n − (k − 1)]= n × (n − 1)× · · · × [n − (k − 1)]× (n − k)!(n − k)! =

= n × (n − 1)× · · · × (n − k + 1)× (n − k)× (n − k − 1)× · · · × 2× 1(n − k)! =
= n!(n − k)!

! Arranjos simplesDados n objetos distintos, o número de arranjos simples de k objetosdentre n, denotado por Ak
n, é

Ak
n = n!(n − k)! (A.8)

É importante notar que, sendo a definição de arranjo uma generalização de permutação(note que uma permutação é um arranjo em que k = n), a ordem dos elementos é relevante,ou seja, a1a2a3 é diferente de a3a1a2.

EXEMPLO A.9 Campeonato de futebol
Em um campeonato de futebol, concorrem 20 times. Quantas possibilidades existempara os três primeiros lugares?
Solução

A resposta é A320, pois a ordem faz diferença nesse caso. Note que
A320 = 20!17! = 20× 19× 18× 17!17! = 20× 19× 18 = 6.840

��
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EXEMPLO A.10 Comissões

De um grupo de 15 pessoas deve ser extraída uma comissão formada por um presidente,um vice-presidente e um secretário. Quantas comissões é possível formar?
Solução

A ordem aqui importa, já que os cargos não são equivalentes. Assim, a solução é
A315 = 15!12! = 12× 11× 10 = 1320

��

EXEMPLO A.11 Segredo de cofre
O segredo de um cofre é formado por uma sequência de três dígitos escolhidos entre0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Suponha que uma pessoa saiba que o segredo é formado por trêsalgarismos distintos. Qual o número máximo de tentativas que ela terá de fazer para abrir ocofre?
Solução

Nos segredos de cofre, a ordem importa. Como os algarismos são distintos, a respostaé A310 = 10× 9× 8 = 720
��

A.5 Combinações Simples

Vamos considerar agora, a situação análoga a um arranjo, mas onde a ordem nãoimporta, ou seja, a1a2a3 é igual a a3a1a2.

A título de ilustração, consideremos a situação na qual temos cinco objetos distintosdos quais vamos selecionar três. Como visto, o número de arranjos é 5!2! = 60. Vamos listá-los.
Objetos envolvidos(1,2,3) (1,2,4) (1,2,5) (1,3,4) (1,3,5) (1,4,5) (2,3,4) (2,3,5) (2,4,5) (3,4,5)a1a2a3 a1a2a4 a1a2a5 a1a3a4 a1a3a5 a1a4a5 a2a3a4 a2a3a5 a2a4a5 a3a4a5a1a3a2 a1a4a2 a1a5a2 a1a4a3 a1a5a3 a1a5a4 a2a4a3 a2a5a3 a2a5a4 a3a5a4a2a1a3 a2a1a4 a2a1a5 a3a1a4 a3a1a5 a4a1a5 a3a2a4 a3a2a5 a4a2a5 a4a3a5a2a3a1 a2a4a1 a2a5a1 a3a4a1 a3a5a1 a4a5a1 a3a4a2 a3a5a2 a4a5a2 a4a5a3a3a1a2 a4a1a2 a5a1a2 a4a1a3 a5a1a3 a5a1a4 a4a2a3 a5a2a3 a5a2a4 a5a3a4a3a2a1 a4a2a1 a5a2a1 a4a3a1 a5a3a1 a5a4a1 a4a3a2 a5a3a2 a5a4a2 a5a4a3
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Esta listagem está organizada de modo que, em cada coluna, os objetos envolvidos sãoos mesmos. Note o seguinte: como a ordem não importa, os elementos de cada coluna sãoiguais, ou seja, só precisamos de um deles. Mas em cada coluna temos as permutações dostrês objetos envolvidos. Logo, o número de elementos em cada coluna neste exemplo é 3! = 6.Como só precisamos de um de cada 3!, o número total é603! = 5!2!3! .

Ilustramos com esse exemplo o conceito e o cálculo do número de combinações simplesde n elementos distintos tomados k a k . Dado um conjunto de n elementos distintos, a
combinação dos n elementos tomados k a k nos dá o número de subconjuntos com k elementos(note que, em um conjunto, a ordem dos elementos não importa).

! Combinações simplesDados n objetos distintos, o número de combinações simples de kelementos tomados dentre os n é
C k

n = Ak
n

k! = n!(n − k)!k! = (n
k

) (A.9)
O número (n

k
) é chamado número ou coeficiente binomial, ou ainda, númerocombinatório.

Note a diferença: no conceito de arranjo, estamos lidando com sequências de kelementos, enquanto no conceito de combinação, estamos lidando com subconjuntos. Nassequências, a ordem dos elementos é relevante, mas não nos subconjuntos.
EXEMPLO A.12 Comissão

De um grupo de oito homens e cinco mulheres devem ser escolhidos três homens e trêsmulheres para formar uma comissão. Quantas comissões podem ser formadas se João e Maria,que pertencem ao grupo original, não aceitam participar em conjunto da comissão?
Solução

O número total de comissões é (83
)
×
(53
) = 560,. O número de comissões em queMaria e João estão juntos é dado por(72

)
×
(42
) = 7!2!5! × 4!2!2! = 7× 62 × 4× 32 = 126

Logo, o número de comissões em que João e Maria não estão juntos é 560− 126 = 434.
��
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EXEMPLO A.13 Cartas de um baralho

Considere o experimento aleatório que consiste na extração aleatória de três cartas vãoser retiradas de um baralho normal de 52 cartas. Calcule o número de elementos de cada umdos seguintes eventos:
1. E = “todas as três do naipe de espadas”;2. M =“todas as três cartas do mesmo naipe”;3. D =“todas as três cartas de naipes diferentes”.

Solução

1. Existem 13 cartas de espadas. Logo,
n(E) = (133

) = 13!3!10! = 13× 12× 113× 2 = 286
2. O mesmo cálculo feito no item anterior vale para os 4 naipes. Sejam E , C , P , O os eventos“três cartas de espadas”, “três cartas de copas”, “três cartas de paus” e “três cartas de ouro”,respectivamente. Então, M = E ∪ C ∪ P ∪ O e como são eventos mutuamente exclusivos,resulta que

n(M) = n(E) + n(C ) + n(P) + n(O) = 286× 4 = 1144
3. Para a primeira carta, temos 52 possibilidades – qualquer carta serve. Para a segundacarta, temos que excluir as cartas do naipe da primeira; logo, sobram 39. Para a terceira,temos que excluir as cartas dos dois naipes anteriores; logo, sobram 26. Pelo princípio damultiplicação, resulta que 52× 39× 26, e

n(D) = 52× 39× 26 = 52.728
Note que o evento D não é o complementar de M , pois, por exemplo, a sequência CCEpertence ao complementar de M , mas não pertence ao evento D. ��

EXEMPLO A.14 Mega-sena
No jogo da Mega-Sena da Caixa Econômica Federal, o apostador deve escolher nomínimo seis e no máximo 15 números diferentes entre 1 e 60. Um jogo simples consiste naescolha de 6 números e os preços das apostas se baseiam no número de jogos simples emcada cartão. Qual é o número total de jogos simples distintos? Num cartão com 15 númerosmarcados, quantos são os jogos simples? Se cada jogo simples custa R$1,50, qual o preço deum cartão com 15 números marcados?
Solução



88 APÊNDICE A. ANÁLISE COMBINATÓRIA
Note que, na Mega-Sena, a ordem não importa; logo, o número total de jogos simples é(606

) = 60!6!54!= 60× 59× 58× 57× 56× 55× 54!6× 5× 4× 3× 2× 1× 54!= 50.063.860
Isso significa que a sua chance de acertar a sena é 150.063.860 = 0, 000000019974.

Num cartão com 15 números marcados, o número de jogos simples é(156
) = 15× 14× 13× 12× 11× 10× 9!6× 5× 4× 3× 2× 1× 9! = 5005

e, assim, o preço desse cartão é 1, 50× 5005 = 7507, 5.
��

EXEMPLO A.15 Time de futebol
Para a seleção brasileira foram convocados 2 goleiros, 6 zagueiros, 7 meios-de-campoe 4 atacantes. De quantos modos é possível escalar a seleção com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4meios-de-campo, e 2 atacantes?
Solução(21
)
×
(64
)
×
(74
)
×
(42
) = 6.300

��

EXEMPLO A.16 Torneios
Em um torneio no qual cada participante enfrenta todos os demais, são jogadas 780partidas. Quantos são os participantes?
Solução

Cada jogador tem n−1 oponentes. Logo, existem n× (n−1) maneiras de selecionar doisparticipantes. Como a ordem dos dois selecionados não importa, o número total de partidasé n × (n − 1)2 . Logo,
n × (n − 1)2 = 780⇒ n2 − n − 1.560 = 0⇒ n = 1±√1 + 6.2402 = 1± 792

As raízes de tal equação são n = 40 e n = −39. Como n tem que ser positivo, a soluçãoé n = 40 partidas.
��
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A.6 Triângulo de Pascal e Binômio de Newton

O triângulo de Pascal é um quadro em formato de um triângulo (que consideraremosretângulo para facilitar a exibição), formado pelos números binomiais dispostos da seguinteforma: na hipotenusa, todos os elementos são iguais a 1, bem como no cateto vertical:
Linha0 11 1 12 1 13 1 14 1 15 1 16 1 1... ...

Cada elemento no interior do triângulo é obtido como a soma do elemento imediatamenteacima e do primeiro elemento acima à esquerda; o processo recursivo de construção se fazlinha a linha, iniciando-se na segunda linha,conforme ilustrado a seguir:
Linha0 11 1 12 1 2 13 1 14 1 15 1 16 1 1... ...

Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 14 1 15 1 16 1 1... ...

Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 15 1 16 1 1... ...



90 APÊNDICE A. ANÁLISE COMBINATÓRIA

Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 4 15 1 16 1 1... ...

Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 4 6 15 1 16 1 1... ...

Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 4 6 4 15 1 16 1 1... ...
Continuando com esse procedimento, obtém-se o triângulo de Pascal a seguir (note queesse triângulo tem infinitas linhas e infinitas colunas...)

Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 4 6 4 15 1 5 10 10 5 16 1 6 15 20 15 6 1... ...
Os números que aparecem em cada linha do triângulo nada mais são que os númerosbinomiais. Numerando as linhas e colunas do triângulo a partir de zero, o elemento da linha

n e coluna k é (n
k

)
. Então, em cada linha n, os elementos vão desde (n0

) até (n
n

)
.

0 1 2 3 4 5 6 · · · 0 1 2 3 4 5 6 · · ·0 1 (00)1 1 1 (10) (11)2 1 2 1 (20) (21) (22)3 1 3 3 1 (30) (31) (32) (33)4 1 4 6 4 1 (40) (41) (42) (43) (44)5 1 5 10 10 5 1 (50) (51) (52) (53) (54) (55)6 1 6 15 20 15 6 1 (60) (61) (62) (63) (64) (65) (66)...
Existem vários resultados sobre os números combinatórios e várias propriedadesassociadas às linhas e colunas do triângulo de Pascal. A propriedade utilizada na construçãodo triângulo é a propriedade já vista dos números binomais, chamada Relação de Stifel.
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! Relação de StifelA soma de dois elementos consecutivos de uma mesma linha é igual aoelemento situado abaixo da última parcela, ou seja(

n
k

)+( n
k + 1

) = (n + 1
k + 1

) (A.10)

Demonstração

(
n
k

)+( n
k + 1

) = n!
k! (n − k)! + n!(k + 1)! (n − k − 1)! =

= n!
k! (n − k) (n − k − 1)! + n!(k + 1) k! (n − k − 1)! =

= n! (k + 1) + n! (n − k)[(k + 1) k!] [(n − k) (n − k − 1)!] = n! (k + 1 + n − k)(k + 1)! (n − k)! =
= n! (n + 1)(k + 1)! (n − k)! = (n + 1)!(k + 1)! (n − k)! = (n + 1

k + 1
)

�

Considere a n-ésima linha do triângulo de Pascal e seja k < n. Então, (n
k
) é o elementoque está na linha n avançado de k colunas em relação ao início da linha; já ( n

n−k
) é oelemento que está na linha n atrasado de k colunas em relação ao final da linha. Númeroscombinatórios como (n

k
) e ( n

n−k
) são chamados combinações complementares.

! Relação das Combinações ComplementaresEm uma mesma linha do triângulo de Pascal, elementos equidistantes dosextremos são iguais, ou seja:(
n
k

) = ( n
n − k

)(
n
k

) = ( n
n − k

) (A.11)

Demonstração(
n

n − k

) = n!(n − k)! [n − (n − k)]! = n!
k! (n − k)! = (n

k

)
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�

! Teorema das LinhasA soma dos elementos da n-ésima linha é igual a 2n, ou seja:(
n0
) + (n1

) + (n2
) + · · ·+( n

n − 1
) + (n

n

) = 2n (A.12)
Em termos de somatório:

n∑
j=0
(

n
j

) = 2n

Demonstração

Como visto, o número combinatório (n
k

) dá o número de subconjuntos de tamanho k deum conjunto de tamanho n. Assim, na expressão (A.12), cada número combinatório dá o númerode subconjuntos de determinado tamanho e a soma deles dá o número total de subconjuntosde um conjunto de tamanho n. Mas para formar subconjuntos de tal conjunto podemos usar oseguinte artifício: cada elemento pode ser marcado com um + para indicar que pertence aosubconjunto, ou com um −, para indicar que não pertence ao subconjunto. O número total deformas de fazer isso é 2×2×2×· · ·×2 = 2n e isso prova que o número total de subconjuntosde um conjunto de tamanho n é 2n e isso completa a prova.
�

! Teorema das colunasA soma dos elementos de uma coluna do triângulo de Pascal, começandoda primeira linha, é igual ao elemento que está avançado uma linha e uamcoluna em relação ao último elemento da soma, ou seja:(
k
k

)+(k + 1
k

)+ · · ·+(k + n
k

) = (k + n + 1
k + 1

)
Em termos de somatório:

n∑
j=0
(

k + j
k

) = (k + n + 1
k + 1

)

Demonstração
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Vamos aplicar a relação de Stifel aos elementos da coluna k + 1, a partir da primeiralinha desta coluna: (

k + 1
k + 1

) = (
k
k

)
(

k + 2
k + 1

) = (
k + 1

k

)+(k + 1
k + 1

)
(

k + 3
k + 1

) = (
k + 2

k

)+(k + 2
k + 1

)
(

k + 4
k + 1

) = (
k + 3

k

)+(k + 3
k + 1

)
...(

k + n − 1
k + 1

) = (
k + n − 2

k

)+(k + n − 2
k + 1

)
(

k + n
k + 1

) = (
k + n − 1

k

)+(k + n − 1
k + 1

)
(

k + n + 1
k + 1

) = (
k + n

k

)+(k + n
k + 1

)
Somando essas igualdades termo a termo, podemos ver que há parcelas iguais em ladosopostos, que podem ser simplificadas. Todos os termos do lado esquerdo, com exceção doúltimo, cancelam com termos do lado direito e o que sobra é:(

k + n + 1
k + 1

) = (k
k

)+(k + 1
k

)+(k + 2
k

)+(k + 3
k

)+· · ·+(k + n − 2
k

)+(k + n − 1
k

)+(k + n
k

)
ou seja

n∑
j=0
(

k + j
k

) = (k + n + 1
k + 1

)
o que completa a prova.

�

! Binômio de NewtonDados quaisquer números reais x e a e um inteiro qualquer n, então
(x + a)n = n∑

k=0
(

n
k

)
akxn−k (A.13)

Demonstração

Vamos provar este resultado usando o método da indução.
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• O resultado é válido para n = 1. De fato:

(x + a)1 = x + a1∑
k=0

(
n
k

)
akxn−k = (10

)
x +(11

)
a = x + a

• Suponhamos que o resultado seja válido para n qualquer e vamos provar que é válidopara n + 1. Mais precisamente, temos as seguintes hipótese de indução e tese:
H.I. : (x + a)n = n∑

k=0
(

n
k

)
akxn−k

Tese : (x + a)n+1 = n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
akxn+1−k

Demonstração:Usando propriedades de potência e a hipótese de indução, podemos escrever:
(x + a)n+1 = (x + a)(x + a)n

= (x + a) n∑
k=0

(
n
k

)
akxn−k

= n∑
k=0

(
n
k

)
akxn−k+1 + n∑

k=0
(

n
k

)
ak+1xn−k

Vamos separar o primeiro termo (k = 0) do primeiro somatório e o último termo (k = n)do segundo somatório:
(x + a)n+1 = [(

n0
)

a0xn−0+1 + n∑
k=1

(
n
k

)
akxn−k+1] + [n−1∑

k=0
(

n
k

)
ak+1xn−k +(n

n

)
an+1xn−n

]

= [(
n0
)

a0xn+1 + n∑
k=1

(
n
k

)
akxn−k+1] + [n−1∑

k=0
(

n
k

)
ak+1xn−k +(n

n

)
an+1x0]

Note que ambos os somatórios têm n parcelas cada um. Vamos fazer uma mudança devariável no segundo somatório, de modo que a potência de a passe a ser j em vez de
k + 1. Mais precisamente, vamos definir

k + 1 = j ⇒

 k = j − 1
k = 0⇒ j = 1
k = n − 1⇒ j = n



A.6. TRIÂNGULO DE PASCAL E BINÔMIO DE NEWTON 95

(x + a)n+1 = [(
n0
)

a0xn+1 + n∑
k=1

(
n
k

)
akxn−k+1] +  n∑

j=1
(

n
j − 1

)
ajxn−j+1 +(n

n

)
an+1x0


= [(

n0
)

a0xn+1 + n∑
k=1

(
n
k

)
akxn−k+1] + [ n∑

k=1
(

n
k − 1

)
akxn−k+1 +(n

n

)
an+1x0]

Aqui, apenas trocamos o índice j por k . Note que as potências de a e x são as mesmasem ambos os somatórios. Logo, podemos colocar em evidência num único somatório:
(x + a)n+1 = (

n0
)

a0xn+1 +{ n∑
k=1

[(
n
k

)+( n
k − 1

)]
akxn−k+1}+(n

n

)
an+1x0

Note, agora, os números combinatórios que aparecem entre colchetes: estamos somando2 números combinatórios consecutivos da linha n. Pela relação de Stifel, sabemos que(
n
k

)+( n
k − 1

) = (n + 1
k

)
Sabemos, também, que (

n0
) = (n + 10

)
(

n
n

) = (n + 1
n + 1

)
Substituindo esses resultados, obtemos que

(x + a)n+1 = (
n + 10

)
a0xn+1 + n∑

k=1
(

n + 1
k

)
akxn−k+1 +(n + 1

n + 1
)

an+1x0

= n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
akxn−k+1

o que completa a prova. �

A.6.1 Aplicações

1. Note que, fazendo x = 1 e a = 1 na equação (A.13), obtemos que
2n = n∑

k=0
(

n
k

)
o que nos dá uma outra prova do teorema das linhas.
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2. Note que, fazendo x = 1 e a = −1 na equação (A.13), obtemos que

n∑
k=0 (−1)k (n

k

) = 0
3. Fórmula de Euler:

r∑
k=0

(
m
k

)(
n

r − k

) = (m + n
r

) (A.14)
Essa fórmula pode ser considerada verdadeira para quaisquer valores de m, n, r desdeque adotemos a convenção de que (n

r

) = 0 para r > n.

Para demonstrar esse resultado usando argumentos combinatórios, suponha um conjuntocom n + m elementos, de modo que m desses elementos estão em uma categoria I e os
n elementos restantes estão em outra categoria II.Vamos expandir o termo do lado esquerdo:(

m0
)(

n
r

)+(m1
)(

n
r − 1

) + (m2
)(

n
r − 2

) + · · ·+(m
r

)(
n0
) = (m + n

r

)
O termo do lado direito da expressão nos dá o número de subconjuntos deste conjuntocom r elementos. O primeiro termo da soma do lado esquerdo nos dá o número desubconjuntos com nenhum elemento da categoria I e r elementos da categoria II; osegundo termo nos dá o número de subconjuntos com exatamente um elemento dacategoria I e r − 1 elementos da categoria II; o terceiro termo nos dá o número desubconjuntos com exatamente dois elementos da categoria I e r − 2 elementos dacategoria II e, sucessivamente, o último termo nos dá o número de subconjuntos comexatamente r elementos da categoria I e nenhum elemento da categoria II. Somandoesses termos, obtemos o número total de subconjuntos com r elementos, que é (m + n

r

)
.

4. Fazendo m = r = n na equação (A.14), obtemos que
n∑

k=0
(

n
k

)(
n

n − k

) = (2n
n

)

Mas pela relação das combinações complementares (n
k

) = ( n
n − k

)
, o que nos dá:

n∑
k=0

(
n
k

)2 = (2n
n

)
5. Vamos mostrar que

n∑
k=1 k

(
n
k

) = n2n−1
De fato:

n∑
k=1 k

(
n
k

) = n∑
k=1 k n!

k!(n − k)! = n∑
k=1 k n!

k(k − 1)!(n − k)!
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Como k 6= 0, podemos dividir ambos os termos por k, o que resulta

n∑
k=1 k

(
n
k

) = n∑
k=1

n!(k − 1)!(n − k)! = n∑
k=1

n(n − 1)!(k − 1)!(n − k)!
= n

n∑
k=1

(n − 1)!(k − 1)!(n − k)!Fazendo a mudança de variável k − 1 = j, podemos escrever (note os índices dosomatório!):
n∑

k=1 k
(

n
k

) = n
n−1∑
j=0

(n − 1)!
j!(n − j − 1)! = n

n−1∑
j=0

(n − 1)!
j!(n − 1− j)! = n

n−1∑
j=1
(

n − 1
j

) = n2n−1
usando o resultado (A.12).6. Vamos mostrar que

n∑
k=2 k(k − 1)(n

k

) = n(n − 1)2n−2
De fato: fazendo k − 1 = j, podemos escrever

n∑
k=2 k(k − 1)(n

k

) = n−1∑
j=1 (j + 1)j( n

j + 1
) = n−1∑

j=1 (j + 1)j n!(j + 1)!(n − j − 1)!
= n−1∑

j=1 (j + 1)j n!(j + 1)j!!(n − j − 1)! = n−1∑
j=1 j n!

j(j − 1)!(n − j − 1)!
= n−1∑

j=1
n!(j − 1)!(n − j − 1)!

Fazendo j − 1 = i
n∑

k=2 k(k − 1)(n
k

) = n−1∑
j=1

n!(j − 1)!(n − j − 1)! = n−2∑
i=0

n!
i!(n − i − 2)!

= n−2∑
i=0

n(n − 1)(n − 2)!
i!(n − 2− i)! = n(n − 1) n−2∑

i=0
(

n − 2
i

) = n(n − 1)2n−2
Mais uma vez, usamos o teorema das linhas.7. Se n é par, então(

n1
) + (n3

) + · · ·+( n
n − 1

) = (n0
) + (n2

) + (n4
) + · · ·+(n

n

)
De fato: o desenvolvimento do binômio de Newton nos dá que

(x + a)n = (
n0
)

a0xn +(n1
)

a1xn−1 +(n2
)

a2xn−2
+ · · ·+( n

n − 1
)

an−1x1 +(n
n

)
anx0

≡ T0 + T1 + T2 + · · ·+ Tn−1 + Tn
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em que

Tk = (n
k

)
akxn−k

Analogamente, se n é par
(x − a)n = (

n0
)(−a)0xn +(n1

)(−a)1xn−1 +(n2
)(−a)2xn−2

+ · · ·+( n
n − 1

)(−a)n−1x1 +(n
n

)(−a)nx0
≡ T0 − T1 + T2 + · · · − Tn−1 + TnEntão, (x + a)n + (x − a)n = 2(T0 + T2 + · · ·+ Tn−2 + Tn)e (x + a)n − (x − a)n = 2(T1 + T3 + · · ·+ Tn−3 + Tn−1)Fazendo x = a = 1, resulta que

2n = 2(T0 + T2 + · · ·+ Tn−2 + Tn) = 2 [(n0
) + (n2

) + (n4
) + · · ·+(n

n

)]
2n = 2(T1 + T3 + · · ·+ Tn−3 + Tn−1) = 2 [(n1

) + (n3
) + · · ·+( n

n − 1
)]

Logo, se n é par(
n0
) + (n2

) + (n4
) + · · ·+(n

n

) = (n1
) + (n3

) + · · ·+( n
n − 1

) = 2n−1
8. Números de Fibonacci e o triângulo de PascalO número de Fibonacci Fn é definido como a soma dos elementos da n−ésima “diagonalinversa” do triângulo de Pascal. Veja a Figura A.2

F0=1 1

F1=1 1 1

F2=2 1 2 1

F3=3 1 3 3 1

F4=5 1 4 6 4 1

F5=8 1 5 10 10 5 1

F6=13 1 6 15 20 15 6 1

F7=21 1 7 21 35 35 21 7 1

Figura A.2 – figureNúmeros de Fibonacci no Triângulo de Pascal
Fn = (

n0
) + (n − 11

) + (n − 22
) + (n − 33

) + · · ·(n − n2
n2
)

n par
Fn = (

n0
) + (n − 11

) + (n − 22
) + (n − 33

) + · · ·(n − n−12
n−12

)
n ímpar
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Cada número na sequência de Fibonacci é a soma dos dois números anteriores, isto é:

Fn+2 = Fn + Fn+1
De fato: sem perda de generalidade, vamos supor n par (logo, n + 1 é ímpar e n + 2 épar.)
Fn + Fn+1 = [(

n0
) + (n − 11

) + (n − 22
) + (n − 33

) + · · ·(n −
(n2 − 1)

n2 − 1
) + (n − n2

n2
)] +[(

n + 10
) + (n1

) + (n − 12
) + (n − 23

) + · · ·+(n + 1− n+1−12
n+1−12

)]
= [(

n0
) + (n − 11

) + (n − 22
) + (n − 33

) + · · ·(n + 1− n2
n2 − 1

) + (n − n2
n2
)] +[(

n + 10
) + (n1

) + (n − 12
) + (n − 23

) + · · ·+(n + 1− n2
n2

)]
= (

n + 10
) + [(n0

) + (n1
)] + [(n − 11

) + (n − 12
)] + [(n − 22

) + (n − 23
)] + · · ·+[(

n + 1− n2
n2 − 1

) + (n + 1− n2
n2

)] + (n − n2
n2
)

= (
n + 10

) + (n + 11
) + (n2

) + (n − 13
) + · · ·+(n + 2− n2

n2
)+(n − n2

n2
)

Note os seguintes fatos:(
n + 10

) = (
n + 20

)
n par =⇒ n = 2× n2 =⇒ (

n − n2
n2
) = (n2

n2
) = (n + 2− n+22

n+22
) = (n + 2− (n2 + 1)

n2 + 1
)

Resulta, então, que
Fn+Fn+1 = (n + 20

)+(n + 11
)+(n2

)+(n − 13
)+· · ·+(n + 2− n2

n2
)+(n + 2− n+22

n+22
) = Fn+2
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