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Capitulo 1

Probabilidade: conceitos basicos

1.1 Introducao

No nosso cotidiano, lidamos sempre com situacdes em que esta presente a incerteza do
resultado, embora, muitas vezes, os resultados possiveis ja sejam conhecidos. Por exemplo:
o sexo de um embrido pode ser masculino ou feminino, mas s6 saberemos o resultado exato
quando o bebé nascer. Se estivermos interessados na face voltada para cima ao jogarmos um
dado, os resultados possiveis serdo 1, 2, 3, 4, 5, 6. Mas sé saberemos o resultado quando o
experimento se completar, ou seja, quando o dado atingir a superficie sobre a qual foi lancado.
E conveniente, entdo, dispormos de uma medida que exprima a incerteza presente em cada
um desses acontecimentos. Tal medida é a probabilidade.

No estudo das distribuicoes de frequéncias, vimos como essas sdo importantes para
entendermos a variabilidade de um fendmeno aleatdrio. Por exemplo, quando sorteamos uma
amostra de empresas para analisar a distribuicdo do nimero de empregados, sabemos que
uma outra amostra fornecerd resultados diferentes. No entanto, se sortearmos um grande
numero de amostras, esperamos que surja um determinado padréo que ird refletir a verdadeira
distribuicdo da populacdo de todas as empresas. Através de um modelo tedrico, construido
com base em suposicoes adequadas, podemos reproduzir a distribuicdo de frequéncias quando
o fendmeno for observado diretamente. Esses modelos sdo chamados modelos probabilisticos
e serdo estudados na seqgunda parte deste curso. A probabilidade é a ferramenta basica na
construcao de tais modelos e serd estudada nesta primeira parte.

1.2 Experimento aleatorio, espaco amostral e evento

Consideremos o lancamento de um dado, a fim de estudarmos a proporcéo de ocorréncias
das suas faces. O primeiro fato a observar é que existem apenas 6 resultados possiveis, as
faces 1, 2, 3, 4,5, 6. O seqgundo fato é uma suposicéo sobre o dado: em geral, é razoavel supor
que ele seja equilibrado. Assim, cada face deve ocorrer o mesmo niimero de vezes e, portanto,
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essa proporcao deve ser % Nessas condicdes, nosso modelo probabilistico para o lancamento

de um dado pode ser expresso da sequinte forma:

Face

Total

Frequéncia tedrica

o= —

o= N

o= W

ol—=

o= O1
o= O

1

Suponhamos que uma mulher esteja grdvida de trigémeos. Sabemos que cada bebé
pode ser do sexo masculino (M) ou feminino (F). Entéo, as possibilidades para o sexo das trés
criancas séo: MMM, MMF, MEM, FMM, FFEM, FMF, MFF, FFF. Uma suposicao razoavel é que
todos esses resultados sejam igualmente provaveis, o que equivale a dizer que cada bebé tem
igual chance de ser do sexo masculino ou feminino. Entdo cada resultado tem uma chance de
% de acontecer. Assim, o modelo probabilistico para esse experimento seria

Sexo MMM MMF  MFM  FMM FFM FMF MFF FFF | Total
Freq. tedrica % % % % % % % % 1

Por outro lado, se sd estivermos interessados no nimero de meninas, esse mesmo
experimento nos conduzird ao seguinte modelo probabilistico:

Meninas

Total

Freq. tedrica

o= O

Rl —

ol N

ol = GO

1

Nesses exemplos, vimos que a especificacdo de um modelo probabilistico para um
fendmeno casual depende da especificacdo dos resultados possiveis e das respectivas
probabilidades. Vamos, entdo, estabelecer algumas definicdes antes de passarmos a definicao

propriamente dita de probabilidade.

1.2.1 Experimento aleatério

Um experimento aleatdrio é um processo que acusa variabilidade em seus resultados,

isto ¢,
serdo diferentes.

mesmo repetindo-se o experimento sob as mesmas condicdes, os resultados
Em contraposicdo aos experimentos aleatdrios, temos os experimentos

deterministicos, que, repetidos sob as mesmas condicdes, conduzem a resultados idénticos.
Neste curso, estaremos interessados apenas nos experimentos aleatdrios.

1.2.2 Espago amostral

O espago amostral de um experimento aleatério é o conjunto de todos os resultados
possiveis do mesmo. Iremos denotar tal conjunto pela letra grega 6mega maiuscula, Q. Quando
o0 espaco amostral for finito ou infinito enumeravel, seréd chamado de espaco amostral discreto.
Caso contrario, isto é, quando Q for ndo enumeravel, iremos chama-lo de espaco amostral

continuo.



1.2. EXPERIMENTO ALEATORIO, ESPACO AMOSTRAL E EVENTO 3
1.2.3 Eventos aleatorios

Os subconjuntos de Q) sdo chamados de eventos aleatérios e os elementos de Q) sdo
chamados de eventos elementares. Os eventos, sendo conjuntos, serdo representados por
letras matitisculas do nosso alfabeto, enquanto os elementos de um evento serao representados
por letras minudsculas.

EXEMPLO 1.1 Langamento de uma moeda

O lancamento de uma moeda é um experimento aleatério, uma vez que, em cada lancamento,
mantidas as mesmas condicdes, ndo podemos prever qual das duas faces (cara ou coroa) caira
para cima. Por outro lado, se colocarmos uma panela com agua para ferver e anotarmos a
temperatura de ebulicdo da agqua, o resultado serd sempre 100°C. Logo, este é um experimento
deterministico.

EXEMPLO 1.2 Lancamento de um dado

Consideremos o experimento aleatério “lancamento de um dado”. O espaco amostral é ) =
{1,2,3,4,5,6}, sendo, portanto, um espaco discreto. Os eventos elementares sdo {1}, {2},
{3}, {4}, {5}, {6}. Outros eventos sao: “face par"= {2,4,6}, “face impar” = {1,3,5}, “face
timpar menor que 5" = {1, 3}, etc.

EXEMPLO 1.3 Langamento de duas moedas

Consideremos o langamento simulténeo de duas moedas. Vamos representar por K a
ocorréncia de cara e por C a ocorréncia de coroa. Um espaco amostral para esse experimento
¢ 0 ={KK,KC,CK, CC}, que também é um espaco discreto. Os eventos simples sdo {KK},
{KC}, {CK}, {CC} e um outro evento é “cara no primeiro lancamento” = {KC, KK} . Para
esse mesmo experimento, se estivermos interessados apenas no niimero de caras, o espago
amostral podera ser definido como Q = {0,1,2}.

EXEMPLO 1.4 Medicao do nivel de ruido

Considere o experimento que consiste em medir, diariamente e durante um més, em decibéis, o
nivel de ruido na vizinhanca da obra de construcdo do metrdé em Ipanema. O espaco amostral
associado a este experimento é formado pelos niimeros reais positivos, sendo, portanto, um
espaco amostral continuo. Um evento: observar niveis superiores a 80 decibéis, representado
pelo intervalo (80, o0), que corresponde a situacdes de muito barulho.

EXEMPLO 1.5 Bolas em uma urna

Uma urna contém 4 bolas, das quais 2 séo brancas (hnumeradas de 1 a 2) e 2 sédo pretas
(numeradas de 3 a 4). Duas bolas séo retiradas dessa urna, sem reposicao. Defina um espaco
amostral apropriado para esse experimento e os seguintes eventos:
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A: a primeira bola é branca;
B: a segunda bola é branca;
C : ambas as bolas sao brancas;

Solucao

Considerando a numeracéo das bolas, o espaco amostral pode ser definido como:

Q = {(i,j):i=1 j=1,23,4i# j}
= {(1,2),(1,3).(1,4),(2,1).(2,3),(2,4).(3.1),(3,2).(3.4), (4. 1), (4. 2), (4, 3)}

A= {(iL,j):i=1,2]j=1234i+j}
= {(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3), (2, 4)}
B = {(i,j):i=1,234j=1,2i4j}
{2.1).3.1),(4.1).(1.2).3.2.(4.2)}
C = {(i,j):i=1,2j=12i#j}
{(1.2).(2,1)}

EXEMPLO 1.6 Cartas de um baralho

Trés cartas séo retiradas, sem reposicao, de um baralho que tem trés cartas de cada uma das

sequintes cores: azul, vermelha, preta e branca. Dé um espaco amostral para esse experimento
e, em sequida, liste os eventos:

A: todas as cartas selecionadas sdo vermelhas;

B: uma carta vermelha, uma carta azul e uma carta preta sdo selecionadas;
C: trés diferentes cores ocorrem;
D : todas as quatro cores ocorrem.

Solucao

Vamos denotar por A, V, P e B as cores azul, vermelha, preta e branca, respectivamente.
Entao,

Q = {(x.x2x3):x;=AV,P,Bi=1,273}
Os eventos sao:

A= V.V, V)

B = {(V.AP),(V.P,A,AV,P),AP V)P, VA, PAV)}

(V, A, P),(V,P,A), A, v P), (A, P,

c (V, A B),(V,B,A), (A V,B),(A B,V
(V,B,P),(V,P,B),(B, ,/),(/3 P, V),
(B, A, P),(B,P,A), (A B, P),(A P,B)

V), (P, V, A), (P, A V),
), (B, V,A),(B,A,V),
(P,V,B),(P,B,V),
(P, B, A), (P, A, B)
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Como temos quatro cores diferentes e apenas trés extracées, ndo é possivel obter todas
as cores. Logo,

D = o

1.3 Operacoes com eventos aleatodrios

1.3.1 Intersecao

O evento interse¢do de dois eventos A e B é o que equivale a ocorréncia simultédnea
de A e B (ver Figura[l.1). Seguindo a notagdo da teoria de conjuntos, a intersecdo de dois
eventos sera representada por AN B.

Figura 1.1 — Intersecdo de dois eventos: AN B

Note que
xEANB & xe€A e xeB (1.1)

EXEMPLO 1.7 Langamento de dois dados - continuacao

Consideremos o experimento “lancamento de dois dados” os eventos A ="“soma das faces é
um numero par” e B = "soma das faces é um ndimero maior que 9”. Calcule AN B.

Solugao

O espaco amostral desse experimento, que tem 36 elementos, é
Q = {(1,1),1,2),...,(1,6),(2,1),...,(2,6),...,(6,6)}

Para que um elemento pertenca a intersecdo A N B, ele tem de pertencer,
simultaneamente, aos eventos A e B. O evento B é

B = {(4,6),(55),(5, 6),(6,4),(6,5),(6,6)}

Dos seus elementos, os Unicos que pertencem ao evento A, isto é, aqueles que
tém soma das faces par, séo os elementos (4,6),(5,5),(6,4) e (6,6). Logo, AN B =
{(4,6),(5,5),(6,4),(6,6)} . Note que nao precisamos listar o evento A, que tem 18 elementos!
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1.3.2 Exclusao

Dois eventos, A e B, sao mutuamente exclusivos quando nd&o podem ocorrer
simultaneamente, isto é, quando a ocorréncia de um impossibilita a ocorréncia do outro. Isso
significa dizer que os eventos A e B ndo tém elementos em comum. Entdo, esses dois eventos
serdo mutuamente exclusivos quando sua intersecdo for o conjunto vazio, ou seja, AN B =g

(ver Figura[1.2).

Figura 1.2 — Eventos mutuamente exclusivos: AN B =@

EXEMPLO 1.8 Lancamento de dois dados

Consideremos, novamente, o experimento “lancamento de dois dados”Sejam os eventos A =
“soma das faces é impar” e B = “duas faces iguais”. Entéo, A e B séo mutuamente exclusivos,
porque a soma de dois niimeros iguais é sempre um néimero par.

1.3.3 Uniao

A unido de dois eventos A e B é o evento que corresponde a ocorréncia de pelo menos
um deles. Note que isso significa que pode ocorrer apenas A, ou apenas B, ou Ae B
simultaneamente. Esse evento seréd representado por AU B; (ver Figura [1.3).

Figura 1.3 — Uniédo de dois eventos: AU B

Observe que
xeEAUB & x€A ou xeB (1.2)

EXEMPLO 1.9 Lancamento de duas moedas
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Consideremos o experimento “lancamento de duas moedas”, em que o espaco amostral é Q =
{KK,KC,CK,CC}. Sejam os eventos A = “ocorréncia de exatamente 1 cara” e B = “duas
faces iguais”. Entdo A= {KC,CK} e B={CC,KK}; logo, AUB=QeANB=@.SejaCo
evento “pelo menos uma cara”e, entdo, C = {KC,CK,KK} e BUC =Qe BNC = {KK} # @.

1.3.4 Complementacao

O complementar de um evento A, denotado por A ou A€, é a negacdo de A. Entéo, o
complementar de A é formado pelos elementos que ndo pertencem a A (ver Figura [1.4).

Figura 1.4 — Complementar do evento A= A

Observe que B
XEA & xd¢A (1.3)

e também que

AUA=Q (1.4)
EXEMPLO 1.10 Lancamento de um dado

Consideremos o experimetno “lancamento de um dado” e seja A = “face par”. Entdo, A é o
evento “face impar”. Note que A={2,4,6} e A={1,3,5} e Q=AUA

1.3.5 Diferenca

A diferenca entre dois eventos A e B, representada por A\ B, é o evento formado pelos
elementos do espago amostral que pertencem a A, mas nao pertencem a B (ver Figura [T.5).
Perceba que podemos pensar em A\ B como o complementar de B relativo ao evento A.

Note que
XxXEA\B & x€A e x¢éB & xe€AnB (1.5)

e também que

A= (A\B)U(ANB) (1.6)
Além disso, A\ B # B\ A, conforme ilustrado na Figura

De maneira andloga, B\ A é o complementar de A relativo ao evento B.
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Figura 1.5 — Diferenca A\ B

Figura 1.6 — Diferenca B\ A
EXEMPLO 1.11 Lancamento de dois dados

Consideremos, novamente, o lancamento de dois dados e os eventos A = “soma das faces é
par” e B = “soma das faces é maior que 9”. Vamos considerar as duas diferencas, A\ B e
B\ A. Temos

B\A = {(56),(6,5)}

1.3.6 Propriedades das operacoes

Sejam A, B, C eventos de um espaco amostral Q). Entdo, valem as seqguintes propriedades.

1. Identidade

ANg =
AUQ =

ORI
-
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Note que Q é o equivalente do conjunto universal da teoria de conjuntos.

2. Complementar

3. Involucéo

4. ldempoténcia

5. Comutatividade

6. Associatividade

7. Distributividade

BN

AUg =
ANQ = A

0O = o
7 = Q
ANA @
AUA = Q
A=(A) = A
ANA = A
AUA = A

ANB = BNA
AUB = BUA

(ANB)NC = An(BNC)
(AUBJUC = AU(BUC)

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

A ilustracéo da primeira propriedade estad na Figura[l.7] Na linha superior, ilustramos
o lado esquerdo da igualdade AN (B U C): no diagrama a esquerda, temos o evento A e,
no diagrama do centro, o evento BU C. Para assinalar a intersecao desses dois eventos,
basta considerar as partes que estdo sombreadas em ambos os diagramas, o que resulta
no diagrama a direita, onde temos o evento AN (B U C). Na linha inferior, ilustramos o
lado direito da igualdade (AN B)U(AN C): no diagrama a esquerda, temos o evento ANB
e, no diagrama do centro, o evento AN C. Para determinar a unido desses dois eventos,
basta considerar todas as partes que estdao sombreadas em algum dos diagramas, o que
resulta no diagrama a direita, onde temos o evento (AN B) U (AN C). Analisando os
diagramas a direita nas duas linhas da figura, vemos que AN(BU C) = (AN B)U(AN C).
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\“\

D)

Figura 1.7 — Ilustracao da propriedade distributiva: AN (BU C) = (AN B)U(An C)

A

C

Ailustragao da segunda propriedade est4 na Figura[T.8] Na linha superior, ilustramos o
lado esquerdo da igualdade AU(B N C): no diagrama a esquerda, temos o evento A e, no
diagrama do centro, o evento BN C. Para determinar a unido desses dois eventos, basta
tomar todas as partes que estdo sombreadas em algum dos diagramas, o que resulta no
diagrama a direita, onde temos o evento AU (B N C). Na linha inferior, ilustramos o lado
direito da igualdade (AU B)N (AU C): no diagrama a esquerda, temos o evento AU B e,
no diagrama do centro, o evento AUC. Para determinar a intersecao desses dois eventos,
basta considerar todas as partes que estdo sombreadas em ambos os diagramas e isso
resulta no diagrama a direita, onde temos o evento (AU B) N (AU C). Analisando os
diagramas a direita nas duas linhas da figura, vemos que AU(BN C) = (AU B)Nn(AU C).

. Absorcao

AUANB) = A (1.15)
. Leis de De Morgan

ANB = AUB

AUB = ANnB (1.16)

Na primeira linha da Figura ilustra-se a primeira propriedade ANB = AU B.
Observe que, no diagrama a esquerda, temos o evento AN B. J& nos dois diagramas
centrais, temos, respectivamente, A e B; e no diagrama a direita, AU B, que é igual ao
diagrama a esquerda, ou seja, AN B = AU B.
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C

Figura 1.8 — Ilustragdo da propriedade distributiva: AN (BUC)= (AN B)U (AN C)

Na segunda linha da Figura ilustra-se a segunda propriedade AUB = AN B: no
diagrama a esquerda temos AU B; nos dois diagramas centrais, respectivamente, A e ;
e no diagrama a direita, ANB, que é igual ao diagrama a esquerda, ou seja, AU B = ANB.

Figura 1.9 — Ilustracdo das leis de De Morgan
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Capitulo 2

Probabilidade: axiomas e propriedades

2.1 Introducao

Considere, mais uma vez, o experimento aleatério que consiste no lancamento de um
dado equilibrado. Como ja visto, o espaco amostral desse experimento é Q = {1,2,3,4,5,6},
e alguns eventos de interesse sdo A ="sair face 2", B ="sair face par”, etc. A questao que se
coloca, agora, é como atribuir probabilidade a esses eventos. Ou seja, queremos determinar
um nimero que expresse a verossimilhanca de cada um desses eventos.

Uma solucdo seria lancar o dado um grande nimero de vezes e observar a proporcao
dos lancamentos que resultam no evento A. Se denotarmos por n(A) o nimero de vezes que
ocorreu o evento A em n lancamentos, a definicao de probabilidade com base na frequéncia
relativa é

P(A) = lim

Essa definicdo tem alguns problemas, a saber: quédo grande deve ser n? quem garante
~ _ n(A , .
que a razédo % converge e converge sempre para o mesmo néimero cada vez que repetimos

o experimento? Temos que buscar, entdo, uma nova forma de definir probabilidade.

2.2 Definicao axiomatica de probabilidade

A abordagem que adotaremos serd a utilizacdo da definicdo axiomatica da probabilidade.
Isto é, vamos estabelecer algumas propriedades minimas que se espera sejam satisfeitas pela
probabilidade de qualquer evento. Tais propriedades sédo os axiomas da probabilidadem

A titulo de motivacdo, vamos usar o experimento do lancamento de um dado, bem como

' Axioma: (1) Premissa imediatamente evidente que se admite como universalmente verdadeira sem exigéncia
de demonstragdo. (2) Proposicdo que se admite como verdadeira porque dela se podem deduzir as proposigdes
de uma teoria ou de um sistema légico ou matematico. (dicionario Aurélio)
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a definicéo frequentista vista acima. A primeira observacao que podemos fazer é a sequinte:
dado um experimento aleatdrio, desejamos atribuir probabilidade aos eventos do respectivo
espaco amostral, ou seja, para cada evento, queremos determinar um ndmero que indique a
probabilidade desse evento. Assim, probabilidade é uma funcédo definida no conjunto de todos
os eventos de um espaco amostral ). Vamos denotar tal funcéo por P.

Uma primeira propriedade bastante intuitiva é que a probabilidade de qualquer evento
deve ser um nimero ndo negativo, ou seja, para qualquer evento A, P(A) > 0.

Para apresentar a seqgunda propriedade, considere o sequinte evento associado ao
experimento do lancamento de um dado: C ="face menor que 7. E bastante intuitivo ver
que, ao lancarmos um dado, sempre obteremos uma face menor que 7, ou seja, a proporcéo de
vezes que obteremos o evento C serd sempre 1, ndo importa quantas vezes lancemos o dado.
Note, também, que C = Q). Assim, a seqgunda propriedade que vamos exigir da probabilidade
é que P(QQ) =1.

A terceira propriedade envolve a unido de eventos mutuamente exclusivos. Vimos que,
se AUB = §, entdo n(AU B) = n(A) + n(B) e, assim, a definicao frequentista da probabilidade
nos daria que P(AU B) = P(A) + P(B). Esse é o terceiro e Ultimo axioma que precisamos para
definir probabilidade.

DI Z @208 Definicao axiomatica de probabilidade

Seja Q) um espaco amostral associado a um experimento aleatdrio. Probabilidade
é uma funcao, denotada por P, que associa a cada evento A de O um nimero real
P(A), que satisfaz os sequintes axiomas:

l. Axioma 1: P(A) > 0

[I. Axioma 2: P(Q)) =1

[ll. Axioma 3: AN B =2 = PAU B) = P(A) + P(B)

Vamos, agora, apresentar propriedades da probabilidade que resultam dos Axiomas [ a

1. P(@)=0
Demonstracao

Temos que Q = QU@ e como QN @ = &, podemos aplicar o Axtoma Ill para obter que
P(Q) = P(Q) + P(2), de onde seque que P(g) = 0. -

2. P(A) =1—P(A)

Demonstracao
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Temos que Q = AUA e como ANA = &, podemos aplicar o Axioma m para obter que

P(Q) = P(A)+P(A) e o Axiomalm nos da que 1 = P(A) + P(A), de onde segue o resultado.

[
3. P(A\ B) = P(ANn B) = P(A) — P(AN B)
Demonstracao

Veja a Figura para visualizar melhor esse resultado. E um erro comum pensar que
P(A\ B) = P(A) — P(B), o que pode resultar em uma probabilidade negativa. O evento
A\ B é a parte sombreada mais escura; a parte sombreada mais clara corresponde a
AN B e o evento A é a unido dessas duas partes, ou seja,

A= (A\B)U(AN B)

de onde seque o resultado pela aplicacao do Axioma [T} j& que as partes sombreadas
nado tém intersecédo.

Figura 2.1 — Diferenca de dois eventos A\ B= AN B.

Volte a Figura[2.1|para ver que o evento B\A = BNA corresponde a parte ndo sombreada
do evento B e que P(B\ A)=P(BNnA)=P(B)—P(ANn B) u

4. Para dois eventos A e B quaisquer,
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B).

Demonstracao
Note que esse resultado generaliza o Axioma [[T] para dois eventos quaisquer, ou seja,
nao estamos exigindo que A e B sejam mutuamente exclusivos. Veja a Figura [2.2}

Toda a parte sombreada representa a uniao dos dois eventos, que pode ser decomposta
nas duas partes com diferentes sombreamentos, isto ¢, AUB = (A\ B) U B. Como
(A\ B)n B =&, o Axioma m nos da que

P(AUB) = P(A\ B) + P(B) ==
P(AU B) = P(A) — P(AN B) + P(B)

como consequéncia da Propriedade [3]

Note que, se somassemos P(A) + P(B) estariamos contando duas vezes a probabilidade
da intersecdo, dal o resultado.
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Figura 2.2 — Unido de dois eventos quaisquer AU B

[
5. Se B C A, entao P(B) < P(A).
Demonstracao
Veja a Figura [23} note que
BCA=A=BU(A\B)=>
P(A) = P(B) + P(A\ B) = P(A) > P(B)
uma vez que P(A\ B) > 0.
A
Figura 23 -BCA
[

6. P(A) <1 para qualquer evento A C Q.

Demonstracao
Esse resultado é consequéncia imediata da propriedade anterior, uma vez que A C Q =

P(A) < P(Q) =1
n

Eis um resumo dos axiomas e propriedades da probabilidade:
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Axiomas
P(A) >0
PQ) =1
ANB =2 = PAUB)=P(A) + P(B)
Propriedades
P( )=0
P(A) = 1—P(A)
P(A\ B) = PAOB) = P(A) — P(ANn B)
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B)
AC B = PA) <P(B)
P(A) <1

2.3 Espacos amostrais finitos e equiprovaveis

Vamos considerar, agora, uma situacdo especial, em que o espaco amostral Q é finito e
todos os seus eventos elementares sao igualmente provaveis. Esse contexto leva a defini¢éo
cldssica de probabilidade, que fol a primeira definicdo formal de probabilidade, explicitada
por Girolamo Cardano (1501-1576).

Sejam Eq, E3, - -- En 0s eventos elementares de Q). Entéo,
Q=E/UE,U---UEpN

e esses eventos elementares sdao mutuamente exclusivos dois a dois. Pode-se provar, por
inducéo, que

PQ) =1=P(EyUE U - UEN) = P(Ey) + P(E) + - - + P(EN)

Como estamos supondo que todos eles sdo igualmente provaveis, resulta

Mas, qualquer evento A C () pode ser escrito como unido de eventos elementares. Logo,

n(A)

PA) = n(Q
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DISZ N[O 8 Definicao classica de probabilidade

Seja Q um espaco amostral finito, cujos eventos elementares sdo todos igualmente
provaveis, isto é, podemos escrever

Q=EUEU---UEN

onde ’ ’
PE)=— = Vi
El=N=nq "
Entdo, para qualquer evento A C Q,
n(A)
P(A) =
A n(Q)

EXEMPLO 2.1 Lancamento de um dado

No lancamento de um dado, qual é a probabilidade de se obter face maior que 4?

Solucao

Note que esse é um espaco amostral finito em que os eventos elementares séo
igualmente provaveis, pois estamos supondo que o dado seja honesto. J& sabemos que

n(Q) = 6 e que o evento de interesse é A= {5,06). Logo, P(A) = - = =.

6 3 *"
EXEMPLO 2.2 Carta de um baralho

Considere um baralho usual composto de 52 cartas divididas em 4 naipes: ouros, copas, paus
e espadas, cada naipe com 13 cartas. As cartas dos 2 primeiros naipes sdo vermelhas e as
dos dois ultimos, pretas. Em cada naipe, as cartas podem ser As, 2,3, 4,5, 6,7 8 0, 10,
Valete, Dama e Rei. Essas trés ultimas sdo figuras que representam a realeza. Retira-se, ao
acaso, uma carta desse baralho. Qual é a probabilidade de que seja

(@) uma figura?

(b) uma carta preta?

(c) uma figura ou uma carta preta?

Solucao

Temos um espaco amostral finito em que os eventos elementares sdo igualmente
provaveis, pois estamos retirando a carta aleatoriamente. Como hé 52 cartas ao todo,
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n(Q)) = 52. Vamos denotar por F o evento “carta retirada é uma figura” e por P o evento

“carta retirada é preta”.
(@) Em cada um dos 4 naipes ha trés figuras. Logo, o nimero total de figuras é 4 x 3, ou seja,

n(F) =12. Logo,
12 3
D - - _ =
| (F)_SZ 13

(b) Metade das cartas é de cor preta. Logo,

26 1
P(ID) - i - i

12 26 6 32 8

52 52 13

P(FUP)=P(F)+P(P)=P(FNP)= 25 + 5
*
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EXEMPLO 2.3 Escolha de um ntiimero

Um ndmero é escolhido entre os 20 primeiros inteiros, de 1 a 20. Qual é a probabilidade de
que o nuimero escolhido seja

(a) par?

(b) primo?

(¢) quadrado perfeito?
Solugao

Temos um espaco amostral finito com eventos elementares equiprovaveis, pois estamos
escolhendo o niimero aleatortamente.

(a) Vamos denotar por P o evento “niimero par”. Logo,

1 1
P=1{2,4,6,810,12,14,16,18,20} = P(P) = 10 ==
20 2
(b) Seja R o evento “nimero primo”
R=1{1,3,57,11,13,17 19}:>P(R)—§—%
T 20 5
(c) Se Q é o evento “quadrado perfeito”, entéo,
Q={1,49 ‘I6}:>P(Q)—i—1
B 20 5

*»

EXEMPLO 2.4 Bolas em uma urna

Uma urna contém 6 holas pretas, 2 bolas brancas e 8 bolas verdes. Uma bola é escolhid,a ao
acaso, desta urna. Qual é a probabilidade de que essa bola

(a) néo seja verde?
(b) seja branca?

(c) néo seja nem branca nem verde?

Solucao

Temos um total de 6 + 2 + 8 = 16 bolas. Logo, n(QQ) = 16. Vamos denotar por P, B,V
os eventos bola preta, branca e verde, respectivamente.
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(@) Queremos a probabilidade de V, ou seja, do complementar de V.

P(V):1—P(V)_1—% %_%
|
) o _ 1B _ 21
( )_n(o)_ﬁ_ﬁ'

21

(c) Se a bola néo é branca nem verde, ela tem de ser preta. Observe que estamos pedindo

P(B N V). Pela lei de De Morgan e pela Propriedade |2 e Axioma m temos
PBBNnV) = PBUV)=1-PBUYV)

2 8 6

_Ip D - 1_ = _ - _

[PB)+PV)I =1~ 1¢~76= 15

1
3 D
5= PP

EXEMPLO 2.5 Lancamento de dois dados

*»

Consideremos, novamente, o lancamento de dois dados e vamos definir os seguintes eventos:

u "
A = “soma das faces par”,
menor que 9". Agora vamos calcular a probabilidade de tais eventos.

Solucao

B = “soma das faces maior que 9", C = “soma das faces impar

A visualizacéo do espaco amostral desse experimento pode ser vista na tabela a sequir,

onde, para cada par possivel de resultados, apresentamos também a soma das faces:

Dado 2
1 2 3 4 5 6
111, —-211,2)—-3|(1,3)—-4|(1,4—-5 (1,5) - 6 (1,6) = 7
22 1)>3| 22 =423 =5|@24 =6 | @25 =7 |26 —8
Dado |3|(3,1)—>4|3,2)—-»5|3,3) =6 (3,4 -7 (3,5) —» 8 (3,6) - 9
1 14|31 55|42 =6|@43)=>7|44 -8 |45 =9 |46 =10
505,1)-6[5,2=71653)—=8|054-9 |55 —10]| (56 — 11
6| (6,1 =762 —8]|(63) —9]|(®64 10|65 =11 (6,6) =12
Podemos ver que :
[ (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), )
2,1,(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
_ ) 3.1)..2),3.3),(34),(3,5),(3,6), B
D51 41.(4.2,(4.3),(4,4.4.5, 4.6, [ D=0
(5,1).,(5,2),(5,3),(54),(55),(506),
L (6,1).(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) ]
(1,1,(1,3),(1,5,(2,2),(2,4),(2,6),
A=1 (31).(33).35).(42),(44),(46), = nA) =18
(5,1),(5.3).(5,5).(6,2),(6,4), (6, 6)
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B =1{(4,6),(5,5),(56),(6,4),(6,5),(6,6)} = n(B) =6
_ | 1,2),(1,4),(1,6),(2,1),(2,3),(2,9), _
C_{Blhﬁﬁwmwmﬁyﬁm4@n,}@MQ—12
Logo,
») _ 18 1 > 6 1 > 121
PW=5=3 PBI=5=5 PlO=3-3

*
EXEMPLO 2.6 Bolas de uma urna

Em uma urna ,hd 4 bolas brancas e 3 verdes. Duas bolas sdo retiradas dessa urna,
seqliencialmente e sem reposicdo. Qual é a probabilidade de obtermos

(@) 2 bolas brancas?

(b) 2 bolas verdes?

(c) 2 bolas de cores diferentes?

Solugao

Vamos indicar por By, By, B3 e B; as quatro bolas brancas e por Vi, Vo e V3 as trés
bolas verdes. O espaco amostral para este experimento é

QO={(G,G);, G,CG=DB1,By,B3 B4, Vi,Vo, V3, C # G}

A primeira bola pode ser qualquer uma, logo, héd 7 bolas possiveis. Como a extracdo é sem
reposicao, para a segunda bola, s6 ha 6 possibilidades. Assim, o niimero total de pares é
7 x 6 =42, ou seja, n(Q) = 42.

(a) Para os pares do evento A = “2 bolas brancas”, a primeira bola pode ser qualquer uma
das brancas, e a segunda, qualquer uma das brancas restantes. Logo,
12 2
nA)=4x3=PA=—==2
42 7

(b) Analogamente, se B = “2 bolas verdes”,

6 1
nB)=3x2=>PB)=— ==
(B) (B)= 45 =5
(c) O evento C = "bolas de cores diferentes” é o complementar do evento D = “bolas de
cores iguais”. Por sua vez, D = AU B, e assim, como A e B sdo mutuamente exclusivos,
temos

:;$HQ:1—HMZ1_§:ﬂ

D —_ P D _z
P(D) =P(A) +P(B) = - + 77

N -

*»
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EXEMPLO 2.7 Extracdo de bholas de uma urna

E interessante notar o seqguinte fato sobre a extracao das bolas: em vez de fazermos extragoes
sequenciais, podemos retirar 2 bolas simultaneamente. Em ambos os casos, as extracoes sao
sem reposicdo, ou seja, @ mesma bola ndo pode sair duas vezes. O que muda, entdo?

Solucgao

Nas extracdes simultdneas, ndo podemos diferenciar a ordem das bolas: por exemplo,
os pares ViV5 e V2 V4 sdo os mesmos. Dessa forma, a cardinalidade do espaco amostral fica
reduzida por 2, que é 2!, nimero de maneiras de organizar as 2 bolas. Se fossem 3 bolas,
ficaria reduzido por 3! = 6. Para ajudar na compreenséao dessa diferenca, vamos listar o espaco
amostral nos dois casos, bem como os eventos que estudamos.

Evento | Extracbes sequenciais Evento | Extracdes simultdaneas
2 bolas | B1By, B1B3, B1Bas, 2 bolas | B1By, B1B3, B1Bs,
brancas | B>B1, B,B3, B,B;s, brancas | B>Bs, B, B4,
B3Bi, B3B,, B3Ba, B3Bs,
B4By, B4B>, B4 B3,
2 bolas | ViV5, V1 V3, 2 bolas | ViV, V V3,
verdes | ZAZZA%Y verdes Vo Vs,
V3Vi, V3 Vs,
Branca | B1V4, B4V, By V3, Uma By, B1V2, B V3,
everde | B V4, B, V2, B, V3, branca | BoVy, B,Va, B, V3,
B3Vy, B3V,, B3 V3, e uma B3V, B3V2, B3 V3,
B4Vi, B4 V2, B4 V3, verde BaVi, B4Va, B4 V3
Verde ViBy, V1B, VB3, VBys,
e VoBi, V,By, V,Bs, V5, Ba,
branca V3B1, V3B, V3B3, V3B,

Note que as probabilidades sdo as mesmas em ambos os casos:

P(2 verdes) P(2 brancas) P(cores diferentes)
FacH iai 6 _ 1T 17 _2 24 _ 4
Extragdes sequenciais m =7 B =7 D=7
. . A 3 _1 6 _ 2 12 _ 4
Extracoes simultaneas 51 =7 5 =73 =7

¢
EXEMPLO 2.8 Ou exclusivo

Prove que:
P[(AnB)U (AN B)] =P(A) + P(B)—2P(An B)

Observe que a afirmagao trata da probabilidade da ocorréncia de exatamente um dos eventos
Aou B.

Solugao
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Pela Propriedade [3] temos que

P(ANB) = P(A)—P(ANB)
P(ANB) = P(B)—P(ANB)

Somando essas igualdades termo a termo, obtém-se que:
P (AOE) +P (Eﬂ B) =PA) -PANB)+P(B)—P(ANB)

Como AN B e AN B sao mutuamente exclusivos, a soma de suas probabilidades é a
probabilidade da sua uniao, ou seja,

P(AnB)+P(AnB)=P[(AnB)uU (AN B)]

Logo,
P[(AnB)U (AN B)] =P(A) +P(B)—2P(An B)

*»"

EXEMPLO 2.9 Questdes certas em uma prova prova

Em uma prova, cairam dois problemas. Sabe-se que 132 alunos acertaram o primeiro, 86
erraram o segundo, 120 acertaram os dois e 54 acertaram apenas um. Sorteando-se, ao
acaso, um desses alunos, qual é a probabilidade de que o sorteado:

(a) néo tenha acertado qualquer um dos dois problemas?

(b) tenha acertado apenas o segundo problema?

Solucao

Vamos denotar por Py e P, os eventos “acertar problema 1" e “acertar problema 2"
respectivamente. Os dados do problema nos déo que:

= 120 (acertar os 2)

= 132 (acertar o primeiro)

)

)

) = 86 (errar o segundo)

] 54 (acertar apenas um)

Usando o resultado do exemplo anterior, tem-se que:

n [(/31 ﬂng) U (/31 N Pz)] n(P1) + I‘I(P2) — 217(/31 N Pz) =
54 = 1324 n(Py) —2x 120 =
n(P) = 162

Logo, o nimero total de alunos é

n(Q) = n(P, U Py) = n(Py) + n(P2) = 162 + 86 = 248
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(a) Pela let de De Morgan, tem-se que:

P(PinP,) = P(PIUP) =1-P(PiUP,)=
= 1—=[P(P1)+P(P2) —=P(PinP)]=
132 162 120

248~ 248 | 248
74 37

248 ~ 124

(b) Pela Propriedade [3] tem-se que:
— 162 —120 42 21
D (P 5.\ — P(P,) — P(P D) — — —
|(/zﬂ/1)—|(/2) /(/10/2) 548 548 124

*
EXEMPLO 2.10 Atribuicdo de probabilidade

Dado que Q = {—1,0,1}, verifique se é possivel definir uma medida de probabilidade em Q
tal que

P({=1,1}) = 0,6
P({0,1}) = 0,9
P({-1,0}) = 0,5

Justifique sua resposta.

Solucao

Note que o evento {—1,1} = {—=1}U{1}. Logo, as probabilidades dadas se transformam
no sequinte sistema de 3 equacdes com 3 incdgnitas:
P(-1)+P(1) = 0,6
P0)+ P(1) = 0,9
P(—=1)+ P(0) = 0,5
Da primeira equacao, obtemos P(1) = 0,6 — P(—1). Substituindo na segunda, obtemos o
sequinte sistema de 2 equacdes e 2 incdgnitas:
P0)+0,6—P(—-1) = 0,9
P(—=1)+ P(0) = 0,5

ou

s
2
|
s
|
—_—
|

0,3

Somando termo a termo, resulta

2x P(0)=0,8= P(0)=0,4
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Substituindo, obtemos
P(-1)=05—-P0)=05-0,4= P(—-1)=0,1
Substituindo novamente, obtemos
P(1)=0,6—-P(-1)=0,6-0,1=0,5

Como todos os valores obtidos estdo no intervalo (0, 1), a atribuicdo dada é valida.

*»



Capitulo 3

Probabilidade condicional e
independéncia de eventos

3.1 Probabilidade condicional

Consideremos o lancamento de um dado equilibrado e o evento A = “sair face 2". Ja
vimos que o espaco amostral desse experimento é Q = {1,2,3,4,5,6} e, se nao tivermos
qualquer informacdo além de o dado ser equilibrado, P(A) = %.

Suponhamos, agora, que o dado tenha sido lancado e a sequinte informacéo fornecida:
“saiu face par”. Qual é a probabilidade de ter saido face 27

Note a diferenca: agora nés temos uma informacgdo parcial sobre o experimento e
devemos usa-la para reavaliar a nossa estimativa. Mais precisamente, sabemos que ocorreu o
evento B = “face par”. Com essa informacdo, podemos nos concentrar no evento B = {2,4,6},
uma vez que as faces 1, 3, 5 ficam descartadas em funcéo da informacéo dada. Dentro dessas
trés possibilidades, a probabilidade do evento A passa a ser %

Calculamos, assim, a probabilidade do evento A, sabendo que ocorreu o evento B. Essa
probabilidade serd denotada P (A| B) (lé-se probabilidade de A dado B).

Consideremos, agora, o langamento de dois dados equilibrados e os eventos A = “soma
das faces é par” e B = “soma das faces é maior ou igual a 9". Se sabemos que ocorreu B,
qual é a probabilidade de ter ocorrido A?

Queremos calcular P(A|B). Temos que

A:{ (1,1).(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5), }
(4.2),(4.4),(4,6),(51),(53),(55),(6,2),(6,4),(6,6)

B=1{(3.6),(4.5),(4,6),(54),(55),(56),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}

Se ocorreu B, a Unica chance de ter ocorrido A é que tenha ocorrido o evento

ANnB=1{(4,6),(5D5),(6,4),(6,6)}
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e, nesse caso, a probabilidade é %, ou seja,

4 & PANB)
> _ _ 36 _
PAIB) = 15 i P(B)

Esses dois exemplos ilustram o fato geral que estd representado na Figura 3] Se
sabemos que aconteceu o evento B, esse evento passa a ser o “novo espaco amostral’ e,
nesse novo espaco amostral, a Unica parte de A presente é AN B — a parte sombreada mais
clara.

Figura 3.1 — Probabilidade condicional P(A|B).

Com esses exemplos, ilustramos uma situacdo bastante comum, em que temos de
calcular a probabilidade de um evento tendo uma informacgdo parcial. Esse é o conceito
de probabilidade condicional.

p]= =N [@\6F Probabilidade condicional

A probabilidade condicional do evento A, dada a ocorréncia do evento B, é

P(AN B)
P (B)

P(A|B) =

Note que, nessa definicdo, temos que supor que o evento B é um evento possivel, ja que
ele ocorreu. Logo, é dbvio que P(B) > 0.

EXEMPLO 3.1 Género e esporte

Um grupo de 100 alunos foi classificado quanto ao sexo e a atividade de lazer preferida,
obtendo-se a distribuicdo dada na tabela a sequir.
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P

Sexo Atividade de lazer

Cinema Praia Esporte | Total
Masculino 10 12 13 35
Feminino 15 41 9 65
Total 25 53 22 100

1. Qual é a probabilidade de que uma pessoa, escolhida ao acaso nesse grupo, seja do
sexo masculino?

2. Se a pessoa escolhida preferir a praia como atividade de lazer, qual serad a probabilidade
de ser um homem?

Solucao

Vamos definir os sequintes eventos: M = “masculino”; F = “feminino”; C = “cinema”;
= “praia”; E = "esporte”.

1. O problema pede P(M). Como ha 35 homens dentre as 100 pessoas,

35
PM)=— =
(M) 100 0,35
2. O problema pede P(M|P). Por definicéo,
pvp) = PMNP) 15 12 5o,
 P(P) _%_53N '

Note que a probabilidade do evento “aluno do sexo masculino” se modifica quando
sabemos que a pessoa prefere ir a praia como atividade de lazer. *"

EXEMPLO 3.2 Aposentadoria

De um total de 500 empregados de uma empresa, 200 possuem plano pessoal de

aposentadoria complementar, 400 contam com o plano de aposentadoria complementar
oferecido pela empresa e 200 empregados possuem ambos os planos.  Sorteia-se,
aleatoriamente, um empregado dessa empresa.

(@) Qual é a probabilidade de que ele tenha algum plano de aposentadoria complementar?

(b) Qual é a probabilidade de que ele ndo possua qualquer plano de aposentadoria

complementar?

(c) Se o empregado conta com o plano de aposentadoria complementar oferecido pela

empresa, qual é a probabilidade de que ele tenha plano pessoal de aposentadoria
complementar?
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(d) Se o empregado tem plano pessoal de aposentadoria complementar, qual é a probabilidade
de que ele conte com o plano de aposentadoria complementar da empresa?

Solucéo

Vamos denotar por E o evento “empregado tem o plano aposentadoria complementar da
empresa” e por PP o evento “empregado possui plano pessoal de aposentadoria complementar”.
O problema diz que

200 2 400 4 200 2
D(Py — 2~ _ = D - — _ P(]P = — = —
I(I)_SOO 5 P(E) 500 5 P(PNE) 500 5

Note que essas informacdes podem ser dispostas em forma de tabela, como podemos
ver a sequir:

Plano pessoal | Total
Sim Néo
Plano da | Sim | 200 200 | 400
Empresa | Néo 0 100 | 100
Total 200 300 | 500

Os ndmeros em negrito sdo as informacdes dadas no problema. O restante é calculado
observando-se os totais de linha e de coluna.

(@) O problema pede

P(PUE)=P(P)+P(E)—P(PNE)=

GINN
+
S TIEN
|
Gl N

(b) O problema pede

e — 4 1
P(PNE)=P(PUE)=1-P(PUE)=1—z=¢

(¢) O problema pede

PPNE) % 1
P (P = —_— e = -
P(PIE) = P(E) % 2
(d) O problema pede
PPNE) 2
] Py — + 7 = = =
P(E|P) = P(P) % 1

*»

EXEMPLO 3.3 Campanha publicitaria

A probabilidade de que uma nova campanha publicitaria fique pronta antes do prazo
estipulado pela diretoria foi estimada em 0,60. A probabilidade de que a diretoria aprove essa
campanha é de 0,50. A probabilidade de que ambos os objetivos sejam atingidos ¢é 0,30.



3.1. PROBABILIDADE CONDICIONAL 31

(@) Qual é a probabilidade de que pelo menos um dos objetivos seja atingido?
(b) Qual é a probabilidade de que nenhum objetivo seja atingido?
(c) Se a campanha ficar pronta antes do prazo estipulado, qual é a probabilidade de ela ser
a provada pela diretoria?
Solucao

Vamos definir os eventos P = “campanha pronta antes do prazo” e A = “diretoria aprova
campanha”. O problema fornece as sequintes informagées:

P(P)=0,6 P(A)=0,5 PANP)=0,3

(@) P(AUP) = P(A)+ P(P)—P(ANP)=0,6+0,5-0,3=0,8
(b) PANP)=PAUP)=1—PAUP)=0,2

PANP) 0,3
P(P) 0,6

(c) P(A|P) = =0,5.

*»

E interessante notar que a probabilidade condicional apresentada acima realmente
define uma lei de probabilidade, ou seja, a funcdo que associa o niimero P(A|B) a cada evento
A de Q) satisfaz os axiomas de probabilidade. De fato:

Axioma 1:
P(AN B)

P(A|B) = 5]

>0

pois P(AN B) >0 e P(B) > 0.

Axioma 2:
o P@QNB)_ PB)
POIB) = o5~ = pp) =

P(B)
P(B)
em B, o que justifica considerarmos B como o novo espaco amostral para essa nova lei de
probabilidade.

Na verdade, como P(B|B) =

= 1, toda a probabilidade condicional esta concentrada

Axioma 3:

Sejam A; e A; dois eventos mutuamente exclusivos (veja a Figura 3.2). Usando a
propriedade distributiva, temos

P(A1 U A|B) = Pl(A1 |L3J(2§) nBJ _ Pl(AiN @(Z)(Az N B)|
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A A,

Figura 3.2 — P(A; U Ay|B) = P(A(|B) + P(A2| B).

Mas, como A e Ay sdo mutuamente exclusivos, resulta que (A1 N B) e (A2 N B) também
0 sdo — esses dois eventos correspondem a parte sombreada mais clara da figura. Logo,

P(A UA|B) = Pl(A1 N @(;)(Az nB) _
P(A1 N B) + P(A; N B)
P(B)
_ P(AinB)  PA2NB)

P(B) P(B)
= P(A1[B) + P(A|B)

Sendo a probabilidade condicional uma lei de probabilidade, todas as propriedades
vistas anteriormente, que eram consequéncia dos axiomas, valem também para a probabilidade
condicional. A propriedade que usaremos com maior frequéncia é P(A|B) =1 — P(A|B).

Observe que a definicéo de probabilidade condicional estd vinculada ao evento B ao qual
estamos condicionando. Ou seja, se condicionarmos a outro evento C, estaremos definindo
uma outra fungdo de probabilidade — a funcéo de probabilidade condicional em C.

3.1.1 Regra da multiplicacao

A definicdo de probabilidade condicional leva a um resultado importante, conhecido
como regra da multiplicacéo.
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n Regra da multiplicacao para dois eventos

Sejam A e B eventos de um espaco amostral Q). Entéo,

P(B) P(A|B)
P(AN B) =

P(A) P(B|A)

Esse resultado nos permite calcular a probabilidade da intersecdo de dois eventos e é
muito util para modelar experimentos que tém carater sequencial, isto é, que sao executados
em etapas, uma sequida da outra. Em tais situacdes, pode ser util desenhar um diagrama de
drvore para ilustrar os eventos em questao. Vamos ver alguns exemplos.

EXEMPLO 3.4 Radar

Se um avido esta presente em determinada area, um radar detecta sua presenca com
probabilidade 0,99. No entanto, se o avido nédo estad presente, o radar detecta erradamente
a presenca de um avido com probabilidade 0,02. A probabilidade de um avido estar presente
nessa area é de 0,05. Qual é a probabilidade de um falso alarme? Qual é a probabilidade
de o radar deixar de detectar um avido? (Note que esses sdo os dois erros possiveis nessa
situacéo.)

Solucéo

Vamos definir os eventos a sequir.

A = ‘"aviao presente”

D = 'radar detecta presenca de avido”

Os eventos complementares sdo:

A = "avido ndo estd presente”

D = “radar ndo detecta avido”

O problema nos fornece as sequintes informacoes:
Pr(D|A) = 0,99 Pr (DM) =0,02 Pr(A) = 0,05

Pela lei do evento complementar, temos que

Pr(D|A) =0,01  Pr(D|A)=0,98  Pr(A)=0,95

Na Figura 3.3} este experimento é ilustrado através de um diagrama de arvore. Cada né na
arvore corresponde a ocorréncia de um evento condicionada a ocorréncia de todos os eventos
representados pelos nés anteriores no caminho correspondente. Assim, a parte superior da
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Figura 3.3 — Problema do radar

‘

arvore corresponde a ocorréncia do evento “radar detecta avido”, condicionada a ocorréncia
do evento “avido presente”. Ja a parte inferior corresponde a ocorréncia do evento “radar ndo
detecta avido”, condicionada a ocorréncia do evento “avido ndo esta presente”.

O problema pede
Pr(DNA)  falso alarme
Pr(D N A)
Pela regra da multiplicacédo, temos:
P(DNA) =P (A)P(D|A) =0,95x 0,02 =0,019

P(D N A) =P (AP (D]JA) =0,05 x 0,01 = 0,0005

Note que a probabilidade de um erro é a soma dessas probabilidades.

*»"

EXEMPLO 3.5 Extracdo de 2 cartas

Considere que duas cartas de um baralho (13 cartas de cada um dos naipes copas, paus,
ouros, espadas) sejam extraidas, sem reposicéo, uma depois da outra. Qual é a probabilidade
de

(a) nenhuma das duas ser de copas?

(b) pelo menos uma carta ser de copas?

Solugao
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Para solucionar esse problema, devemos notar que as cartas no baralho séo igualmente
provaveis, antes e depois da primeira extracao. Vamos definir os seguintes eventos:

C; = copas na primeira extracdo

C; = copas na segunda extracao

Na Figura [3.4] temos o diagrama de arvore que representa esse experimento.

Figura 3.4 — Extracdo de 2 cartas de um baralho

A parte superior da arvore corresponde a ocorréncia de copas na primeira extracdo —
evento Gy — e a parte inferior a ndo-ocorréncia de copas na primeira extracdo — evento Cj.
Na primeira extracdo, temos 13 cartas de copas e 39 que nédo séo de copas. Logo,

13
D —
P(CI) = &
—= 39
D —
P(C1) = =

Na segunda extracdo, dado que na primeira saiu copas, temos 12 cartas de copas e 39
cartas que nao sao de copas em um baralho com 51. O evento representado pelo caminho
superior da arvore é C; N (; e sua probabilidade é

13 12
D — P D —
P(Ci N C) = P(C)P(CICr) = 55 x &
COI'IflI‘lLIé\I'lClO com a parte superior, vemos que
_ _ 13 39
D — P D —
P(Ci N C2) = P(C)P(ColC) = 25 x =

Note que, pela lei do complementar, P(G|Cy) + P(C2|Cy) = 1.
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Na parte inferior, temos:

_ — — 39 13
D — P D —

L 39 38
D — P D —
P(Ci N Cy) = P(C1)P(C2|Cr) = 5 X =1

Novamente, pela lei do complementar, P(G|Cy) + P(C2|Cq) = 1.

A partir desse diagrama de arvore podemos calcular qualquer probabilidade desejada.
Por exemplo, o evento “nenhuma carta de copas” é o evento C1 N C», e o evento “pelo menos
uma carta de copas”, o complementar do evento “nenhuma carta de copas”. *

EXEMPLO 3.6 Trés cartas de um baralho

Suponhamos agora a extracao de trés cartas sem reposicdo e o evento “nenhuma carta
de copas”. Como podemos generalizar a regra da multiplicacdo para esse caso?

Solucgao

Como antes, vamos definir os eventos C; = “carta de copas na i—ésima extracdo, i =
1,2,3. Veja a Figura[3.5] que ilustra o espaco amostral desse experimento.

Como antes, quando caminhamos ao longo de cada galho no diagrama de arvores, cada
nd representa a ocorréncia de um evento condicional a ocorréncia dos eventos anteriores.
Por exemplo, vamos considerar o galho superior: o primeiro né corresponde ao evento Cy;
o segundo, ao evento (;, condicionado a ocorréncia de Cy; e o terceiro e ultimo, ao evento
(3, condicionado a ocorréncia de C; N ;. Quando multiplicamos as probabilidades desses 3

eventos, obtemos a sequinte probabilidade da intersecao:
13 12 N

P(CIN G2 N G) = P(C) x P(GIC) x P(GIG N G) = 55 x 27 % &5

Analogamente, a probabilidade de ndo sair qualquer carta de copas nas 3 estracoes é

_ — = — = = 39 38 37
D — P D B —_ - -
P(C1 N Cyn C3) =P(Cq) x P(C2|Cq) x P(C3|C1 N Cy) = 55 X 51 X 50
*
Estes exemplos ilustram a regra geral da multiplicacao.
n Regra geral da multiplicacéo
Seja A1, A2, ..., A, uma sequéncia de eventos de um espaco amostral Q.

Entao,

P(A1 ﬁAzﬂ--~ﬂAn) = P(A1)P(A2|A1)-~-P(A,7|A1 ﬂAzﬂ~~-ﬁAn_1)
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Figura 3.5 — Extracao de 3 cartas de um baralho
EXEMPLO 3.7 Transporte ptblico e bandejao

Em uma pesquisa realizada com um grupo de alunos da UFF, constatou-se que 10%
dos estudantes nao utilizam transporte publico para ir as aulas e que 65% dos estudantes
que utilizam o transporte publico fazem refeicoes no bandejéo do campus. Selecionando-se,
aleatoriamente, um estudante desse grupo, calcule a probabilidade de que ele use transporte
publico e faca refeicées no bandejéo.

Solucao

Vamos definir os sequintes eventos: T = “aluno utiliza transporte publico” e B = “aluno
come no bandejao”. O problema nos fornece

P(T)=0,10  P(B|T)=0,65

O problema pede
P(TnB)=P(T)P(B|T)=0,9x0,65=0,585
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*»"

EXEMPLO 3.8 Bolas de uma urna

Uma urna contém seis bolas pretas e cinco bolas amarelas. Extraem-se,
sequencialmente, trés bolas dessa urna, sem reposicdo. Qual é a probabilidade de que as
trés bolas sejam da mesma cor?

Solucao

Vamos definir os eventos P; = “bola preta na extracdo i"e A; = “bola amarela na extracéo
i i=1,2,3.

Seja M = “3 bolas de mesma cor”. Entéo,

P(M) = P(PynPyn Ps)+ P(A N AN As)
= P(P1) x P(P3|Py) x P(P5|P1 0 Pa) + P(A1) x P(A2]A1) x P(As|Ar N Ay)
_ 6 5 4.5 43
171079711710 9
_ 422
- 3TN

*»

3.2 Independéncia de eventos

Considere novamente um baralho usual, com 52 cartas, 13 de cada naipe, do qual sera
retirada uma carta. Vamos definir os sequintes eventos:

C = ‘“carta é de copas”
—  “Carta & .
R carta é um rei
—  “carta & ver N
vV carta é vermelha

- o) 13 _1.p 4 _1ep -2 _1
Javimos que P(C) =55 =7, P(R) =55 =55 e P(V) =5 = 5.

Vamos agora calcular as sequintes probabilidades condicionais: P(R|C) e P(V|C). No
primeiro caso, estamos calculando a probabilidade de sair um rei, dado que a carta é de
copas. No segundo caso, estamos calculando a probabilidade de sair uma carta vermelha,
dado que saiu uma carta de copas.

R PRNC) & 4 1
(RIC) T%f_%_ﬁ_ﬁ_”m
quzlmqumqﬁ#mw

P(C) P(C)
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No primeiro caso, saber que a carta é de copas néo acrescentou informacéo Util para
avaliarmos a probabilidade de sair rei, ou seja, saber ou ndo que saiu copas néo altera a
probabilidade de sair rei.

Ja no segundo caso, saber que saiu carta de copas faz com que mudemos a probabilidade
de sair carta vermelha. Como podemos ver, se sabemos que saiu carta de copas, entdo a carta
tem de ser vermelha.

Esses exemplos ilustram um conceito importante. No primeiro caso, dizemos que os
eventos R e C séo independentes e, no segundo caso, que os eventos V e C sdo dependentes.
No primeiro caso, o conhecimento da ocorréncia de C ndo ajuda para reavaliarmos a
probabilidade de C. Ja, no segundo caso, o conhecimento da ocorréncia de C faz com que
mudemos nossa estimativa da probabilidade de V.

b1 2 IN[@(6F Eventos independentes

Sejam A e B eventos de um espaco amostral Q. Entdo, A e B sado independentes se

P(A|B) = P(A)

Essa definicdo tem algumas implicagdes importantes.

e A e B sao independentes = P(AN B) = P(A) P(B).
Demonstracao

P(AN B)

A, B independentes = P(A|B) = P(A) = P(B)

= P(A) = P(An B) = P(A) P(B)
e P(AN B) = P(A)P(B) = A e B sao independentes.

Demonstracao

P(AN B) = P(A)P(B) = P(A|B) = P(Q(S;)B) = P(é)(g)(’g) = P(A) = A, B independentes.

Provamos, entédo, que A e B sdo independentes < P(AN B) = P(A) P(B). Esse resultado
nos permite estabelecer uma outra definicdo equivalente para a independéncia de dois
eventos.
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p1=2 2 IN[@(6F Eventos independentes

Sejam A e B eventos de um espaco amostral Q. Entdo, A e B sdo independentes
se

P(AN B) = P(A) P(B)

e Se A e B séo independentes, entdo B e A também o sdo (comutatividade).

Demonstracao

P A P(A) P
A, B independentes = P(B|A) = (I?(;\]) ) = (P)(A)(B) = P(B) = B, A independentes.

e Se A e B séo independentes = A, B séo independentes.

Demonstracao
P(ANB) = P(B)—P(ANB) = P(B)—P(A) P(B) = P(B)[1—P(A)] = P(B) P(A) = A, B independentes.

e Ae Bindependentes = A, B independentes.

Demonstracao

PANB) = P(AUB)
1—P(AU B)
1—P(A)— P(B)+ P(AN B)
1— P(A) — P(B) + P(A) P(B)
[1 = P(A)] = P(B)[1 — P(A)]

-

P(A) — P(B) P(A)
PA1 — P(B)]
= P(A)P(B) = A, B independentes.

e Se A e B sao eventos possiveis e independentes = AN B + @.

Demonstracao

Por hipdtese, temos que P(A) > 0 e P(B) > 0. Pela hipdtese de independéncia, P(ANB) =
P(AYP(B) >0=ANB + .

Logo, se A e B sdo eventos possiveis e independentes, entdo A e B néo séio mutuamente
exclusivos.
e Se A e B séo eventos possiveis tais que AN B =@ = A, B ndo sdo independentes.

Demonstracao

P(ANB

PAIB) = 55

= 0 # P(A) = A, B nédo séo independentes.
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Logo, se A e B sdo eventos possiveis e mutuamente exclusivos, entdo A e B néo séo
independentes.

EXEMPLO 3.9 Previdéncia, continuacéo

No Exemplo [3.2] analisamos os dados que serdo apresentados na tabela a seguir,
referentes a participacdo de funcionadrios de uma empresa em planos de aposentadoria
complementar:

Plano pessoal | Total
Sim Néo
Plano da | Sim | 200 200 | 400
Empresa | Nao 0 100 | 100
Total 200 300 | 500

Naquele exemplo, estudamos os eventos £ = “empregado tem o plano de aposentadoria
complementar da empresa” e P = “empregado possui plano pessoal de aposentadoria
complementar”. Vamos ver se esses eventos séo independentes.

Solucao
Temos
4
P(P) = P(E) ==
(P) (F) =

PIPNE)=Z # P(P)P(E)

o1l N O11 N

Logo, os eventos PP e E ndo séo independentes. Outra forma de ver isso é

200 4
P(EIP) = 555 = 1# P(E) = 2

*»
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Capitulo 4

Teorema da Probabilidade Total e
Teorema de Bayes

Neste capitulo, vocé estudara dois importantes teoremas da teoria das probabilidades e
verd suas aplicacoes em diversas situacoes envolvendo tomadas de decisdo. Esses teoremas,
conhecidos como Teorema da Probabilidade Total e Teorema de Bayes, resultam diretamente
da definicdo de probabilidade condicional e das propriedades ja vistas da probabilidade. Sua
apresentacao sera feita, inicialmente, através de exemplos, para que vocé compreenda bem o
contexto de sua aplicacdo. Em sequida, serd apresentada a formulacdo geral desses teoremas.

4.1 Exemplos

EXEMPLO 4.1 Producéo de duas maquinas

Em uma linha de producédo de certa fabrica, determinada peca é produzida em duas
maquinas. A maquina 1, mais antiga, é responsavel por 35% da producao, e os 65% restantes
vém da maquina 2. A partir dos dados passados e das informacdes do fabricante das maquinas,
estima-se em 5% a proporcao de pecas defeituosas produzidas pela maquina 1 e em 2,5% a
proporcao de pecas defeituosas produzidas pela maquina 2. As pecas produzidas pelas duas
maquinas seguem para o departamento de armazenamento e embalagem para venda posterior,
sem distincao de qual maquina a produziu.

(a) Qual é a proporcéo de pecas defeituosas colocadas no mercado por essa fabrica?
(b) Se um cliente identificar uma peca defeituosa, qual serd a probabilidade de ela ter sido

produzida pela maquina 17

Solucao
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(a) Na Figura [#7] representa-se a situacao em andlise. Nosso experimento aleatério é o

sorteio de uma peca produzida por essa fabrica, e nosso espaco amostral, representado
pelo retdangulo, é o conjunto de todas as pecas produzidas em determinado periodo.
Podemos ver que o espaco amostral estd dividido em 2 eventos mutuamente exclusivos:
M, pecas produzidas pela maquina 1, e M,, pecas produzidas pela maquina 2. Mais
precisamente, Q = My U M, — isso significa que My e M, formam uma particéo do espaco
amostralm Outro evento de interesse é D = “peca é defeituosa”. Podemos ver que esse
evento tem intersecao com os eventos My e M, ou seja, ha pecas defeituosas produzidas
na maquina 1 e na maquina 2.

Figura 4.1 — Espaco amostral para o Exemplo

Pelos dados do problema, temos uma estimativa a priori das proporcoes de pecas
produzidas em cada maquina, ou seja, as probabilidades a priori dos eventos My e M,
sdo:

PM) = 0,35
P(M;) = 0,65
Sabemos, também, a proporcdo de pecas defeituosas produzidas por cada maquina. Essa
proporcéo se traduz em uma probabilidade condicional: se a peca foi produzida pela
maquina 1, existe 5% de chance de ser defeituosa. Para a maquina 2, essa chance reduz-
se a 2,5%. Em termos de probabilidade, temos
P(D|My) = 0,05
P(DIM;) = 0,025

Como My e M, formam uma particdo de ), podemos escrever

D = (D0 M) U (Dn M)

Mas My e M, sdao mutuamente exclusivos; logo, (D N M) (parte sombreada mais clara)
e (DN M,) (parte sombreada mais escura) tambhém o séo. Assim, pelo Axioma 3 da
probabilidade, resulta que

P(D) = P[(DNM)U(DNM)
= P(DNM)+P(Dn M)

n
YA, Ay, -+, A, formam uma partigdo do espago amostral Q se (i) A NA; =@ Vi# j; (i) UA =Q
i=1
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Pelo teorema da multiplicacédo, sabemos que P(AN B) = P(A) P(BJ|A). Logo,

P(D)

P(M1) P(D|My) 4+ P(My) P(D|Ms)
= 0,35x0,05+0,65 x 0,025 = 0,03375

Observe que a probabilidade de uma peca ser defeituosa é uma média ponderada das
probabilidades de defeito em cada maquina. Os pesos sao definidos de acordo com o
nivel de producao (probabilidade) de cada maquina.

(b) Na segunda parte do exemplo, temos uma informacao sobre a peca: ela é defeituosa,
isto é, sabemos que ocorreu o evento . O que o problema pede é que, com essa
informacéo, reavaliemos a probabilidade de a peca ter sido produzida pela maquina 1.
Essa probabilidade é chamada de probabilidade a posteriori, ou seja, é a probabilidade
que calculamos com base em informacédo parcial obtida depois de realizado o experimento
de sorteio e teste da peca. Em notacdo matematica, temos de calcular P(My|D). Por
definicéo, temos

P(Mi N D)

P(D)

Usando a regra da multiplicacéo e o resultado encontrado no item anterior, resulta

P(Mi|D) =

P(My) P(D|My)
P(M:)Pr(D[My) + P(My) P(DIMy)
0,35 x 0,05
0,35 x 0,05+ 0,65 x 0,025
0,0175

= 003375 0218

P(MI|D) =

Compare os resultados:

e Sem qualquer informacéao sobre o resultado do experimento, nossa estimativa para a
probabilidade de ocorréncia de M; — peca produzida pela maquina 1 — era 0,35.

e Com a informacao de que a peca é defeituosa, a probabilidade de ter sido produzida
pela maquina 1 aumenta para 0,5185.

*»"

EXEMPLO 4.2 Producéao de trés maquinas

Considere novamente a situacdo do Exemplo mas com a seguinte modificacdo: as
pecas sdo produzidas em trés maquinas, que sdo responsaveis por 30%, 35% e 35% da producéo,

respectivamente. As proporcdes de pecas defeituosas produzidas por tais maquinas sdo 5%,
2,5% e 2%.

(@) Qual é a proporcéo de pecas defeituosas produzidas na fabrica?

(b) Se um cliente identificar uma peca defeituosa, qual serd a probabilidade de ela ter sido
produzida na maquina 1? E na maquina 2?7 E na maquina 3?
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Ol

ol

SAS

Figura 4.2 — Espaco amostral para o Exemplo

Solugao

(@) O espaco amostral desse experimento estd ilustrado no diagrama de arvore da Figura

Como ja visto anteriormente, cada galho da arvore corresponde ao condicionamento do
evento aos eventos dos galhos anteriores. Assim, na parte superior da arvore, temos os
eventos D|M; e D|M;. Na parte do meio, temos os eventos D|M, e D|M>; e na parte
inferior, D|M5 e D|Ms.

Os dados do problema dao que
P(My) = 0,30 P(D|M;) = 0,05

P(My) = P(M5) = 0,35  P(D|M,) = 0,025
P(D|Ms) = 0,02

Como antes, My, M, e M3 formam uma particdo de Q) e, portanto, podemos escrever
D=(DnMj)u(DnM)u(Dn Ms)

Mas Mj, M, e M3 sdo mutuamente exclusivos; logo, (D N M), (D N My) e (DN Ms) também
0 sdo. Pelo Axioma 3 da probabilidade, resulta que

P(D) = P{(DNM;)u (DN MU (DN M)
= P(DnM)+P(DnNM)+P(DNMs)
Pelo teorema da multiplicacdo, sabemos que
P(AN B) = P(A) P(B|A).
Logo,
P(D) = P(My)P(D|My)+ P(My) P(D|Mz) + P(Ms) P(D|Ms)
= 0,30x0,05+0,35%x0,025+ 0,35 x 0,02 = 0,03075

Como antes, a probabilidade de uma peca ser defeituosa é uma média ponderada das
probabilidades de defeito em cada maquina, com os pesos definidos de acordo com o nivel
de producao de cada maquina.
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(b) Na segunda parte do exemplo, deseja-se saber P(M;|D), P(M,|D) e P(Ms|D). Por definicao,

temos
P(M; N D)

P(D)

Usando a regra da multiplicacéo e o resultado encontrado no item anterior, temos

P(Mq) P(D|My)

P(Mi|D) =

P(M;|L =
MDY = (04 P(DIM) + P(My) P(DIMy) + P(Ms) PDIMVE)
- 0,30 x 0,05
o 0,30x0,05+0,35x0,025+0,35 x 0,02
0,015
= 2 0,487
0,03075 0, 487805
P(/\/I |D) _ P(MZ) P(D|M2)
280 = B(My)P(DIM:) + P(Ms) P(D|Ms) + P(Ms) P(D|Ms)
- 0,35 x 0,025
- 0,30x0,054+0,35%x0,0254+0,35x 0,02
0,00875
= ———— =0,284553
0,03075
P(/\/l |D) — P(M3) P(D|M3)
3 P(Mh) P(D]M:) + P(Ma) P(D|Ms) + P(Ms) P(D]Ms)
- 0,35 x 0,02
- 0,30 x0,054+0,35%x0,0254+0,35 x 0,02
0,007
— 70’ 03075 — 0,227642

Note que 0,487805 + 0,284553 + 0,227642 = 1,000000. Esse resultado é imediato a
partir do fato de que P(Q)) = 1. Se a peca sorteada é defeituosa, ela sé pode ter vindo de
umas das trés maquinas.

*»

EXEMPLO 4.3 Soro da verdade

Sabe-se que um “soro da verdade”, quando aplicado em um suspeito, é 90% eficaz quando
a pessoa é culpada e 99% eficaz quando é inocente. Um suspeito é retirado de um grupo de
pessoas em que 95% jamais cometeram qualquer crime.

(a) Qual é a probabilidade de o soro dar a resposta certa?

(b) Se o soro indica “culpado”, qual é a probabilidade de o suspeito ser inocente?

Solucao
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(a) Vamos definir os seguintes eventos (veja a Figura [4.3):

C = "suspeito é culpado”
U = "soro indica culpado”

C = "suspeito é inocente”
U = “soro indica inocente”

Suspeito Soro

Figura 4.3 — Espaco amostral para o Exemplo

Note que vocé deve definir os eventos de acordo com a execucdo do experimento. Ao se
aplicar um soro da verdade, a resposta sera “culpado” ou “inocente” e ndo “soro acerta”
ou “soro erra”. Errar ou acertar dependera de o suspeito ser culpado ou inocente.

Os dados do problema nos déo as sequintes probabilidades:

P(U|C) = 0,90
P(U[C) = 0,99
P(C) = 0,95

Usando o resultado sobre probabilidade do evento complementar, completamos as
probabilidades necessarias:

P(U|C) =0,90 P(U
P(U|C) = 0,99 P(U|
P(C) =0,95 P(C) =0,05
A particao do espaco amostral é definida pelos eventos C e C, para os quais temos as
probabilidades a priori. Os eventos de interesse sdo U e U.

Seja o evento A = “soro acerta o diagnostico”. Note que o soro pode diagnosticar
corretamente se o suspeito é culpado ou inocente, ou seja:

A=(CnU)u(CnU)
Logo,

P(A) = P(CnU)+P(CNT)
= P(C)P(U|C) + P(C) P(U|C)
— 0,05 x 0,90+ 0,95 x 0,99 = 0,9855
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(b) Queremos calcular P(C|U). Por definicao, temos:

P(CnU)

PV =55

O soro pode indicar culpado, sendo o suspeito culpado (acerto do diagndstico), ou inocente
(erro no diagndstico), ou seja:

P(U) = PUNC)+P(UNT)
— P(U|C) x P(C) + P (U|C) x P(C)
0,90 x 0,05+ 0,01 x 0,95
= 0,045 +0,0095 = 0, 0545

P(UNTC) =P (U|C) x P(C) = 0,01 x 0,95 = 0,0095

Logo,
_0,0095

~0,0545

P(C|U) =0,1743

*"
EXEMPLO 4.4 Trés moedas

Uma caixa contém trés moedas. A moeda 1 é honesta, a moeda 2 tem duas caras e a
moeda 3 é viciada de tal modo que cara é duas vezes mais provavel que coroa. Uma moeda
é escolhida ao acaso e lancada.

(a) Qual é a probabilidade de observarmos cara e moeda 17
(b) Qual é a probabilidade de observarmos cara?
(c) Se o resultado foi cara, qual a probabilidade de que a moeda lancada tenha sido a moeda

1?

Solucao
Vamos definir os eventos

K = cara C = coroa

Mi = moeda 1 M, = moeda 2 M3 = moeda 3

E dado que

1
P(KIM) = 5
1

P(K|Mp) =
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Para a moeda 3, como a probabilidade de cara é duas vezes a probabilidade de coroa
e a soma dessas probabilidades tem de ser 1, resulta que

2
P(KIMs) = 5

Como a moeda lancada é escolhida aleatoriamente, temos

PM:) = P(Ms) = P(Ms) = 1

Veja a Figura [4.4

12
13 C1n
M,

13 1

Cyy

Figura 4.4 — Espaco amostral para o Exemplo

(a) Aqui a solucédo é consequéncia direta da regra de multiplicacao:

1

P(K M) = P (M) x P (K|M:) = 5

N —
()}

(b) Os eventos que formam a particdo do espaco amostral sdo My, My e Ms. Logo,

P(K) = P(KNM)+P(KnM)+P(KnMs)
= P (M) x P(K|M) + P (M) x P (K|My) + P (Ms) x P (K|Ms)
1 (1 2):1 1313

37 271%3)53%% ~ 18

(c) O problema pede

N _ P(KnM) _ P(M)xP(KM) _
PMIK) = =50 = P(K) -

| w

@l

N

<o
NN
w

*»"

EXEMPLO 4.5 Decisdo gerencial
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Um gerente de banco tem de decidir se concede ou ndo empréstimo aos clientes que
o solicitam. Ele analisa diversos dados para estudar a possibilidade de o cliente vir a ficar
inadimplente. Com base em dados passados, ele estima em 15% a taxa de inadimpléncia.
Dentre os inadimplentes, ele tem 80% de chance de tomar a decisdo certa, enquanto essa
chance aumenta para 90% entre os clientes adimplentes. Esse gerente acaba de recusar um
empréstimo. Qual é a probabilidade de ele ter tomado a decisao correta?

Solugao

Os fatos envolvidos nesse processo decisorio séo: “cliente é inadimplente ou nédo” e
“gerente concede ou ndo o empréstimo”. Vamos definir os seguintes eventos:

-~

“cliente é inadimplente”

C = ‘gerente concede empréstimo”

Usaremos a notacao de evento complementar para definir

= “cliente é adimplente”

m‘ ~I
I

“gerente ndo concede empréstimo”

Note que temos duas possibilidades de acerto e duas possibilidades de erro. Os acertos
sao “cliente é inadimplente e gerente ndo concede o empréstimo” e “cliente é adimplente e
gerente concede o empréstimo”. Os erros sdo: “cliente é inadimplente e gerente concede o
empréstimo” e “cliente é adimplente e gerente ndo concede o empréstimo”.

A arvore que representa o espaco amostral é dada na Figura

C

Figura 4.5 — Espaco amostral para o Exemplo
As probabilidades dadas séo
P(/)=0,15 P(C|/)=0,80 P(C|l)=0,90
Pela lei do complementar, temos

P(l)=0,85 P(C|/)=0,20 P(C|l)=0,10
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Com relacdo ao que o problema pede, temos que, dado que o gerente recusou o
empréstimo, a decisao so serd certa se o cliente for inadimplente. Logo, temos de calcular

P(/|C) = P(Ii(ﬂc)c)

Mas o gerente pode recusar o empréstimo sendo o cliente inadimplente ou néo, ou seja,

P(C) = P(CnH+PCnT)
= P()P(C|l) + P(I) P(C|])
= 0,15 % 0,80 + 0,85 x 0,10 = 0, 205

Logo,
— P(InC
puc) = VN6
P(C)
P P(C |
) P(C|I) + P(I)P(C|I)
0, 15 x 0,80
= 0205 - 0,5854
4.2 Os teoremas
Considere a Figura [4;6'} onde A1, Az, ..., A, é uma particdo do espaco amostral Q e B
um evento qualquer em Q.
A1 A As
As Asg B
// A7
As
A
Asg Ag Ao An

Figura 4.6 — Particdo do espaco amostral
Como a unido de todos os A;'s é o espaco amostral, seque que

B=(ANB)UANB)U---U(A,NB).

O fato de alguns desses termos serem o conjunto vazio (por exemplo, B N A4 = &) ndo
invalida o resultado, uma vez que AU = A. Por definicdo de particao, os A;'s sdo mutuamente
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exclusivos dois a dois; logo, os eventos A;N B também o séo. Entéo, pela lei da probabilidade
de eventos disjuntos, podemos escrever

P(B) = P[AINBUANB)U--(A, N B) =
= PAINB) +P(ANB)+ - +P(A,NB)

e a regra da multiplicacdo fornece
P(B) = P(A1) P(B|A1) + P(A2) P(B|A2) + - - - + P(A,) P(B|AS)

Esse resultado é conhecido como Teorema da probabilidade total.

n Teorema da Probabilidade Total

Seja A1, A2, ..., Ay uma particdo do espaco amostral Q) e seja B um evento
qualquer em Q. Entéo,

P(B)=Y_P(A)P(B|A)
i=1

Como visto, a probabilidade P(A;) é denominada probabilidade a priori do evento A;.
Continuando no contexto da Figura suponhamos agora que B tenha ocorrido. Vamos
usar essa informacao para calcular a probabilidade a posteriori do evento A;, ou seja, vamos
calcular P(A;|B). Por definicdo, temos

Pialg = ADD)
P(B)

Usando a regra da multiplicacéo e o teorema da probabilidade total, resulta que

P (A:) P (BJA)
21 P (A;) P (BIA))
f=

P (AilB) =

Esse resultado é conhecido como Teorema de Bayes.

n Teorema de Bayes

Seja A1, Az, ..., A, uma particdo do espaco amostral Q e seja B um evento
qualquer em Q. Entéo

P (Ai]B) = — P (A;) P (BJA)

%P (4)P (B1A)
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E importante que, na resolucdo de exercicios e também na aplicacdo prética desses
teoremas, vocé identifique os eventos de interesse, os que definem a particdo do espaco
amostral e quais sdo as probabilidades a priori. Em geral, sdo essas probabilidades que
identificam a particao de . Vamos considerar mais um exemplo para ilustrar esses pontos.

EXEMPLO 4.6 Alunos e carros

Em uma turma de Administracdo, 65% dos alunos sédo do sexo masculino. Sabe-se
que 30% dos alunos tém carro, enquanto essa proporcao entre as alunas se reduz para 18%.
Sorteia-se ao acaso um estudante dessa turma usando o seu niumero de matricula e constata-
se que ele possui um carro. Qual é a probabilidade de que o estudante sorteado seja do sexo
feminino?

Solucgao

Os eventos em questdo envolvem o sexo do aluno e a posse de um carro. Vamos definir
os eventos de interesse da seguinte forma:

H = homem M = mulher
C =

C = possui carro nao possui carro

Note que H e M definem uma particdo do espaco amostral, assim como C e C. No
entanto, as probabilidades a priori dadas referem-se a H e M (o fato de ter, ou néao, carro,
nao altera o sexo do aluno). Assim, a particdo de Q) sera definida em termos desses eventos.
Os dados do problema fornecem que

P(H =065 = PM)=0,35
P(C|H)=0,30 = P(C|H)=0,70
P(CIM)=0,18 = P(C|M)=0,82

O problema pede P(M|C), e para calcular essa probabilidade, temos de calcular P(C). Pelo
teorema da probabilidade total, sabemos que

P(C) = P(CNM)+P(CNH)

= P(M)P(C|M) + P(H) P(C|H)
= 0,35x0,18+0,65 x 0,30 = 0,518

Logo,
P(CAM)  P(M)P(CIM)
ID M C = =
(MIC) P(C) P(C)
0,35x 0,18
= W =0,12162

*»"



Capitulo 5

Exercicios propostos

1. Lancam-se trés moedas. Enumere o espaco amostral e os eventos A = “faces iguais”;
B = “cara na primeira moeda”; C = “coroa na segunda e terceira moedas”.

2. (a) Na Figura assinale a &rea correspondente a AN B

(b) Na Figura assinale a area correspondente a A\ B

(c) Na Figura assinale a area correspondente a (AUC)N B
) N

(d) Na Figura assinale a area correspondente a (AU B)N C

Figura 5.1 — Questéo 2(a) Figura 5.2 — Questao 2(b)

A B

-

Figura 5.3 — Questéao 2(c) Figura 5.4 — Questdo 2(d)
3. Defina um espaco amostral para cada um dos seguintes experimentos aleatdrios:

(@) Em uma pesquisa de mercado, conta-se o niumero de clientes do sexo masculino que
entram em um supermercado no horario das 8 as 12 horas.

(b) Em um estudo de viabilidade de abertura de uma creche prépria de uma grande
empresa, fez-se um levantamento, por funcionario, do sexo dos filhos com menos de
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5 anos de idade. O numero maximo de filhos por funcionario é 4, e a informacéo
relevante é o sexo dos filhos de cada funcionario.

Em um teste de controle de qualidade da producdo, mede- -se a duracdo de
ldmpadas, deixando-as acesas até que queimem.

Um fichario com 10 nomes contém 3 nomes de mulheres. Seleciona-se ficha apds
ficha até o ultimo nome de mulher ser selecionado e anota-se o nimero de fichas
selecionadas.

Lanca-se uma moeda até aparecer cara pela primeira vez e anota-se o nlimero de
lancamentos.

Em uma urna, ha 5 bolas identificadas pelas letras
{A B, C,D, E}. Sorteiam-se duas bolas, uma apés a outra, com reposicdo, e anota-
se a configuracao formada.

Mesmo enunciado anterior, mas as duas bolas sdo selecionadas simultaneamente.

. Sejam A, B, C trés eventos de um espaco amostral. Exprima os eventos a seguir usando

operacdes de unido, intersecdo e complementacéo:

somente A ocorre;
exatamente um ocorre;
A, B e C ocorrem;
nenhum ocorre;

pelo menos um ocorre;
exatamente dois ocorrem.
pelo menos dois ocorrem;

no maximo dois ocorrem.

nsidere o lancamento de dois dados e defina os sequintes eventos:

A = soma par
B =soma>9
C = maximo das faces é 6

lcule AN B, AU B, A\ B, B\ A, BN C, B\ C.

6. Seja 0 =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Considere os seguintes eventos:

e A=1{1,3,57,9}
e B=1{0,2,4,6,8,9}
e D= {9}

Determine os elementos dos seguintes eventos:

(a

AU (BN D)
BU(AN D)
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(e) A\ B
(f) B\ A
(9) AnB
(h) AUB

.SeP(A)=1/3eP (E) = 1/4, A e B podem ser mutuamente exclusivos?

Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos tais que P(A) = 0,5 e P(B) =0, 4.

(a) Calcule P(AU B).

(b) Calcule P(B N A).
Em uma cidade ha trés clubes A, B, C. Em um grupo de 1000 familias constatou-se
que 470 séo sdcias do clube A; 420 sédo sécias do clube B, 315 séo sécias do clube C;
110 sdo sdcias dos clubes A e B; 220 sdo sécias dos clubes A e C; 140 sdo sdcias dos
clubes B e C e 75 séo soécias dos 3 clubes. Escolhendo-se ao acaso uma familia, qual é
a probabilidade de que ela
(@) nao seja sécia de qualquer um dos clubes?
(b) seja socia de apenas um clube?

(c) seja sdcia de pelo menos dois clubes?
Em um levantamento em um bairro de 1.000 moradores, verifica-se que:

e 220 tém curso superior;
e 160 sdo casados;

e 100 estdo desempregados;

50 tém curso superior, sdo casados e estdo empregados;

60 tém curso superior e estdo desempregados;

20 tém curso superior, sdo casados e estdao desempregados.
Escolhe-se ao acaso um morador desse bairro. Qual é a probabilidade de que ele
(@) tenha curso superior e seja casado?

(b) ou tenha curso superior e seja casado ou esteja empregado?

(c) ou tenha curso superior ou esteja desempregado?

Um lote é formado por 10 artigos bons, 4 com defeitos menores e 2 com defeitos graves.
Um artigo é escolhido ao acaso. Ache a probabilidade de que:

(a) ele ndo tenha defeitos;

(

(c) ele seja perfeito ou tenha defeitos graves.

h) ele nédo tenha defeitos graves;

Quatro bolsas de estudo seréo sorteadas entre 30 estudantes, dos quais 12 séo do
sexo masculino e 18 sdo do sexo feminino. Qual a probabilidade de que haja entre os
sorteados:
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(@) uma pessoa do sexo masculino?

(b) no maximo uma pessoa do sexo feminino?

(c) pelo menos uma pessoa de cada sexo?
Em uma urna ha 15 bolas numeradas de 1 a 15. Trés bolas séo retiradas da urna sem
reposicdo. Qual é a probabilidade de que:

(@) o menor niimero seja 77

(b) o maior nimero seja 7?
Num periodo de um més, 100 pacientes sofrendo de determinada doenca foram

internados em um hospital. Informacdes sobre o tipo de tratamento aplicado em cada
paciente e o resultado final obtido estdo resumidas no quadro a sequir.

Tratamento | Total
A B
Cura total (T) 24 16 40
Resultado | Cura parcial (P) | 24 16 40
Morte (M) 12 8 20
Total 60 40 | 100

Sorteia-se o registro de um desses pacientes.

(@) Qual é a probabilidade de que seja de um paciente que teve cura total?

(b) Qual é a probabilidade de que esse registro seja de um paciente que faleceu ou que
recebeu o tratamento A?

(c) Sabendo-se que esse paciente recebeu o tratamento A, qual é a probabilidade de

que tenha tido cura total?

Sejam A e B eventos de um espaco amostral. Sabe-se que P(A) = 0,3; P(B) =0,7 e
P(An B) = 0,21. Verifique se as sequintes afirmativas sdo verdadeiras. Justifique sua
resposta.

a) A e B sdo mutuamente exclusivos;
(c) A e B sao independentes;

(d

e

(b) A e B sédo independentes;
e B sdo mutuamente exclusivos;

)
) A
) Ae A sao independentes.

Dois dados equilibrados séo lancados.

(a) Calcule a probabilidade de sair seis em pelo menos um dado.

(b) Sabendo-se que sairam faces diferentes nos dois dados, determine a probabilidade
de sair seis em pelo menos um dado.

(c) Os eventos “seis em pelo menos um dado” e “faces diferentes nos dois dados” séo
independentes?
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Uma sala possui trés soquetes para ldmpadas. De uma caixa com 10 lampadas, das quais
seis estao queimadas, retiram-se trés ldmpadas ao acaso, colocando-se as mesmas nos
trés bhocais. Calcular a probabilidade de que:

(@) pelo menos uma lampada acenda;

(b) todas as lampadas acendam.

O Ministério da Economia da Espanha acredita que a probabilidade de a inflacéo ficar
abaixo de 3% este ano é de 0,20; entre 3% e 4% é de 0,45 e acima de 4% é de 0,35. O
Ministério acredita que, com inflacdo abaixo de 3%, a probabilidade de se criar mais
200.000 empregos é de 0,6, diminuindo essa probabilidade para 0,3 caso a inflacdo fique
entre 3% e 4%; no entanto, com inflacdo acima de 4%, isso é totalmente impossivel.

(@) Qual é a probabilidade de se criarem 200.000 empregos nesse ano?

(b) No ano seguinte, um economista estrangeiro constata que foram criados 200.000

empregos novos. Qual é a probabilidade de a inflacdo ter ficado abaixo de 3%?

Na urna | hd cinco bolas vermelhas, trés brancas e oito azuis. Na urna Il hé trés
bolas vermelhas e cinco brancas. Lanca-se um dado equilibrado. Se sair trés ou seis,
escolhe-se uma bola da urna I; caso contrario, escolhe-se uma bola da urna Il. Calcule
a probabilidade de

(a) sair uma bola vermelha;

b) sair uma bola branca;

(c) sair uma bola azul;

(d) ter sido sorteada a urna |, sabendo-se que a bola retirada é vermelha.

Joana quer enviar uma carta a Camila. A probabilidade de que Joana escreva a carta

é %. A probabilidade de que o correio ndo a perca é %. A probabilidade de que o

carteiro a entregue é também %.

(a) Construa o diagrama de arvore representando o espaco amostral deste problema.
(b) Calcule a probabilidade de Camila ndo receber a carta.

(c) Dado que Camila nédo recebeu a carta, qual é a probabilidade de que Joana néo a

tenha escrito?

Sejam A e B dois eventos tais que P(A) = 0,4 e P(AUB) = 0,7. Seja P(B) = p. Determine
o valor de p para que

(@) A e B sejam mutuamente exclusivos;

(b) A e B sejam independentes.

Sejam A e B eventos possiveis de um mesmo espaco amostral Q. Se P(A|B) = 1 verifique
a veracidade das sequintes afirmativas, justificando sua resposta.

(@) A e B sao independentes.

(b) A e B sdao mutuamente exclusivos.

Sejam A, B, C eventos de um mesmo espaco amostral. Sabe-se que
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e 3 é um subconjunto de A;
e A e C séo independentes e

e B e C sdao mutuamente exclusivos.

A probabilidade do complementar da unido dos eventos A e C é 0,48; a probabilidade da

unido dos eventos B e C é 0,3 e a probabilidade do evento C é o dobro da probabilidade
do evento B. Calcule P(AU B).

24. Uma comisséo de dois estudantes deve ser sorteada de um grupo de 5 alunas e 3 alunos.
Sejam os eventos:

7

e M; = “primeiro estudante sorteado é mulher”

e M, = “seqgundo estudante sorteado é mulher”

(@) Construa um diagrama de arvore que represente o espaco amostral deste
experimento, indicando as probabilidades.

(b) Calcule P(My) e P(My).

(c) Verifique se My e M, sédo independentes.

25. Em um campeonato de natacao, estdo competindo trés estudantes: Alberto, Bosco e
Carlos. Alberto e Bosco tém a mesma probabilidade de ganhar, que é o dobro da de

Carlos ganhar.
(@) Ache a probabilidade de que Bosco ou Carlos ganhe a competicéo.
(b) Que hipdtese vocé fez para resolver essa questdo? Essa hipdtese é razoavel?

26. Solicita-se a dois estudantes, Maria e Pedro, que resolvam determinado problema.
Eles trabalham na solucdo do mesmo independentemente, e tém, respectivamente,
probabilidade 0,8 e 0,7 de resolvé-lo.

(@) Qual é a probabilidade de que nenhum deles resolva o problema?
(b) Qual é a probabilidade de o problema ser resolvido?
(c) Dado que o problema foi resolvido, qual é a probabilidade de que tenha sido

resolvido apenas por Pedro?

27. Joga-se um dado duas vezes. Considere os seguintes eventos: A ="resultado do primeiro

lancamento é par” e B ="soma dos resultados é par”. A e B sdo independentes?
Justifique.

28. Um aluno responde a uma questdo de multipla escolha com quatro alternativas, com
uma so correta. A probabilidade de que ele saiba a resposta certa da questéo é de 30%.
Se ele ndo sabe a resposta, existe a possibilidade de ele acertar “no chute”. Nao existe
a possibilidade de ele obter a resposta certa por “cola”.

(@) Qual é a probabilidade de ele acertar a questédo?

(b) Se o aluno acertou a questao, qual é a probabilidade de ele ter “chutado” a resposta?
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29. Um empreiteiro apresentou orcamentos separados para a execucao da parte elétrica e da
parte hidraulica de um edificio. Ele acha que a probabilidade de ganhar a concorréncia
da parte elétrica é de 1/2. Caso ele ganhe a parte elétrica, a chance de ganhar a parte

hidraulica é de 3/4; caso contrario, essa probabilidade é de 1/3. Qual é a probabilidade
de ele:

(@) ganhar os dois contratos?
(b) ganhar apenas um?

(c) ndo ganhar qualquer contrato?



62

CAPITULO 5. EXERCICIOS PROPOSTOS



Capitulo 6

Gabarito dos Exercicios propostos

1. Vamos definir os sequinte eventos:
K = lancamento resulta em cara na face superior
C = lancamento resulta em coroa na face superior
Q={KKK,KKC,KCK,CKK,KCC,CKC, CCK, ccc}
A={KKK,CCC}
B ={KKK,KKC,KCK,KCC}
C = {KCC,ccc}

2. (a) Veja a Figura
BCA=AUB=A
A°NB = (AUB) = A"
(b) Veja a Figura Como AN B =g, resultaque A—B=ANB=A.
(c) Veja a Figura
(AUC)NB=(ANnB)UBNC)=(AnB)Ul = (AN B)

(d) Veja a Figura
(AUB)NC=(ANC)U (BN C)

3. (@) Q=1{0,1,2,..}

(b) Vamos denotar por M o evento “bebé é do sexo masculino” e por F o evento “bebé
é do sexo feminino”. Entao,

M, F, MM, MF, FM, FF,
MMM, MMF, MFM, FMM, FFM, FMF, MFF, FFF,
Q= FFFF,FFFM, FFMF, FMFF, MFFF, MMFF,
MFMF, MFFM, FFMM, FMFM, FMMF,
MMMF, MMFM, MFMM, FMMM, MMMM

Note que representamos ai os casais com um filho, dois filhos, trés filhos e quatro
filhos.
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A
A

(a) AN B° (b) A—B

&

C

(c) (AUC)N B (d) (AUB)N C

Figura 6.1 — Gabarito do Exercicio 2

(c) A lampada pode queimar logo ao ser ligada e, teoricamente, pode durar para
sempre; logo, Q = (0, c0).

(d) Como temos que sortear as 3 mulheres, serdo necessarios, no minimo, 3 sorteios
e, no pior dos casos, a Ultima mulher seré a uUltima a ser sorteada. Como estamos
interessados apenas no niimero de sorteios, o espaco amostral é
Q=1{3,4,56,7,8,9,10}

(e) Podemos obter cara logo no primeiro lancamento ou entdo no segundo ou no
terceiro... Teoricamente, pode ser necessario lancar a moeda infinitas vezes. Logo,
Q0=1{1,23,...}

M) Q= AA,AB,AC,AD, AE, BA, BB, BC, BD, BE, CA,CB, CC,

N CD,CE,DA,DB,DC,DD,DE,EA EB,EC,ED,EE

(q) Q= AB,AC,AD, AE, BA, BC,BD, BE,CA,CB,CD, CE,
9r 2= DA,DB,DC,DE,EA EB,EC,ED
4. (a) O evento “somente A ocorre” significa que A ocorreu e B nao ocorreu e C nao
ocorreu; em linguagem de conjunto:
Somente A ocorre = ANBN C

(b) Exatamente um ocorre significa que apenas A ocorre, ou apenas B ocorre ou apenas
C ocorre.

Exatamente um ocorre = (A NnBN f) U (E NnBN f) U (E NnBN C)

(c) O evento “A, B e C ocorrem” significa que os trés eventos ocorreram; em linguagem
de conjunto,

A,Be Cocorrem=ANBNC
(d AnNBNC=AUBUC
(e) O evento “pelo menos um ocorre” significa que pode ter ocorrido apenas um, ou dois

ou trés; essa é a propria definicdo de unido, ou seja, em linguagem de conjunto,
temos que
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pelo menos um ocorre = AUBU C

(f) Os dois que ocorrem podem ser Ae Bou Ae C ou Be C. Ocorrendo dois desses,
o terceiro ndo pode ocorrer. Logo, em linguagem de conjunto temos que:
exatamente dois ocorrem = (ANBNC)U (ANBNC)U(ANBNC)
(g) “Pelo menos dois” significa, neste caso, 2 ou 3 ocorrem, ou seja:

(AnBNC)U(AnBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)

O primeiro termo corresponde a ocorréncia de A e B, mas néo de C; o segundo
termo, ocorréncia de B e C, mas nao de A; o terceiro, ocorréncia de A e C, mas nao
de B, e o quarto termo corresponde a ocorréncia dos 3 simultaneamente.

(h) No maximo 2 significa ou nenhum ocorre, ou ocorre apenas um, ou ocorrem apenas

2. No caso de 3 eventos, a Unica possibilidade excluida é a ocorréncia dos trés
simultaneamente, ou seja, AN BN C.

(4,2),(4,4),(4.6),(5,1), (5. ) 5.5, (6 2).(6,4),(6,6)
=1{(3,6),(4,5),(4,6),(54),(55),(56),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}
c_[0.0).26),36),(46),(56),(66),
B (6,1).(6,2),(6,3),(6,4),(6,5)
AN B=1{(46),(55),(6,4),(6,6)}
1,1),(1,3),(1,5).(2,2),(2,4),(2.6),(3.1),3.3).3.5),
AUB=1 (4,2),(4,4),(4,6),(51),(53),(55),(6,2),(6,4),(6,6),
(3,6).(4,5),(5,4),(5,6),(6,3),(6,5)

(
B—-A= BﬂA—{3,6),(,5),(
BnC=1{(3,6),(4,6),(506),(6,3), )
B-C= BOC—{45 (5,4),(5,5)}
Note que, de acordo com as propriedades ja vistas,
(BNOu(B-C) = (BnCO)u(BnC)=
= [(BNOUBIN[(BNC)uC]=[BIn[CuU(Bn ()]
= Bn[(CuB)n(CuC)]=Bn[(CuB)n(Q)]
= Bn(CuB)=(BnC)u(BnB)
= (BnC)uB=8B

6. A solucédo deste exercicio fica bastante simplificada se notarmos o sequinte:

AUB=Q
ANB=D

AND=D
DCA::{AUD:A

BNnD=D

DCB::{BUD:B
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(@) AU(BND)=AUD=A=1{1,3,57,9}
(b) BU(AND)=BUD = B=1{0,2,4,6,8,9}
() AUB=ANnB=D=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8}
(d) ANB=AUB=Q=4§

(e) A\ B=1{1,3,57}

(f) B\A={0,2,4,6,8}

(9 AnB=D={0,1,2,3,4,5,6,7,8}

() AUB=Q =4

. P(B)=1-P(B) = 3.

Se A e B fossem mutuamente exclusivos, teriamos que ter
PAUB)=PA) +PB)=1+3=B>1.

Logo, A e B tém que ter intersecdo, ou seja, A e B ndo podem ser mutuamente exclusivos.

. Do enunciado, concluimos que AN B = &. Logo,

(@) P(AUB) = P(A) + P(B)=0,5+0,4=0,9
(b) P(BNA)=P(B)—PANB)=0,4—0=0,4

9. Veja a Figura[6.2] onde é representado um esquema do espago amostral. Vamos calcular

a probabilidade de cada um dos eventos al indicados.

Figura 6.2 — Sécios dos clubes A, B, C
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PANBNCY) = PANB)—PANBNC)=0,11-0,075=0,035

P(AN BN C) P(ANC)—P(ANBN C)=0,22—0,075 = 0,145

P(A°N BN C) P(BNC)—PANBNC)=0,14—0,075 = 0,065

P(AN BN C) PIAN (BU C)] = P(A)— P[AN (BU C)] = P(A) — P[(AN B) U (AN C)]
P(A)— P(ANB) = P(AN C) + Pr(An BN C)

= 0,470 —0,110— 0,22 + 0,075 = 0,215
PA“NBNCY) = P[BN(AUC)]=P(B)—P[BN(AUC) =PB)—P[AnB)U (BN C)]
P(B)—P(ANB)—P(BNC)+PANBNC)
= 0,420 — 0,110 — 0,140 + 0,075 = 0, 245
P(A°NB°NC) = P[CN(AUB)=P(C)—P[CN(AUB)=P(C)—P[(ANC)U(Bn C)]
P(C)—P(ANC)—P(BNC)+PANBNC)
= 0,315—0,220 — 0,140 + 0,075 = 0, 03

(@) Seja o evento N =uma familia ndo é sdcia de qualquer um dos clubes.

P(N) = PANB°NCY)=P[(AUBUC)]=1-PAUBUC)
1—P(A) = P(B)=P(C) + P(ANB) + PAN C) + P(BN C) = P(AN BN C)
= 1-0,470 — 0,420 — 0,315 + 0,110 + 0,220 + 0,140 — 0,075 = 0,19

(b) Seja o evento U =uma familia é sécia de apenas um dos clubes.

P(U) = PANB N C)+PA N BN CY)+PANB NC)
= 0,215+ 0,245 + 0,03 = 0, 490

(c) Seja o evento M =uma familia é sdcia de pelo menos dois clubes.

PIM) = PANBNC)+PANBNC)+PA NBNC)+PANBNCQ)
= 0,035+ 0,145+ 0,065 + 0,075 = 0, 320

Note que M = (NU U)* = PM)=1—-P(NUU)=1—-P(N)—P(U), uma vez que
N e U sdo mutuamente exclusivos.

10. Sejam os eventos S = “uma pessoa do bairro tem curso superior”, C = “uma pessoa do
bairro é casada, D = “ uma pessoa do bairro estd desempregada”. O problema da que

P(S)=0,22 P(C)=0,16 P(D)=0,10
PSNCND)=0,05 PSND)=0,06 PSNCnND)=0,02
(@) O problema pede P (SN C). Temos que
PSNC)=PSNCND)+P(SNCN D) =0,02+0,05=0,07
(b) O problema pede P[(S N C) U D¢]. Temos que

P[(SN C)UD=P(Sn C)+P(D)—P(SNCND)=0,07+0,90 — 0,05 = 0,92
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(c) O problema pede P (S U D). Temos que
PSUD)=P(S)+P(D)—P(SND)=0,22+0,10-0,06 =0, 26
11. Sejam os eventos B = “artigo é bom”, M = “artigo tem defeitos menores” e G = “artigo
tem defeitos graves”. Pelos dados do problema, temos que

P(B) = %, P(M) = % P(G) = 13

Note que B, M, GG sdo mutuamente exclusivos.

(a) P(nao ter defeito) = P(B) = % = g
< . 14 7
(b) P(nédo ter defeito grave) = P(G) =1 —P(G) = 6°-38
: . 0 2 3
(c) P(ser perfeito ou ter defeito grave) = P(BU G) = P (B) + P (G) = 16 + 6=
12. Vamos definir os eventos M; = i—ésimo estudante sorteado ¢ do sexo masculino e

F; = i—ésimo estudante sorteado é do sexo feminino, i =1, 2, 3, 4.

(@) Um homem entre os sorteados significa também que 3 mulheres foram sorteadas.
Seja U o evento “um homem sorteado”. Entéo

PU) = P(MinFanFNF)U(FiNnManF3n Fa)U
(F1ﬂFzﬁM3ﬂF4)U(F1ﬂFzﬁF3ﬂ/\/’4)]
= PMinFNnFBNR)+PFINMNOFNF)+
P(F1ﬂFzﬂM3ﬂF4)+P(F1ﬂFzﬂF3ﬂ/\/l4)]
12 18 17 16 18 12 17 16
30292827 730 29 8 277
18 17 12 16 18 17 16 12
3029728 27 730 29 28 27
12 18 17 16_1088
30 29 28 27 3045

(b) No méaximo uma pessoa do sexo feminino significa nenhuma ou uma pessoa do sexo
feminino. Seja X o evento “no maximo uma pessoa do sexo feminino”. Entao

P(X) = PM NMNMsNM;)+P(FiNM;nMsn M) +
PMinFanMsNMg)+PM NMyn F3nN M)+ P(MynMyn M3 Fy)
om0 9, 18 12 10 33

30 29 28 27 30 29 28 27 203

(c) Ter pelo menos uma pessoa de cada sexo significa que ndo podemos ter todas as
pessoas do mesmo sexo. Seja C ="pelo menos uma pessoa de cada sexo”. Entao

P(CY) = P(FiNFanF3nFa)+PM0MNMsN M)
18 17 16 _15 12 11 _10 9 79

30 2928 %27 730% 29028 X 27 " 609
__ 79 5%
21 x 29 = 609

P(C) =
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13. (@) Se o menor niimero é 7, isso significa que uma das bolas é a de niimero 7 e as
outras 2 tém nimero de 8 a 15 e a ordem nao importa. A probabilidade de sortear

, ] . : A .
a bola 7 é —. Se a bola 7 é sorteada, sobram 14, das quais 8 tém nimero maior

que 7. A probabilidade de sortear duas bolas especificas com nimero maior que 7,

nesse caso, é Como a ordem néo importa, a bola 7 pode ser retirada em

— X —.
14 13 3
qualquer uma das 3 extracdes, ou seja, ha (1) maneiras de sortear essas 3 bolas.
Logo, a solugéo é
1 8 4
— X — X = —
15 14 65
(b) Se o maior niimero é 7, isso significa que uma das bolas é a de niimero 7 e as outras

2 tém ndmero de 1 a 6 e a ordem nédo importa. A probabilidade de sortear a bola

%xx?)

] , . At
7 é —. Se a bola 7 é sorteada, sobram 14, das quais 6 tém niimero menor que 7.

A probabilidade de sortear duas bolas especificas com niimero menor que 7, nesse
, 6 5 . :
caso, ¢ — x —. Como a ordem néo importa, a bola 7 pode ser retirada em qualquer

1413
uma das 3 extracdes, ou seja, ha (?) maneiras de sortear essas 3 bolas. Logo, a

solucao é
NI

15 514 137 1] T 01
14. (a) P(T) = 40/100 = 0,4
(b) P(MU A) = P(M) + P(A) — P(AN M) = W ~ 0,68
P(TNA) 24
B = — =
() P(TIA) = s = 6o =%

15. (a) Pr(AnB)=10,21#0..A e B ndo sdo mutuamente exclusivos

(b) Pr(An B) =0,21 = Pr(A)Pr(B) ... A e B séao independentes

(c) PAN BY) = P(A)—P(AnB) = 0,3-0,21 = 0,09 = P(APB) .. Ae B sao
independentes. Lembre-se que se A, B sdo independentes, entdo A, B¢ também o
sdo.

(d) PANB) = PA) —P(AnB) = 0,3-0,21 = 0,09 > 0 .. A e B ndo sdo
mutuamente exclusivos. Outra solucdo: Como A, B¢ sdo independentes e ambos
t em probabilidade positiva, entéo eles ndo podem ser mutuamente exclusivos.

(e) P(ANA) = P(@) =0 +# P(A)P(A) = 0,21 -. A e A ndo sao independentes.

16. Vamos definir os eventos A = “face 6 em pelo menos um dado” e B = “faces iguais”.
Entao,
A = {(1,6).(2,6),(3,0),(4,6),(5,0),(6,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4), (6,5)}
B = {(1,1),(2,2),(3,3),(4.4).(55).(6,6)}
11
d P A = =
(@) P(A) = 3¢

PANBY) PA)-PANB)  H—5% 1

(b) P(A|BS) = P(B) 1—P(B)
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(c) P(A|B) # P(A) .. A e B ndo sao independentes

17. Seja A; = “lampada i acende”, i =1, 2, 3.

(@) Seja M = “pelo menos uma lampada acende”. Entao,
PM) = PAIUAUA3) =1—P[(A1 UAUA3) | =1—P(A] NASNAS)
6 5 4 5
= 1—P(A]) - P(ASIA]) - P(ASIAT NAS) =1 — — x — x = = =
(A7) - P(AZ]A7) - P(AS|AT N A3) 10°9%87 6

(b) O problema pede

PANANA3) = P(A) x P(As|A7) x P(As|As N Ar)
4 3 2 1

107978~ 30
18. Vamos definir os sequintes eventos:

e B = "inflacdo abaixo de 3%"
o M = "inflacdo entre 3% e 4%”
e A = “inflacdo acima de 4%11

e £ = “criacdo de 200.000 empregos”

O problema da as seguintes probabilidades:

P(B) = 0,20 P(M) = 0,45 P(A) = 0,35
P(E|B)=0,6  P(EIM)=0,3  P(EJA)=0

Veja a Figura [6.3]

Figura 6.3 — Economia na Espanha



(@) Podemos ver que
E=(EnBUENM)U(ENA)

e, como os eventos sdao mutuamente exclusivos,
P(Ey=P(ENB+P(ENM)+P(ENA)

Logo,

U
m
[

P(B)P(E|B) + P(M) P(E|M) + P(A) P(E|A)
= 0,20 x 0,60 +0,45 x 0,30 + 0,35 x 0
0,255

(b) O problema agora pede P(BJ|E) :

P(BNE) P(B)P(E|B)

PEIE = e = RE
0,20x 0,6
= 22 X0 0,47
0,255 04706

19. Veja a Figura[6.4] onde temos os sequintes eventos:

e V = “bola sorteada é vermelha”
e B = “bola sorteada é branca”

e A = “bola sorteada é azul”

e U; = “urna soreada é a urna I"

e /| = "“urna sorteada é a urna Il”

Figura 6.4 — Bolas em duas urnas
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(@) Temos que

P(V) = P(VNU)+P(VNU)=PU)P(V|U) + P(Us) P(V|Us)

3716 378 48 48 48

(b) Temos que

P(B) = P(BNU)+P(BNU)=P(Uy)P(B|U) + P(Us) P(B|Us)

1T 3 2 5 3 20 23

376 737%8 28 48~ 48

(c) Temos que

P(A) = P(ANUp)+P(AN Us) = P(Uy) P(A|Us) + P(Us) P(A|Us)
o 1 X E + 2 X 0 — E
3716 3 48

Note que P(V) + P(B) + P(A) = 1.

(d) O problema pede

P(UINY) _ PUNPV|U) _ §x55 _ 5

PUV)Y = P(V) Iz T a7

20. (a) Veja a Figura onde temos os seguintes eventos:
“ _ . ”
e / = "Joana escreve a carta
“ S ~ _ _ ”
e C = “correio nao perde a carta

e [ = “carteiro entrega a carta”.

Figura 6.5 — Carta de Joana para Camila



(b) Vamos definir o evento R = “Camila recebe a carta”. O problema pede P(R).

P(R) = PU)+PUNC)+PUNCNTE)

PUS) + P(J) x P(C|J) + P(J) x Pr(C|J) x P(T¢|C N J)

_ 2, 8 1,8 9 1 _32
10 710~ 10 10 10 ~ 10 _ 1000

(c) O problema agora pede P(J¢|R) :

P(RENJY) _ PU) PR

PUIRY = =R~ =~ PRy

73

O evento R€|J¢ significa “Camila nao receber a carta, dado que Joana ndo a escreveu”.
Ora, se Joana nao escreveu, é claro que Camila néo recebe a carta! Logo, esse evento

é o evento certo e, portanto,

PUS) PR 2 x1 25

P(R¢) - 1305020 44

PUCIR) =

21. Temos que P(AU B) =P(A)+P(B)—P(AnB)=0,7=0,4+p—P(ANn B)

(@) PANB)=0=0,7=0,4+p=p=0,3
(b) P(ANB) = P(A)P(B) = 0,7 =0,4+p—0,4p = 0,6p=0,3= p=0,5

22. Pelos dados do problema, temos que

P(A°N B P(B)— P(AN B
P(A|B) = 1 :>(P(Ig) )15 M )P(B() B _q5
PAANB) _, _PANB) -

Logo, A e B sdo mutuamente exclusivos e, portanto, ndo podem ser independentes, uma

vez que ambos tém probabilidade positiva.

23. O problema da os sequintes fatos:
BCA P(An C) = P(A)P(C)
PBNC)=0 P[(AUC)]=0,48
P(BuC)=0,3 P(C)=2P(B)
e pede que se calcule P(AU B).
Como B C A, entdo, AUB =A = P(AU B) = P(A).
PBUC)=0,3=PB)+PC)-P(BNC)=0,3=
P(B)+2P(B)—0=0,3= P(B)=0,1
Logo, P(C) =0, 2.
P[(AUC)]=0,48 = P(A°NC) =0,48
Como A e C sao independentes, seque que A e C° também o séo. Logo,
P(A9)P(C) =0,48 = P(A°) x 0,8 =0,48 = P(A°) =0,6

e, portanto,
P(A)=0,4=P(AU B)
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Figura 6.6 — Sorteio de comissdo

24. (a) Veja a Figura [6.6) em que H;, i = 1,2 representa o evento “i—ésimo estudante
sorteado é homem.

(b) Temos que

PMY) =

P(M2) = P(Mi N M)+ P(Hi N M)

= P(My) P(Ma|My) 4+ P(Hq) P(Ma|Hy)
<7

T ool Ol

87 56 8

(c) Temos que
PIVlM) = 5  P(M)
Logo, My e M, nédo séo independentes.
25. Sejam os eventos

o A = "Alberto ganha”
e B = “Bosco ganha”

e C = “Carlos ganha”
Como eles séo os Unicos competidores, temos que
P(A)+ P(B)+P(C) =1=2P(C)+2P(C)+P(C)=1=
P(C) = % = P(A) =P(B) =

o1l N

(@) O problema pede
P(BU C)=P(B)+ P(C)—-P(Bn ()
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Note que pode haver empate entre Bosco e Carlos. No entanto, é razoavel supor
que os eventos B e C sejam independentes, uma vez que, numa competicdo honesta,
nenhum competidor interfere no desempenho dos outros. Logo,

P(BUC) = P(B)+P(C)—P(BnC)=P(B)+P(C)—P(B)P(C)
2 1 2 13

+ = _—
5 5 25 25
(b) Foi necessario fazer a hipotese de independéncia, que é razoavel, conforme
explicado no item anterior.

“

26. Sejam os eventos M = “Maria resolve o problema” e E = “Pedro resolve o problema”.
Temos que

P(M) = 0,8 = P(M) = 0,2
P(E)=0,7= P(E9)=0,3

(@) O problema pede P (E€ N M°¢). Como E, M séo independentes, sabemos que seus
complementares também o séo. Logo,

P(E“NM)=PE)xPM)=0,3%x0,2=0,006
(b) Seja R = “problema resolvido”. O problema pede P(R) = P(E U M). Temos que
PRy = PEEUM)=1—-P(EUM)]=1—-P(P°NM)=1-0,06=0,94

(c) Seja Ey1 = "apenas Pedro resolve”. Entédo E1 =ENM e Ey CR= EsNR = E;.
O problema pede P (E1|R). Temos que

P(EA\NR) P(E1)  P(En Mo

D —
PEIR = TR PR PR
0,7 x0,2
= o5 =0.1489

27. O espaco amsotral tem 36 elementos, dos quais 18 pertencem ao evento A, ou seja,
P(A) = % Temos, também que P(B) = %

Para estudar a independéncia dos eventos A e B, temos que analisar a intersecdo AN B.
Para que um resultado pertenca a intersecédo, o primeiro lancamento tem resultar em
um ndmero par e a soma tem que ser um niimero par. Isso significa que temos que ter

face par em ambos os lancamentos. E facil ver que P(ANB) = % = % = P(A) P(B). Logo,
os eventos sdo independentes.
28. Veja a Figura onde temos os eventos S = “aluno sabe a resposta” e A = “aluno

acerta a questao”. E dado que
P(S)=0,3=P(599)=0,7

Se o aluno sabe a resposta, ele acerta a questdo. Se ele ndo sabe, ele pode “chutar”
entre as quatro alternativas. Logo,

P(A|S) = 1 P(A[S) = 0,25
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Figura 6.7 — Teste de multipla escolha

(@) O problema pede P(A). Tem-se que
P(A) = PANS)+PANS)=P(S) x PA|S) + P(S) x P(A|S)
= 0,3x1+0,7x0,25=0,475

(b) O problema agora pede

PANS) P(S)xP(A|S) 0,3

P(S|A) = = = = 0,3684
(1A P(A) P(A) 0,475
29. Sejam os eventos E = “ganhar parte elétrica” e H = “ganhar parte hidrdulica”. Temos
que
PE)=  PHIE)=>  PHIE)=1
2 4 3

Resulta que

P(ES) = % P(HC|E) = } P(HC|E) = §
i 1T 3 3
P(ENH)=PE)PHIE)= 5 x 7 = ¢

11 1 1 7
D(EC ») ) — P(EC\ P N L P(EYP(HEIE) — & % &4 4o & —
P(ES (1 H) + P(E 0 HY) = P(E) P(HIES) + P(E)P(HIE) = 5 X 5 + 5 X 7 =
()
P(ES A HY) = P(ES)P(H|ES) = + x 2 = 1
2°373



Apéndice A

Analise combinatoria

Neste capitulo iremos trabalhar com espacos amostrais finitos. Veremos, entéo, diversas
técnicas de contagem do nimero de elementos de eventos desses espacos amostrais. Dado
um evento qualquer A, representaremos por n(A) o nimero de elementos de A.

A.1  Principio Fundamental da Adicao

Sejam A e B eventos aleatdrios de um espago amostral Q finito.

Se A e B sdo mutuamente exclusivos, entdo

AN B =2 = n(AU B) = n(A) + n(B) (A1)

A definicdo de eventos mutuamente exclusivos se generaliza para mais de dois eventos.
Neste caso, devemos analisar a intersecao de dois eventos de cada vez. Mais precisamente,
dada uma colecdo de eventos Aq,A,- -+, Ax de um espaco amostral Q, dizemos que eles sdo
mutuamente exclusivos dois a dois se A;NA; = @ Vi # j. Veja a Figura

Figura A.1 — Eventos mutuamente exclusivos dois a dois

Neste caso, a cardinalidade da unido é dada pelo principio fundamental da adicéo.

77
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n Principio Fundamental da Adicao

Consideremos uma colecéo de eventos mutuamente exclusivos dois a dois,
tais que n(A;)) = n;, i = 1,---, k. O princlpio fundamental da adicao
estabelece que

k k
ANAi =@ Vit j=n (UAi) =Y nA)=m+-+n (A2

i=1 i=1

A sequir apresentamos alguns resultados, que sdo consequéncias diretas do principio
fundamental da adicao.

Como AUA=Qe ANA= g, resulta que

n(Q) = n(A) + n(A) = n(A) = n(Q) — n(A) (A3)

Pelo resultado (1.6), A= (A\ B)U (AN B) e (A\ B)N (AN B) = &; resulta, entdo, que
n(A) = n(A\ B) + n(An B) = n(A\ B) = n(A) — n(AN B) (A.4)

Analogamente,
n(B\ A) = n(B)—n(An B) (A.5)

Consideremos o caso geral em que A e B sao eventos aleatérios quaisquer. Podemos
escrever

AUB =AU (B\A)

Como A e B\ A sao disjuntos, resulta que

n(AU B) = n(A)+ n(B\ A)

Usando o resultado (A.D), resulta que
n(AU B) = n(A) + n(B) — n(AN B) (A.6)
EXEMPLO A.1 Cardinalidade da unido de 3 eventos finitos
Obtenha uma expresséo para n(AU B U C), onde A, B, C séo eventos aleatdérios com niimero

finito de elementos.

Solugao
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nAUBUC) = n[(AUB)U C]

= n(AUB)+ n(C) — n[(AU B)n C)]

= n(A)+ n(B)—n(AnB)+ n(C)—n[(An C)U (Bn C)]

= n(A)+nB)—n(AnB)+n(C)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANCNBNC)=
nAUBUC) = n(A)+nB)+n(C)—n(ANB)—n(ANnC)—n(BNC)+n(AnCNBNC)

*»

A.2 Principio Fundamental da Multiplicacao

Para ilustrar o segundo principio fundamental da contagem, considere o experimento
aleatério que consiste no sorteio aleatério de um homem e uma mulher de um grupo de
pessoas formado por trés homens (hq, hy, h3) e cinco mulheres (mq, my, m3, mg, ms). Qual é
a cardinalidade do espaco amostral deste experimento, ou seja, quantos casais podem ser
formados com essas pessoas?

O espaco amostral é

himq, hymy, hyms, hymg, hims,
Q= homq, homy, homs, homyg, homs,
hsmyq, hamy, hsms, hysmg, hyms,

Mas se estamos interessados apenas no nimero de elementos de (), devemos notar que ha
cinco casais nos quais o homem é h4, cinco nos quais o homem é h; e outros cinco nos quais
o homem é hs3, perfazendo um total de 3 x 5 = 15 casais. Esse exemplo ilustra o principio
fundamental da multiplicacéo.

n Principio Fundamental da Multiplicacao

Se temos Kk decisbes di, dz,...,dx que podem ser tomadas
de nq, n2,...,ng maneiras respectivamente, entdo o nldmero
de maneiras de tomar as decisbes di e dy e --- e dip é

ny XNy X --+- X Ng.

Note que o principio da multiplicacao permite obter o niimero de elementos do espaco
amostral formado pelos casais sem ter que fazer essa enumeracdo enfadonha! Imagine se
fossem 100 homens e 200 mulheres!

EXEMPLO A.2 Ndmeros naturais de trés algarismos distintos

Quantos nGimeros naturais de trés algarismos distintos existem?
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Solucao

Para o primeiro algarismo (milhar), existem nove possibilidades, ja que o zero néo
pode ocupar a primeira posicao. Para a segunda posicéo, escolhida a primeira, sobram nove
algarismos (agora ja podemos considerar o zero) e para a terceira, escolhidos os dois primeiros,
sobram oito algarismos. Logo, existem 9 x 9 x 8 = 648 nGimeros. (J& pensou o trabalho que
seria listar todos eles?) o

EXEMPLO A.3 Portas de um prédio

Um prédio possui oito portas. De quantas maneiras posso entrar e sair desse prédio, se néo
quero usar na saida a mesma porta que usei na entrada?

Solugao

Para a entrada, posso escolher qualquer uma das oito portas. Escolhida a porta de
entrada, sobram sete portas para a saida. Logo, existem 8 x 7 = 56 maneiras de entrar e sair
por portas diferentes.

EXEMPLO A.4 Numeros pares de trés algarismos distintos

Quantos nimeros pares de trés algarismos distintos podemos formar com os algarismos
1,2, 3,45 067

Solucao

Para que o nimero seja par, ele tem que terminar com 2, 4 ou 6. Seja, entdo, P o evento
de interesse Vamos denotar por A; o evento “nimero par que termina com 2" e de maneira
analoga, definimos os eventos A4 e Ag. Resulta que Ay, A4 e Ag séo mutuamente exclusivos dois
a dois e P = Ay U A4 U Ag. Pelo principio da adicéo, resulta que n(P) = n(A2) + n(As) + n(As).

Para calcular n(Az), note que o ultimo algarismo é 2 e sobram duas posicées para serem
preenchidas com algarismos distintos escolhidos entre 1, 3, 4, 5, 6. Para a primeira posicao,
temos cinco possibilidades; escolhida a primeira posicdo, sobram quatro para a segunda
posicdo. Pelo principio fundamental da multiplicacéo existem 5 x 4 = 20 ndmeros pares com
trés algarismos distintos terminando com 2, ou seja, n(Az) = 20. Analogamente, n(A4) = 20 e
n(Ae) = 20, o que implica que n(P) =20+ 20 = 20 = 60. .

A.3 Permutacoes

Consideremos quatro objetos distintos a1, a2, a3, a4, De quantas maneiras podemos
ordena-los? Vamos listar todas as possibilidades.
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aqdpdsdg  dqdydgds3  dadqdsdydg  dq1dsdady
ai10402d3 01440302 2010304  A2010403
andasdaqdyg  dpaszdgdq ardgqaqaz  dpdagdsdq
azaqad4  Ad3di1040  A3020104  A3020401
asdgqdaqdy dsdgdndq agdqdydasz d4qaqdsdp
as020103  d4d20301 04030102  d4030201

Cada uma dessas ordenacbes é chamada uma permutacédo simples. Podemos ver que o
nimero de tais permutacdes é bem grande. Note que, para apenas quatro objetos, temos 24
permutacdes. O calculo do niimero de permutacoes é uma consequéncia direta do principio
da multiplicacao.

Consideremos, entdo, n objetos distintos a4, ay, ..., a, Para a primeira posicao, temos
n possibilidades. Para a segunda, escolhida a primeira, sobram n—1 objetos. Para a terceira,
escolhidas a primeira e a sequnda posicoes, sobram n—2 objetos. Continuando, para a ultima
posicao, escolhidas as n — 1 anteriores, sobra apenas 1 objeto.

Pelo principio da multiplicacdo, o niimero total de permutacdes, que denotaremos por
P,énx(n—1)x(n—2)x---x1, e esse nimero, por definicdo, é o fatorial de n. Temos,
assim, o seqguinte resultado.

n Permutacoes simples

Dados n objetos distintos, o nimero de permutacoes simples de tais
objetos é dado por

Pr=nx(n—-1)xn—-2)x---x2x1=n! (A7)

EXEMPLO A5 Filas

Quantas filas diferentes podemos formar com cinco criancas?

Solucao

Essa é exatamente a definicdo de permutacdo. Logo, o nimero de filas é 5! =5 x 4 x
3x2x1=120. N

EXEMPLO A.6 Livros numa estante

Temos cinco livros de Estatistica, trés livros de Matematica Financeira e quatro livros
de Contabilidade. De quantas maneiras podemos organizar esses livros em uma prateleira?
Qual seria a sua resposta se os livros do mesmo assunto tivessem que ficar juntos?
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Solucao

Ao todo, ha 12 livros; logo, se ndo é necessario agrupar por assunto, existem 12! =
479.001.600 maneiras de organizar os livros.

Se os livros do mesmo assunto tém que ficar juntos, devemos observar que, primeiro,
temos que contar as maneiras como podemos organizar os assuntos. Como sao trés assuntos,
hd 3! = 6 maneiras de organizar os assuntos. Para os livros de Estatistica, hd 5! = 120
maneiras de organiza-los; para os livros de Matemética Financeira, 3! = 6 maneiras, e para
os livros de Contabilidade, 4! = 24 maneiras.

Pelo principio fundamental da multiplicacdo, o nimero total de maneiras de organizar
os 12 livros de modo que os livros do mesmo assunto fiquem juntos é 6 x 6 x 120 x 24 = 103.680
maneiras. Note que é razoavel que esse nimero seja menor, pois estamos impondo condicdes
restritivas na organizacao. .

EXEMPLO A.7 Assentos num banco

Cinco mocas e cinco rapazes tém que se sentar em cinco bancos de dois lugares, de
modo que em cada banco fique uma moca e um rapaz. De quantas maneiras podemos fazer
isso?

Solugao

Comecemos com as meninas. A primeira menina pode escolher qualquer dos 10 lugares.
Logo, ela tem 10 possibilidades. J& a segunda menina sé tem 8 possibilidades, porque ela néo
pode sentar junto com a primeira. Analogamente, a terceira menina tem 6 possibilidades, a
quarta tem 4 e a quinta tem 2 possibilidades.

Definidas as posicoes das meninas, temos cinco rapazes para sentar em cinco lugares,
0 que pode ser feito de 5! maneiras. Logo, o niimero total de possibilidades, pelo principio
fundamental da multiplicacdo, é 10 x 8 x 6 x 4 x 2 x 5! = 3.840 x 120 = 460.800.

EXEMPLO A.8 Anagrama de TEORIA

Considere a palavra TEORIA.

1. Quantos anagramas podemos formar?
2. Quantos anagramas comecam com a letra T?

3. Quantos anagramas comecam com a letra T e terminam com A?

"Anagrama: Palavra ou frase formada pela transposicao das letras de outra palavra ou frase.
“E dizem que a Iracema do romance de Alencar é o anagrama de América” (Jodo Ribeiro, Curiosidades verbais, p.
76).
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4. Quantos anagramas tém todas as vogais juntas?

Solugao

Note que o conceito de anagrama é o mesmo de permutacao.

1 Como ha seis letras diferentes, o niimero de anagramas é 6! =6 x5 x4 x3 x2x1=720.

2 Fixada a letra T na primeira posicdo, as outras cinco podem ser organizadas de 5! = 120
maneiras diferentes.

3 Fixadas a primeira e a ultima letras, as outras quatro podem ser organizadas de 4! = 24
maneiras.

4 Temos quatro vogais. Esse bloco pode ser organizado de 4! = 24 maneiras. Para juntar

esse bloco com as duas consoantes, ha 3! = 6 maneiras diferentes. Logo, o ndimero total é
24 x 6 = 144. *

A.4 Arranjos

Na definicdo de permutacdo, consideramos ordenacdes de todos os objetos. Mas é
possivel que queiramos ordenar apenas k dos n objetos, onde k < n. Nesse caso, temos a
definicao de arranjo simples.

Suponhamos, por exemplo, que quatro pessoas serdo sorteadas dentre dez. Quantas
filas podemos formar com as quatro pessoas sorteadas?

Como no caso das permutacoes, para a primeira posicéo da fila temos disponiveis as 10
pessoas. Para a segunda, temos 9; para a terceira, temos 8, e para a quarta e uUltima posicéo,
temos 7. Logo, o niimero total de filas com as quatro pessoas sorteadas é 10x9x8x7 = 5.040.

Note que, para a quarta posicao, ja escolhemos as trés anteriores; assim, sobram apenas
(10 —3) =[10 — (4 — 1)]. Uma outra observacéo interessante é a sequinte:

(M0x9IxBx7)x(6xH5Hx4x3x2x1)
6x5x4x3x2x1)
(10 x 9 x 8 x7)x6!

MO0x9x8x7 =

6!
_ Jor_ 1ol
6! (10—4)!

Vamos ver, agora, o caso geral. Para calcular o niimero de arranjos de k dentre n
objetos distintos, devemos notar que, para a primeira posicéo, existem n possibilidades. Para
a seqgunda, n — 1 possibilidades. Para a k-ésima e ultima posicdo, ja foram escolhidos k — 1
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objetos; portanto, sobram n—(k—1), ou seja, para a k-ésima posicao, ha n—(k—1) = n—k+1
possibilidades.

Logo, o nimero total de arranjos de k elementos, tomados dentre n objetos distinos é
nx(n—1)x--x(n—k+1). Vamos denotar por AX esse néimero.

Al =nx(n—1)x--x(n—k+1)

Vamos usar o mesmo artificio para simplificar essa férmula.

AR = nx(n=1)x-x[n—(k=1)]

— k)!
= n><(n—1)><~~-><[n—(k—1)]><H:
_onx(n=T)x--x(h—k+1N)x(n—k)x(n—k—=1)x---x2x1
- (n—k)! B

n Arranjos simples

Dados n objetos distintos, o nimero de arranjos simples de k objetos
dentre n, denotado por Ak, é

n!
AN = — A8
" (n—k)! (A-8)

E importante notar que, sendo a definicdo de arranjo uma generalizacdo de permutacéo
(note que uma permutacdo é um arranjo em que k = n), a ordem dos elementos é relevante,
ou seja, ajazas é diferente de azaqas.

EXEMPLO A.9 Campeonato de futebol

Em um campeonato de futebol, concorrem 20 times. Quantas possibilidades existem
para os trés primeiros lugares?

Solucao

A resposta é A§0' pois a ordem faz diferenca nesse caso. Note que

200 20x 19 x 18 x 17!
3 = — = = -
b= = 20 x 19 x 18 = 6.840

*»
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EXEMPLO A.10 Comissoes

De um grupo de 15 pessoas deve ser extraida uma comissao formada por um presidente,
um vice-presidente e um secretario. Quantas comissoes é possivel formar?

Solucao

A ordem aqui importa, j& que os cargos ndo sdo equivalentes. Assim, a solucédo é

, 15l
1

5=ﬁ=12x11x10=1320

*»

EXEMPLO A.11 Segredo de cofre

O segredo de um cofre é formado por uma sequéncia de trés digitos escolhidos entre
0,1,2 3, 45,6,7, 8 9. Suponha que uma pessoa saiba que o segredo é formado por trés
algarismos distintos. Qual o niimero maximo de tentativas que ela tera de fazer para abrir o
cofre?

Solugao

Nos segredos de cofre, a ordem importa. Como os algarismos sédo distintos, a resposta
éA?0:1O><9><8:720

A.5 Combinacgdes Simples
Vamos considerar agora, a situagdo analoga a um arranjo, mas onde a ordem ndo
importa, ou seja, a1aya3 é igual a azaqa;.

A titulo de ilustracao, consideremos a situacdo na qual temos cinco objetos distintos

dos quais vamos selecionar trés. Como visto, o niimero de arranjos é j = 60. Vamos lista-los.

Objetos envolvidos
123) | (1,.24) | (1,25) | (1.34) | (135 | (1.45) | (234) | 235) | (2,45) | (3.45)

a,a,a; a,a,a, a,a,ag a,asa, a,a5ag a,a,a; a,asa, a,a;a; a,a,as a.a,a

37475
a,aa, | a,a,a, | a,a;a, | a,a,a; | a,a;a; | a,a5a, | a,a,a, | a,a.a; | a,a.a, | a;aa,
a,a,a; | a,a,a, | a,a,a, | a;a,a, | a;a,a5 | a,a,a; | a;a,a, | a;a,a,; | a,a,a; | a,a;a,
a,a,a, | a,a,a, | a,a.a, | a;a,a, | a;a.a, | a,asa, | a;a,a, | a;a.a, | a,a;a, | a,aa,

aja,a, | a,a,a, | a;a,a, | a,a,a, | a;a,a; | a;a,a, | a,a,a, | a;a,a; | a;a,a, | a;a;a,

asa,a, a,a,a, dza,a, a,a;9, Az a;a, dz;a,q, a,asa, dsasa, asa,a, d;a,a,
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Esta listagem estd organizada de modo que, em cada coluna, os objetos envolvidos séo
os mesmos. Note o seqguinte: como a ordem ndo importa, os elementos de cada coluna sédo
iguais, ou seja, so precisamos de um deles. Mas em cada coluna temos as permutacoes dos

trés objetos envolvidos. Logo, o nimero de elementos em cada coluna neste exemplo é 3! = 6.
Como sé precisamos de um de cada 3!, o niimero total é

60 5!
3172131

[lustramos com esse exemplo o conceito e o calculo do niimero de combinacdes simples
de n elementos distintos tomados k a k. Dado um conjunto de n elementos distintos, a
combinacgdo dos n elementos tomacos k a k nos da o nimero de subconjuntos com k elementos
(note que, em um conjunto, a ordem dos elementos ndo importa).

n Combinacoes simples

Dados n objetos distintos, o nimero de combinagdes simples de k
elementos tomados dentre os n é

Ak n! n
k _n = - =
Co = k! (n — k)'k! (k) (A9)

O niimero (Z) é chamado niimero ou coeficiente binomial, ou ainda, nimero
combinatdrio.

Note a diferenca: no conceito de arranjo, estamos lidando com sequéncias de k
elementos, enquanto no conceito de combinacdo, estamos lidando com subconjuntos. Nas
sequéncias, a ordem dos elementos é relevante, mas nao nos subconjuntos.

EXEMPLO A.12 Comissao

De um grupo de oito homens e cinco mulheres devem ser escolhidos trés homens e trés
mulheres para formar uma comissdo. Quantas comissées podem ser formadas se Jodo e Maria,
que pertencem ao grupo original, ndo aceitam participar em conjunto da comisséao?

Solucao

5

, .., (8
O ndmero total de comissoes é X 3

3 ) = 560,. O ndmero de comissdes em que

Maria e Jodo estdo juntos é dado por

T\ (47 A _7x6 4x3
2] " \2) T2 T 2120 T 2 2

Logo, o niimero de comissdes em que Jodo e Maria ndo estéo juntos é 560 — 126 = 434.
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EXEMPLO A.13 Cartas de um baralho

Considere o experimento aleatdrio que consiste na extracao aleatdria de trés cartas vao
ser retiradas de um baralho normal de 52 cartas. Calcule o niimero de elementos de cada um
dos seguintes eventos:

1. E = "todas as trés do naipe de espadas”;
2. M ="todas as trés cartas do mesmo naipe”;

3. D ="todas as trés cartas de naipes diferentes”.

Solucao

1. Existem 13 cartas de espadas. Logo,

|
n(E) = (133) 13! _ 13 x12 x 11 _ 986

310! 3x2
2. O mesmo calculo feito no item anterior vale para os 4 naipes. Sejam E, C, P, O os eventos
“trés cartas de espadas”, “trés cartas de copas”, “trés cartas de paus” e “trés cartas de ouro”,
respectivamente. Entdo, M = EU CU P U O e como sdo eventos mutuamente exclusivos,
resulta que

n(M) = n(E) + n(C) + n(P) + n(0) = 286 x 4 = 1144

3. Para a primeira carta, temos 52 possibilidades — qualquer carta serve. Para a segunda
carta, temos que excluir as cartas do naipe da primeira; logo, sobram 39. Para a terceira,
temos que excluir as cartas dos dois naipes anteriores; logo, sobram 26. Pelo principio da
multiplicacao, resulta que 52 x 39 x 26, e

n(D) =52 x 39 x 26 =52.728

Note que o evento D nédo é o complementar de M, pois, por exemplo, a sequéncia CCE
pertence ao complementar de M, mas néo pertence ao evento D. "

EXEMPLO A.14 Mega-sena

No jogo da Mega-Sena da Caixa Econdmica Federal, o apostador deve escolher no
minimo seis e no maximo 15 ndmeros diferentes entre 1 e 60. Um jogo simples consiste na
escolha de 6 nimeros e os precos das apostas se baseiam no nimero de jogos simples em
cada cartdo. Qual é o nimero total de jogos simples distintos? Num cartdo com 15 ndmeros
marcados, quantos sdo os jogos simples? Se cada jogo simples custa R$1,50, qual o preco de
um cartdo com 15 niimeros marcados?

Solugao
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Note que, na Mega-Sena, a ordem nao importa; logo, o nimero total de jogos simples é

60 _ 60!
6 6154
60 x 59 x 58 x 57 x 56 x 55 x 54!

6xHx4x3x2x1x54l
50.063.860

Isso significa que a sua chance de acertar a sena é =0063.860 — 0,000000019974.

Num cartdo com 15 niimeros marcados, o nimero de jogos simples é

= 5005

15) 15 x 14 x 13 x12x 11 x 10 x 9!
6 bxH5x4x3x2x1x09l

e, assim, o preco desse cartdo é 1,50 x 5005 = 7507, 5.

¢*
EXEMPLO A.15 Time de futebol

Para a selecédo brasileira foram convocados 2 goleiros, 6 zagueiros, 7 meios-de-campo
e 4 atacantes. De quantos modos é possivel escalar a selecdo com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4
meios-de-campo, e 2 atacantes?

Solucao
(9 )+ () o
*"

EXEMPLO A.16 Torneios
Em um torneio no qual cada participante enfrenta todos os demais, séo jogadas 780
partidas. Quantos séo os participantes?

Solucao

Cada jogador tem n—1 oponentes. Logo, existem n x (n—1) maneiras de selecionar dois

participantes. Como a ordem dos dois selecionados ndo importa, o nimero total de partidas
, nx(n—1
, nx(n=1)

5 . Logo,
— + v/ +
X0 =1 7805 2 —n—1560= 0= = 2V F0.290 1279
2 2 2
As raizes de tal equacédo séo n = 40 e n = —39. Como n tem que ser positivo, a solucéo

é n = 40 partidas.

*»
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A.6 Triangulo de Pascal e Binomio de Newton

O triangulo de Pascal é um quadro em formato de um tridngulo (que consideraremos
retdngulo para facilitar a exibicéo), formado pelos nimeros binomiais dispostos da seguinte
forma: na hipotenusa, todos os elementos sdo iguais a 1, bem como no cateto vertical:

Linha

DOl WN - O
RN N N G
N

Cada elemento no interior do tridngulo é obtido como a soma do elemento imediatamente
acima e do primeiro elemento acima a esquerda; o processo recursivo de construcdo se faz
linha a linha, inictando-se na segunda linha,conforme ilustrado a sequir:

Linha
0 1
1 1 1
2 1121
3 1 1
4 1 1
5 1 1
6 1 1
Linha Linha
0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
2 1 211 2 112 1
3 113 1 3 1 3131
4 1 1 4 1 1
5 1 1 5 1 1
6 1 1 6 1 1
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Linha Linha Linha

0 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

3 1 313 1 3 1 1 3 1T 313 1
4 114 1 4 1% 1 4 1T 4 641
5 1 1 5 1 1 5 1

6 1 1 6 1 1 6 1

Continuando com esse procedimento, obtém-se o tridngulo de Pascal a sequir (note que
esse triangulo tem infinitas linhas e infinitas colunas...)

Linha

0 1

1 1 1

2 1T 2 1

3 1T 3 3 1

4 1T 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Os nlimeros que aparecem em cada linha do tridangulo nada mais sdo que os niimeros
binomiais. Numerando as linhas e colunas do tridngulo a partir de zero, o elemento da linha

L [(n . ) . n L [(n
n e coluna k é L Entdo, em cada linha n, os elementos vao desde 0 até .
K n

o 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
01 (o)
111 1 (o) (1)
201 2 1 (§) (i) @ ,
301 3 3 1 ) () GG
411 4 6 4 1 (g) (%) (%) (%) (451) ;
5/1 5 10 10 5 1 (g) (%) (%) (%) (g) (g) )
61 6 15 20 15 6 1 G () G G @) (6B ()

Existem varios resultados sobre os nimeros combinatérios e varias propriedades
associadas as linhas e colunas do tridngulo de Pascal. A propriedade utilizada na construcéo
do tridngulo é a propriedade ja vista dos nimeros binomais, chamada Relacéo de Stifel.
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n Relacao de Stifel

A soma de dois elementos consecutivos de uma mesma linha é igual ao
elemento situado abaixo da ultima parcela, ou seja

w)+(ki1):(213 (A10)

Demonstracao

n n _ n! n! _
(k)+(l<+1) T KM=k k) —k=T1)
n! n!
T K=K —k=1 Tk K —k=1)
B n'(k+ 1)+ n!(n—k) _onl(k+1+n—k)
k=KD =Kk)(n—k=1]  (k+1)!(n—k)!
B nl(n+1) B (n+1)! _[(n+1
- (k+1)!(n—l<)!_(I<+1)!(n—/<)!_(k+1)

Considere a n-ésima linha do tridngulo de Pascal e seja k < n. Entéo, (Z) é o elemento

que estd na linha n avancado de k colunas em relacdo ao inicio da linha; j& (nfk) éo
elemento que estd na linha n atrasado de k colunas em relacdo ao final da linha. Ndmeros

combinatdrios como (Z) e (nﬂk) sao chamados combinacdes complementares.

n Relacédo das Combinacées Complementares

Em uma mesma linha do tridngulo de Pascal, elementos equidistantes dos
extremos sao iguais, ou seja:

)= (=00 A1)

Demonstracao

n B n! B n! _[n
(n—k) =K n—=(n=K] kl'(n—k)! (k)
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n Teorema das Linhas

A soma dos elementos da n-ésima linha é igual a 2", ou seja:

n n n n n n
o)+ (5)+ (5) =+ (,20) (1) =2 w2

Em termos de somatorio:

Demonstracao

. , . , . n , , .
Como visto, o nimero combinatdrio ( ) da o nimero de subconjuntos de tamanho k de

k

um conjunto de tamanho n. Assim, na expressao (A.12), cada niimero combinatério da o nimero
de subconjuntos de determinado tamanho e a soma deles d& o niimero total de subconjuntos
de um conjunto de tamanho n. Mas para formar subconjuntos de tal conjunto podemos usar o
sequinte artificio: cada elemento pode ser marcado com um + para indicar que pertence ao
subconjunto, ou com um —, para indicar que néo pertence ao subconjunto. O ntiimero total de
formas de fazer isso é 2x2x2x---x2 = 2" e isso prova que o numero total de subconjuntos
de um conjunto de tamanho n é 2" e isso completa a prova.

n Teorema das colunas

A soma dos elementos de uma coluna do tridngulo de Pascal, comecando
da primeira linha, é igual ao elemento que estd avancado uma linha e uam
coluna em relacao ao ultimo elemento da soma, ou seja:

k 4 k+1 n + k+n _ k+n-+1
k k k - k+1
Em termos de somatorio:

n

K47\ [k+n+1
- kK | k+1

Demonstracao
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Vamos aplicar a relacéo de Stifel aos elementos da coluna k + 1, a partir da primeira

linha desta coluna:

k4+n+1
k+1

Somando essas igualdades termo a

()

_ (kT (K
o\ K+ 1

B k+2 k+2
B k+1

+

k

(k43 N k+3
N k k+1

./<+n—2) (k—i—n—Z)

k k+1
_ k+n-—1 k+n-—1
N k k+1

B k+n + k+n
B k k +1

termo, podemos ver que ha parcelas iguais em lados

opostos, que podem ser simplificadas. Todos os termos do lado esquerdo, com excecdo do

ultimo, cancelam com termos do lado

direito e o que sobra é:

k+n+1\ [k N k +1 N k+2 N k+3 - k+n-—2 4 k+n-—1 N k+n
k+1 T \k k k k k k k

ou seja

n (
j=0

0 que completa a prova.

k+j\ [(k+n+1
k B k+1

n Bindmio de Newton

(x +

Dados quaisquer nimeros reais x e a e um inteiro qualquer n, entao

a) =5 (Z) akxn=k (A13)

k=0

Demonstracao

Vamos provar este resultado usando o método da inducéo.
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e O resultado é valido para n = 1. De fato:

x+a)'! = x+a

i n akx"k = ! x + ! a=x+a
k 0 1

k=0

e Suponhamos que o resultado seja valido para n qualquer e vamos provar que é valido
para n + 1. Mais precisamente, temos as seguintes hipdtese de inducao e tese:

HlL: (x+a) = Z (I/Z) akx"=k

k=0
n+1
. n+1 n+71\ ko nii—k
Tese : (x+ a) = kg_o ( P A

Demonstracao:

Usando propriedades de poténcia e a hipdtese de inducéo, podemos escrever:

(x+a)"" = (x+a)(x+a)

n
= (x+a) Z (Z) akx"k

k=0

n n
n k  n—k+1 n k+1 _n—k
= a”x + a X
) k) >\«
k=0

k=0
Vamos separar o primeiro termo (k = 0) do primeiro somatério e o ultimo termo (k = n)

do segundo somatério:

n

n n—1
n _ n _ n _ n _
(X+ a)n+1 — (O)CIOXn 0+1 + Z (/ )aan k+1 + E (/ )a/<+1xn k + ( )an-HXn n
K K
k=1

k=0
n " [n ALy n
— CIOXn-H + Z CII<Xn—/<+1 + Z ak+1 Xn—k + an+1X0
0 k k n
k=1 k=0

Note que ambos os somatorios tém n parcelas cada um. Vamos fazer uma mudanca de
varidvel no segundo somatdrio, de modo que a poténcia de a passe a ser j em vez de
k + 1. Mais precisamente, vamos definir

~ x =
1l
O ~.
.2
Il

Il
]
I

k+1=j=
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[ n T n
n+1 n 0,n+1 n k., n—k+1 n jn—j+1 n n+1,0
(x + a) = (O)ax +I§_1(k)ax + E (j_1)ax + La X

n
n n _ n _ n
— CIOXn+1 + E CIan k+1 + CIkX” k+1 + CIn+1XO
0 — k p k —1 n

Aqui, apenas trocamos o indice j por k. Note que as poténcias de a e x sdo as mesmas
em ambos os somatdrios. Logo, podemos colocar em evidéncia num Unico somatério:

n
nt1 (M) 0, n+1 n n Kk n—k+1 M) _n+1,0
(x+a) = (O)CIX + E [(k)—i-(k_1)]ax +(n)a X

k=1

Note, agora, os niumeros combinatérios que aparecem entre colchetes: estamos somando
2 nimeros combinatorios consecutivos da linha n. Pela relacdo de Stifel, sabemos que

o)+ ()= (72

[o)=("5")
()= (1)

Substituindo esses resultados, obtemos que

Sabemos, também, que

N1\ o ot o= (n+1\ & oka n+1 10
x+a n+1 — a Xn+ + akx" + + an+ X
( ) 0 ; k n+1
k=
n+1
n+1 ) k  on—k+1
= Z a X
k=0 ( k
0 que completa a prova. -

A.6.1 Aplicacoes
1. Note que, fazendo x =1 e a = 1 na equacao (A.13), obtemos que
n
2” _ Z n
k
k=0

o que nos d& uma outra prova do teorema das linhas.
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2. Note que, fazendo x =1 e a = —1 na equagéao (A.T3), obtemos que

. R _
Z(_” (/<) =0

3. Formula de Euler:

d m n m+n
()= )

k=0
Essa formula pode ser considerada verdadeira para quaisquer valores de m, n, r desde

3 n
que adotemos a convencao de que ( ) =0 para r > n.
r

Para demonstrar esse resultado usando argumentos combinatérios, suponha um conjunto
com n + m elementos, de modo que m desses elementos estdo em uma categoria | e os
n elementos restantes estdo em outra categoria Il.

Vamos expandir o termo do lado esquerdo:

1R 5 o R 69 I N s W I R

O termo do lado direito da expressdo nos da o niimero de subconjuntos deste conjunto
com r elementos. O primeiro termo da soma do lado esquerdo nos déd o nimero de
subconjuntos com nenhum elemento da categoria | e r elementos da categoria II; o
segundo termo nos dé o nidmero de subconjuntos com exatamente um elemento da
categoria | e r — 1 elementos da categoria Il; o terceiro termo nos dé o numero de
subconjuntos com exatamente dois elementos da categoria | e r — 2 elementos da
categoria Il e, sucessivamente, o ultimo termo nos dé o numero de subconjuntos com

exatamente r elementos da categoria | e nenhum elemento da categoria Il. Somando
m + n)

esses termos, obtemos o ndimero total de subconjuntos com r elementos, que é (

Fazendo m = r = n na equacdo (A-T4), obtemos que

2 (G- 7)

. L n n ,
Mas pela relacdo das combinacdes complementares ( ) = ( ) o que nos da:

k n—k
(0= (7)

. Vamos mostrar que

De fato:

- n - n! - n!
Zk(k) - Zkk!(, T Zk/<(/<—1)!(n—k)!
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Como k # 0, podemos dividir ambos os termos por k, o que resulta

ik ny i n! _i n(n—1)!
— k| — (k —1)!(n — k)! _/<=1 (k —1)!(n —k)!
(n—"1)!
- ”Z (k= 1)I(n — k)!
Fazendo a mudanca de varidvel k — 1 = j, podemos escrever (note os indices do

somatdrio!):

n—1

n n—1
n (n—"1) (n—"1)! n—1 1
k = = — = n2""
; (k) nj_Zoj!(n—j—‘l)! ”Z M —1— ) ”Z =
usando o resultado (A.12).

6. Vamos mostrar que
S kik—1) (7) — n(n —1)2"2
k=2 <

De fato: fazendo kK — 1 = j, podemos escrever

n n Ly (N . ; n!
;k‘k—”(k) Uil ) = Z0+ vim ==

j=1 j=1
n—1 n—1

= G+Mj- J=
; (/+1)j"(n—/—1 Z 1—1'(”—1—1)
n—1

Fazendo j —1 =i

ik(k—ﬂ(n)
k=2 k

n!
(—Nn—j—"1) Zoi!(n—i—Z)!

n!
(

n—1
=1
-2 n—2

n(n—1)(n—2)! n—2 2
=n(n—1 =n(n—1)2"

Z i'(n—=2-=1)! ( )Z ] ( )

i=0
Mais uma vez, usamos o teorema das linhas.

7. Se n é par, entéo

(1) G ()= o)+ ) 6] =+ (0)

De fato: o desenvolvimento do bindmio de Newton nos da que

0_n n 1.n—1 n 2. n-2
a-x' + a x + ax
n
+ ( )a” X!+ ( )a”xo
n—1 n

To+Th+To+--+Th+ 1,

(x +a)"

+
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em que

Analogamente, se n é par

(x—a)" = (”)(—a)“x”+('17)(—a)1x"—1+(g)(—c:)zxn—z

0
n =11 n _\n,0
+ +(n—1)( a)'" x +(n)( a)’x
= To—Th+h+- =T+,
Entao,
x+a)"+(x=a)"=2To+To+---+Th2+ T
e

(X+a)” _(X_ a)” = 2(T1 + T3+"'+ Tnf3+ 7—,7,1)

Fazendo x = a =1, resulta que

2(To + T2+"'+Tn—2+Tn)=2|:(8) + ('27) + (Z) +-+ (Z)]

20T + T3+"'+T,73+Tn1):2|:(n) + (I‘l

2" =
2[7 —

Logo, se n é par

(o) < (o) (o) =)= () () e ) =2

. Numeros de Fibonacci e o tridngulo de Pascal

O ndmero de Fibonacci F,, é definido como a soma dos elementos da n—ésima “diagonal
inversa” do tridngulo de Pascal. Veja a Figura[A.2]

/1/
j//
///Z/

=

Fy=3 /1/

e

Fo=8 /;//5/ 10 5 1

Fe=13 - 15 20 15 6 1

F,=21 - 7 21 35 35 21 7 1

Figura A.2 — figure
Ndmeros de Fibonacci no Tridngulo de Pascal

n par

n {mpar
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Cada nGimero na sequéncia de Fibonacci é a soma dos dois niimeros anteriores, isto é:
Fn+2 = Fn + Fn-H

De fato: sem perda de generalidade, vamos supor n par (logo, n +1 é impare n+2 ¢é

par.)
~[{n n—1 n—?2 n—3 n—(5-1) n—2
Fotfo = _(0)+( 1 )+( 2 )+( 3 )+( 21 )+( n )
[ (n+1 A n—1 N n—2 - n+1— o=t
0 1 2 3 n+;—1
_[{n N n—1 N n-—2 N n—3 L n+1-5% n—3% N
—1\o 1 2 3 o n
n+1 4 n 4 n—1 n n—2 o n+1-5%
0 1 2 3 g
_(n+1 + n n n 1
a 0 0 1

Note os sequintes fatos:

) -

_n n 42— nt2 _(n
npar = nzlezv:(nnz):(%):(n : ):(n—I—Z (%4—1))
2

2

Resulta, entéo, que

n+2 n+1 n n—1 n+2—2 n+2— 042
F/7+Fn+1=( 0 )+( 1 )+(2)+( 3 )_|__|_( A 2)+( a2 2 ):Fn+2
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