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Capitulo 1

Descricao de dados: tabelas e graficos

De posse de um conjunto de dados, o primeiro passo em sua anélise é descobrir o que
eles nos dizem. A analise de dados serd o objeto de estudo na primeira parte do nosso
curso e comecamos com graficos e tabelas, que sdo ferramentas estatisticas importantes na
visualizacdo dos dados.

1.1 Pesquisa estatistica — conceitos basicos

1.1.1 Populacéao e amostra

Estatistica é a ciéncia da aprendizagem a partir dos dados. Em geral, fazemos levantamentos
de dados para estudar e compreender caracteristicas de uma populacdo. Por exemplo, um
grande banco, querendo lancar um novo produto, precisa conhecer o perfil socioeconémico
dos seus clientes e, neste caso, a populacao de interesse é formada pelos clientes de todas as
agéncias do banco. A Federacgédo das Industrias do Estado do Rio de Janeiro — FIRJAN — mede
o grau de confianca dos empresarios industriais através de uma pesquisa junto as industrias,
sendo a populacdo de interesse, aqui, o conjunto das empresas industriais do estado do Rio
de Janeiro.

Com esses dois exemplos apenas, j& podemos ver que o conceito de populacéo de uma
pesquisa estatistica é mais amplo, ndo se restringindo a seres humanos; ela é definida exa-
tamente a partir dos objetivos da pesquisa.

Embora tenham populacdes bastante distintas, essas duas pesquisas tém em comum o
fato de os resultados desejados serem obtidos a partir de dados levantados em um subcon-
junto da populacdo — uma amostra. Ha varias razées para se trabalhar com pesquisas por
amostragem — custo e tempo, em geral, sdo as mais comuns. Mas, além de serem mais baratas
e rapidas, as pesquisas por amostragem, se bem planejadas, podem fornecer resultados quase
tdo precisos quanto aqueles fornecidos por pesquisas censitdrias, em que todos os elementos
da populacéo séo investigados.
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5320701 Populacao

Populacdo é o conjunto de elementos para os quais se deseja estudar
determinada(s) caracteristica(s).

Amostra é um subconjunto da populacao.

Exemplos classicos de pesquisa censitdria séo os Censos Demogréficos realizados a
cada dez anos no Brasil e em outros paises. O objetivo desses censos é levantar informacdes
sobre toda a populacéo do pals, de modo a fornecer subsidios para os governantes definirem
as politicas publicas. Como exemplos de pesquisa por amostragem, podemos citar também as
pesquisas de intencdo de voto em eleicdes, a Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios -
PNAD - realizada pelo IBGE, dentre muitas outras.

1.1.2 Alguns tipos de amostragem

7

Nas pesquisas por amostragem, em particular, o método de selecdo da amostra é uma peca
fundamental, pois os elementos da amostra tém que ser representativos da populacao a qual
os resultados da pesquisa serdo estendidos. Por exemplo, numa pesquisa de intencdo de voto
para prefeito de um municipio, a amostra tem que ser representativa de todas as regides do
municipio; ndo podemos concentrar a pesquisa em um bairro especifico, por exemplo, pois o
comportamento do eleitorado desse bairro pode ser diferente do comportamento dos eleitores
de outros bairros. Na pesquisa de precos para elaboracdo do Indice Nacional de Precos ao
Consumidor — INPC — temos que ter um levantamento em todas as regides do pais para que
o {ndice resultante possa ser representativo do movimento de precos em todo o paits.

Um método basico de selecdo de amostras é a amostragem aleatéria simples. Por
esse método, todo subconjunto de tamanho n tem a mesma chance de se tornar a amostra
selecionada. O processo de amostragem aleatdria simples pode ser com ou sem reposigdo.
Um procedimento comum para se selecionar uma amostra aleatéria simples de uma populacéo
de tamanho N consiste em numerar os itens da populacéo de 1 a N, escrever esses nimeros
em cartoes iguais, colocar esses cartées em uma urna bem misturados e dal tirar os n cartdes
correspondentes a amostra. A amostragem sera com reposicao se cada cartdo selecionado
for colocado na urna antes da proxima extracdo; neste caso, ha sempre N cartdes na urna
e cada um deles tem a mesma chance de ser selecionado. Se os cartdes selecionados néo
sdo colocados de volta na urna antes da proxima extracdo, entdo temos amostragem sem
reposicao, que é o método pratico mais usual. O niimero de cartdes na urna a cada extracao
é diferente — para a primeira extracdo temos N, para a segunda temos N — 1, para a terceira
temos N — 2 e assim por diante — mas todos eles tém a mesma chance de selecdo em cada
extracdo, garantida pelo sorteio aleatério. Na pratica, usamos programas computacionais
para efetuar o processo de amostragem; j& imaginou escrever cartdes para representar toda
a populacao brasileira?

Um outro método bastante utilizado é o de amostragem aleatéria estratificada. Nesse
método, a populacéo é dividida em estratos, que sdo subconjuntos da populacdo, mutuamente
exclusivos (os estratos ndo tém elementos em comum) e exaustivos (todo elemento da popula-
cdo pertence a um Unico estrato), e de cada estrato extrai-se uma amostra aleatdria simples.
A formacdo dos estratos deve ser feita de modo que tenhamos maxima homogeneidade dentro
de cada estrato e maxima heterogeneidade entre os estratos. Considere, por exemplo, uma
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pesquisa por amostragem que deve dar resultados para o Brasil. Em vez de se trabalhar com
uma amostra aleatéria simples de todo o pais, podemos estratificar por estado ou por regido
geografica, por exemplo. A estratificacdo tem vantagens administrativas e também estatisti-
cas: com estratos bem definidos, podemos ter resultados precisos com amostras menores e
com a vantagem adicional de podermos dar resultados individuais para cada estrato.

Os dois métodos acima descritos sdo métodos de amostragem probabilistica, assim
chamados porque a aleatoriedade na selecado dos elementos permite que se atribua, a cada
elemento da populacdo, uma probabilidade de inclusdo na amostra e com essa probabili-
dade teremos condigdes de generalizar os resultados da amostra para a populacédo inteira,
quantificando a margem de erro.

Considere, agora, que vocé esteja interessado em avaliar a opinido dos alunos da UFF
sobre o servico de transporte entre os diversos campi, oferecido pela administracdo da uni-
versidade. Como vocé ndo tem condicdes nem tempo de selecionar uma amostra de todos
os alunos da UFF, vocé decide entrevistar seus colegas de turma. Essa é uma amostra de
conveniéncia e o grande problema é que os resultados obtidos ndo poderéo ser generalizados
para uma populacdo maior. Nem mesmo para o seu curso podemos generalizar, porque sua
turma pode pode néo ser representativa de todas as turmas do seu curso.

Métodos de selecéo de amostra mais sofisticados sdo empregados em diversas pesquisas
com o objetivo de se obter uma “boa amostra”, ou seja, uma amostra pequena e que forneca
resultados precisos sobre a populacao de interesse.

1.2 Niveis de mensuracao

Nas pesquisas estatisticas, as caracteristicas sobre as quais queremos obter informacéo séo
chamadas varidveis e uma informacéo importante sobre essas variaveis é o seu nivel de men-
suracgdio. Isto porque a aplicabilidade ou nao de modelos e métodos estatisticos a serem
utilizados posteriormente na anélise dos dados vai depender em grande parte desse aspecto.

O nivel mais elementar de mensuracgéo consiste na classificacdo dos individuos ou obje-
tos de uma populacdo de acordo com uma certa caracteristica, isto é, separam-se os elementos
em grupos, conforme possuam essa ou aquela caracteristica em questdo. E o que sucede, por
exemplo, quando a caracteristica estudada é sexo, religido, estado civil, etc. Nesses casos, as
categorias se expressam nominalmente e para a aplicacdo de métodos estatisticos adequados,
é necessario que as categorias sejam exaustivas (isto é, cubram todos os elementos da popu-
lacdo) e mutuamente exclusivas (isto é, um elemento pertence a uma Unica categoria). Nesses
casos, diz-se que a varidvel em estudo é expressa segundo uma escala nominal. Assim, as
operacdes usuais de aritmética ndo podem ser realizadas sobre esse tipo de escala, mesmo
que as categorias estejam expressas em numeros. No processamento de dados, é bastante
comum representar as categorias de sexo Feminino e Masculino por nimeros, como 1 e 2.
Naturalmente, ndo faz sentido dizer que o Masculino é duas vezes o Feminino; 0 1 e 0 2 séo
apenas substitutos dos nomes das categorias.

Num nivel de mensuracéo sequinte, podemos ordenar as categorias de uma determinada
varidvel. E o que ocorre com o nivel de escolaridade, quando uma populacdo pode ser clas-
sificada, por exemplo, em 4 categorias: analfabeto, 12 grau, 22 grau, 32 grau. Aqui podemos
dizer que o nivel de escolaridade de um individuo da categoria 2% grau é maior que o de um
individuo da categoria 12 grau, mas ndo podemos dizer que é duas vezes maior. Nesta escala,
chamada escala ordinal, valem apenas as operacoes de ordenacdo, maior do que ou menor do
que.
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Passa-se deste tipo de escala para um nivel de mensuracéo propriamente dito quando,
além da ordenacéo das categorias, pode-se dizer quanto valem exatamente as diferencas entre
essas categorias. Um exemplo tipico dessa situacdo é a medicdo de temperatura: a diferenca
entre 90°C e 70°C é 20°C e é igual a diferenca entre 30°C e 10°C. No entanto, como o zero
(0°C) nesta escala é definido arbitrariamente (ndo existe naturalmente), ndo podemos dizer
que 90°C é trés vezes mais quente que 30°C. Dizemos, entdo, que a temperatura esté medida
em uma escala intervalar.

Quando o zero na escala puder ser estabelecido de forma néo arbitraria, todas as ope-
racoes aritméticas poderao ser realizadas sobre os valores tomados pela varidvel em estudo.
Nesse caso, dizemos que a varidvel estd medida em uma escala de razéo ou proporcional. E
o caso da idade, que é contada a partir da data de nascimento do individuo.

1.2.1 \Variaveis qualitativas e quantitativas

E comum denominar de varidvel qualitativa as caracteristicas medidas em escala nominal ou
ordinal. Ja as varidveis medidas em escala intervalar ou proporcional sdo chamadas varidveis
quantitativas.

»]5 2 IN[02(01 Variaveis qualitativas e quantitativas

Variaveis qualitativas descrevem caracteristicas de elementos de uma po-
pulacéo e podem ser medidas em escala nominal ou ordinal.

Variaveis quantitativas medem caracteristicas de elementos de uma popu-
lacdo e podem ser expressas em escala de razdo ou intervalar.

As varidveis quantitativas, por sua vez, podem ser discretas ou continuas. Quando a
variavel puder assumir qualquer valor numérico em um determinado intervalo de variacéao,
ela serd uma varidvel continua. Essas varidveis resultam normalmente de medicdes, como
peso, altura, dosagem de hemoglobina, renda etc. A interpretacdo desse tipo de varidvel
leva a nocéo de valor aproximado, pois ndo existe instrumento de medicéo capaz de fornecer
precisdo absoluta na informacéo. Assim, quando uma balanca mostra o peso de uma pessoa
como 65,5 kg, esse valor, na verdade, é uma aproximacdo para qualquer valor entre, digamos,
65,495 kg e 65,505 kg.

Por outro lado, a variavel quantitativa discreta s6 podera assumir valores pertencentes
a um conjunto enumeravel (pense nos nlimeros naturais!); os valores normalmente séo obtidos
através de algum processo de contagem. Alguns exemplos sdo o nimero de filhos de um casal,
numero de empregados de uma firma de contabilidade, etc.

Departamento de Estatistica - Ana Maria Farias 4
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p1=FN[@6H Variaveis discretas e continuas

Variaveis quantitativas discretas assumem valores pertencentes a um con-
junto enumeravel; em geral, resultam de processos de contagem.

Varidveis quantitativas continuas assumem valores pertencentes a um in-
tervalo de niimeros reais; em geral resultam de processos de medicéo.

EXEMPLO 1.1 Populagédo e Amostra

Para cada uma das situacoes listadas a sequir, identifique a populacédo de interesse e

a amostra, se for o caso.

(a)

A Pré-Reitoria de Assuntos Estudantis da UFF deseja saber a opinido dos calouros sobre
o programa de Acolhimento Estudantil. Sorteia, entdo, uma amostra de 200 calouros de
todos os cursos da UFF, que séo entrevistados pelos funcionarios.

Uma grande empresa deseja saber a opinido de seus gerentes sobre uma nova proposta
de plano de carreira. Para isso, envia um questionario para todos os seus 450 gerentes.

Uma loja de vestudrio pretende enviar um questiondrio de uma pesquisa de satisfacao
para seus clientes. A partir de seus registros, o gerente de marketing constata que 4345
pessoas fizeram compras com cartdo de crédito na loja no Ultimo semestre. Ele sorteia
uma amostra de 200 desses clientes para os quais envia um questionario.

Solucao

A populacao de interesse é formada por todos os calouros da UFF no ano em questao e
a amostra é o conjunto dos 200 alunos entrevistados.

A populacao é o conjunto dos gerentes da empresa. Como foram entrevistados todos os
gerentes, essa é uma pesquisa censitaria e ndo uma pesquisa por amostragem.

A populacdo de interesse é formada por todos os clientes da loja, mas a populacéo de
referéncia, ou seja, a populacéo de onde foi retirada a amostra, é formada pelos clientes
que compraram com cartdo de crédito. Note que al ndo estédo incluidos os clientes que
pagaram com dinheiro ou cheque.

*»

EXEMPLO 1.2 Classificacéo de varidveis

Classifique as variaveis abaixo como qualitativa ou quantitativa (discreta ou continua).

(a)
(b)

Altura dos alunos da UFF.

Opinido de consumidores sobre determinado produto (Ruim, Bom ou Excelente).
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(c) Ntimero de sanduiches Big Mac vendidos nos estados do Brasil pela rede McDonalds no
McDia Feliz.

(d) Temperatura maxima didria na cidade de Niterdi no més de agosto de 2012.

(e) Opinido dos empregados de uma empresa sobre obrigatoriedade do uso do cracha (a favor
ou contra).

Solugao

(a) Altura é uma variavel quantitativa continua.

(b) A opinido é uma varidvel qualitativa. Como ha uma ordem nas respostas, essa é uma
variavel qualitativa ordinal.

(c) Numero de sanduiches é uma varidvel quantitativa discreta.

(d) Temperatura maxima é uma variavel quantitativa continua.

7

(e) A opiniao, neste caso, é uma variavel qualitativa nominal - ndo ha qualquer ordem nas
respostas possiveis.

*»

1.3 Apresentacao de dados qualitativos

Vamos considerar o sequinte exemplo ficticio, mas verossimil. A direcdo de uma empresa esta
estudando a possibilidade de fazer um seguro saltde para seus funcionarios e respectivos
familiares. Para isso, ela faz um levantamento de seus 500 funcionarios, obtendo informacéao
sobre sexo, estado civil, idade, niimero de dependentes e saldrio. Como sédo 500 funcionarios,
temos que achar uma forma de resumir os dados. Nesta secdo, vocé ird aprender a resumir
dados qualitativos em forma de uma distribuicdo (ou tabela) de frequéncia e, também, em
forma grafica. Vocé verd que os graficos complementam a apresentacéo tabular.

1.3.1 Distribuicoes de frequéncia

Consideremos, inicialmente, a variavel qualitativa género. O que nos interessa saber sobre
essa variavel ndo é que Jodo seja do sexo masculino e Maria do sexo feminino, mas sim quantos
funcionarios e quantas funcionarias ha na empresa. Esse resultado pode ser resumido em uma
tabela ou distribuicdo de frequéncias da sequinte forma:

Género Nutmero de funcionarios
Masculino 270
Feminino 230
Total 500

Os nimeros 270 e 230 resultaram da contagem das frequéncias de ocorréncia de cada
uma das categorias da variavel sexo. Essa contagem é também chamada de frequéncia simples
absoluta ou simplesmente frequéncia. O total de 500 é obtido somando-se o nimero de
homens e de mulheres.

Departamento de Estatistica - Ana Maria Farias 6
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E interessante também expressar esses resultados em forma relativa, isto é, considerar,
para cada classe, a frequéncia relativa ao total:

270
=00 = 0,54

ou seja, 54% dos funcionarios da empresa sdo do sexo masculino.

E comum apresentar as frequéncias relativas em forma percentual. Note que:

270 54 .
z3g = 0.54 = 555 = 54%

Na Tabela apresenta-se a versdo completa da distribuicdo dos funcionérios por
género e por estado civil. Note que a soma das frequéncias absolutas deve ser igual ao
niimero total de elementos sendo pesquisados, enquanto a soma das frequéncias relativas é
sempre 1 ou 100%.

Tabela 1.1 — Nimero de funcionarios por género e por estado civil

Género Frequéncia simples Estado civil | Frequéncia simples
absoluta relativa absoluta relativa %
Masculino 270 0,54 Solteiro 125 25,0
Feminino 230 0,46 Casado 280 56,0
Total 500 1,00 Divorciado 85 17,0
Vildvo 10 2,0
Total 500 100,0

EXEMPLO 1.3 Dados dos funciondrios do Departamento de RH

Consideremos que, na situacdo descrita anteriormente, os dados tenham sido levan-
tados por departamento, para depois serem totalizados. Para o Departamento de Recursos
Humanos, foram obtidas as sequintes informacdes:

Nome

Estado civil

Numero de dependentes

Jodo da Silva
Pedro Fernandes
Maria Freitas
Paula Gongalves
Ana Freitas

Luiz Costa

André Souza
Patricia Silva
Regina Lima
Alfredo Souza
Margarete Cunha
Pedro Barbosa
Ricardo Alves
Marcio Rezende
Ana Carolina Chaves

T TS T T ML LY
X
o

Casado
Vilvo
Casada
Solteira
Solteira
Casado
Casado
Divorciada
Casada
Casado
Solteira
Divorciado
Solteiro
Solteiro
Solteira

3
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Para pequenos conjuntos de dados, podemos construir a tabela a méo e, para isso,
precisamos contar o numero de ocorréncias de cada categoria de cada uma das varidveis.
Varrendo o conjunto de dados a partir da primeira linha, podemos marcar as ocorréncias da
sequinte forma:

Masculino  |[[|||[|| Solteiro 1]

Feminino  |||||l| Casado 11|
Divorciado ||
Vilvo |

Obtemos, entédo, as sequintes distribuicdes de frequéncia:

Género Frequéncia simples Estado civil | Frequéncia simples
absoluta relativa % absoluta relativa %

Masculino 8 53,33 Solteiro 6 40,00
Feminino 7 46,67 Casado 6 40,00
Total 15 100,0 Divorciado 2 13,33
Vilvo 1 6,67

Total 15 100,00

*»"

1.3.2 Arredondamento de niimeros

No Exemplo[1.3] a divisao de algumas frequéncias absolutas pelo total de 15 resultou em dizi-
mas. Nesses casos, torna-se necessario arredondar os resultados, mas esse arredondamento
deve ser feito com cautela para se evitar que a soma néo seja igual a 1 ou 100%.

A primeira etapa no processo de arredondamento consiste em decidir o nimero de
casas decimais desejado. Em geral, frequéncias relativas percentuais sdo apresentadas com,
no maximo, 2 casas decimais. Isso significa que temos de descartar as demais casas decimais.
Existe a sequinte regra de arredondamento:

n Arredondamento de nGimeros

Quando o primeiro algarismo a ser suprimido for menor ou igual a 4 (ou
seja, for igual a 0,1, 2, 3 ou 4), o lltimo algarismo a ser mantido permanece
inalterado. Quando o primeiro algarismo a ser suprimido for igual a 5, 6,
7, 8 ou 9, o ultimo algarismo a ser mantido é acrescido de 1.

Na distribuicdo de frequéncias da varidvel género, temos os sequintes resultados:

% x 100 = 53,33333...

—_—

7

1 = 4
15>< 00 6, 66660
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No primeiro caso, o primeiro algarismo a ser suprimido ¢ 3; logo, o tltimo algarismo a
ser mantido, (3), ndo se altera e o resultado é 53,33. No segundo caso, o primeiro algarismo
a ser suprimido é 6. Logo, o ultimo algarismo a ser mantido, (0), deve ser acrescido de 1 e
o resultado é 46,67. Tente sempre usar essa regra em seus arredondamentos; com ela, vocé
evitara erros grosseiros.

Na apresentacdo de tabelas de frequéncias relativas, é possivel que essas frequéncias
nado somem 100%, ou seja, é possivel que, ao somarmos as frequéncias relativas, obtenhamos
resultados como 99,9% ou 100,01%. Esses pequenos erros séo devidos a arredondamentos
e nem sempre é possivel evita-los; no entanto, aceita-se implicitamente que a soma das
frequéncias seja 100%.

1.3.3 Graficos

As distribuicdes de frequéncia para dados qualitativos também podem ser ilustradas grafica-
mente através de graficos de colunas ou graficos de setores, também conhecidos como gréficos
de pizza. Na Figura[T.7} temos os gréficos de coluna e de setores para os dados da Tabela[T.1]
referentes ao estado civil dos funcionarios.

Grafico de colunas Grafico de setores vid
iuvo
300 Divorciado 2%
0,

250 17%
200
150
100

50 Casado

56%
0
Solteiro Casado Divorciado Viuvo

Figura 1.1 — Distribuicdo do nimero de funcionarios por estado civil

No grafico de colunas, a altura de cada coluna representa a frequéncia da respectiva
classe e o grafico pode ser construido com base nas frequéncias absolutas ou relativas. Para
diferenciar um do outro, coloca-se no titulo do eixo o tipo de frequéncia utilizada. Note que,
no eixo horizontal, ndo ha escala, uma vez que al se representam as categorias da varidvel,
que devem ser igualmente espacadas.

No grafico de setores, a frequéncia de cada categoria é representada pelo tamanho
(dngulo) do setor (ou fatia da pizza). Para construir um gréfico de setores a mao, vocé
precisara de um compasso para fazer um circulo de raio arbitrério e, em sequida, tracar
um raio qualquer no circulo. A partir dai, vocé marcara os raios de acordo com os angulos de
cada setor, utilizando um transferidor. Para determinar o angulo de cada setor, vocé devera
usar a sequinte regra de proporcionalidade: o dngulo total — 360°- corresponde ao niimero
total de observacoes; o angulo de cada setor corresponde a frequéncia da respectiva classe.
Dessa forma, vocé obtém a seguinte regra de trés para os solteiros:

3600  «x .
500 125 > X~

Esses graficos podem ser construidos facilmente com auxilio de programas de compu-
tador, como o programa de planilhas Excel da Microsoft ®.
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1.4 Apresentacao de dados quantitativos discretos

1.4.1  Distribuicées de frequéncias

Quando uma variadvel quantitativa discreta assume poucos valores distintos, é possivel cons-
truir uma distribuicdo de frequéncias da mesma forma que fizemos para as varidveis quali-
tativas. A diferenca é que, em vez de termos categorias nas linhas da tabela, teremos os
distintos valores da variadvel. Continuando com o nosso exemplo, vamos trabalhar agora com a
varidvel nimero de dependentes. Suponha que alguns funcionarios ndo tenham dependentes
e que o numero maximo de dependentes seja 7. Obterlamos, entdo, a sequinte distribuicdo
de frequéncias:

Numero de Frequéncia simples
dependentes | absoluta relativa %
0 120 24,0

1 95 19,0

2 90 18,0

3 95 19,0

4 35 7,0

5 30 6,0

6 20 4,0

7 15 3,0
Total 500 100,0

O processo de construcao é absolutamente o mesmo, mas, dada a natureza quantitativa
da variavel, é possivel acrescentar mais uma informacéo a tabela.

Suponha, por exemplo, que a empresa esteja pensando em limitar o seu projeto a 4
dependentes, de modo que funcionarios com mais de 4 dependentes terdo que arcar com as
despesas extras. Quantos funcionarios estdo nessa situacao?

Para responder a perguntas desse tipo, é costume acrescentar a tabela de frequéncias
uma coluna com as frequéncias acumuladas. Essas frequéncias sdo calculadas da sequinte
forma: para cada valor da variavel (niimero de dependentes), contamos quantas ocorréncias
correspondem a valores menores ou iguais a esse valor.

Por exemplo, valores da variavel menores ou iguais a 0 correspondem aos funcionarios
sem dependentes. Logo, a frequéncia acumulada para o valor 0 é igual a frequéncia simples:
120. Analogamente, valores da varidvel menores ou iguais a 1 correspondem aos funcionarios
sem dependentes mais os funciondrios com 1 dependente. Logo, a frequéncia acumulada
para o valor 1 é igual a 120 + 95 = 215. Para o valor 2, a frequéncia acumulada ¢ igual a
120 + 95+ 90 = 215 + 90 = 305. Repetindo esse procedimento, obtemos a Tabela [1.2]

Note que al acrescentamos também as frequéncias acumuladas em forma percentual.
Essas frequéncias séo calculadas como a proporcao da frequéncia acumulada em relacédo ao
total; por exemplo,

435
87,0 = =00 © 100

Suponhamos, agora, que se pergunte para cada um dos 500 funcionérios a sua idade,
em anos completos. Essa é, também, uma varidvel discreta, mas a diferenca é que a idade
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Tabela 1.2 - Distribuicdo de frequéncias para o nimero de dependentes

Numero de Frequéncia simples | Frequéncia acumulada
dependentes | absoluta relativa % | absoluta  relativa %
0 120 24,0 120 24,0
1 95 19,0 215 43,0
2 90 18,0 305 61,0
3 95 19,0 400 80,0
4 35 7,0 435 87,0
5 30 6,0 465 93,0
) 20 4,0 485 97,0
7 15 3,0 500 100,0
Total 500 100,0

pode assumir um nimero maior de valores, o que resultaria em uma tabela grande, caso
decidissemos relacionar todos os valores, da mesma forma que fizemos para o nimero de
dependentes. Além disso, em geral ndo é necessario apresentar a informacao em tal nivel de
detalhamento.

Por exemplo, para as seguradoras de planos de salide, as faixas etarias importantes —
aquelas em que ha reajuste por idade —séo 0 a 18; 19 a 23; 24 a 28; 29 a 33; 34 a 38; 39 a 43;
44 a 48; 49 a 53; 54 a 58 e 59 ou mais. Sendo assim, podemos agrupar os funcionarios seqgundo
essas faixas etarias e construir uma tabela de frequéncias agrupadas em que cada frequéncia
corresponde ao niimero de funcionarios na respectiva faixa etaria, tal como a Tabela [1.3}

Tabela 1.3 — Distribuicdo de frequéncia das idades de 500 funcionarios

Faixa Frequéncia Simples | Frequéncia Acumulada

Etdria | Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %
19-23 1 0,2 1 0,2
24 — 28 23 4,6 24 4,8
29 —33 103 20,6 127 25,4
34— 38 246 49,2 373 74,6
39 —43 52 10,4 425 85,0
44 — 48 50 10,0 475 95,0
49 — 53 25 5,0 500 100,0
Total 500 100,0

1.4.2 Grafico da distribuicao de frequéncias simples

A representacdo grafica da distribuicdo de frequéncias de uma variavel quantitativa discreta
pode ser feita através de um grafico de colunas, desde que o niimero de valores seja pequeno.
A diferenca, neste caso, quando comparamos com as varidveis qualitativas, é que, no eixo
horizontal do grafico, é representada a escala da varidvel quantitativa, que deve ser definida
cuidadosamente de modo a representar corretamente os valores.

Na Figura temos o grafico de colunas para o nimero de dependentes dos 500
funcionarios.
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Grafico de Colunas

e~

A D W DN B

S & 6 & o ©o
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Numero de funcionarios
N
o
.

(=]
I

0 1 2 3 4 5 6 7
Nimero de dependentes

Figura 1.2 — Distribuicdo do niimero de dependentes por funcionario

n Grafico de setores para dados quantitativos

Embora nem sempre incorreto, ndo é apropriado representar dados quanti-
tativos discretos em um grafico de setores, uma vez que, neste grafico, néo
é possivel representar a escala dos dados.

1.5 Apresentacao de dados quantitativos continuos

1.5.1 Distribuicoes de frequéncia

Para as varidveis quantitativas continuas, devemos também trabalhar com distribuicoes de
frequéncias agrupadas. O processo de construcédo é idéntico ao visto para as varidveis dis-
cretas, mas aqui devemos tomar um cuidado especial na construcao das classes. A escolha
dos limites das classes deve ser feita com base na natureza, valores e unidade de medida dos
dados. As regras que deverdo ser sequidas sdo as seguintes:

n Classes em uma distribuicao de frequéncias agrupadas

1. As classes tém que ser exaustivas, isto é, todos os elementos devem
pertencer a alguma classe.

2. As classes tém que ser mutuamente exclusivas, isto é, cada elemento
tem que pertencer a uma Unica classe.

O primetro passo é definir o nimero de classes desejado; esse niimero, de preferéncia,
deve estar entre 5 e 25. Em sequida, devemos determinar a amplitude dos dados, ou seja, o
intervalo de variacado dos valores observados da varidvel em estudo.
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p1a AN [@6F Amplitude

A amplitude de um conjunto de dados, representada por A¢ptqi, é definida
como a diferenca entre os valores maximo e minimo:

Atotal = WWiax — Wiin (1.1)

Se quisermos trabalhar com classes de mesmo comprimento (e essa é uma opcéo bas-
tante comum), para determinar esse comprimento, é necessario dividir a amplitude total pelo
nimero de classes desejado. No entanto, para garantir a inclusdo dos valores minimo e
maximo, podemos, como regra geral, usar o sequinte procedimento: considere o primeiro mul-
tiplo do ndmero de classes maior que o valor da amplitude e use esse niimero como a nova
amplitude.

Por exemplo, se a amplitude for 28 e quisermos trabalhar com cinco classes, vamos
considerar 30 como a nova amplitude. Dividindo esse valor pelo nimero de classes, obte-
mos o comprimento de cada classe. Os limites de classe podem ser obtidos somando-se o
comprimento de classe a partir do valor minimo dos dados.

Continuando com o nosso exemplo, o comprimento de classe é 30 =5 = 6; se o valor
minimo dos dados for 4, entdo os limites de classe serdo:

4
446 = 10
104+6 = 16
16+6 = 22
22+6 = 28
2846 = 34

e as classes serdo:

[4,10) [10,16) [16,22) [22,28) [28,34)

Note o tipo de intervalo utilizado: para incluir o valor minimo, 4, na primeira classe, o
intervalo deve ser fechado no extremo inferior: [4,.

Se fechdssemos o intervalo no limite superior, o 10 estaria incluido na primeira classe
e, portanto, ndo poderia estar na segunda classe. Isso resultaria em [4,10] como a primeira
classe e (10,16) como a segunda classe. Assim, as duas primeiras classes estariam definidas
de forma diferente, o que nédo é conveniente, pois dificultaria a leitura da tabela. E preferivel
incluir o 10 na segunda classe, o que resulta nas classes apresentadas anteriormente.

EXEMPLO 1.4 Saldrios de 500 funciondrios

Suponha que, dentre os 500 funcionarios da nossa empresa, o menor salario seja de
2800 e o maior salario seja de 12400. Para agrupar os dados em cinco classes, devemos fazer
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0 seguinte:

Atotal = Wmax — Wmin = 12400 — 2800 = 9600

Préximo multiplo de 5 = 9605

9605
Comprimento de classe = - = 1921
Os limites de classe, entéo, séo:
2800
2800 4 1921 4721
4721 41921 6642
6642 41921 8563
8563 + 1921 10484
10484 — 1921 = 12405

e as classes podem ser definidas como:

2800, 4721)
4721,6642)

[ (2800 incluido; 4721 excluido)
|

(6642, 8563)

|

[

(4721 incluido; 6642 excluido)
(6642 incluido; 8563 excluido)
(8563 incluido; 10484 excluido)
(10484 incluido; 12405 excluido)

8563, 10484)
10484, 12405)

Essa é uma regra que resulta em classes corretamente definidas, mas nem sempre as
classes resultantes sao apropriadas ou convenientes. Neste exemplo, seria preferivel trabalhar
com classes de comprimento 2000, o que resultaria nas classes

[2800, 4800) [4800, 6800) [6800, 8800) [8800,10800) [10800, 12800)
que sdo corretas e mais faceis de ler

Fazendo a contagem do néimero de funcionarios em cada classe, a distribuicao resultante
seria:

Tabela 1.4 - Distribuicao de frequéncia dos salarios de 500 funcionarios

Salario Frequéncia Simples | Frequéncia Acumulada
(reais) Absoluta Relativa % | Absoluta  Relativa %

2800 F 4800 87 17,4 87 17,4
4800 F 6800 203 40,6 290 58,0
6800 F 8800 170 34,0 460 92,0
8800 F 10800 30 6,0 490 98,0
10800 F 12800 10 2,0 500 100,0

1.5.2 Histogramas e poligonos de frequéncia

*»

O histograma e o poligono de frequéncias sdo graficos usados para representar uma distri-
buicdo de frequéncias simples de uma variavel quantitativa continua. A ogiva de frequéncia

representa graficamente a distribuicdo das frequéncias acumuladas.
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» 53N [@6F Histograma

Um histograma é um grafico formado por um conjunto de retdngulos conti-
guos, com bases sobre um eixo horizontal, cuja escala é definida de acordo
com as classes da distribuicao da varidvel de interesse. As bases desses
retangulos, construidas sobre o eixo horizontal, representam as classes e
as areas sao proporcionais ou iguais as frequéncias.

Vamos ilustrar a construcdo de um histograma usando como exemplo a distribuicéo de
frequéncia dos dados sobre salarios dada na Tabela

Comegamos construindo os eixos: no eixo horizontal, representamos os limites das clas-
ses e, no eixo vertical, construimos a escala apropriada para representar as frequéncias ab-
solutas. Veja a Figura[1.3] Poderiamos, também, trabalhar com as frequéncias relativas.

240 ~

200 A

160 -

120 A

80 A

40 A

0 T u Y v Y Y
800 2800 4800 6800 8800 10800 12800

Figura 1.3 — Construcdo do Histograma da Distribuicdo dos Salérios - Passo 1

Passamos, agora, a construir os retangulos, tendo em mente que a area de cada um
representa a frequéncia da respectiva classe. Como neste exemplo as classes tém o mesmo
comprimento, o histograma pode ser construido de tal modo que as alturas dos retdngulos
sejam iguais as frequéncias das classes. Dessa forma, as areas serdo proporcionais (e ndo
iguais) as frequéncias, conforme ilustrado no histograma da Figura [T.4 Note que cada area
é igual a frequéncia da classe multiplicada por 2000, o comprimento de cada classe.

Para construir o histograma baseado em retangulos com areas exatamente iguais as
frequéncias das classes, usa-se a formula da area de um retdngulo com base igual ao compri-
mento de classe e area igual a frequéncia da classe. Por exemplo, para a classe [2800, 4800),
a frequéncia (area) é 87 e a base do retdngulo (comprimento de classe) é 2000. Logo, a altura
h do reténgulo correspondente é encontrada da seguinte forma:

87
87 = h%x2000 = h = 5000 = 0,0435

O resultado dessa divisdo é denominado densidade, uma vez que da a frequéncia em
cada classe por unidade da variavel. Na Figura [1.5] temos o histograma em que a é&rea de
cada retangulo é exatamente igual a frequéncia absoluta da classe.

Observe as Figuras[T.4]e[1.5] Em ambos os gréficos, a forma dos retangulos é a mesma;
o que muda é a escala no eixo vertical.
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240

200

160

120

80

40

0

4 0,08

4 0,06

E 0,04

i 0,02

1

1 + 0,00
800 2800 4800 6800 8800 10800 12800

—

800 2800 4800

6800

8800 10800 12800

Figura 1.4 — Histograma dos salarios -
Altura = Frequéncia

Figura 1.5 — Histograma dos salarios -
Area = Frequéncia

De modo geral, quando as classes tém o mesmo comprimento — e essa é a situacdo mais
comum —, podemos representar as alturas dos retangulos pelas frequéncias das classes, o que

facilita a

interpretacéo do grafico.

5152 IN[02(0H Poligono de frequéncia

Um poligono de frequéncias é um grdfico de linha obtido quando séo
unidos, por uma poligonal, os pontos correspondentes as frequéncias

das diversas classes, centrados nos respectivos pontos médios.

Mais

precisamente, sdo plotados os pontos com coordenadas (ponto médio,

frequéncia simples).

Para obter as intersecdes da poligonal com o eixo, cria-se em cada extremo
uma classe com frequéncia nula.

Na Figura temos o poligono de frequéncias para a distribuicdo dos salarios dos 500
funcionarios. E comum apresentar-se o poligono de frequéncias junto com o histograma, o
que facilita a visualizacdo dos resultados. Note que o poligono de frequéncia da uma ideia

da forma

da distribuicdo dos dados.

240

200 A

160 A

120 A

80 A

40 -

ﬁ

800 2800 4800 6800 8800

10800 12800

14800

Figura 1.6 — Histograma e Poligono de Frequéncias para a Distribuicdo dos Salarios
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1.5.3 Diagrama de ramo-e-folhas

Um outro grafico usado para mostrar a forma da distribuicdo de um conjunto de dados quan-
titativos é o diagrama de ramo-e-folhas, desenvolvido pelo estatistico John Tukey. Para a
construcéo desse grafico, cada observacao do conjunto de dados é “quebrada” em duas partes.
Uma dessas partes é a folha, que deve ser formada por apenas um algarismo, e os algarismos
restantes formam o galho. Como numa arvore, as folhas sao “penduradas” no galho apropriado.

Para construir o diagrama, traca-se uma linha vertical para separar os galhos das folhas.
A esquerda dessa linha escrevem-se os diferentes ramos, um em cada linha horizontal, e
escrevem-se as folhas no respectivo galho.

EXEMPLO 1.5 Notas de 50 alunos

Considerando as notas dos 50 alunos, vamos construir o diagrama de ramo-e-folhas com esses
dados.

Tabela 1.5 — Notas de 50 alunos

29 38 37 49 47 56 73 83 55 77 89 87 706
83 73 69 68 70 54 65 76 52 90 74 84 68
75 87 97 79 72 81 94 66 70 80 92 88
63 65 58 69 69 82 70 60 62 71 75 82

A quebra de cada observacdo em duas partes aqui é bastante natural: a folha serd o
algarismo decimal, enquanto o ramo serd a parte inteira. As duas primeiras observacoes sao
quebradas da seguinte forma: Por outro lado, a menor observacéo é 2,9 e a maior é 9,7; assim,

219
317

os galhos vao de 2 a 9, e organizamos a nossa escala da seguinte forma:

© O N O Ol b W N

Continuando o processo, penduramos as folhas no respectivo galho, obtendo o Diagrama [T.1}
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Diagrama 1.1 — Notas de 50 alunos
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Para facilitar a leitura, as folhas em cada ramo sao ordenadas. E importante também
definir corretamente a escala. Como indicar no diagrama que a primeira observacéo é 2,9 e
nao 29? Veja uma forma de fazer isso no Diagrama [1.2}

Diagrama 1.2 — Notas de 50 alunos - verséio final

Escala
1 ‘ 0 1,0
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co 01 ©
o O O
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~N
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*
EXEMPLO 1.6 Notas de duas turmas

Suponha que, no Exemplo a mesma prova tenha sido aplicada a duas turmas dife-
rentes. Para comparar os resultados, podemos construir o diagrama de ramo-e-folhas lado a
lado. Um conjunto é representado no lado direito da escala e, o outro, no lado esquerdo. Em
ambas as partes, as folhas crescem da escala para as margens. Veja o Diagrama [1.3] .
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Diagrama 1.3 — Notas dos alunos das turmas A (lado esquerdo) e B (lado direito)

Escala
1/0] 10
811
3 2 21219
317 8
7 5 0147 9
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6 54 3 3 2 0 0 0 O0(6/0 2 355 6 8 8 9 9 9
22 2 0 0(7]/]0 0 01 2 3 3 4 5 5 6 6 7
4 3 3 21 0 08|00 1 2 2 3 3 4 7 7 8 9
51910 2 4 7

1.5.4 Graficos temporais

O grafico temporal é um grafico de linha, usado para representar observacées feitas ao longo
do tempo, isto é, observacées de uma série de tempo.

No eixo horizontal, colocam-se as datas em que foram realizadas as observacdes e, no
eixo vertical, os valores observados. Os pontos assim obtidos sédo unidos por segmentos de
reta para facilitar a visualizacdo do comportamento dos dados ao longo do tempo.

Para efeitos de comparacéo, é possivel também construir um gréfico temporal em que
duas séries sao representadas conjuntamente. Use simbolos ou cores diferentes para identi-
ficar cada uma das séries.

EXEMPLO 1.7 Homicidios - R] e SP

Na Tabela temos dados sobre o niimero de homicidios e a taxa de homicidios por
100.000 habitantes nos estados do Rio de Janeiro e Sdo Paulo no periodo de 1980 a 2009.
Nas Figuras e apresentamos os graficos. Observe a diferenca entre eles. Quando
trabalhamos com ntimeros absolutos, Sdo Paulo tem mais homicidios que o Rio de Janeiro.
Mas Séo Paulo tem uma populacdo bem maior que a do Rio de Janeiro; assim, é razoavel que
ocorra um niimero maior de homicidios. Apresentar as taxas por 100.000 habitantes elimina
esse problema e nos permite ver mais claramente a real situacéo.
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Tabela 1.6 — Nimero e taxa de homicidios por 100.000 habitantes

Ano

Homicidios

Ndmero

Taxa
(100.000 hab)

R

SP

RJ SP

Ano

Homicidios

Numero

Taxa
(100.000 hab)

R

SP

RJ SP

1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994

2.946
2.508
2170
1.861
2.463
2.550
2.441
3.785
3.054
4.287
7.095
5.039
4516
5.362
6.414

3.452
4187
4183
5.836
7.063
7.015
7.195
7.918
7.502
9.180
9.496
9.671
9.022
9.219
9.990

26,09 13,78
21,98 16,39
18,79 15,99
1591 21,79
20,81 25,78
21,29 25,04
2014 25,14
30,87 27,09
24,64 25,16
34,22 30,21
56,05 30,69
39,34 30,62
3496 28,15
41,04 28,19
78,66 30,08

1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
20006
2007
2008
2009

8.183
8.049
7.966
7.569
7.249
7.337
7.352
8.321
7.840
7.391
7.098
7.122
6.313
5395
4198

11.5606
12.350
12.552
14.001
15.810
15.631
15.745
14.494
13.903
11.216
8.727
8.166
6.234
6.117
6.319

6154 3432
60,04 36,20
58,77 36,12
55,32 39,68
5250 4414
50,98 42,21
5050 41,84
56,51 37,96
52,69 3592
4916 28,58
46,14 21,58
45,77 19,89
4011 14,96
3399 14,92
26,22 15,27

Fonte: IPEADATA

Figura 1.7 — Numero de Homicidios - R]

e SP - 1980-2009

Figura 1.8 — Taxa de Homicidios (100.000

habitantes) - R] e SP - 1980-2009

*»"
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Capitulo 2

Descricao de dados: resumos
numMericos

A reducéo dos dados através de tabelas de frequéncias ou graficos é um dos procedimentos
disponiveis para se ilustrar o comportamento de um conjunto de dados. No entanto, muitas
vezes, queremos resumir ainda mais esses dados, apresentando valores Unicos que descre-
vam suas principais caracteristicas. Estudaremos, neste capitulo, medidas que descrevem a
tendéncia central, a dispersédo e a assimetria das distribuicdes de dados.

2.1 Medidas de posicao

As medidas de posicdo ou tendéncia central, como o préprio nome indica, sao medidas que
informam sobre a posicao tipica dos dados.

Na Figura [2.1] podemos notar os seguintes fatos: em (a) e (b), as distribuigdes sao
idénticas, exceto pelo fato de a segunda estar deslocada a direita. Em (c), podemos ver que
ha duas classes com a frequéncia maxima e, em (d), hd uma grande concentracdo na cauda
inferior e alguns poucos valores na cauda superior. As medidas de posicao que apresentaremos
a seguir irdo evidenciar essas diferencas.

2.1.1 Média aritmética simples

No nosso dia a dia, o conceito de média é bastante comum, quando nos referimos, por exemplo,
a altura média dos brasileiros, a temperatura média dos Uultimos anos etc.
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Figura 2.1 — Exemplos ilustrativos do conceito de medidas de posicéo

p1a N[O Média aritmética simples

Dado um conjunto de n observacées x1, x2, ..., x,, @ média aritmética sim-
ples é definida como

1
Y:X1+X2+ +Xn:7 X (2.1)

n n

A notacdo X (lé-se x barra), usada para indicar a média, é bastante comum; em geral,
usa-se a mesma letra adotada para indicar os dados com a barra em cima.

Na definicdo anterior, fazemos uso do simbolo de somatdrio, representado pela letra
grega sigma maiuscula, . Mais adiante, vocé aprenderd mais sobre essa notacao e suas
propriedades. Por enquanto, entenda como a média aritmética de um conjunto de dados é
calculada. Observe, inicialmente, que ela sé pode ser calculada para dados quantitativos.
(Néo faz sentido somar masculino + feminino!) O seu calculo é feito somando-se todos os
valores e dividindo-se pelo niimero total de observacoes.

Considere as idades dos funcionarios do Departamento de Recursos Humanos, apre-
sentadas no diagrama de ramo-e-folhas a sequir.
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Diagrama 2.1 — Idades de 15 Funciondrios do Departamento de Recursos Humanos
Escala
110 10
214 5 6 6 9 9
3/17 5 6 7 8
412 5
511 3

A idade média é

24425426 +26+29+29+314+35+36+37+38+42+454+51+53
15

527
= —=35,13
15

Como as idades estdo em anos, a idade média também é dada nessa unidade, ou seja, a
idade média é 35,13 anos. Isso é regra geral: a média de um conjunto de dados tem a mesma
unidade dos dados originais.

Como interpretacéo fisica da média aritmética, temos que ela representa o centro de
gravidade da distribuicdo. Nos quatro histogramas da Figura ela é o ponto de equilibrio,
indicado pela seta.

Note que o valor da média aritmética é um valor tal que, se substituissemos todos os
dados por ela, isto é, se todas as observacdes fossem iguais a média aritmética, a soma total
seria igual a soma dos dados originais. Entao, a média aritmética é uma forma de se distribuir
o total observado por n elementos, de modo que todos tenham o mesmo valor.

Considere os sequintes dados ficticios referentes aos salarios de cinco funcionarios de
uma firma: 136,210, 350, 360, 2500. O total da folha de pagamentos é 3236, havendo um
salério bastante alto, discrepante dos demais. A média para esses dados é 647,20. Se todos
os cinco funcionarios ganhassem esse salario, a folha de pagamentos seria a mesma, e todos
teriam o mesmo salario.

2.1.2 Moda

No histograma (c) da Figura [2.7] duas classes apresentam a mesma frequéncia maxima. Esse
é o conceito de moda.

DEFINICAO LYE

A moda de uma distribuicdo ou conjunto de dados, que representaremos
por x*, é o valor que mais se repete, ou seja, o valor mais frequente.

Podemos ter distribuicdes amodais (todos os valores ocorrem o mesmo ntiimero de vezes),
unimodais (uma moda), bimodais (duas modas), etc. Para os dados do Diagrama temos as
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seguintes modas: x* = 26 e x* = 29 anos e, portanto, essa ¢ uma distribuicdo bimodal. Assim
como a média, a moda sempre tem a mesma unidade dos dados originais. Mas note que a
moda é sempre igual a um dos dados originais, o que nao ocorre com a média.

2.1.3 Mediana

Vamos analisar, novamente, os sequintes dados referentes aos salarios (em R$) de cinco
funcionarios de uma firma: 136, 210, 350, 360, 2500. Como visto, o saldrio médio é R$ 647,20.
No entanto, esse valor ndo representa nao representa, de forma adequada, os salérios mais
baixos e o saldrio mais alto, isso porque o mais alto é muito diferente dos demais.

Esse exemplo ilustra um fato geral sobre a média aritmética: ela é muito influenciada por
valores discrepantes (em inglés, outliers), isto é, valores muito grandes (ou muito pequenos)
que sejam distintos da maior parte dos dados. Nesses casos, é necessario utilizar outra
medida de posicdo para representar o conjunto. Uma medida possivel de ser utilizada é a

mediana.

552 N[00 1 Mediana

Seja X1,X2,...,Xp um conjunto de n observacoes, e seja X(i), i=1,...,no0
conjunto das observagoes ordenadas, de modo que x1) < x2) < -+ < X(n).
Entdo, a mediana Q, é definida como o valor tal que 50% das observacées
sdo menores e 50% sdo maiores que ela. Para efeito de calculo, valem as
seguintes regras:

n impar: 0O, = X(n51)

(2.2)

n par: 0O, =

Dessa definicdo, podemos ver que a mediana é o valor central dos dados e, para calcula-
la, é necessario ordenar os dados. Para as idades no Diagrama @ o numero total de
observacoes é n = 15. A mediana é o valor central, que deixa sete observacoes abaixo e sete
observacoes acima. Logo, a mediana é a oitava observacdo, uma vez que

N1 1541

8.
2 2

Sendo assim, a idade mediana é Q> = 35 anos. A unidade de medida da mediana é a mesma
dos dados.

Note que, da definicdo de mediana, tem-se que sua posicdo é sempre dada por %

Quando esse calculo resultar em um numero inteiro, a mediana sera a observacdo nessa
posicao. Caso contrario, a mediana serd a média dos dois valores centrais. Por exemplo,
se o resultado for 20,5, entdo a mediana sera a média da vigésima e da vigésima primeira
observacoes na lista ordenada. Ja& se o resultado for 7,5, a mediana sera a média da sétima
e da oitava observacdes na lista ordenada. Se o resultado for 9, a mediana sera a nona
observacao na lista ordenada dos dados.

Departamento de Estatistica - Ana Maria Farias 24



CAPITULO 2. DESCRICAO DE DADOS: RESUMOS NUMERICOS

EXEMPLO 2.1 Ndmero de dependentes dos funciondrios do departamento de RH

Vamos calcular as medidas de posicdo para os dados referentes ao nimero de depen-
dentes dos funcionarios do Departamento de Recursos Humanos, apresentados na tabela
abaixo.

Nome Dependentes || Nome Dependentes
Jodo da Silva 3 Ana Freitas 1
Patricia Silva 2 Pedro Barbosa 2
Pedro Fernandes 1 Luiz Costa 3
Regina Lima 2 Ricardo Alves 0
Maria Freitas 0 André Souza 4
Alfredo Souza 3 Marcio Rezende 1
Paula Goncalves 0 Ana Carolina Chaves 0
Margarete Cunha 0

Os dados ordenados sao
o 0 000 1T 11 2 2 2 3 3 3 4

e a média é

5x0+3x1+3x2+3x3+1x4 22

15 15
Em média, temos 1,47 dependentes por funcionario do Departamento de RH. A moda é 0
dependente e a mediana é (n = 15)

1,47

X =

0, = X(151) = X(g) = 1 dependente.
*

EXEMPLO 2.2 Notas de 50 alunos

No capitulo anterior, obtivemos o diagrama de ramo-e-folhas a sequir para as notas de
50 alunos.

Diagrama 2.2 — Notas de 50 alunos

Escala
110 1,0

w N O1
w W o
S W oo
N A~ o
N 01 ©
oo O1 ©
o o O

(<)}
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N —=OND»OC
SN O W ol
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Com n =50, a posicdo da mediana é

n+1 51
> > (23)
e, assim, a mediana é a média das observacdes nas posicoes 25 e 26, ou seja,
71472
0} ; ~71,5 (2.4)

Essa é uma distribuicdo bimodal, com modas x* = 69 e x* = 70. A média é

3529
=—-=70,58 25
50 (2:5)

x|

*»

2.1.4 Separatrizes

A mediana é um caso particular de um conjunto mais amplo de medidas estatisticas, chamadas

separatrizes.

p1= 3N [@6N Separatriz

A separatriz de ordem p é um valor tal que pelo menos p% dos dados séo
menores do que ele e pelo menos (1 — p)% sdo maiores.

As separatrizes mais comuns séo os quartis, decis e percentis, cujos fatores de diviséo
sdo 4, 10 e 100. Mais precisamente, existem 3 quartis, 9 decis e 99 percentis. Os quartis
serdo representados pela letra Q e séo eles:

e primeiro quartil Qq : deixa pelo menos 25% das observacdes abaixo dele e pelo menos
75% acima;

e seqgundo quartil @ : deixa pelo menos 50% das observacdes abaixo dele e pelo menos
50% acima; Q> é a mediana;

e terceiro quartil Q3 : deixa pelo menos 75% das observacdes abaixo dele e pelo menos
25% acima.

Os decis serdo representados pela letra D e os percentis pela letra P; assim, por
exemplo:

e o terceiro decil D3 deixa pelo menos 30% das observacdes abaixo e pelo menos 70%
acima;

e 0 quinto decil e 0 50° percentil sdo a mediana;

e 0 octagésimo percentil deixa pelo menos 80% das observacdes abaixo e pelo menos 20%
acima.
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No célculo das separatrizes quase sempre serd necessario algum procedimento de arre-
dondamento e aproximacdo. Para os quartis, podemos adotar o sequinte procedimento: depois
de calculada a mediana, considere as duas partes dos dados, a parte abaixo da mediana e a
parte acima da mediana, em ambos os casos excluindo a mediana. O primeiro quartil pode
ser calculado como a mediana da parte abaixo da mediana original e o terceiro quartil como
a mediana da parte acima da mediana original.

EXEMPLO 2.3 Notas de duas turmas

Consideremos, novamente, os dados do Exemplo cujo diagrama de ramo-e-folhas
apresentamos a sequir.

Diagrama 2.3 — Notas dos alunos das turmas A (lado esquerdo) e B (lado direito)

Escala
1\0\ 1,0
811
3 2 212|9
317 8
7 5 0147 9
2 11512 4 5 6 8
6 5 4 3 3 2 0 0 0 0|{6|/0 2 3 55 6 8 8 9 9 9
22 2 0 0}(7|/]0 0 01 2 3 3 4 5 5 6 6 7
4 3 3 21 0 0(8]{0 1 2 2 3 3 4 7 7 8 9
51910 2 4 7

Consideremos as notas da turma A: temos 32 observacdes e a mediana é a média dos valores
centrais (162 e 172 observacdes). Entao, as duas partes consistem nas 16 observagoes inferi-
ores e nas 16 observacdes superiores, respectivamente. Como 16 é um niimero par, a mediana
é a média dos valores centrais, ou seja, o primeiro quartil é a média da oitava e da nona
observacoes. Analogamente, o terceiro quartil é a média da oitava e da nona observacdes da
metade superior; como na metade inferior j& temos 16 observacdes, o terceiro quartil serd a
média da (16 + 8)2 e da (16 + 9)2, ou seja, Q3 é a média da (24)2 e da (25)2 observacdo. Veja

a Figura

10 | 11 | 12 | 13 15 | 16 | 17 | 18 | 19 23 (24|25 31 | 32

Figura 2.2 — Cdlculo dos quartis de 32 notas

Analogamente, para a turma B, que tem 50 notas, a mediana é a média da 252 e da
262 observacdes. Em cada metade, ficam 25 observacées e o primeiro quartil é a observacao
central da metade inferior, ou seja, Q1 é a (132 observacéo. O terceiro quartil sera a observacdo
central da metade superior, ou seja, Q3 ¢ a (25 + 13)2 observagao. Veja a[2.3

32

O primeiro decil para as notas da turma A pode ser calculado como (note que 10

3,2):

D1,B = X4) = 2, 3
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I272829$0313233343536

Figura 2.3 — Célculo dos quartis de 50 notas

Qi
1 2 3 a4 5 [ 7 8 9 (10| 11 12I14 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 24I
SIIH
Q3

32
e o quarto decil como (note que 4 x 10" 12,8 ~13):

Dag = x13=06,0

Todos esses arredondamentos séo necessarios mas um pouco arbitrarios; ndo existe uma
regra definida para tratar as diversas situacdes e diferentes programas podem dar resultados
diferentes.

2.1.5 Meédia aritmética ponderada

Vimos que a média aritmética simples equivale a dividir o “todo” (soma dos valores) em partes
iguais, ou seja, estamos supondo que os numeros que desejamos sintetizar tém o mesmo
grau de importancia. Entretanto, em algumas situacdes nao é razoavel atribuir a mesma
importancia a todos os dados.

Por exemplo, o Indice Nacional de Precos ao Consumidor (INPC) é calculado com uma
média dos Indices de Preco ao Consumidor (IPC) de diversas regiées metropolitanas do Brasil,
mas a importancia dessas regides é diferente. Uma das variaveis que as diferencia é a
populacao residente. Nesse tipo de situacdo, em vez de se usar a média aritmética simples,

adota-se a média aritmética ponderada, que sera representada por X,.

5152 IN[0:(01 Média aritmética ponderada

A média aritmética ponderada de nldmeros xq,x2,...,x; com pesos
w1, W, ..., w, € definida como
n
Xp = W1X) + W2Xx2 + -+ + WpXy = E wiXi, (2.6)

n
emque wi+wy+--+w, =) w=1
i=1

Note que a média aritmética simples é um caso particular da média aritmética ponderada,

onde todas as observagbes tém o mesmo peso w; = —.
n

EXEMPLO 2.4 INPC
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Para a construcao do Indice Nacional de Precos ao Consumidor (INPC), o peso de cada
indice regional é definido pela populagao residente urbana, conforme dados da Tabela [2.]
Os pesos, apresentados em porcentagem, representam a participacao da populacao residente
urbana da regido metropolitana no total da populacédo residente urbana das 11 regides me-

tropolitanas pesquisadas.

Tabela 2.1 — Estrutura basica de ponderacéo regional para calculo do INPC - Agosto 2012

Area Geografica | Peso (%) | IPC - Ago/12
Belém 6,9 0,74
Fortaleza 6,4 0,83
Recife 71 0,45
Salvador 10,6 0,29
Belo Horizonte 11 0,48
Rio de Janeiro 10,2 0,59
S&o Paulo 25,6 0,27
Curitiba 7,2 0,44
Porto Alegre 75 0,57
Coiania 51 0,36
Distrito Federal 2,2 0,31
INPC - Geral 0,45
Fonte: IBGE

O indice geral, dado pela média ponderada, é calculado como

|NPC08/12 =

EXEMPLO 2.5 Nota Média

0,069 x 0,74+ 0,064 x 0,83+ 0,071 x 0,45 +
0,106 x 0,29+0,111 x 0,48+ 0,102 x 0,59 +
0,256 x 0,27 40,072 x 0,44+ 0,075 x 0,57 +
0,051 x 0,36 + 0,022 x 0,31 =0,44906 ~ 0, 45

*»"

Segundo o critério de avaliacdo adotado pelo Departamento de Estatistica, cada aluno
serd submetido a duas provas, a primeira tendo peso 2 e a segunda tendo peso 3. Para ser
aprovado sem precisar fazer prova final, a média obtida nas duas provas deve ser, no minimo,
6. Se um aluno tirar 5,5 na primeira prova, quanto devera tirar na segunda prova para néo

precisar fazer prova final?

Solucao

A média nas duas provas é calculada como

Xp =

_2X/\/1+3><N2

2x Ny +3x N

2+3

5

O problema pede que X, > 6. Entdo é necessario ter

O aluno deve tirar nota maior que 6,3 para que nao precise fazer prova final.

2x55+3x N,
5

>6=>N;>6,33

*»

Departamento de Estatistica - Ana Maria Farias

29



CAPITULO 2. DESCRICAO DE DADOS: RESUMOS NUMERICOS

2.1.6 Propriedades das medidas de posicao

Da interpretacéo fisica da média como centro de gravidade da distribuicéo, fica claro que seu
valor esta sempre entre os valores minimo e maximo dos dados. O mesmo resultado vale para
a mediana e a moda, o que é imediato a partir das respectivas definicdes. Resumindo, temos:

Propriedade 1

IA

Xmin X < Xmax

Xmin S QZ < Xmax (27)

*
Xmin < X < Xmax

A

Iremos apresentar as outras duas propriedades através do seguinte exemplo:

Em uma turma de estatistica, os resultados de uma prova ficaram abaixo do que a
professora esperava. Como todos os alunos participavam ativamente de todas as atividades,
demonstrando interesse especial pela matéria, a professora resolveu dar um ponto a mais na
prova para todos os alunos. Além disso, ela deu os resultados com as notas variando de 0 a
10, mas a secretaria da faculdade exige que as notas sejam dadas em uma escala de 0 a 100.
Sendo assim, a professora precisa multiplicar todas as notas por 10. O que acontecera com a
média, a moda e a mediana depois dessas alteracoes?

Vamos ver o que ocorre, selecionando como exemplo o seguinte conjunto de cinco notas:
542,34

As notas ordenadas sdo 2,3,4,4,5 e temos as seguintes medidas de posicéo:

5+4+2+3+4 18
Y:++++=—:3,6

5 5
Q = x"'=4

Somando 1 ponto, as notas passam a ser 3,4,5,5,6 com as sequintes medidas de posi-

O
(o)1)
Q

Qy = y'=5=4+1

<
Il

Ao somar 1 ponto em todas as notas, o conjunto sofre um deslocamento (uma translacéo),
o que faz com que o seu centro também fique deslocado 1 ponto. Sendo assim, todas as trés
medidas de posicdo ficam acrescidas de 1 ponto.

Multiplicando as novas notas por 10, obtemos 30, 40, 50, 50, 60 e

_ 30+40+550+50+60:?:46,0:4,6“0

Q, = zf=50=5x10,

ou seja, todas as medidas de posicéo ficam multiplicadas por 10.
Esse exemplo ilustra as propriedades a sequir.

Propriedade 2
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Somando-se um mesmo valor a cada observacéo x;, obtemos um novo conjunto de dados
y; = x; + k, para o qual temos as seguintes medidas de posicéo:

T=xX+k
yi=x;+ k= Q2,y = Qox+ k (2.8)
yt=x"+k

Propriedade 3

Multiplicando cada observacéo x; por uma mesma constante ndo nula k, obtemos um
novo conjunto de dados y; = kx;, para o qual temos as seguintes medidas de posicao:

7= kx
yi=kxi =1 02y =kQox (2.9)

EXEMPLO 2.6 Temperaturas

A relacéo entre as escalas Celsius e Fahrenheit é a sequinte:

5
C=_—(F—-32)
9
Se a temperatura média em determinada localidade for de 45°F, qual serd a temperatura

média em graus Celsius?
Solucao

Se cada observagao for transformada de graus Fahrenheit para Celsius, a média sofrerd
a mesma mudanca, ou seja,

5
X = S7T=" _ =7,
45°F J 9 45 — 32 7,2°C

*»

2.2 Medidas de dispersao

Considere os conjuntos de dados representados por diagramas de pontos na Figura Nes-
ses graficos, as “pilhas” de pontos representam as frequéncias de cada valor. Podemos ver
facilmente que os trés conjuntos tém a mesma média (o centro de gravidade ou ponto de
equilibrio é o mesmo), a mesma mediana e a mesma moda. No entanto, esses conjuntos tém
caracteristicas diferentes, e ao sintetiza-los com base em apenas uma medida de posicdo es-
sas caracteristicas se perderdo. Tal caracteristica é a dispersdo dos dados e iremos estudar
algumas medidas de dispersao que nos permitirdo diferenciar entre essas trés distribuicées.

2.21 Amplitude

Analisando os diagramas da Figura vemos cue os valores se distribuem entre 4 e 8 na
distribuicao (a) ao passo que, nas distribuicoes (b) e (c), eles se encontram mais dispersos,
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Figura 2.4 — Exemplos ilustrativos do conceito de medidas de dispersao

variando de 2 a 10. Considerar, entdo, a distdncia entre o minimo e o madximo nos permite
quantificar diferencas nas dispersées. Como ja visto, esse é o conceito de amplitude.

p =N [@68 Amplitude

A amplitude de um conjunto de dados é a distancia entre o maior valor e
o menor valor.

Atm‘al = Vmax - Vm'm- (210)

A amplitude tem a mesma unidade dos dados, mas, como medida de dispersao, ela tem
algumas limitacées, conforme ilustrado nas distribuicoes (b) e (c) da Figura que possuem
a mesma média, a mesma mediana e a mesma amplitude. No entanto, essas medidas nao
conseqguem caracterizar o fato de a distribuicdo dos valores entre o minimo e o maximo ser
diferente nos dois conjuntos. A limitacdo da amplitude também fica patente pelo fato de ela
se basear em apenas duas observacdes, independentemente do niimero total de observacdes.

2.2.2 Desvio médio absoluto

Uma maneira de se medir a dispersao dos dados é considerar os tamanhos dos desvios x; — X
de cada observacao em relacdo a média. Observe, nos exemplos da Figura que quanto
mais disperso for o conjunto de dados, maiores serdo os desvios. Para obtermos uma medida-
resumo, isto é, um Unico nimero, poderiamos somar esses desvios, considerando a seguinte
medida:

D=> (x—%) =(a—%+ =X+ + (xa—X). (2.17)
i=1

No entanto, essa medida, que representa a soma dos desvios em relacao a média, é sem-
pre nula, ndo importa o conjunto de dados! Logo, ela ndo serve para diferenciar quaisquer
conjuntos!

Daremos uma explicacdo intuitiva para esse fato, que nos permitird obter correcdes
para tal férmula. Pela definicao de média, sempre ha valores menores e maiores que a média,
que resultam, respectivamente, em desvios negativos e positivos. Esses desvios positivos e
negativos, ao serem somados, se anulam.

Pois bem, se o problema esta no fato de termos desvios positivos e negativos, por que
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nao trabalhar com o valor absoluto das diferencas? De fato, esse procedimento nos leva a
definicdo de desvio médio absoluto.

5152 IN[0(0H Desvio médio absoluto

O desvio médio absoluto de um conjunto de dados x1, x2, ..., x, é definido
por
i =X+ =X+ lxa—%x 1L _
DMA = = — E |x; — x| (2.12)
n ne 1
=

onde as barras verticais representam o valor absoluto ou mddulo.

Note que, nessa definicdo, estamos trabalhando com o desvio médio, isto é, tomamos a
média dos desvios absolutos. Isso evita interpretacdes equivocadas, pois, se trabalhdssemos
apenas com a soma dos desvios absolutos, um conjunto com um ntiimero maior de observacoes
tenderia a apresentar um resultado maior para a soma, devido apenas ao fato de ter mais
observacgoes. Esta situagao ¢ ilustrada com os sequintes conjuntos de dados:

e Conjunto 1: {1,3,5}

5 _ 13
i 2 1171 ]
e Conjunto { 3 3 3 5]»

Para os dois conjuntos, X = 3, e para o conjunto 1,

3
Y i—X=1=3+3=3[+[5-3/=4
i=1

J& para o conjunto 2,

5
5 13
E |x; — x| = |1—3|+'3—3‘+|3—3|+‘3—3‘+|5—3|
i=1
20
= — = 7.
3 6,066

Entdo, o somatdrio para o segundo conjunto é maior, mas o desvio médio abhsoluto é o
mesmo para ambos. De fato, para o primeiro conjunto, temos

4
DMA = =
3

e, para o segundo conjunto,
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20

3 _4
DMA= 2 =
5 3

Ao dividirmos o somatdrio pelo nimero de observacées, compensamos o fato de o se-
gundo conjunto ter mais observagdes do que o primetiro.

O desvio médio absoluto tem a mesma unidade dos dados.

2.2.3 Variancia e desvio-padrao

Considerar o valor absoluto das diferencas (x; — X) é uma das maneiras de se contornar o
fato de a soma dos desvios em torno da média ser zero. Mas ha uma outra possibilidade
de correcdo, com propriedades matematicas e estatisticas mais adequadas, que consiste em
trabalhar com o quadrado dos desvios. Isso nos leva a definicdo de variéncia.

DEFINICAO RVEIENIET)

A variancia de um conjunto de dados x1, x2, ..., x, € definida por

n

o (x1 —7)2+(X2—Y)2+"'+(X”_Y)2 1 Z(Xi_y)z (2.13)

n n

i=1

Essa definicdo nos diz que a varidncia é a média dos desvios quadrdticos. Uma expres-
sdo alternativa mais simples de ser usada em calculos manuais é dada por

2 2 2 n
o° = —X —_—E X5 —X 2.14
n n = ! ( )

Essa forma de escrever a variancia facilita os calculos feitos @ méo ou em calculadoras
menos sofisticadas, pois o nimero de calculos envolvidos é menor. Podemos ler essa férmula
como a variéncia é a média dos quadrados menos o quadrado da média.

Suponhamos que os valores x; representem os pesos, em quilogramas, de um conjunto
de pessoas. Entéo, o valor médio x representa o peso médio dessas pessoas e sua unidade
também é quilogramas, o mesmo acontecendo com as diferencas (x; — x). Ao elevarmos essas
diferencas ao quadrado, passamos a ter a variancia medida em quilogramas ao quadrado, uma
unidade que nao tem interpretacdo fisica. Uma forma de se obter uma medida de dispersao,
com a mesma unidade dos dados, consiste em tomar a raiz quadrada da variancia.
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»)=2N[@:(01 Desvio-padrao

O desvio-padrao de um conjunto de dados x1, x2, ..., X, ¢ definido como a
raiz quadrada da varidncia:
o = VVaridncia = Vo2 (2.15)

EXEMPLO 2.7 Idades de funciondrios

Novamente, vamos considerar os dados referentes as idades dos funcionarios do De-
partamento de Recursos Humanos. Essas idades sao:

24 25 26 26 29 29 31 35 36 37 38 42 45 51 53

., D2 = . A
e sua média é 15 = 35, 13. Assim, a varidncia, em anos?, é

[ (24 —35,13)% 4+ (25 — 35,13)2 + 2 x (26 — 35, 13)?

)2+
1 2 x (29 —35,13)> + (31 — 35,13)> + (35 — 35,13)* +
o> = — | (36-3513)%+ (37 —35,13)> + (38 — 35,13)° + =

15
(42 — 35,13)? + (42 — 35,13)° + (45 — 35,13)% +
I (51 — 35,13)% + (53 — 35,13)?
1213,73
= =72 80,92
15

e o desvio-padrao, em anos, é

o=+/80,92 =38,995

Usando a férmula [2.74] temos:

115[242+252+252+2>< 262+2><292+312+352+362] +
1
15
19729 (52772
5 (15) =
19729 x 15 — 5272 295935 — 277729 18206
152 - 225 - 225

527)2_

[372 +3824392 4422 4 452 4 512 4 532] _ (15

= 80,916
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Na comparacdo dos resultados obtidos pelas duas férmulas, pode haver alguma dife-
renca por causa dos arredondamentos, uma vez que a média é uma dizima. Em geral, a férmula
[2.14] fornece resultados mais precisos e certamente requer menos calculos.

*»

EXEMPLO 2.8 Numero de dependentes dos funciondrios do departamento de RH

Consideremos, novamente, o nimero de dependentes dos funcionarios do Departamento
de Recursos Humanos, apresentados no Exemplo Os dados séo

3212030012 30410

Como o menor valor é 0 e o maior é 4, temos que a amplitude dos dados é de 4
dependentes. A média calculada para esses dados foi x = % = 1,467. Vamos calcular a soma
dos desvios em torno da média, usando o fato de termos observacées repetidas.

_ 22 22 22

22 22
oax(3-2)+ (4-55) -

110 21 24 69 38 131 131_0

5 15715715 15 15 T 15

Caso trabhalhassemos com o valor aproximado 1,467, o resultado aproximado seria
—0, 005.

O desvio médio absoluto é

1
DMA = — i —X| =
nZ|x X|

1 22 22 22
22 22
+ [3>< 3—E +'4—15]_
_ 1 [mo, 2 24 69 38]
15 15 15 15 15 15|
1 131 131 262
:ﬁ%w+ﬁknftm4

A variancia é

Departamento de Estatistica - Ana Maria Farias 36



CAPITULO 2. DESCRICAO DE DADOS: RESUMOS NUMERICOS

Q

N

I
S| -
X

|
=l

N

I

2 2 2
= s (o) e (1-2) s (- ) ]

| 22\ 2 22
15 % 3 x (3—15) +(4—15)

1 :2420 147 192 1587 1444]

= 15|25 T25 T2 T s T 25 | T
5790
= e = 1.7155%6

/5790
g = m = 1,3098

Vamos agora calcular a variancia usando a férmula alternativa:

1 29 2
2 _ b 2 2 2 2 2y _ 22 =
o° = 15><(5><0 +3x1°+3%x2°4+3x%x3 +4) (15)
_ 3412427416 484 58 484 58x15-484
- 15 225 15 225 225 B
386
= — =1,71
575 , 715556

Com essa formula, os cdlculos ficam bem mais simples, uma vez que é necessario fazer
menos contal! *

2.2.4 Amplitude interquartil

Assim como a média, a varidncia e o desvio-padréao sdo muito afetados por valores discre-
pantes. Vamos, entdo, apresentar uma outra medida de dispersdo que néo se altera tanto na
presenca de tais valores atipicos. Essa medida se baseia nos quartis, definidos anteriormente.

Vimos que os trés quartis dividem o conjunto de dados em 4 partes com o mesmo
nimero de observacdes. Da definicdo dos quartis, resulta que, entre Q1 e O3, ha sempre 50%
dos dados, qualquer que seja a distribuicdo. Assim, quanto maior for a distancia entre Q7 e
()3, mais dispersos serao os dados. Temos, assim, uma nova medida de dispersado, a amplitude
interquartil.

b5 2 IN[020H Amplitude interquartil

A amplitude interquartil, que denotaremos por A/Q, é definida como a
distancia entre o primeiro e o terceiro quartis, isto é:

AlQ = Q3 — O (2.16)
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A amplitude interquartil tem a mesma unidade dos dados. A vantagem da amplitude in-
terquartil sobre o desvio-padréo é que, assim como a mediana, a A/Q ndo é muito influenciada
por poucos valores discrepantes.

EXEMPLO 2.9 Ndmero de dependentes dos funciondrios

Vamos calcular os quartis e a amplitude interquartil para o niimero de dependentes dos
funcionérios do Departamento de Recursos Humanos, cujos valores j& ordenados sao:

o oo0o0O0O0"11T1T1 2 2 2 3 3 3 4

Como ha 15 observacoes, a mediana é a oitava observacao:

0 o000 01T 1T 1] 2 2 2 3 3 3 4

isto &,
O, = X(z41) = X(8) = 1

Excluida a oitava observacéo, a parte inferior dos dados, com 7 observacéoes, é

0 00 |0] 0 1 1

cuja mediana é a observacao marcada, ou seja:
Q1 = X(7+1) = X¢4) = 0

2

A parte superior dos dados, excluida a mediana, é

2 2 2 |3 3 3 4

e, portanto,
Q3 = xa18) = x(12) = 3

A amplitude interquartil é calculada como

AlQ=0Q;— Q1 =3-0=3.

*»

2.2.5 Propriedades das medidas de dispersao

Como visto para as medidas de posicado, vamos estudar as principais propriedades das medidas
de disperséao.

Propriedade 1

Todas as medidas de disperséo sao ndo negativas:

A>0
DMA >0

02>0 (2.17)
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Propriedade 2

Somando-se uma mesma constante a todas as observacoes, as medidas de dispersdo
nao se alteram. Essa propriedade é bastante intuitiva: note que, ao somar uma constante aos
dados, estamos simplesmente fazendo uma translacdo dos mesmos, sem alterar a disperséo.

(A=A

DMA, = DMA,

yi=xi + k=1 0 = o} (2.18)
oy = Oy
L AIQy = AIQX

Propriedade 3

Ao multiplicarmos todos os dados por uma constante nao nula, temos:

( Ay = |k| Ay

DMA, = |k| DMA,

yi = kxi = 3 05 = k?a? (2.19)
o, = |k| ox

L AIQ, = || AIQ,

Note que é razoavel aparecer o mddulo da constante, ja que as medidas de dispersdo sédo nao
negativas.

EXEMPLO 2.10 Temperaturas

Se o desvio-padréo das temperaturas diarias de uma determinada localidade for de 5,2°F,
qual serd o desvio-padrédo em graus Celsius? Lembre-se de que a relacdo entre as duas
escalas é

_2

=3

(F —32)

Solucao

Se cada observacao for transformada de graus Fahrenheit para Celsius, a Ginica operacao
que afetara o desvio-padrédo serd a multiplicacéo pelo fator 5/9, ou seja,

oc = g X OF (2.20)

*»
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2.3 Medidas de assimetria

Considere os diagramas de pontos da Figura onde a seta indica a média dos dados.
Analisando-os, podemos ver que a principal e mais marcante diferenca entre eles diz respeito
a simetria da distribuicdo. A distribuicdo do centro é simétrica, enquanto as outras duas sdo
assimétricas.

°
—_—
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e
~
o
°
~
w
.
@
®
°
w
IS
@
s
@
~

Figura 2.5 — Distribuicdes com diferentes tipos de assimetria

No diagrama a esquerda, a assimetria é tal que ha maior concentracdo na cauda inferior,
enquanto no diagrama a direita, a concentracdo é maior na cauda superior. Visto de outra
maneira, no diagrama a direita, os dados se estendem para o lado positivo da escala, enquanto
no diagrama a esquerda, os dados se estendem para o lado negativo da escala. Dizemos que
a distribuicéo ilustrada no diagrama a esquerda apresenta uma assimetria & direita, ao passo
que a do diagrama a direita apresenta uma assimetria ¢ esquerda. No diagrama do centro,
temos uma simetria perfeita ou assimetria nula.

p1=FN[@6N Simetria e assimetria

Uma distribuicdo é simétrica se os lados direito e esquerdo do histograma
(ou diagrama de pontos) sado, aproximadamente, a imagem espelhada um
do outro.

Uma distribuicdo é assimétrica a direita se a cauda direita do histograma se
estende muito mais do que a cauda esquerda. Ela é assimétrica a esquerda
se a cauda esquerda do histograma se estende muito mais do que a cauda
direita.

2.3.1 O coeficiente de assimetria de Pearson

Esses trés tipos de assimetria podem ser caracterizados pela posicdo da moda com relacdo a
média dos dados. No primeiro tipo, a moda tende a estar a esquerda da média, enquanto no
terceiro tipo, a moda tende a estar a direita da média. (Lembre-se de que a média é o centro
de gravidade ou ponto de equilibrio da distribuicdo). Para distribuicdbes simétricas, a moda
coincide com a média. Temos, assim, a sequinte caracterizacdo dos trés tipos de assimetria:

e se a média é maior que a moda (X > x*), dizemos que a distribuicdo é assimétrica &
direita ou tem assimetria positiva [diagrama a esquerda na Figura [2.5];
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Figura 2.6 — Distribuicdes assimétricas a direita

e se a média é igual a moda (x = x%), dizemos que a distribuicdo é simétrica ou tem
assimetria nula [diagrama central na Figura [2.5];

e se a média é menor que a moda (x < x*), dizemos que a distribuicdo é assimétrica a
esquerda ou tem assimetria negativa [diagrama a direita na Figura [2.5].

Essas definicdes, no entanto, ndo permitem “medir” diferentes graus de assimetria. Por
exemplo, considere os diagramas de pontos da Figura [2.6] ambos assimétricos a direita. Uma
forma de medirmos essas diferentes assimetrias é através do desvio X — x* entre a média e
a moda. Mas como as distribuicdes podem ter graus de dispersao diferentes, é importante
considerarmos a diferenca acima na mesma escala. Como visto na definicdo dos escores
padronizados, a forma de se fazer isso é dividindo o desvio pelo desvio-padréo, o que nos leva
ao coeficiente de assimetria de Pearson.

»1= 3N [@(61 Coeficiente de assimetria de Pearson

O coeficiente de assimetria de Pearson é definido como

e=-""" (2.21)

Se o coeficiente for negativo, a distribuicdo terd assimetria negativa; se for
positivo, assimetria positiva, e se for nulo, a distribuicdo serd simétrica.

Note que aqui, assim como nos escores padronizados, tiramos o efeito de escalas dife-
rentes ao dividirmos pelo desvio-padréo, o que resulta na adimensionalidade do coeficiente.

Para os dados do diagrama a esquerda da Figura [2.6] temos x* = 2, X = 2,7714 e

o =1,6228, logo,
27714 =2

e= 16228 = 0,475351

Para o diagrama a direita, x* =2, x = 3,6232 e 0 = 2,3350, logo,

3,6232-2

2,3350 0,6952
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0 que indica uma assimetria mais acentuada.

2.3.2 O coeficiente de assimetria de Bowley

Da definicdo dos quartis, sabemos que entre Q1 e Q, e entre QO e Q3 ha sempre 25% dos
dados. Entéo, a diferenca entre as distancias Q; — Q1 e Q3 — Q> nos da informacédo sobre a
assimetria da distribuicao.

Se Q) — Q1 < Q3 — Qy, isso significa que “andamos mais rapido” para cobrir os 25%
inferiores do que os 25% superiores, ou seja, a distribuicdo “se arrasta” para a direita.

Analogamente, se Q2> — Q1 > Q3 — 7, isso significa que “andamos mais devagar” para
cobrir os 25% inferiores do que os 25% superiores, ou seja, a distribuicdo “se arrasta” para a
esquerda. De forma mais precisa, temos o sequinte resultado:

Q2 — Q1 < Q3 — O, = assimetria positiva
Q2 — Q1 > O3 — Q; = assimetria negativa

0O, — 01 = O3 — Q) = simetria ou assimetria nula

Podemos, entéo, usar a diferenca (Q3 — ») — Q2 — Q1 como uma medida de assimetria.
Mas, aqui, também é necessério tirar o efeito de escala e, para isso, temos de dividir por uma
medida de dispersdo — lembre-se de que dividimos pelo desvio-padrdo quando trabalhamos
com as diferencas x — x*. Para ndo termos efeito dos valores discrepantes, usaremos a ampli-
tude interquartil para gerar a sequinte medida de assimetria, que é chamada coeficiente de
assimetria de Bowley.

»1= 3N [@61 Coeficiente de assimetria de Bowley

O coeficiente de assimetria de Bowley é definido como

(Q3 — Q2) — (O2 — On)

B =
Q3 — Oy

(2.22)

que pode ser reescrito como

B (03— Q2) — (02 — Q) (2.23)

(O3 — Q2) + (02— On)

Analisando a expresséo (2.23), percebemos que, quanto mais assimétrica a direita for
uma distribuicdo, mais proximos serdo Qq e Q; e, portanto, B se aproximaré de +1. Analoga-
mente, quanto mais assimétrica a esquerda, mais proximos serdo Q> e Qs e, portanto, B ira
se aproximar de —1.
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2.4 O boxplot

A partir dos quartis constrdi-se um grafico chamado boxplot ou diagrama em caixa, que ilustra
0s principais aspectos da distribuicdo e é também muito Util na comparacéo de distribuicoes.

O boxplot é formado basicamente por um retdngulo vertical (ou horizontal). O com-
primento do lado vertical (ou horizontal) é dado pela amplitude interquartil. Veja a Figura
[2.7H(a), onde estamos trabalhando com um reténgulo vertical. O tamanho do outro lado é
indiferente, sugerindo-se apenas uma escala razoavel. Na altura da mediana, traca-se uma

linha, dividindo o retdngulo em duas partes. Veja a Figura [2.7}(b).

oy t 0 +
0, T+

o+ 0 +
(a) (b)

Figura 2.7 — Construcéo do boxplot - Parte 1

Observe que, nesse momento, ndo s6 temos representados 50% da distribuicdo, como
também temos ideia da assimetria da mesma -? nessa figura, percebemos uma leve assimetria
a direita, j&d que O, — Q1 < Q3 — Q. Para representar os 25% restantes em cada cauda da dis-
tribuicdo, temos de cuidar, primeiro, da presenca de possiveis outliers ou valores discrepantes,
que, como ja dito, sdo valores que se distanciam dos demais.

n Regra de valores discrepantes

Um dado x serd considerado valor discrepante ou outlier se
x< Q1—1,5 AlQ

ou

x>Q3+1,5 AlOQ

Veja a Figura [2.8}(a). Qualquer valor para fora das linhas pontilhadas é considerado
um valor discrepante.

Para representar o dominio de variacao dos dados na cauda inferior que nao sao outliers,
traca-se, a partir do lado do retdngulo definido por Q1, uma linha para baixo até o menor
valor que nao seja outlier. Da mesma forma, na cauda superior, traca-se, a partir do lado do
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Figura 2.8 — Construcdo do boxplot - Parte 2

retangulo definido por Q3, uma linha para cima até o maior valor que néo seja outlier (veja
a Figura [2.8}-(b)). Esses pontos sdo chamados juntas. Dito de outra forma, as juntas sdo os

valores minimo e maximo do conjunto de dados formado pelos valores néo discrepantes.

Quanto aos outliers, eles sao representados individualmente por um X (ou algum outro
tipo de caracter), explicitando-se, de preferéncia, os seus valores, mas com uma possivel
quebra de escala no eixo Figura [2.9).

Note que a construcao do boxplot é toda baseada nos quartis, que sdo medidas resis-
tentes contra valores discrepantes.
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Figura 2.9 — Construcdo do boxplot - Parte 3

EXEMPLO 2.11 Comprimento de flores tropicais

Na Tabela 2.2} temos dados referentes ao comprimento das flores de trés variedades
da heliconia e, na Figura 210} apresenta-se o diagrama em caixa ou boxplot para esses
dados. Pode-se ver que os comprimentos das trés variedades sdo bem diferentes, com a H.
bihai apresentando os maiores comprimentos. A variedade H. caribaea amarela apresenta os
menores comprimentos, enquanto a dispersao dos comprimentos da H. caribaea vermelha é a

maior de todas.

Tabela 2.2 — Comprimento das flores de trés variedades da Heliconia

H.bihai
4712 46,75 46,81 4712 46,67 47,43 46,44 46,64
48,07 48,34 48,15 50,26 50,12 46,34 46,94 48,30
H.caribaea vermelha
41,90 4201 4193 4309 4147 41,69 3978 4057
39,63 4218 4066 37,87 39,16 37,40 3820 38,07
38,10 37,97 38,79 38,23 38,87 37,78 38,01
H.caribaea amarela
36,78 37,02 36,52 36,11 36,03 3545 3813 37,10
3517 36,82 36,66 3568 36,03 3457 34,63
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Comprimentos de flores tropicais
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Figura 2.10 — Comprimentos de flores tropicais

2.5 Medidas de posicao para distribuicoes de frequéncias agrupa-
das

Considere a distribuicdo de frequéncias do salario dos 500 funcionarios reproduzida na Tabela
[2.3] Essa tabela foi construida a partir dos dados individuais dos funcionérios da nossa
empresa ficticia. Essas informacées estao disponiveis para a empresa, mas, em geral, ndo
sao divulgadas nesse nivel de detalhamento. Imagine, entdo, que nado dispomos dos dados
individuais (também chamados dados brutos) e temos acesso, somente, as informacdes da
Tabela 2.3] Como poderiamos calcular a média, a moda e a mediana? Isso é o que vocé
aprenderd nesta secao.

Tabela 2.3 — Distribuicdo de frequéncia dos salarios de 500 funcionarios

Salério Frequéncia Simples | Frequéncia Acumulada
(reais) Absoluta Relativa % | Absoluta  Relativa %

2800 F 4800 87 17,4 87 17,4
4800 F 6800 203 40,6 290 58,0
6800 F 8800 170 34,0 460 92,0
8800 F 10800 30 6,0 490 98,0
10800 F 12800 10 2,0 500 100,0

2.5.1 Média aritmética simples

Quando agrupamos os dados em uma distribuicéo de frequéncias, estamos perdendo informa-
cdo, uma vez que nao apresentamos os valores individuais. Informar apenas que ha 87 valores
na classe 2800 I 4800 nos obriga a escolher um valor tipico, representante de tal classe. Esse
valor serd sempre o ponto médio da classe.
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»1= 3N [@(6H Ponto médio

Numa distribuicado de frequéncias agrupadas, o ponto médio de cada classe
é escolhido como o valor representativo de todas as observacées agrupadas
na classe.

O ponto médio é o ponto do meio do intervalo de classe. Se a classe tiver
limites inferior e superior representados por [ e L respectivamente, entdo
o ponto médio x sera calculado como

(2.24)

Com essa convencéo, o fato de haver 87 observacées na primeira classe é interpretado
como a existéncia de 87 valores iguais a 3800, que é o ponto médio dessa classe. Esta é
a interpretacédo basica da tabela de frequéncias: todos os valores de uma classe séio consi-
derados iguais ao ponto médio da classe. Na Tabela acrescentamos uma coluna para
informar o ponto médio de cada classe.

Tabela 2.4 - Distribuicdo de frequéncia dos salarios de 500 funcionarios

Salario Ponto | Frequéncia Simples | Frequéncia Acumulada
(reais) médio | Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %

2800 F 4800 | 3800 87 17,4 87 17,4
4800 F 6800 | 5800 203 40,6 290 58,0
6800 F+ 8800 | 7800 170 34,0 460 92,0
8800 F 10800 | 9800 30 6,0 490 98,0
10800 F 12800 | 11800 10 2,0 500 100,0

A interpretacdo da tabela de frequéncias nos diz que hé 87 observacées iguais a 3800,

203 observacoes iguais a 5800, e assim por diante. Entéo, esses dados podem ser vistos como

o seguinte conjunto de observacoes:

3800

3800

5800

5800

87 ocorréncias do 3800

203 ocorréncias do 5800
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7800
170 ocorréncias do 7800

7800:
9800 )

~ 30 ocorréncias do 9800
9806 ]
11800

> 10 ocorréncias do 11800
11800: ]

Para calcular a média desse novo conjunto de dados, temos de fazer:

87 x 3800 + 203 x 5800 + 170 x 7800 + 30 x 9800 + 10 x 11800
500

87 203 170 30 10
= %x3800+%x5800+%x7800+%x9800+%x11800
= 0,174 x 3800 + 0,406 x 5800 + 0, 340 x 7800 + 0,06 x 9800 + 0,02 x 11800
= 06492

Note, na penultima linha da equacéo anterior, que os pontos médios de cada classe séo
multiplicados pela frequéncia relativa da mesma. Dessa forma, a média dos dados agrupados
é uma média ponderada dos pontos médios, onde os pesos sao definidos pelas frequéncias
das classes.

Representando o ponto médio da classe por x; e a frequéncia relativa (ndo multiplicada
por 100) por f;, temos que

k
Xx=> fix (2.25)
i=1

Os pesos (frequéncias) aparecem exatamente para compensar o fato de as classes pos-
suirem nimeros diferentes de observacoes.

2.5.2 Moda

Embora haja métodos geométricos para se calcular a moda de dados agrupacdos, tais métodos
ndo sdo muito utilizados na pratica. Sendo assim, estimaremos a moda de uma distribuicao de
frequéncias agrupadas pelo ponto médio da classe modal, que é a classe de maior frequéncia.

No exemplo anterior, 4800 - 6800 é a classe modal, de modo que a moda é estimada
como x* = 5800.
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2.5.3 Quartis

Estando os dados agrupados em classes, ha um método geométrico que produz uma estimativa
dos quartis. As ideias subjacentes a esse método sdo a propria definicdo dos quartis e o fato
de que, no histograma da distribuicao, as areas dos retdngulos sdo iguais (proporcionais) as
frequéncias relativas.

Considere o histograma da Figura 2.1} referente aos salarios dos 500 funcionarios da
Tabela @ Na primeira classe, temos 17, 4% das observacdes e, nas duas primeiras classes,
temos 58, 0%. Logo, a mediana é algum ponto da classe mediana 4800 F 6800 e, abaixo desse
ponto, devemos ter 50% da distribuicéo, ou seja, a soma da area do primeiro retangulo com a
area do retangulo sombreado representa 50% da frequéncia total.

240

200

160

120 -

80 -

40

O L) L) L) L) L) L)
800 2800 4800 6800 8800 10800 12800

Figura 2.11 — Calculo da mediana da distribuicdo dos salarios

Entdo, para identificar a mediana, devemos notar que, na classe mediana, faltam 32, 6% =
50% — 17,4% da distribuicdo para completar 50%. Entdo, a area A; do retdangulo sombreado
deve ser igual a 32,06%, enquanto o retdngulo da classe mediana tem area A, = 40,06%. Note
que o retangulo sombreado e o retangulo da classe mediana tém a mesma altura. Usando a
formula da area de um reténgulo, obtém-se:

Ai = 32,6 = (Q,—4800) x h
An = 40,6 = (6800 — 4800) x h

em que h é a altura comum dos dois retdngulos. Dividindo as duas igualdades, termo a termo,
obtém-se a seguinte regra de proporcionalidade:

32,6 O, — 4800 ~ 32,6
40,6 ~ 6800 _ 4800 ~ @2 = 1800+ 2000557

= 0, = 6405, 91

Seguindo o mesmo raciocinio, vemos que o primeiro quartil também estd na segunda
classe 4800 - 6800. Como na primeira classe a frequéncia é 17,4%, faltam 7, 6% = 25%—17, 4%
para completar os 25%. A regra de trés que fornece o primeiro quartil é

7,6 Q1 —4800 7.6

40,6 ~ 6800 —4gop ~ @1 = 4800+ 2000 750

= (1 =5174,38
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O terceiro quartil esta na terceira classe 6800 I 8800. Como nas duas primeiras classes

a frequéncia acumulada é de 17,4% + 40,06% = 58%, faltam 17% = 75% — 58% para completar
os 75%. A regra de trés que fornece o terceiro quartil é

17 Q3 —6800

17
ﬁ_miQ3—6800+2000><3—4:>Q3—7800

EXEMPLO 2.12 Medidas de posicéo de dados agrupacdos

Vamos calcular a média, a moda e a mediana da seguinte distribuicéo:

Classes Frequéncia Simples | Frequéncia Acumulada
Absoluta Relativa % | Absoluta  Relativa %

0 F 5 5 6,25 5 6,25
5 F 10 21 26,25 20 32,50
10 F 15 28 35,00 42 67,50
15 F 20 18 22,50 60 90, 00
20 F 25 8 10,00 80 100, 00

Os pontos médios das classes sdo
0+5 54+10 20425
- _25 =75 ..
2 2 2
e a média é calculada como

x = 0,0625x 2,5+0,2625x7,540,3500 x 12,54 0,2250 x 17,5 +
+0,10 x 22,5 =12,6875

=22,5

Note que é preferivel trabalhar com as frequéncias relativas em forma decimal, pois,
se trabalhdssemos com as frequéncias relativas em forma percentual, teriamos de dividir o
resultado por 100. Lembre-se de que a média tem de estar entre o valor minimo 0 e o valor
mdéximo 25.

A classe modal é 10 - 15 e, portanto, estimamos a moda como x* = 12,5.

Da coluna de frequéncias relativas acumuladas, vemos que a mediana esta na terceira
classe, ou seja, 10 - 15 é a classe mediana. Nas duas primeiras classes, temos 32,50% dos
dados, e faltam 17, 50% para completar 50% (veja a [2.172).

A regra de trés resultante é
Q;—10 15-10
17,5 35,0

= Qz=12,5

O primeiro quartil estéa na seqgunda classe 5 - 10. Como, na primeira classe, temos
6,25%, faltam 25% — 6,25% = 18,75% para completar 25%. A regra de trés que define o
primeiro quartil é

0O,—-5 18,75 18,75
10-5 26,25 9 =°2T3% 3625

8,57

O terceiro quartil estd na quarta classe 15 F 20. Como, nas trés primeiras classes,
temos 67,50%, faltam 75% — 67,5% = 7,5% para completar 75%. A regra de trés que define o
terceiro quartil é

15 7 7
=15 _ 75 L g, =1545x 22

20—15 22,5 22,5:16’67

*»"
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240 ~

200 A

160 -

120 A

80 A

40 A

0 }

800 2800 4800 6800 8800 10800 12800

Figura 2.12 — Célculo da mediana da distribuicdo do Exemplo m
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Capitulo 3

Analise bidimensional

Até o momento, vimos como organizar e resumir informacdes referentes a uma Unica variavel.
No entanto, é bastante frequente depararmos com situacées onde ha interesse em estudar
conjuntamente duas ou mais varidveis. Para os dados da Tabela [3.7} por exemplo, podemos
estudar se ha alguma relacdo entre sexo e a matéria predileta no Ensino Médio. Num estudo
sobre mortalidade infantil, é importante acompanhar também o tratamento pré-natal da mae;
espera-se, neste caso, que haja uma diminuicdo da taxa de mortalidade infantil com o aumento
dos cuidados durante a gravidez.

3.1 Variaveis qualitativas

3.1.1 Representacao tabular: Distribuicao bivariada de frequéncias

Nesta secdo iremos considerar o caso de duas varidveis qualitativas. Como exemplo, vamos
trabalhar com os dados apresentados na Tabela[3.1] onde temos a matéria predileta no Ensino
Médio (C = Ciéncias; G = Geografia; H = Histdéria; T = Matematica; P = Portugués) e o sexo
(M = Masculino; F = Feminino) de 40 alunos. Podemos ver que, mesmo para um pequeno
niimero de observacdes (40), essa tabela é de dificil leitura. Além disso, para cada aluno,
independente de seu nome, a informacao que realmente queremos é sobre o sexo e a matéria
predileta. Note que cada aluno da origem a um par de valores (x;, y;); na Tabela [3.1] por

exemplo, para o aluno Daniel temos o par (M, H).

Uma forma de representar conjuntamente as informacoes referentes a essas duas varia-
veis é através de uma distribui¢do ou tabela conjunta de frequéncias, muitas vezes chamada
de tabela de contingéncia. Como temos duas varidveis de interesse, precisamos de duas di-
mensdes, linha e coluna, para representar as informacdes disponiveis. Assim, o primeiro passo
é escolher qual variavel serd representada em cada uma dessas duas dimensoes.

A escolha da varidvel linha e da variavel coluna depende do objetivo do estudo. Em
geral, coloca-se na coluna a varidvel que define os grupos que desejamos comparar. No
exemplo, poderiamos estar interessados em comparar homens e mulheres com relacdo a ma-
téria predileta e nesse caso, sexo seria a variavel coluna. Se nosso interesse fosse comparar
a preferéncia pelas diferentes matérias, matéria preferida seria a variavel coluna e sexo seria
a variavel linha.
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Tabela 3.1 — Sexo e matéria predileta no Ensino Médio

Aluno Sexo Matéria | Aluno Sexo Matéria | Aluno Sexo Matéria
Alice F T Jeferson M T Marina F P
Ana Luiza F T Jessica F P Mateus M H
André M G Julia F C Miguel M P
Andrea F T Juliana F P Paula F C
Beatriz F H Leticia F G Paulo M C
Camila F T Luana F T Pedro M H
Carolina F G Lucas M H Rafael M G
Cristina F T Luiz M G Renato M C
Daniel M H Luiza F P Ricardo M C
Daniela F P Luna F C Tatiana F T
Fernando M P Marcela F T Thais F P
Gabriel M C Maria Luiza F P Tiago M P
Gabriela F G Marilia F C Vitor M C

Tomada a decisdo sobre as variaveis linha e coluna, podemos comecar a construcao da
tabela. Vamos construir inicialmente a tabela para o caso em que sexo é a varidvel coluna.
Na Tabela [3.2] ilustra-se o primeiro passo do procedimento, que consiste em rotular as linhas
e colunas da tabela.

Tabela 3.2 — Distribuicdo conjunta de sexo e matéria predileta no Ensino Médio - Passo 1

Matéria predileta Sexo

no segundo grau | Masculino (M) Feminino (F)
Ciéncias (C)
Geografia (G)
Histdria (H)
Matematica (T)
Portugués (P)

Note que cada célula na tabela corresponde a um par e temos ao todo 10 pares: (C,M),
(C1), (GM), (GF), (HM), (HF), (TM), (TF), (PM), (PF). A forma de se preencher a tabela é
registrando em cada célula a frequéncia observada do par correspondente. Da Tabela
podemos ver que héa 5 ocorréncias do par (C,M), ou seja, 5 alunos do sexo Masculino preferiam
Ciéncias no Ensino Médio. Assim, na primeira célula registramos a frequéncia 5. Continuando
com esse raciocinio, obtemos a Tabela 3.3}

Tabela 3.3 — Distribuicdo conjunta de sexo e matéria predileta no Ensino Médio - Passo 2

Matéria predileta Sexo

no segundo grau | Masculino Feminino

Ciéncias 5 4

Geografia 3 3

Historia 4 2

Matematica 1 8
3 7

Portugués

O dltimo passo consiste em registrar os totais de linha (nimero de alunos que preferiam
cada uma das cinco matérias) e os totais de coluna (nimero de alunos por sexo). Esses totais
sdo obtidos somando-se os elementos de cada linha e cada coluna. Por exemplo, para a
primeira linha, 5 + 4 = 9 alunos preferiam Ciéncias; para a primeira coluna,5 + 3 + 4 + 1 +
3 = 16 alunos eram do sexo Masculino. Na Tabela apresentamos a distribuicdo conjunta
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final das duas variaveis. Como ja visto no caso univariado, essa forma de apresentacao é
mais interessante, uma vez que ndo estamos interessados na observacao individual e, sim, no
comportamento dos grupos.

Tabela 3.4 — Distribuicdo conjunta de sexo e matéria predileta no Ensino Médio

Matéria predileta Sexo Total
no Ensino Médio | Masculino Feminino

Ciéncias 5 4 9
Geografia 3 3 6
Histoéria 4 2 6
Matematica 1 8 9
Portugués 3 7 10
Total 16 24 40

A titulo de ilustracao, apresenta-se na Tabela [3.5 a tabela com Matéria Predileta como
a variavel coluna.

Tabela 3.5 — Distribuicdo conjunta de sexo e matéria predileta no Ensino Médio

Sexo Matéria predileta no Ensino Médio Total
Ciéncias Geografia Histéoria Matematica Portugués
Masculino 5 3 4 1 3 16
Feminino 4 3 2 8 7 24
Total 9 6 6 9 10 40

3.1.2 Frequéncias relativas

Na construcao de distribuicoes de frequéncias univariadas, foi acrescentada a tabela a coluna
de frequéncias relativas, que davam a proporcdo de elementos em cada classe com relagdo
ao numero total de elementos. Um procedimento analogo pode ser feito para as tabelas
bidimensionais; a diferenca é que, neste caso, existem trés possibilidades para expressarmos
as proporcoes de cada cela: (i) com relacdo ao total geral; (ii) com relacdo ao total de cada
linha e (iii) com relacéo ao total de cada coluna. A escolha entre essas trés possibilidades
devera ser feita de acordo com o objetivo da analise.

Continuando com nosso exemplo, vamos construir as distribuicdées de frequéncias rela-
tivas com a variavel Sexo na coluna.

Em relacao ao total geral

Para cada célula, calcula-se a frequéncia relativa ao total geral (40). Para a primeira célula,
isso nos dé 5/40 = 0,125 ou 12,5%, o que significa que 12,5% de todos os alunos sdo do sexo
Masculino e preferiam Ciéncias no Ensino Médio. Completando os calculos, obtemos a Tabela

B.a

Na Figura[3.T|apresentam-se duas formas de representar essa distribuigao graficamente:
grafico de colunas ou grafico de colunas empilhadas.

A distribuicdo de frequéncias relativas ao total geral ndo sdo muito usadas na pratica,
uma vez que, na maioria das andlises bidimensionais, o objetivo estd em comparar grupos.
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Tabela 3.6 — Distribuicdo conjunta (%) de sexo e matéria predileta no Ensino Médio

Matéria predileta Sexo Total
no Ensino Médio | Masculino Feminino

Ciéncias 125 10,0 22,5
Geografia 75 751 150
Histéria 10,0 50| 15,0
Matematica 25 200 | 225
Portugués 75 175 25,0
Total 40,0 60,0 | 100,0

Distribuicdo conjunta (%) de Sexo e Matéria Predileta
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BHomens @ Mulheres

Distribuigdo conjunta (%) de Sexo e Matéria Predileta
30

25

Heelk

Ciéncias Geografia Histéria

Matemdtica Portugués

@ Homens EMulheres

Figura 3.1 — Distribuicdo conjunta (%) de sexo e matéria predileta no Ensino Médio

Assim, é mais comum vermos as distribuicoes de frequéncias relativas aos totais de coluna ou

linha.

Em relagdo ao total das colunas

O objetivo agora é comparar os “grupos” definidos pelas categorias da variavel coluna. Sendo

assim, temos que uniformizar os totais de todas as colunas, ou seja, para cada coluna a

frequéncia relativa total seréd 100%, o que permite a comparacdo. Para construir essa dis-

tribuicdo, temos que trabalhar em cada coluna separadamente, calculando para cada célula

a frequéncia relativa ao total da respectiva coluna. Na Tabela [3.7] mostram-se os cdlculos
e na Tabela [3:8] temos a distribuicdo completa. Essa distribuicao é chamada distribui¢do

condicional da Matéria Predileta dado o Sexo do aluno

Tabela 3.7 — Construcdo da distribuicdo condicional (%) de Matéria Predileta no Ensino Médio dado

o Sexo do aluno

Matéria predileta Sexo Total
no Ensino Médio | Masculino  Feminino

Ciéncias 100x5/16  100x4/24 | 100x9/40
Geografia 100x3/16  100x3/24 | 100x6/40
Histéria 100x4/16  100x2/24 | 100x6/40
Matematica 100x1/16  100x8/24 | 100x9/40
Portugués 100x3/16  100x7/24 | 100x10/40
Total 100x16/16  100x24/24 | 100x40/40
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Tabela 3.8 — Distribuicao condicional (%) de Matéria Predileta no Ensino Médio dado o Sexo do aluno

Matéria predileta Sexo Total
no Ensino Médio | Masculino Feminino

Ciéncias 31,25 16,67 22,50
Geografia 18,75 12,50 | 15,00
Histéria 25,00 8,33 | 15,00
Matematica 6,25 33,33 | 2250
Portugués 18,75 29,17 25,00
Total 100,00 100,00 | 100,00

Da Tabela @ podemos concluir que, entre os homens, 31,25% preferiam Ciéncias, en-
quanto essa porcentagem cai para 16,67% entre as mulheres. Vemos, também, que, embora os
numeros absolutos de homens e mulheres que preferiam Geografia sejam iguais, os percen-
tuais por sexo sao diferentes: 3 em 16 (0,1875) é maior que 3 em 24 (0,125).

Na Figura [3.2 apresentam-se os gréficos apropriados para ilustrar essa distribuicao.

Distribuicio condicional (%) de Matéria Predileta por Sexo Distribuicdo condicional (%) de Matéria Predileta por Sexo
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OCiéncias D Geografia [Historia B Matemdtica B Portugués OCiéncias DO Geografia M[Historia BMatemdtica B Portugués

Figura 3.2 — Distribuicdo condicional (%) de Matéria Predileta por Sexo

Em relacao ao total das linhas

A sequir sdo dadas as representacdes tabular e grafica da distribuicdo condicional de Sexo
por Matéria Predileta.

Tabela 3.9 — Distribuicdo condicional de Sexo dada a Matéria Predileta no Ensino Médio

Matéria predileta Sexo Total
no Ensino Médio | Masculino Feminino

Ciéncias 55,56 44,44 | 100,00
Geografia 50,00 50,00 | 100,00
Histéria 66,67 33,33 | 100,00
Matematica 11,11 88,89 | 100,00
Portugués 30,00 70,00 | 100,00
Total 40,00 60,00 | 100,00
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Distribuico condicional (%) de Sexo por Matéria Predileta Distribui¢cdo condicional (%) de Sexo por Matéria Predileta
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Figura 3.3 — Distribuicdo condicional (%) de Sexo por Matéria Predileta
3.2 Variaveis quantitativas

No caso de varidveis quantitativas discretas com poucos valores, a construcdo de tabelas
bivariadas pode ser feita de maneira analoga as varidveis qualitativas. Para variaveis quan-
titativas continuas ou discretas com muitos valores, a construcdo é possivel, mas ndo muito
usual, uma vez que hd muita perda de informacdo pois, assim como no caso univariado, é
preciso agrupar os dados em classes.

3.2.1 Diagramas de dispersao

Quando as variaveis envolvidas em uma andlise bidimensional séo do tipo quantitativo (salério,
idade, altura etc.), um instrumento de analise bastante Util é o diagrama de disperséo.

»]5 2 IN[02(0H Diagrama de dispersao

O diagrama de dispersdo é um grafico bidimensional, em que os valores
das variaveis envolvidas sao representados como pares ordenados no plano
cartesiano. Essas varidveis sdo varidveis quantitativas, medidas sobre os
mesmos individuos.

Para ilustrar a construcéo de um diagrama de dispersao, vamos considerar uma amostra
de 10 alunas do curso de Hotelaria da UFF (dados ficticios) para as quais foram medidos seu
peso (em kg) e sua altura (em cm). Na Tabela [3.70} apresentam-se os dados obtidos.

O primeiro passo consiste em desenhar os eixos cartesianos e definir as escalas de forma
apropriada. Nao é necessario comecar da origem, ou seja, pode-se fazer uma quebra de escala.
Na Figura @ ilustra-se o sistema de eixos cartesianos, com a variavel Peso representada no
eixo vertical e a varidvel altura no eixo horizontal. O motivo para essa escolha é que nosso
interesse estd em estudar o efeito da altura sobre o peso das meninas. Note que a escala
no eixo horizontal comeca em 150 (a menor altura é 155) e termina em 180 (a maior altura é
177). Analogamente, a escala no eixo vertical comeca em 30 e termina em 90.

O proximo passo consiste em marcar os pontos nesse sistema de eixos. Vamos ilustrar o
procedimento para a primeira aluna Ana, que tem altura 155 e peso 50. Na escala horizontal
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Tabela 3.10 — Peso e altura de uma amostra de 10 alunas

Aluno Altura Peso
Ana 155 50
Ludmilla 158 61
Cristina 162 65
Tereza 168 68
Patricia 170 69

Mariana 170 65
Ana Paula 172 82

Dirce 173 79
Fabiana 173 75
Tatiane 177 80

Diagrama de dispersdo de Peso x Altura
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Figura 3.4 — Diagrama de disperséo para peso e altura - os eixos

procuramos o valor 155 e a partir desse valor tracamos uma linha auxiliar paralela ao eixo
vertical; na escala vertical procuramos o valor 50 e a partir dele tracamos uma linha auxiliar
paralela ao eixo horizontal. O ponto de intersecdo dessas duas linhas auxiliares representa
o ponto (155,50) referente a aluna Ana. Veja a Figura

Diagrama de dispersdo de Peso x Altura
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Figura 3.5 — Diagrama de dispersao para peso e altura - marcacdo do ponto para Ana

Repetindo o processo para cada uma das alunas obtém-se o diagrama de disperséo
dado na Figura
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Diagrama de dispersdo de Peso x Altura
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Figura 3.6 — Diagrama de disperséao para peso e altura de 10 alunas

3.2.2 Covariancia

Analisando o diagrama de dispersdo de peso e altura, podemos ver que hd uma tendéncia
de crescimento do peso a medida que a altura aumenta e essa tendéncia parece linear, ou
seja, seria razoavel tracar uma reta através dos pontos. Com essa reta, poderiamos “estimar”
o peso de alguma aluna conhecendo sua altura. Mas andlises visuais sao sempre subjetivas.
Assim, vamos estudar, agora, uma medida de associacdo entre varidveis quantitativas que
medira o grau de associacao linear. Entéo, tal medida ird representar o quanto a “nuvem” de
pontos em um diagrama de dispersao se aproxima de uma reta.

O primeiro passo para isso é uniformizar o centro da nuvem, de modo que todas as
nuvens de pontos (diagramas de disperséo) que venhamos a analisar estejam centradas na
origem. Veja as Figuras e Na primeira, temos os dados originais e o centro da
nuvem esta no ponto (x,y). Na segunda, temos os dados deslocados, de modo que o centro
da nuvem esta no ponto (0,0). A forma da nuvem é a mesma; apenas “arrastamos” a nuvem
para a origem. Note, na Figura que a maioria dos pontos estd no primeiro e terceiro
quadrantes!

%0
]
. =
80 . . g 10 ¢ . d
L] g °
7 e g —
k3 hd * 215 10 P . 5 10 1|5
S 60 o £ .
3 b -10
& &
50 L z
4
a . -20
|
40 B
E;
3 -30
30 3
150 155 160 165 170 175 180 3
Altura (cm) Altura (cm) - Desvios em torno da média
(a) Dados originais (b) Desvios em torno das médias

Figura 3.7 — Diagrama de disperséo de peso e altura

Para obter essa nova nuvem, temos que subtrair, de cada altura, a média das alturas
e de cada peso, a média dos pesos. Na Tabela apresentamos os calculos. Note que a
média dos desvios é igual a 0, ou seja, a nuvem esta centrada na origem!
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Tabela 3.11 — Peso e altura de uma amostra de 10 alunas

Aluno Dados originais Desvios em torno da média
Altura (X;) | Peso (Y}) Altura (X; — X) Peso (Y; — Y)
Ana 155 50 155 —-167,8 = —-12,8 | 50 — 69,4 = —19, 4
Ludmilla 158 61 158 —167,8 =-9,8 | 61—-69,4=-8,4
Cristina 162 65 162 —-167,8 =-5,8 | 66—-69,4=—4,4
Tereza 168 68 168 —167,8 =0,2 68 —69,4=—-1,4
Patricia 170 69 170 —167,8 =2,2 69 —-069,4=-0,4
Mariana 170 65 170 —167,8 = 2,2 65—69,4=—-4,4
Ana Paula 172 82 172 —-167,8 = 4,2 82-69,4=12,6
Dirce 173 79 173 -167,8 =5,2 79—-69,4=9,6
Fabiana 173 75 173 -167,8 =5,2 75—-69,4=5,6
Tatiane 177 80 177 —167,8 =9,2 80—69,4=10,6
MEDIA 167,8 69,4 0,0 0,0

Consideremos, agora, os dados da Tabela [3.12] em que temos as temperaturas médias
anuais e a latitude de uma amostra de 15 cidades dos Estados Unidos (?). Na Figura [3.8]
temos o diagrama de dispersao desses dados e podemos ver que hd uma relagdo decrescente
entre as variaveis: aumentando a latitude a temperatura decresce. Como antes, é razoavel
pensar em tracar uma reta por esses dados, ou seja, hd uma tendéncia linear decrescente
entre as variaveis.

Latitude | Temperatura (°F)
34 50,4
32 51,0
gg g(;'; Diagrama de dispersdo de latitude e temperatura
oy 36,7 XS
45 18,2 » .
41 30,1 g, o
33 55,9 .
34 46,6 . T
47 133 )
44 34'0 25 30 35 Lattoude 45 50 55
39 36,3
;g ?}3'? Figura 3.8 — Latitude e temperatura
40 34,5

Tabela 3.12 — Latitude e temperatura

Como no exemplo anterior, vamos centralizar a nuvem na origem, plotando os desvios
em torno da média. Veja as Figuras e No diagrama centrado na origem, a maioria
dos pontos estd no seqgundo e no quarto quadrantes!

Analisando esses dois exemplos, podemos observar que, para o primeiro conjunto de
dados, em que a tendéncia entre as variaveis é crescente, a maioria dos desvios estd no
primeiro e terceiro quadrantes, enquanto no segundo exemplo, em que a relacédo é decrescente,
a maioria dos desvios esta no sequndo e quarto quadrantes.
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Diagrama de dispersédo de latitude e temperatura Diagrama de dispersdo de latitude e temperatura
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Figura 3.9 — Diagrama de disperséo de latitude e temperatura

O primeiro e terceiro quadrantes se caracterizam pelo fato de as abscissas e ordenadas
terem o mesmo sinal e, portanto, seu produto é positivo; ja no segundo e quarto quadrantes,
as abscissas e ordenadas tém sinais opostos e, portanto, seu produto é negativo. Entao, para
diferenciar esses graficos, podemos usar uma medida baseada no produto dos desvios, isto é,
(X; — X)(Y: — Y). Como no caso da varidncia ou desvio médio absoluto, para considerar todos
0s pares possiveis e descontar o nimero de observacoes, vamos tomar o valor médio desses
produtos.

51520261 Covariancia

A covaridncia entre as varidveis X e Y é definida por

n

i=1

onde X; e Y; sdo os valores observados.

Uma férmula alternativa mais simples de se trabalhar é a sequinte:
1 n
Cov(X, ¥) = — Z1 XYi—XY (3.2)
=

Analisando a férmula (3.2) podemos ver que a covaridncia é a “média dos produtos menos o
produto das médias”. Resulta também que a covaridncia entre X e X é a variancia de X, isto
é: Cov(X, X) = Var(X).

E bastante importante salientar a interpretacdo da covaridncia: ela mede o grau de
associagdo linear entre variaveis. Considere os dados apresentados na Tabela 3.13] cujo
diagrama de dispersao é dado na Figura[3.10] Este diagrama exibe uma associagao quadrética
perfeita entre as variaveis; no entanto, a covaridncia entre elas é nula. Note que X =0, assim

como )_X;Y;=0.
i=
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X[ Y [ XY
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122 [ 1,44 || 2,0 | 4,00 . 3 .
21,0 | 1,00 || 22 | 484 e 7] o’

08| 064 || 24| 5,76 Co, ' o0°
06036 | 26| 676 S S S S

-04 016 | 2,8 | 7,84

-0,2 10,04 31900 Figura 3.10 — Associacao quadratica perfeita, covaridncia nula
0,0 | 0,00

Tabela 3.13 — Covaridncia nula

3.2.3 Coeficiente de correlacao

Um dos problemas da covariancia é a sua dependéncia da escala dos dados, o que faz com que
seus valores possam variar de —oco a +oo. Observe que sua unidade de medida é dada pelo
produto das unidades de medida das varidveis X e Y envolvidas. Isso torna dificil a comparacao
de situacdes como as ilustradas nos graficos das Figuras e Esses dois diagramas
de dispersao representam os dados sobre latitude e temperatura ja analisados anteriormente.
Na Figura as temperaturas estdao medidas em graus Fahrenheit e na Figura em
graus Celsius. Sendo assim, a informacdo que os dados nos trazem é, basicamente, a mesma.
Mas, para o primeiro conjunto, a covariancia é —51,816 e, para o segundo, —28, 7867.

Diagrama de dispersdo de latitude e temperatura Diagrama de dispersdo de latitude e temperatura
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Figura 3.11 — Latitude e temperatura (°F) Figura 3.12 — Latitude e temperatura (°C)

Uma maneira de se tirar o efeito da escala é dividir os dados pelo seu desvio padréo, ou
seja, trabalhar com os escores padronizacos X’U;X e % Nas Figuras(3.13|e(3.14} apresentam-
se os diagramas de dispersédo para os dados padronizados sobre latitude e temperatura, com
a temperatura medida em graus Fahrenheit e Celsius. Note que os diagramas, agora, sdo

idénticos!
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Diagrama de dispersédo de latitude e temperatura Diagrama de dispersao de latitude e temperatura
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A covariancia entre variaveis padronizadas recebe o nome de coeficiente de correlagdo.

552 N[00 Coeficiente de correlacao

O coeficiente de correlagdo entre as varidveis X e Y é definido como

Corr(X, Y) = p(X, Y) = 1’27 (X" _X) (“'_5’) _ LX) g
i=1

Ox oy 0y

Os dois conjuntos de dados das Figuras [3.13] e [3.74] tém, ambos, 0 mesmo coeficiente de
correlacdo, igual a 0,9229.

Observe que o coeficiente de correlacdo é adimensional. Além disso, ele tem uma pro-
priedade bastante interessante, que é a seguinte:

—1<p(X, V) <1 (3-4)

Assim, valores do coeficiente de correlacao proximos de 1 indicam uma forte associacao linear
crescente entre as variaveis, enquanto valores proximos de -1 indicam uma forte associacdo
linear decrescente. Ja valores proximos de zero indicam fraca associacao linear (isso nao
significa que ndo exista algum outro tipo de associagdo; veja o caso da Figura [3.10).

Vamos ver, agora, mais um exemplo para ilustrar todos os passos necessarios para o
calculo do coeficiente de correlacdo entre duas variaveis.

1. O primeiro passo é analisar o diagrama de disperséo para ver se é razoavel pensar em
uma relacado linear entre as variaveis.

2. Calcular a média de cada uma das variaveis. Para isso, precisamos somar os valores de
cada uma das variaveis.

3. Calcular a varidncia de cada uma das variaveis pela férmula (2.74): para isso precisamos
somar os quadrados dos valores de cada uma das variaveis.

4. Calcular a covaridncia das varidveis usando a férmula (3.2} para isso precisamos somar
os produtos dos valores das variaveis.
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5. Calcular a correlacéo.

A execucdo desses passos fica facilitada com a construcdo de uma tabela, conforme
ilustraremos agora.

EXEMPLO 3.1 Barcos registrados e mortes de peixes-bois

A Tabela 3.14] contém dados sobre o ntiimero de barcos registrados na Flérida (em milhares) e
o numero de peixes-bois mortos por barcos, entre os anos de 1977 e 19962013 (?). Construa
o diagrama de dispersdo para esses dados e calcule o coeficiente de correlacdo entre as
variaveis, interpretando seu resultado.

Tabela 3.14 — Barcos registrados e mortes de peixes-bois na Flérida

Ano Barcos Mortes | Ano Barcos Mortes | Ano Barcos Mortes | Ano Barcos Mortes

1977 447 13 1987 645 39 1997 755 54 2007 1027 73
1978 460 21 1988 675 43 1998 809 60 2008 1010 90
1979 481 24 1989 711 50 1999 830 82 2009 982 97
1980 498 16 1990 719 47 2000 880 78 2010 942 83
1981 513 24 1991 681 53 2001 944 81 2011 922 88
1982 512 20 1992 679 38 2002 962 95 2012 902 81
1983 526 15 1993 678 35 2003 978 73 2013 897 72
1984 509 34 1994 696 49 2004 983 69
1985 585 33 1995 713 42 2005 1010 79
1986 614 33 1996 732 60 2006 1024 92

Solucao

Na Figura[3.15] temos o diagrama de disperséo, onde se vé que, a medida que aumenta
o numero de barcos registrados, hd um aumento do nimero de mortes de peixes-bois na
Florida. A associacdo entre as varidveis tem um forte padréo linear crescente.

Diagrama de dispersdo de niimero de barcos registrados e
mortes de peixes-boina Flérida
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Figura 3.15 — Barcos registrados e mortes de peixes-bois na Flérida
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Na tabela a sequir, temos os detalhes dos calculos a serem feitos, no caso de se estar
utilizando uma calculadora mais simples.

X Y X? y? XY
447 13 199809 169 5811
460 21 211600 441 9660
481 24 231361 576 11544
498 16 248004 256 7968
513 24 263169 576 12312
512 20 262144 400 10240
526 15 276676 225 7890

559 34 312481 1156 19006
585 33 342225 1089 19305
614 33 376996 1089 20262
645 39 416025 1521 25155
675 43 455625 1849 29025
711 50 505521 2500 35550
719 47 516961 2209 33793
681 53 463761 2809 36093
679 38 461041 1444 25802
678 35 459684 1225 23730
696 49 484416 2401 34104
713 42 508369 1764 29946
732 60 535824 3600 43920
755 54 570025 2916 40770
809 66 654481 4356 53394
830 82 688900 6724 68060
880 78 774400 6084 68640
944 81 891136 6561 76464
962 95 925444 9025 91390
978 73 956484 5329 71394
983 69 966289 4761 67827
1010 79 1020100 6241 79790
1024 92 1048576 8464 94208
1027 73 1054729 5329 74971
1010 90 1020100 8100 90900
982 97 964324 9409 95254
942 83 887364 6889 78186
922 88 850084 7744 81136
902 81 813604 6561 73062
897 72 804609 5184 64584
Soma 27981 2042 22422341 136976 1711146

A covariancia de X e Y é a “média dos produtos menos o produto das médias”, ou seja:

1711146 27981 y 2042
37 37 37

A variancia de cada varidvel é a “média dos quadrados menos o quadrado da média”,
ou seja:

Cov(x, y) = = 4510, 738

Var(X)

_ 22422341 (27981

2
37 37 ) = 34105, 37327
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Var(Y)

_ 136976 (2042

2
37 37 ) = 0656, 2074

O coeficiente de correlacao é:

Corr(X, Y) = 4910, 738 =0, 953489
/34105, 3733 x 656, 2074

Esta alta correlacdo positiva confirma a forte relacéo linear crescente entre as variaveis,
ja vislumbrada no diagrama de disperséo.
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