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Capítulo 1

Inferência Estatística – Conceitos Básicos

Na primeira parte do curso foi visto como resumir um conjunto de dados por meio de tabelasde frequências, gráficos e medidas de posição e dispersão. Depois, foram estudados modelosprobabilísticos, discretos ou contínuos, para descrever determinados fenômenos. Agora, essasferramentas serão utilizadas no estudo de um importante ramo da Estatística, conhecido como
Inferência Estatística, que busca métodos de fazer afirmações sobre características de uma população,conhecendo-se apenas resultados de uma amostra.

• população e amostra;
• amostra aleatória simples;
• estatísticas e parâmetros;
• estimador;
• distribuição amostral de um estimador.

Introdução

No estudo da estatística descritiva na primeira parte do curso, vimos que população é o conjuntode elementos para os quais se deseja estudar determinada(s) característica(s). Vimos também queuma amostra é um subconjunto da população.
No estudo da inferência estatística, o objetivo principal é obter informações sobre umapopulação a partir das informações de uma amostra e aqui vamos precisar de definições mais formais
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de população e amostra. Para facilitar a compreensão desses conceitos, iremos apresentar algunsexemplos a título de ilustração.
Exemplo 1.1Em um estudo antropométrico em nível nacional, uma amostra de 5000 adultos é selecionada dentreos adultos brasileiros com objetivo de se estimara a altura média do brasileiro.
Solução:Neste exemplo, a população é o conjunto de todos os brasileiros adultos. No entanto, o interesse (umdeles, pelo menos) está na altura dos brasileiros. Assim, nesse estudo, a cada sujeito da população,associamos um número correspondente à sua altura. Se determinado sujeito é sorteado para entrarna amostra, o que nos interessa é esse número, ou seja, sua altura.

Como vimos, essa é a definição de variável aleatória: uma função que associa a cada ponto doespaço amostral um número real. Dessa forma, a nossa população pode ser representada pela variávelaleatória X = “altura do adulto brasileiro”. Como essa é uma variável aleatória contínua, a ela estáassociada uma função densidade de probabilidade f e da literatura, sabemos que é razoável suporque essa densidade seja a densidade normal. Assim, nossa população, nesse caso, é representadapor uma variável aleatória X ∼ N
(
µ; σ2). Conhecendo os valores de µ e σ , teremos informaçõescompletas sobre a nossa população.

Uma forma de obtermos os valores de µ e σ é medindo as alturas de todos os brasileirosadultos. Mas esse seria um procedimento caro e demorado. Uma solução, então, é retirar umaamostra (subconjunto) da população e estudar essa amostra. Suponhamos que essa amostra sejaretirada com reposição e que os sorteios sejam feitos de forma independente, isto é, o resultadode cada extração não altere o resultado das demais extrações. Ao sortearmos o primeiro elemento,estamos realizando um experimento que dá origem à variável aleatória X1 = “altura do primeiroelemento”; o segundo elemento dá origem à variável aleatória X2 = “ altura do segundo elemento” eassim por diante. Como as extrações são feitas com reposição, todas as variáveis aleatórias X1, X2, . . .têm a mesma distribuição, que reflete a distribuição da altura de todos os brasileiros adultos. Parauma amostra específica, temos os valores observados x1, x2, . . . dessas variáveis aleatórias.
��

Exemplo 1.2Consideremos, agora, um exemplo baseado em pesquisas eleitorais, em que estamos interessados noresultado do segundo turno de uma eleição presidencial brasileira. Vamos considerar uma situaçãosimplificada em que não estamos considerando votos nulos, indecisos etc. Nosso interesse é estimara proporção de votos no candidato A.
Solução:Mais uma vez, nossos sujeitos de pesquisa são pessoas com 16 anos ou mais, aptas a votar. Ointeresse final é saber a proporção de votos de um e outro candidato. Nesta situação simplificada,cada sujeito de pesquisa dá origem a uma variável aleatória binária, isto é, uma variável aleatóriaque assume apenas dois valores. Como visto, podemos representar esses valores por 1 (candidato A)
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e 0 (candidato B), o que define uma variável aleatória de Bernoulli, ou seja, essa população pode serrepresentada pela variável aleatória X ∼ Bern(p).

O parâmetro p representa a probabilidade de um sujeito dessa população votar no candidatoA. Uma outra interpretação é que p representa a proporção populacional de votantes no candidatoA.
Para obtermos informação sobre p, retira-se uma amostra da população e, como antes, vamossupor que essa amostra seja retirada com reposição. Ao sortearmos o primeiro elemento, estamosrealizando um experimento que dá origem à variável aleatória X1 = “voto do primeiro elemento”;o segundo elemento dá origem à variável aleatória X2 = “voto do segundo elemento” e assim pordiante. Como as extrações são feitas com reposição, todas as variáveis aleatórias X1, X2, . . . têm amesma distribuição de Bernoulli populacional, isto é, Xi ∼ Bern(p), i = 1, 2, . . ..

��

População

A inferência estatística trata do problema de se obter informação sobre uma população a partirde uma amostra. Embora a população real possa ser constituída por pessoas, empresas, animaisetc., as pesquisas estatísticas buscam informações sobre determinadas características dos sujeitos,características essas que podem ser representadas por números. Sendo assim, a cada sujeito dapopulação está associado um número, o que nos permite apresentar a seguinte definiçõa, ilustradanos dois exemplos acima.
Definição 1.1
A população de uma pesquisa estatística pode ser representada por uma variável aleatória X
que descreve a característica de interesse.

Os métodos de inferência nos permitirão obter estimativas dos parâmetros da distribuição detal variável aleatória, que pode ser contínua ou discreta.
Amostra Aleatória Simples

Como já dito, é bastante comum o emprego da amostragem em pesquisas estatísticas. Naspesquisas por amostragem, uma amostra é selecionada da população de interesse e todas asconclusões serão baseadas apenas nessa amostra. Para que seja possível inferir resultados paraa população a partir da amostra, é necessário que esta seja “representativa” da população.
Embora existam vários métodos de seleção de amostras, vamos nos concentrar, aqui, no casomais simples, que é a amostragem aleatória simples. Segundo tal método, toda amostra de mesmo
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tamanho n tem igual chance (probabilidade) de ser sorteada. É possível extrair amostras aleatóriassimples com ou sem reposição.
Quando estudamos as distribuições binomial e hipergeométrica, vimos que a distribuiçãobinomial correspondia a extrações com reposição e a distribuição hipergeométrica correspondia aextrações sem reposição. No entanto, para populações grandes – ou infinitas – extrações com e semreposição não levam a resultados muito diferentes.
Assim, no estudo da Inferência Estatística, vamos sempre lidar com amostragem aleatóriasimples com reposição. Esse método de seleção atribui a cada elemento da população a mesmaprobabilidade de ser selecionado e esta probabilidade se mantém constante ao longo do processo deseleção da amostra (se as extrações fossem sem reposição isso não aconteceria).
No restante desse curso, vamos omitir a expressão “com reposição”, ou seja, o termo amostragem(ou amostra) aleatória simples sempre se referirá à amostragem com reposição.
Uma forma de se obter uma amostra aleatória simples é escrever os números ou nomes doselementos da população em cartões iguais, colocar esses cartões em uma urna misturando-os beme fazer os sorteios necessários, tendo o cuidado de colocar cada cartão sorteado na urna antesdo próximo sorteio. Na prática, em geral, são usados programas de computador, uma vez que aspopulações tendem a ser muito grandes.
Agora vamos formalizar o processo de seleção de uma amostra aleatória simples, de forma arelacioná-lo com os problemas de inferência estatística que você vai estudar.
Seja uma população representada por uma variável aleatória X . De tal população será sorteadauma amostra aleatória simples com reposição de tamanho n. Como visto nos exemplos anteriores,cada sorteio dá origem a uma variável aleatória Xi e, como os sorteios são com reposição, todas essasvariáveis têm a mesma distribuição de X. Isso nos leva à seguinte definição.

Definição 1.2
Uma amostra aleatória simples de tamanho n de uma variável aleatória X (população) é um
conjunto de n variáveis aleatórias X1, X2, ..., Xn independentes e identicamente distribuídas.

É interessante notar a convenção usual: o valor observado de uma variável aleatória X érepresentado pela letra minúscula correspondente. Assim, depois do sorteio de uma amostra detamanho n de uma população X , temos valores observados x1, x2, . . . , xn de X .
Estatísticas e Parâmetros

Obtida uma amostra aleatória simples, é possível calcular diversas características destaamostra, como, por exemplo, a média, a mediana, a variância etc. Qualquer uma destas características
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é uma função de X1, X2, ..., Xn e, portanto, o seu valor depende da amostra sorteada.

Sendo assim, cada uma dessas características ou funções é também uma variável aleatória Porexemplo, a média amostral é a variável aleatória definida por
X = X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

Isso nos leva à seguinte definição
Definição 1.3
Uma estatística amostral ou estimador T é qualquer função da amostra X1, X2, ..., Xn, isto é,

T = g(X1, X2, ..., Xn)
onde g é uma função qualquer.

As estatísticas amostrais que consideraremos neste curso são:

• média amostral
X = X1 + X2 + · · ·+ Xn

n (1.1)
• variância amostral

S2 = 1
n − 1 n∑

i=1
(
Xi − X

)2 (1.2)

Para uma amostra específica, o valor obtido para o estimador será denominado estimativae, em geral, será representado por letras minúsculas. Por exemplo, temos as seguintes notaçõescorrespondentes à média e à variância amostrais: x e s2.
De forma análoga, temos as características de interesse da população. No entanto, paradiferenciar as duas situações (população e amostra), atribuímos nomes diferentes.

Definição 1.4
Parâmetro é uma característica da população.

Assim, se a população é representada pela variável aleatória X, alguns parâmetros são aesperança ou média E(X ) e a variância Var(X ) de X .
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Com relação às características mais usuais, vamos usar a seguinte notação:
Característica Parâmetro Estatística

(população) (amostra)Média µ XVariância σ2 S2Número de elementos N n

Distribuições Amostrais

Nos problemas de inferência, estamos interessados em estimar um parâmetro θ da populaçãopor meio de uma amostra aleatória simples X1, X2, ..., Xn. Para isso, usamos uma estatística T e,com base no valor obtido para T a partir de uma amostra particular, iremos tomar as decisões que oproblema exige. Já foi dito que T é uma variável aleatória, uma vez que depende da amostra sorteada;amostras diferentes fornecerão diferentes valores para T . Assim, há variabilidade entre as possíveisamostras. Conhecendo tal variabilidade, temos condições de saber “quão infelizes” podemos ser nosorteio da amostra.
Exemplo 1.3Consideremos a população {1, 3, 6, 8}, isto é, este é o conjunto dos valores da característica deinteresse da população em estudo. Suponha que dessa população iremos extrair uma amostraaleatória simples de tamanho dois e, com base nessa amostra, iremos estimar a média populacional
µ a partir da média da média amostral. Vamos, então, estudar o comportamento de X ao longo detodas as 16 possíveis amostras de tamanho n = 2.
Solução:Consideremos, inicialmente, a população descrita pela variável aleatória X . Como todos os elementossão igualmente prováveis, temos uma distribuição uniforme discreta:

pX (x) =


4/16 , se x = 14/16 , se x = 34/16 , se x = 64/16 , se x = 80 , caso contrário.
0 2 4 6 8

0
1/16
2/16
3/16
4/16

Figura 1.1 – Distribuição de X - população
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Para esta população, temos

E(X ) = µ = 14 (1 + 3 + 6 + 8) = 4, 5
Var(X ) = σ2 = 14 [(1− 4, 5)2 + (3− 4, 5)2 + (6− 4, 5)2 + (8− 4, 5)2] = 7, 25

Algumas possibilidades de amostra são {1, 1}, {1, 3}, {6, 8}, para as quais os valores da médiaamostral são 1, 2 e 7, respectivamente. Podemos ver, então, que há uma variabilidade nos valoresda estatística amostral. As amostras {1, 1} e {8, 8} são as que têm média amostral mais afastada daverdadeira média populacional. Se esses valores tiverem chance muito mais alta do que os valoresmais próximos de E(X ), podemos ter sérios problemas na estimação da média populacional.
Para conhecer o comportamento da média amostral, temos que conhecer todos os possíveisvalores de X , o que equivaleria a conhecer todas as possíveis amostras de tamanho dois de talpopulação. Nesse exemplo, como só temos quatro elementos na população, a obtenção de todas asamostras aleatórias simples de tamanho dois não é difícil.
Lembre-se do nosso estudo de análise combinatória que, como o sorteio é feito com reposição,em cada um dos sorteios temos quatro possibilidades. Logo, o número total de amostras aleatóriassimples é 4 × 4 = 16. Por outro lado, em cada sorteio, cada elemento da população tem a mesmachance de ser sorteado; como são quatro elementos, cada elemento tem probabilidade 1/4 de sersorteado.
Finalmente, como os sorteios são independentes, para obter a probabilidade de um par deelementos pertencer à amostra, basta multiplicar as probabilidades (lembre-se que P(A ∩ B) =P(A) P(B) quando A e B são independentes). A independência dos sorteios é garantida pela reposiçãode cada elemento sorteado. Dessa forma, cada uma das possíveis amostras tem probabilidade 1/16de ser sorteada.
Na Tabela 1.1 a seguir, listamos todas as possíveis amostras, com suas respectivasprobabilidades e, para cada uma delas, apresentamos o valor da média amostral.

Tabela 1.1 – Distribuição amostral de X – População {1, 3, 6, 8}
Amostra Prob. x Amostra Prob. x(1,1) 1/16 (1 + 1)/2 = 1 (6,1) 1/16 (6 + 1)/2 = 3, 5(1,3) 1/16 (1 + 3)/2 = 2 (6,3) 1/16 (6 + 3)/2 = 4, 5(1,6) 1/16 (1 + 6)/2 = 3, 5 (6,6) 1/16 (6 + 6)/2 = 6(1,8) 1/16 (1 + 8)/2 = 4, 5 (6,8) 1/16 (6 + 8)/2 = 7(3,1) 1/16 (3 + 1)/2 = 2 (8,1) 1/16 (8 + 1)/2 = 4, 5(3,3) 1/16 (13 + 3)/2 = 3 (8,3) 1/16 (8 + 3)/2 = 5, 5(3,6) 1/16 (3 + 6)/2 = 4, 5 (8,6) 1/16 (8 + 6)/2 = 7(3,8) 1/16 (3 + 8)/2 = 5, 5 (8,8) 1/16 (8 + 8)/2 = 8

Analisando esta tabela, podemos ver que os possíveis valores X são 1; 2; 3; 3,5; 4,5; 5,5; 6;7; 8 e podemos construir a sua função de probabilidade, notando, por exemplo, que o valor 2 podeser obtido por meio de duas amostras: (1,3) ou (3,1). Como essas amostras correspondem a eventos
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mutuamente exclusivos, a probabilidade de se obter uma média amostral igual a 2 é
P(X = 2) = P({1, 3} ∪ {3, 1})= P({1, 3}) + P({3, 1})

= 116 + 116 = 216
Com o mesmo raciocínio, obtemos a seguinte função de probabilidade para X :

pX (x) =



1/16 , se x = 12/16 , se x = 21/16 , se x = 32/16 , se x = 3, 54/16 , se x = 4, 52/16 , se x = 6, 51/16 , se x = 62/16 , se x = 71/16 , se x = 80 , caso contrário. 0 2 4 6 8
0

1/16
2/16
3/16
4/16

Figura 1.2 – Distribuição de X − n = 2
Note que a variável aleatória de interesse aqui é X ! Daí segue que

E(X ) = 1× 116 + 2× 216 + 3× 116 + 3, 5× 216+
+ 4, 5× 516 + 5, 5× 216 + 6× 116 + 7× 216 + 8× 116= 4, 5 = µ

Var(X ) = (1− 4, 5)2 × 116 + (2− 4, 5)2 × 216 + (3− 4, 5)2 × 116+
+ (3, 5− 4, 5)2 × 216 + (4, 5− 4, 5)2 × 516 + (5, 5− 4, 5)2 × 216+
+ (6− 4, 5)2 × 116 + (7− 4, 5)2 × 216 + (8− 4, 5)2 × 116
= 3, 625 = 7, 252 = σ22 = σ2

n

Neste exemplo, podemos ver que E(X ) = µ e Var(X ) = σ22 , onde 2 é o tamanho da amostra.Esses resultados estão nos dizendo que, em média (esperança), a estatística X é igual à média dapopulação e que sua variância é igual à variância da população dividida pelo tamanho da amostra.
��

Exemplo 1.4
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Consideremos, agora, a mesma situação do exemplo anterior, só que, em vez de estudarmos a médiaamostral, uma medida de posição, vamos estudar a dispersão. Como foi visto, a variância populacionalé Var(X ) = 7, 25. Para a amostra, vamos trabalhar com dois estimadores. Um deles é S2, definido naEquação (1.2) e o outro é

σ̂2 = 1
n

n∑
i=1
(
Xi − X

)2 (1.3)
Da mesma forma que fizemos para a média amostral, vamos calcular o valor dessas estatísticaspara cada uma das amostras.

Solução:Na Tabela 1.2, temos os resultados parciais e globais de interesse.
Tabela 1.2 – Distribuição amostral de S2 e σ̂2 – População {1, 3, 6, 8}

Amostra x (x1 − x)2 (x2 − x)2 2∑
i=1(xi − x)2 S2 σ̂2

(1, 1) 1 (1− 1)2 (1− 1)2 0 0 0(1, 3) 2 (1− 2)2 (3− 2)2 2 2 1(1, 6) 3, 5 (1− 3, 5)2 (6− 3, 5)2 12, 5 12, 5 6, 25(1, 8) 4, 5 (1− 4, 5)2 (8− 4, 5)2 24, 5 24, 5 12, 25(3, 1) 2 (3− 2)2 (1− 2)2 2 2 1(3, 3) 3 (3− 3)2 (3− 3)2 0 0 0(3, 6) 4, 5 (3− 4, 5)2 (6− 4, 5)2 4, 5 4, 5 2, 25(3, 8) 5, 5 (3− 5, 5)2 (8− 5, 5)2 12, 5 12, 5 6, 25(6, 1) 3, 5 (6− 3, 5)2 (1− 3, 5)2 12, 5 12, 5 6, 25(6, 3) 4, 5 (6− 4, 5)2 (3− 4, 5)2 4, 5 4, 5 2, 25(6, 6) 6 (6− 6)2 (6− 6)2 0 0 0(6, 8) 7 (6− 7)2 (8− 7)2 2 2 1(8, 1) 4, 5 (8− 4, 5)2 (1− 4, 5)2 24, 5 24, 5 12, 25(8, 3) 5, 5 (8− 5, 5)2 (3− 5, 5)2 12, 5 12, 5 6, 25(8, 6) 7 (8− 7)2 (6− 7)2 2 2 1(8, 8) 8 (8− 8)2 (8− 8)2 0 0 0
Podemos ver que a função de probabilidade de S2 é:

s2 0 2 4, 5 12, 5 24, 5P(S2 = s2) 4/16 4/16 2/16 4/16 2/16
e a função de probabilidade de σ̂2 é:

k 0 1 2, 25 6, 25 12, 25P(σ̂2 = k) 4/16 4/16 2/16 4/16 2/16
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Para essas distribuições, temos:
E(S2) = 0× 416 + 2× 416 + 4, 5× 216 + 12, 5× 416 + 24, 5× 216= 11616 = 7, 25 = σ2 = Var(X )
E(σ̂2) = 0× 416 + 1× 416 + 2, 25× 216 + 6, 25× 416 + 12, 25× 216= 5816 = 3, 625

Vemos que, em média, S2 é igual à variância populacional, o que não ocorre com σ̂2.
��

Estes dois exemplos ilustram o fato de que qualquer estatística amostral σ̂2 é uma variávelaleatória, que assume diferentes valores para cada uma das diferentes amostras.
Tais valores nos forneceriam, juntamente com a probabilidade de cada amostra, a função deprobabilidades de T , caso fosse possível, obter todas as amostras aleatórias simples de tamanho nda população.
Isso nos leva à seguinte definição, que é um conceito central na Inferência Estatística.

Definição 1.5
A distribuição amostral de uma estatística T é a função de probabilidade de T ao longo de
todas as possíveis amostras aleatórias simples de tamanho n.

Podemos ver que a obtenção da distribuição amostral de qualquer estatística T é um processotão ou mais complicado do que trabalhar com a população inteira. Na prática, o que temos é umaúnica amostra e é com base em tal amostra que tomaremos as decisões pertinentes ao problema emestudo. Esta tomada de decisão, no entanto, será facilitada se conhecermos resultados teóricos sobreo comportamento da distribuição amostral, assunto que será estudado nos próximos três capítulos.
Propriedades de Estimadores

No exemplo anterior, relativo à variância amostral, vimos que E(S2) = σ2 e E(σ̂2) 6= σ2.Analogamente, vimos também que E(X ) = µ. Vamos explorar um pouco mais o significado dessesresultados antes de passar a uma definição formal da propriedade envolvida.
Dada uma população, existem muitas e muitas amostras aleatórias simples de tamanho n quepodem ser sorteadas. Cada uma dessas amostras resulta em um valor diferente da estatística deinteresse (X e S2, por exemplo). O que esses resultados estão mostrando é como esses diferentes
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valores se comportam em relação ao verdadeiro (mas desconhecido) valor do parâmetro.

Considere a Figura 1.3, em que o alvo representa o valor do parâmetro e os “tiros”, indicadospelo símbolo x, representam os diferentes valores amostrais da estatística de interesse.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 1.3 – Propriedades de estimadores
Nas partes (a) e (b) da figura, os tiros estão em torno do alvo, enquanto nas partes (c) e (d)isso não acontece. Comparando as partes (a) e (b), podemos ver que na parte (b) os tiros estão maisconcentrados em torno do alvo, isto é, têm menor dispersão. Isso refletiria uma pontaria mais certeirado atirador em (b). Analogamente, nas partes (c) e (d), embora ambos os atiradores estejam com amira deslocada, os tiros do atirador (d) estão mais concentrados em torno de um alvo; o deslocamentopoderia até ser resultado de um desalinhamento da arma. Já o atirador (c), além de estar com o alvodeslocado, ele tem os tiros mais espalhados, o que reflete menor precisão.

• Nas partes (a) e (b), temos dois estimadores que fornecem estimativas centradas em torno doverdadeiro valor do parâmetro, ou seja, as diferentes amostras fornecem valores distribuídosem torno do verdadeiro valor do parâmetro. A diferença é que em (a) esses valores estão maisdispersos e, assim, temos mais chance de obter uma amostra “infeliz”, ou seja, uma amostra queforneça um resultado muito afastado do valor do parâmetro. Essas duas propriedades estãoassociadas à esperança e à variância do estimador, que são medidas de centro e dispersão,respectivamente.
• Nas partes (c) e (d), as estimativas estão centradas em torno de um valor diferente do parâmetrode interesse e, na parte (c), a dispersão é maior.
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Temos, assim, ilustrados os seguintes conceitos.
Definição 1.6 Viés de um estimador
Seja X1, X2, · · · , Xn uma amostra aleatória simples de uma população X, cuja lei de probabilidade
depende de um parâmetro θ. Se T é um estimador de θ, definimos seu viés ou vício como

Vies(T ) = E(T )− θ (1.4)
Se Vies(T ) = 0 então E(T ) = θ e dizemos que T é um estimador não-viesado de θ.

Como nos exemplos vistos, a esperança E(T ) é calculada ao longo de todas as possíveisamostras, ou seja, é a esperança da distribuição amostral de T . Nas partes (a) e (b) da Figura1.3 os estimadores são não-viesados e nas partes (c) e (d), os estimadores são viesados.
Com relação aos estimadores X, S2 e σ̂2, pode-se provar, formalmente, que os dois primeirossão não-viesados para estimar a média e a variância populacionais, respectivamente, enquanto σ̂2 éviesado para estimar a variância populacional.

Definição 1.7 Eficiência de um estimador
Se T1 e T2 são dois estimadores não-viesados do parâmetro θ, diz-se que T1 é mais eficiente
que T2, se Var(T1) < Var(T2).

Na Figura 1.3, o estimador da parte (b) é mais eficiente que o estimador da parte (a).
É interessante observar que o conceito de eficiência, que envolve a variabilidade de umestimador, está associado a estimadores não-viesados. Para analisar estimadores viesados, podemosusar o erro quadrático médio, definido a seguir.

Definição 1.8 Erro quadrático médio
Seja X1, X2, · · · , Xn uma amostra aleatória simples de uma população X, cuja lei de probabilidade
depende de um parâmetro θ. Se T é um estimador de θ, definimos seu erro quadrático médio
como

EQM(T ) = E (T − θ)2 (1.5)
Pode-se mostrar que é válida a seguinte decomposição para o erro quadrático de um estimador

T : EQM(T ) = Var(T ) + [Vies(T )]2 (1.6)
A equação (1.6) decompõe o erro quadrático médio em termos da variância e do quadrado dovício do estimador. Para estimadores não-viesados, resulta que EQM(T ) = Var(T ). Estimadores
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viesados podem ser uma opção interessante para estimar um parâmetro se seu erro quadrático médiofor pequeno.

Esses conceitos estão ilustrados na figura a seguir.

Os pontos dentro do círculo vermelho representam os valores de θ̂ ao longo de todas as possíveisamostras. Vemos que esses valores estão centrados em θ1 = E(θ̂). A variabilidade desses valoresem torno da sua média é Var(θ̂). Como o estimador é viesado, há uma diferença entre sua média eo verdadeiro valor do parâmetro, que é o viés do estimador, representado pela linha em azul. Emtermos de erro quadrático, tomamos esse viés ao quadrado, que é a componente [Vies(θ̂)]2.
Resumo

• A população de uma pesquisa estatística é descrita por uma variável aleatória X, que descrevea característica de interesse. Essa variável aleatória pode ser discreta ou contínua.
• O método de amostragem aleatória simples atribui, a cada amostra de tamanho n, igualprobabilidade de ser sorteada.
• Se os sorteios dos elementos da amostra são feitos com reposição, cada sujeito da população tema mesma probabilidade de ser sorteado e essa probabilidade se mantém constante. Dessa forma,uma amostra aleatória simples com reposição (abreviaremos por amostra aleatória simples nessetexto) de uma população X é um conjunto X1, X2, . . . , Xn de variáveis aleatórias independentese identicamente distribuídas, todas com a mesma distribuição da população X.
• Uma estatística ou estimador T é qualquer função de X1, X2, . . . , Xn, isto é, T =
g(X1, X2, . . . , Xn). Como o estimador depende da amostra sorteada, ele é também uma variávelaleatória.

• Os estimadores descrevem características da amostra.
• Um parâmetro é uma característica da população.



14 CAPÍTULO 1. INFERÊNCIA ESTATÍSTICA – CONCEITOS BÁSICOS

• As características que iremos estudar são a média (µ e X ) e a variância (σ2 e S2).
• Como cada estimador é uma variável aleatória, ele pode ser descrito pela sua função deprobabilidade, que é chamada distribuição amostral do estimador. A distribuição amostralde um estimador é a distribuição ao longo de todas as possíveis amostras de mesmo tamanho
n.

• A média e a variância da distribuição amostral de um estimador referem-se à distribuição aolongo de todas as possíveis amostras. Assim, a média de uma distribuição amostral refere-se àmédia dos possíveis valores do estimador ao longo de todas as possíveis amostras e a variânciareflete a dispersão desses valores em torno dessa média.
• Um estimador é não-viesado se a sua média é igual ao parâmetro que ele pretende estimar. Issosignifica que os valores do estimador ao longo de todas as possíveis amostras estão centradosno parâmetro populacional.
• Dados dois estimadores não-viesados de um mesmo parâmetro, T1 e T2, diz-se que T1 é maiseficiente que T2 se sua variância for menor, ou seja, se Var(T1) < Var(T2).
• Se um estimador T é viesado, sua qualidade é medida pelo erro quadrático médio, que podeser decomposto como a soma da variância de T e do quadrado do viés de T .

Exercícios

1. Para fixar as ideias sobre os conceitos apresentados neste capítulo, você irá trabalhar comamostras aleatórias simples de tamanho três retiradas da população {1, 2, 4, 6, 8}.Pelo princípio da multiplicação, o número total de amostras é 5×5×5 = 125 e cada uma dessasamostras tem probabilidade 15 × 15 × 15 = 1125 .Vamos considerar os seguintes estimadores para a média da população:
• média amostral: X = X1+X2+X33 ;• média amostral ponderada: Xp = X1+2X2+X34 ;• ponto médio: ∆ = min(X1,X2,X3)+max(X1,X2,X3)2 .

O que você irá mostrar é(i) X e Xp são não-viesados e que X é mais eficiente que Xp;(ii) ∆ é viesado, mas sua variância é menor que a variância de X e de Xp.Para isso, você irá seguir os seguintes passos:
(a) Calcule a média µ e a variância σ2 da população.(b) Nas cinco tabelas a seguir, você tem listadas as 125 amostras. Para cada uma dasamostras, calcule os valores dos estimadores. Para as seis primeiras amostras, os cálculos
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já estão feitos, a título de ilustração. Você não precisa indicar todas as contas; apenasuse a máquina de calcular e anote o resultado obtido.
Obs.: Na plataforma está disponível a planilha excel com essas tabelas.(c) Obtenha a função de distribuição de probabilidade, explicitando os diferentes valores decada um dos estimadores e suas respectivas probabilidades.(d) Calcule a esperança e a variância de cada um dos estimadores.(e) Verifique as afirmativas feitas no enunciado do problema.

Amostra Estimador
X1 X2 X3 X Xp ∆1 1 1 1+1+13 = 1 1+2×1+14 = 1 1+12 = 11 1 2 1+1+23 = 43 1+2×1+24 = 54 1+22 = 321 1 4 1+1+43 = 2 1+2×1+44 = 74 1+42 = 521 1 6 1+1+63 = 83 1+2×1+64 = 94 1+62 = 721 1 8 1+1+83 = 103 1+2×1+84 = 114 1+82 = 921 2 1 1+2+13 = 43 1+2×2+14 = 64 1+22 = 321 2 21 2 41 2 61 2 81 4 11 4 21 4 41 4 61 4 81 6 11 6 21 6 41 6 61 6 81 8 11 8 21 8 41 8 61 8 8
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Amostra Estimador
X1 X2 X3 X Xp ∆2 1 12 1 22 1 42 1 62 1 82 2 12 2 22 2 42 2 62 2 82 4 12 4 22 4 42 4 62 4 82 6 12 6 22 6 42 6 62 6 82 8 12 8 22 8 42 8 62 8 8
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Amostra Estimador

X1 X2 X3 X Xp ∆4 1 14 1 24 1 44 1 64 1 84 2 14 2 24 2 44 2 64 2 84 4 14 4 24 4 44 4 64 4 84 6 14 6 24 6 44 6 64 6 84 8 14 8 24 8 44 8 64 8 8
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Amostra Estimador
X1 X2 X3 X Xp ∆6 1 16 1 26 1 46 1 66 1 86 2 16 2 26 2 46 2 66 2 86 4 16 4 26 4 46 4 66 4 86 6 16 6 26 6 46 6 66 6 86 8 16 8 26 8 46 8 66 8 8
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Amostra Estimador

X1 X2 X3 X Xp ∆8 1 18 1 28 1 48 1 68 1 88 2 18 2 28 2 48 2 68 2 88 4 18 4 28 4 48 4 68 4 88 6 18 6 28 6 48 6 68 6 88 8 18 8 28 8 48 8 68 8 8
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Solução do Exercício

1. Para a população, temos que
µ = 1 + 2 + 4 + 6 + 85 = 4, 2
σ2 = 12 + 22 + 42 + 62 + 825 − (4, 2)2 = 6, 56

Completando-se as tabelas dadas, chegamos às seguintes funções de distribuição deprobabilidade dos estimadores:
X Pr(X = x) Cálculo de E(X ) Cálculo de Var(X )
x p px E(X2)3/3 1/125 3/375 (3/3)2 (1/125)4/3 3/125 12/375 (4/3) (3/125)5/3 3/125 15/375 (5/3) (3/125)6/3 4/125 24/375 (6/3)2 (4/125)7/3 6/125 42/375 (7/3)2 (6/125)8/3 6/125 48/375 (8/3)2 (6/125)9/3 9/125 81/375 (9/3)2 (9/125)10/3 9/125 90/375 (10/3)2 (9/125)11/3 12/125 132/375 (11/3)2 (12/125)12/3 10/125 120/375 (12/3)2 (10/125)13/3 9/125 117/375 (13/3)2 (9/125)14/3 12/125 168/375 (14/3)2 (12/125)15/3 6/125 90/375 (15/3)2 (6/125)16/3 12/125 192/375 (16/3)2 (12/125)17/3 3/125 51/375 (17/3)2 (3/125)18/3 10/125 180/375 (18/3)2 (10/125)20/3 6/125 120/375 (20/3)2 (6/125)22/3 3/125 66/375 (22/3)2 (3/125)24/3 1/125 24/375 (24/3)2 (1/125)Soma 1575/375 22305/ (9× 125)

Logo,
E(X ) = 1575375 = 4, 2 = µ

Var(X ) = 223059× 125 − (4, 2)2 = 2, 186667 = 6, 563 = σ23
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Xp Pr(Xp = x) Cálculo de E(Xp) Cálculo de Var(Xp)
x p px E(X2

p)4/4 1/125 4/500 (4/4)2 (1/125)5/4 2/125 10/500 (5/4)2 (2/125)6/4 2/125 12/500 (6/4)2 (2/125)7/4 4/125 28/500 (7/4)2 (4/125)8/4 3/125 24/500 (8/4)2 (3/125)9/4 4/125 36/500 (9/4)2 (4/125)10/4 6/125 60/500 (10/4)2 (6/125)11/4 6/125 66/500 (11/4)2 (6/125)12/4 8/125 96/500 (12/4)2 (8/125)13/4 4/125 52/500 (13/4)2 (4/125)14/4 10/125 140/500 (14/4)2 (10/125)15/4 4/125 60/500 (15/4)2 (4/125)16/4 9/125 144/500 (16/4)2 (9/125)17/4 4/125 68/500 (17/4)2 (4/125)18/4 10/125 180/500 (18/4)2 (10/125)19/4 4/125 76/500 (19/4)2 (4/125)20/4 8/125 160/500 (20/4)2 (8/125)21/4 4/125 84/500 (21/4)2 (4/125)22/4 8/125 176/500 (22/4)2 (8/125)23/4 2/125 46/500 (23/4)2 (2/125)24/4 7/125 168/500 (24/4)2 (7/125)25/4 2/125 50/500 (25/4)2 (2/125)26/4 6/125 156/500 (26/4)2 (6/125)28/4 4/125 112/500 (28/4)2 (4/125)30/4 2/125 60/500 (30/4)2 (2/125)32/4 1/125 32/500 (32/4)2 (1/125)Soma 2100/500 40200/(16× 125)Logo,
E(Xp) = 4, 2 = µ

Var(Xp) = 4020016× 125 − (4, 2)2 = 2, 46
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∆ Pr(∆ = x) Cálculo de E(∆) Cálculo de Var(∆)
x p p · x E(∆2)2/2 1/125 2/250 (2/2)2 (1/125)3/2 6/125 18/250 (3/2)2 (6/125)4/2 1/125 4/250 (4/2)2 (1/125)5/2 12/125 60/250 (5/2)2 (12/125)6/2 6/125 36/250 (6/2)2 (6/125)7/2 18/125 126/250 (7/2)2 (18/125)8/8 13/125 104/250 (8/2)2 (13/125)9/2 24/125 216/250 (9/2)2 (24/125)10/2 24/125 240/250 (10/2)2 (24/125)12/2 13/125 156/250 (12/2)2 (13/125)14/2 6/125 84/250 (14/2)2 (6/125)16/2 1/125 16/250 (16/2)2 (1/125)Soma 1062/250 9952/(4× 125)

Logo,
E(∆) = 1062250 = 4, 248

Var(∆) = 99524× 125 − (4, 248)2 = 1, 858496
Na tabela a seguir, apresentamos o resumo dos resultados obtidos.

Parâmetro Estimadorpopulacional X Xp ∆Média µ = 4, 2 4, 2000 4, 2000 4, 2480Variância σ2 = 6, 56 2, 1867 2, 4600 1, 8585
Conclui-se que X e Xp são estimadores não-viesados de µ e que X é mais eficiente que Xp,uma vez que Var(X ) < Var(Xp).O estimador ∆ é viesado, pois E(∆) 6= µ. No entanto, a variância desse estimador é menor queas variâncias dos dois estimadores não-viesados.



Capítulo 2

Distribuição Amostral da Média

Neste capítulo, você irá aprofundar seus conhecimentos sobre a distribuição amostral da médiaamostral. No capítulo anterior, analisamos, por meio de alguns exemplos, o comportamento da médiaamostral; mas naqueles exemplos, a população era pequena e foi possível obter todas as amostras,ou seja, foi possível obter a distribuição amostral exata. Agora, veremos resultados teóricos sobre adistribuição amostral da média amostral, que nos permitirão fazer análises sem ter que listar todas asamostras. Tal conhecimento é importante, uma vez que, na prática, temos apenas uma única amostra.
Os principais resultados que estudaremos são:

• média e variância da distribuição amostral da média;
• distribuição amostral da média para populações normais.

Distribuição Amostral da Média

Média e Variância

Vimos, anteriormente, por meio de exemplos, que a média amostral X é um estimador não-viesado da média populacional µ. Aqueles exemplos ilustram o seguinte resultado geral.
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Teorema 2.1
Seja X1, X2, . . . , Xn uma amostra aleatória simples de tamanho n de uma população representada
pela variável aleatória X com média µ e variância σ2. Então,

E(X ) = µ

Var(X ) = σ2
n

�

É importante notar que esse resultado se refere a qualquer população X , ou seja, o Teorema 2.1é válido, qualquer que seja a distribuição da variável aleatória que descreve a nossa população. Oque ele estabelece é que as médias amostrais das diferentes amostras aleatórias simples de tamanho
n tendem a “acertar o alvo” da média populacional µ; lembre-se da Figura 1.3, partes (a) e (b). Alémdisso, à medida que o tamanho amostral n aumenta, a dispersão em torno do alvo, medida por Var(X ),vai diminuindo e tende a zero quando n → ∞.

O desvio-padrão da distribuição amostral de qualquer estatística é usualmente chamado deerro padrão. Então, o erro padrão da média amostral é
EP(X ) = σ√

n
.

Populações Normais

Na prática estatística, várias populações podem ser descritas, pelo menos aproximadamente,por uma distribuição normal. Obviamente, o teorema anterior continua valendo no caso de umapopulação normal, mas temos uma característica a mais da distribuição amostral da média quando apopulação é normal: ela é também normal.
Teorema 2.2
Seja X1, X2, . . . , Xn uma amostra aleatória simples (aas) de tamanho n de uma população normal,
isto é, uma população representada por uma variável aleatória normal X com média µ e variância
σ2. Então, a distribuição amostral da média amostral X é normal com média µ e variância σ2/n, ou
seja,

X ∼ N
(
µ; σ2) =⇒ X ∼ N

(
µ; σ2
n

)
�

Na Figura 2.1 ilustra-se o comportamento da distribuição amostral da média amostral combase em amostras de tamanho n = 4 para uma população normal com média 1 e variância 9. A títulode comparação, apresenta-se a distribuição populacional. Podemos ver que ela é mais dispersa quea distribuição amostral de X mas ambas estão centradas no verdadeiro valor populacional µ = 1.
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Figura 2.1 – Distribuição amostral de X com base em aas de tamanho n = 4 de uma população X ∼ N(1; 9).
Exemplo 2.1A capacidade máxima de um elevador é de 500kg. Se a distribuição dos pesos dos usuários é
N(70; 100), qual é a probabilidade de que sete pessoas ultrapassem este limite? E de seis pessoas?
Solução:Podemos considerar os sete passageiros como uma amostra aleatória simples da população de todosos usuários, representada pela variável aleatória X ∼ N(70; 100). Seja, então, X1, . . . , X7 uma amostraaleatória simples de tamanho n = 7. Se o peso máximo é 500kg, para que sete pessoas ultrapassemo limite de segurança temos que ter

7∑
i=1 Xi > 500⇒ 17 7∑

i=1 Xi >
5007 ⇒ X > 71, 729

Mas, pelo Teorema 2.2, sabemos que X ∼ N (70; 1007 ). Logo,
P(X > 71, 729) = PX − 70√1007

> 71, 729− 70√1007
 = P(Z > 0, 46)

= 0, 5− tab(0, 46) = 0, 5− 0, 17724 = 0, 32276
Com seis pessoas teríamos que ter

P(X > 5006
) = PZ > 83, 333− 70√1007

 = P(Z > 3, 53)
0, 5− tab(3, 53) = 0, 5− 0, 49979 = 0, 00021

Podemos ver que existe uma probabilidade alta (0,32 ou 32% de chance) de sete pessoas
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ultrapassarem o limite de segurança. Já com seis pessoas, essa probabilidade é bastante pequena.Assim, o número máximo de pessoas no elevador deve ser estabelecido como seis ou menos.
��

Exemplo 2.2Uma população é descrita por uma variável aleatória X que tem distribuição normal com média 40 edesvio-padrão 5.
(a) Calcule P(35 < X < 45).
(b) Se X é a média de uma amostra aleatória simples de 16 elementos retirados dessa população,calcule P(35 < X < 45).
(c) Construa, em um único sistema de coordenadas, os gráficos das distribuições de X e X .
(d) Que tamanho deveria ter a amostra para que P(35 < X < 45) = 0, 95?

Solução:

(a)
P(35 < X < 45) = P(35− 405 < Z < 45− 405

)
= Pr(−1 < Z < 1) = 2× P(0 < Z < 1)= 2× tab(1, 0) = 0, 68268

(b) Com n = 16, resulta que X ∼ N (40; 5216)

P(35 < X < 45) = P35− 40√2516
< Z < 45− 40√2516


= P(−4 < Z < 4) = 2× P(0 < Z < 4)= 2× tab(4, 0) ≈ 1, 00

(c) Veja a Figura 2.2. Como visto, a distribuição amostral com n = 16 é menos dispersa quea distribuição populacional e, então, podemos ver que, entre 35 e 45, temos concentradapraticamente toda a distribuição de X.
(d) Queremos que P(35 < X < 45) = 0, 95, ou seja,

P(35 < X < 45) = 0, 95⇔ P35− 40√25
n

< Z < 45− 40√25
n

 = 0, 95⇔
P(−√n < Z < √n) = 0, 95⇔ 2× P(0 < Z < √n) = 0, 95⇔2× tab(√n) = 0, 95⇔ tab(√n) = 0, 475⇔ √n = 1, 96⇔ n ≈ 4
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Figura 2.2 – Distribuição amostral de X com base em aas de tamanho n = 16 de uma população X ∼ N(40; 25).
A título de ilustração, apresentam-se na Figura 2.3 as distribuições amostrais de X para n = 16e n = 4.

Figura 2.3 – Distribuição amostral de X com base em amostras de tamanhos n = 16 e n = 4 de uma população N(40; 25).
��

Exemplo 2.3A máquina de empacotar um determinado produto o faz segundo uma distribuição normal, com média
µ e desvio-padrão de 10g.

(a) Em quanto deve ser regulado o peso médio µ para que apenas 10% dos pacotes tenham menosdo que 500g?
(b) Com a máquina assim regulada, qual a probabilidade de que o peso total de quatro pacotesescolhidos ao acaso seja inferior a 2kg?

Solução:
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(a) Seja X a variável aleatória que representa o peso dos pacotes. Sabemos, então, que X ∼
N(µ; 100). Queremos que

P(X < 500) = 0, 10⇒ P(X − µ10 < 500− µ10
) = 0, 10⇒ P(Z < 500− µ10

) = 0, 10
Então, na densidade normal padrão, à esquerda da abscissa 500−µ10 temos que ter uma área(probabilidade) de 0,10. Logo, essa abscissa tem que ser negativa. Na Tabela 1, temos queprocurar o valor 0, 40 = 0, 50− 0, 10, o que nos fornece a abscissa 1,28. Logo,

500− µ10 = −1, 28⇒ µ = 512, 8 g
(b) Sejam X1,X2, X3, X4 os pesos dos 4 pacotes da amostra. Queremos que 4∑

i=1Xi < 2000g. Isso é
equivalente a X < 500. Logo,

P(X < 500) = PX − 512, 8√1004
< 500− 512, 8√1004


= P(Z < −2, 56) = P(Z > 2, 56) = 0, 5− P(0 ≤ Z ≤ 2, 56)= 0, 5− tab(2, 56) = 0, 5− 0, 49477 = 0, 00523

Com a máquina regulada para 512,8g, há uma probabilidade de 0,00523 de que uma amostrade 4 pacotes apresente peso médio inferior a 500g. Note que com um pacote apenas, essaprobabilidade é de 0,10. Por isso, as inspeções de controle de qualidade são sempre feitas combase em amostras de tamanho n > 1. Isso evita que a decisão se baseie em uma única amostra“infeliz”.
��

Resumo

• Dada uma amostra aleatória simples com reposição (aas) X1, X2, . . . , Xn de uma população Xcom média µ e variância σ2, ambas finitas, a média amostral X é um estimador não-viesado de
µ com variância igual à variância populacional dividida pelo tamanho amostral n, isto é,

E(X ) = µ

Var(X ) = σ2
n

• O desvio-padrão da distribuição amostral de qualquer estimador é usualmente chamado de
erro-padrão. Então, o erro-padrão da média amostral é EP(X ) = σ√

n

• Nas condições anteriores e com a hipótese adicional normalidade da população X , a distribuição
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amostral de X também é normal, isto é,

X ∼ N
(
µ; σ2) =⇒ X ∼ N

(
µ; σ2
n

)

Exercícios

1. Uma amostra de tamanho n = 18 é extraída de uma população normal com média 15 e desvio-padrão 2,5. Calcule a probabilidade de que a média amostral
(a) esteja entre 14,5 e 16,0;(b) seja maior que 16,1.

2. Os comprimentos das peças produzidas por determinada máquina têm distribuição normal comuma média de 172mm e desvio padrão de 5mm. Calcule a probabilidade de uma amostraaleatória simples de 16 peças ter comprimento médio:
(a) entre 169mm e 175mm;(b) maior que 178mm;(c) menor que 165mm.

3. Qual deverá ser o tamanho de uma amostra aleatória simples a ser retirada de uma população
N(150; 132) para que P(∣∣X − µ∣∣ < 6, 5) = 0, 95?

4. Volte ao Exemplo 2.3. Depois de regulada a máquina, prepara-se uma carta de controle dequalidade. Uma amostra de 4 pacotes será sorteada a cada hora. Se a média da amostra forinferior a 497g ou superior a 520g, a produção deve ser interrompida para ajuste da máquina,isto é, ajuste do peso médio.
(a) Qual é a probabilidade de uma parada desnecessária?(b) Se a máquina se desregulou para µ = 500g, qual é a probabilidade de se continuar aprodução fora dos padrões desejados?

5. Uma empresa produz parafusos em duas máquinas. O comprimento dos parafusos produzidos emambas é aproximadamente normal com média de 20mm na primeira máquina e 25mm na segundamáquina e desvio-padrão comum de 4mm. Uma caixa com 16 parafusos, sem identificação, éencontrada e o gerente de produção determina que, se o comprimento médio for maior que23mm, então a caixa será identificada como produzida pela máquina 2; caso contrário, seráidentificada como produzida pela máquina 1. Especifique os possíveis erros nessa decisão ecalcule as suas probabilidades.
6. Uma fábrica produz parafusos especiais, para atender um determinado cliente, que devem tercomprimento de 8,5cm. Como os parafusos grandes podem ser reaproveitados a um custo muitobaixo, a fábrica precisa controlar apenas a proporção de parafusos pequenos. Para que oprocesso de produção atinja o lucro mínimo desejável, é necessário que a proporção de parafusospequenos seja no máximo de 5%.
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(a) Supondo que a máquina que produz os parafusos o faça de modo que os comprimentostenham distribuição normal com média µ e desvio-padrão de 1,0cm, em quanto deve serregulada a máquina para satisfazer as condições de lucratividade da empresa?(b) Para manter o processo sob controle, é programada uma carta de qualidade. A cada horaserá sorteada uma amostra de quatro parafusos e, se o comprimento médio dessa amostrafor menor que 9,0cm, o processo de produção será interrompido para uma nova regulagemda máquina. Qual é a probabilidade de uma parada desnecessária?(c) Se a máquina se desregulou de modo que o comprimento médio passou a ser 9,5cm, qualé a probabilidade de se continuar o processo de produção fora dos padrões desejados?
Solução dos Exercícios

1. X ∼ N (15; 2,5218 )
(a)

P(14, 5 ≤ X ≤ 16) = P14, 5− 15√2,5218
≤ Z ≤ 16− 15√2,5218


= P(−0, 85 ≤ Z ≤ 1, 70) = P(−0, 85 ≤ Z ≤ 0) + P(0 < Z ≤ 1, 70)= P(0 ≤ Z ≤ 0, 85) + P(0 ≤ Z ≤ 1, 70) = tab(0, 85) + tab(1, 70) = 0, 75777

(b)
P(X > 16, 1) = PZ > 16, 1− 15√2,5218

 = P(Z > 1, 87)
= 0, 5− P(0 ≤ Z ≤ 1, 87) = 0, 5− tab(1, 87) = 0, 03074

2. Seja X = comprimento das peças; então X ∼ N(172; 25) e n = 16
(a)

P(169 ≤ X ≤ 175) = P169− 172√2516
≤ X − 172√2516

≤ 175− 172√2516


= P(−2, 4 ≤ Z ≤ 2, 4) = 2× P(0 ≤ Z ≤ 2, 4)= 2× tab(2, 4) = 2× 0, 4918 = 0, 9836
(b)

P(X > 178) = PZ > 178− 172√2516
 = P(Z > 4, 8) ≈ 0
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(c)

P(X < 165) = PZ < 165− 172√2516
 = P(Z < −5, 6) ≈ 0

3. Temos que X ∼ N(150; 132) e queremos determinar n para que P(∣∣X − µ∣∣ < 6, 5) = 0, 95.
P(∣∣X − 150∣∣ < 6, 5) = 0, 95⇔ P(−6, 5 < X − 150 < 6, 5) = 0, 95⇔
P(− 6, 513√

n
< X − 15013√

n
< 6, 513√

n

) = 0, 95⇔ P(−0, 5√n < Z < 0, 5√n) = 0, 95⇔
2× P(0 < Z < 0, 5√n) = 0, 95⇔ P(0 < Z < 0, 5√n) = 0, 475⇔ tab(0, 5√n) = 0, 475⇔
0, 5√n = 1, 96⇔ √n = 1, 960, 5 = 3, 92⇔ n = (3, 92)2 ≈ 16

4. Depois da regulagem, X ∼ N(512, 8; 100).
(a) Parada desnecessária: amostra indica que o processo está fora de controle (X < 497ou X > 520), quando, na verdade, o processo está ajustado (µ = 512, 8). Neste caso,podemos usar a notação de probabilidade condicional para auxiliar na solução do exercício.Queremos calcular

P [(X < 497) ∪ (X > 520) | X ∼ N (512, 8; 1004 )]= P [X < 497 | X ∼ N (512, 8; 25)] + P [X > 520 | X ∼ N (512, 8; 25)]
= P(Z < 497− 512, 85

) + P(Z > 520− 512, 85
)

= P(Z < −3, 16) + P(Z > 1, 44) = P(Z > 3, 16) + P(Z > 1, 44)= [0, 5− P(0 ≤ Z ≤ 3, 16)] + [0, 5− P(0 ≤ Z ≤ 1, 44)]= 0, 5− tab(3, 16) + 0, 5− tab(1, 44) = 1, 0− 0, 49921− 0, 42507 = 0, 07572
(b) Agora queremos

P [497 ≤ X ≤ 520 | X ∼ N(500; 25)] = P(497− 5005 ≤ Z ≤ 520− 5005
)

= P(−0, 6 ≤ Z ≤ 4) = P(−0, 6 ≤ Z < 0) + Pr(0 ≤ Z ≤ 4)= P(0 ≤ Z ≤ 0, 6) + Pr(0 ≤ Z ≤ 4) = tab(0, 6) + tab(4, 0) = 0, 72572
Note que a probabilidade de uma parada desnecessária é pequena, às custas da altaprobabilidade de se operar fora de controle.

5. Os erros são:
E1 : estabelecer que são da máquina 1, quando na verdade foram produzidos pela máquina 2ou
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E2 : estabelecer que são da máquina 2, quando na verdade foram produzidos pela máquina 1.A regra de decisão é a seguinte:
X > 23 =⇒ máquina 2
X ≤ 23 =⇒ máquina 1

Na máquina 1 o comprimento é N(20; 16) e na máquina 2, N(25; 16).
P(E1) = P[X ≤ 23|X ∼ N (25; 1616

)] = P(Z ≤ 23− 251
)

= Pr(Z ≤ −2) = P(Z ≥ 2) = 0, 5− tab(2, 0) = 0, 5− 0, 4772 = 0, 0228
P(E2) = P[X > 23|X ∼ N (20; 1616

)] = P(Z > 23− 201
)

= Pr(Z > 3) = 0, 5− tab(3, 0) = 0, 5− 0, 4987 = 0, 0013
6. Parafusos pequenos: X < 8, 5, onde X é o comprimento do parafuso.

(a) X ∼ N(µ; 1). Como Pr(X < 8, 5) = 0, 05, resulta que 8,5 tem que ser menor que µ, ou seja,a abscissa 8, 5− µ tem que estar no lado negativo da escala da normal padronizada.
Pr(X < 8, 5) = 0, 05⇔ P(Z < 8, 5− µ1

) = 0, 05⇔
P(Z > − 8, 5− µ1

) = 0, 05⇔ P(0 ≤ Z ≤ µ − 8, 5) = 0, 45⇔
µ − 8, 5 = 1, 64⇔ µ = 10, 14

(b) Parada desnecessária: amostra indica processo fora de controle (X < 9), quando, naverdade, o processo está sob controle (µ = 10, 14).
P[X < 9 | X ∼ N (10, 14; 14

)] = P(Z < 9− 10, 140, 5
)

= P(Z < −2, 28) = P(Z > 2, 28) = 0, 5− P(0 ≤ Z ≤ 2, 28)= 0, 5− tab(2, 28) = 0, 5− 0, 4887 = 0, 0113
(c) Máquina desregulada: X > 9; processo operando sem ajuste: X ∼ N (9, 5; 1)

P [X > 9 | X ∼ N (9, 5; 14
)] = P(Z > 9− 9, 50, 5

) = P(Z > −1)
= P(−1 < Z < 0) + P(Z ≥ 0) = P(0 < Z < 1) + P(Z ≥ 0) = tab(1, 0) + 0, 5 = 0, 8413



Capítulo 3

O Teorema Limite Central

Neste capítulo, iremos concluir o estudo sobre a distribuição amostral da média amostral, quese iniciou no capítulo anterior com a análise da situação em que a população era normal e vimos quea média amostral também tem distribuição normal. Agora, iremos estudar o Teorema Limite Central,que nos dá uma aproximação para a distribuição da média amostral para grandes amostras, qualquerque seja a distribuição populacional.
Teorema Limite Central

Os resultados vistos no capítulo anterior são válidos para populações normais, isto é, se umapopulação é normal com média µ e variância σ2, então a distribuição amostral de X é também normalcom média µ e variância σ2/n, em que n é o tamanho da amostra. O Teorema Central do Limitenos fornece um resultado análogo para qualquer distribuição populacional, desde que o tamanho daamostra seja suficientemente grande.
Teorema 3.1 Teorema Limite Central
Seja X1, X2, . . . , Xn uma amostra aleatória simples de uma população X tal que E(X ) = µ e Var(X ) =
σ2. Então, a distribuição de X converge para a distribuição normal com média µ e variância σ2/n
quando n → ∞. Equivalentemente,

X − µ
σ√
n
−→ N(0, 1)

�

A interpretação prática do Teorema Limite Central é a seguinte: para amostras “grandes” de
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qualquer população, podemos aproximar a distribuição amostral de X por uma distribuição normalcom a mesma média populacional e variância igual à variância populacional dividida pelo tamanhoda amostra.
Quão grande deve ser a amostra para se obter uma boa aproximação depende dascaracterísticas da distribuição populacional. Se a distribuição populacional não se afastar muitode uma distribuição normal, a aproximação será boa, mesmo para tamanhos pequenos de amostra.
Na Figura 3.1 ilustra-se esse teorema para uma distribuição contínua, conhecida comodistribuição exponencial. Esta distribuição depende de um parâmetro, que é a média da distribuição.O gráfico superior representa a distribuição populacional e os histogramas representam a distribuiçãoamostral de X ao longo de 5.000 amostras de tamanhos 10, 50, 100 e 250. Assim, podemos ver que,embora a população seja completamente diferente da normal, a distribuição amostral de X vai setornando cada vez mais próxima da normal à medida que n aumenta.

Figura 3.1 – Ilustração do Teorema Limite Central para uma população X ∼ exp(1)
Em termos práticos, esse teorema é de extrema importância e, por isso é chamado teoremacentral; em geral, amostras de tamanho n > 30 já fornecem uma aproximação razoável.

Exemplo 3.1Uma moeda é lançada 50 vezes, com o objetivo de se verificar sua honestidade. Se ocorrem 36 caras



35
nos 50 lançamentos, o que podemos concluir?

Solução:Neste caso, a população pode ser representada por uma variável de Bernoulli X com parâmetro
p, isto é, X assume o valor 1 com probabilidade p na ocorrência de cara e assume o valor 0 comprobabilidade 1 − p na ocorrência de coroa. Para uma variável de Bernoulli, temos que E(X ) = pe Var(X ) = p(1 − p). Como são feitos 50 lançamentos, o tamanho da amostra é 50 (n grande!)e, pelo Teorema Limite Central, X é aproximadamente normal com média E(X ) = p e variânciaVar(X ) = p(1−p)50 .

Suponhamos que a moeda seja honesta, isto é, que p = 1/2. Nessas condições, qual é aprobabilidade de obtermos 36 caras em 50 lançamentos? Com a hipótese de honestidade da moeda,o Teorema Limite Central nos diz que
X ≈ N

(12; 12 × 1250
)

A probabilidade de se obter 36 ou mais caras em 50 lançamentos é equivalente à probabilidade de
X ser maior ou igual a 3650 = 0, 72 e essa probabilidade pode ser aproximada por

P(X ≥ 0, 72) = PX − 0, 5√200 ≥ 0, 72− 0, 5√ 1200


= P(Z ≥ 3, 11) = 0, 5− P(0 ≤ Z < 3, 11)= 0, 5− tab(3, 11) = 0, 5− 0, 4991 = 0, 0009
Note que essa probabilidade é bastante pequena, ou seja, há uma pequena probabilidade de obtermos36 ou mais caras em um lançamento de uma moeda honesta. Isso pode nos levar a suspeitar sobrea honestidade da moeda!

��

Exemplo 3.2O fabricante de uma lâmpada especial afirma que o seu produto tem vida média de 1.600 horas, comdesvio-padrão de 250 horas. O dono de uma empresa compra 100 lâmpadas desse fabricante. Qualé a probabilidade de que a vida média dessas lâmpadas ultrapasse 1.650 horas?

Solução:Podemos aceitar que as 100 lâmpadas compradas sejam uma amostra aleatória simples da populaçãodas lâmpadas produzidas por esse fabricante. Como n = 100 é um tamanho suficientemente grande



36 CAPÍTULO 3. O TEOREMA LIMITE CENTRAL

de amostra, podemos usar o Teorema Limite Central, que nos diz que X ≈ N (1600; 2502100 ). Logo,
P(X > 1650) = PX − 1600√2502100

> 1650− 1600√2502100


= P(Z > 2, 0) = 0, 5− P(0 ≤ Z ≤ 2)= 0, 5− tab(2, 0) = 0, 5− 0, 4772 = 0, 022
��

Resumo

O Teorema Limite Central limite é um dos mais importantes teoremas da teoria inferencial. Elenos dá informações sobre a distribuição amostral de X para amostras grandes de qualquer população.Mais precisamente, se X1, X2, . . . , Xn é uma amostra aleatória simples de uma população X tal queE(X ) = µ e Var(X ) = σ2, então a distribuição de X converge para a distribuição normal com média µe variância σ2/n quando n → ∞. Equivalentemente,
X − µ
σ√
n
−→ N(0, 1)

ou
√
nX − µσ −→ N(0, 1)

Exercícios

1. A divisão de inspeção do Departamento de Pesos e Medidas de uma determinada cidade estáinteressada em calcular a real quantidade de refrigerante que é colocada em garrafas de doislitros, no setor de engarrafamento de uma grande empresa de refrigerantes. O gerente do setorde engarrafamento informou à divisão de inspeção que o desvio-padrão para garrafas de doislitros é de 0,05 litro. Uma amostra aleatória de 100 garrafas de dois litros, obtida deste setorde engarrafamento, indica uma média de 1,985 litro. Qual é a probabilidade de se obter umamédia amostral de 1,985 ou menos, caso a afirmativa do gerente esteja certa? O que se podeconcluir?
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Solução dos Exercícios

1. Afirmativa do gerente: µ = 2 e σ = 0, 05. Como n = 100, podemos usar o Teorema LimiteCentral. Logo, X ≈ N (2; 0,052100 ).
P(X ≤ 1, 985) = P(Z ≤ 1, 985− 20,0510

)
= P(Z ≤ −3, 0) = P(Z ≥ 3, 0)= 0, 5− tab(3, 0) = 0, 5− 0, 4987 = 0, 0013

A probabilidade de se obter esse valor nas condições dadas pelo gerente é muito pequena, oque pode nos fazer suspeitar da veracidade das afirmativas. É provável que ou a média nãoseja 2 (e, sim, menor que 2), ou o desvio-padrão não seja 0,05 (e, sim, maior que 0,05). Esbocegráficos da normal para compreender melhor esse comentário!
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Capítulo 4

Distribuição Amostral da Proporção

Neste capítulo, você verá uma importante aplicação do Teorema Limite Central: iremos estudara distribuição amostral de proporções para amostras grandes, que nos permitirá fazer inferência sobreproporções.
Você verá os seguintes resultados:

• aproximação da binomial pela normal;
• correção de continuidade;
• distribuição amostral da proporção amostral.

Distribuição Amostral da Proporção

No capítulo anterior, vimos o Teorema Limite Central (TLC), que trata da distribuição da médiaamostral X quando n → ∞. Esse teorema nos diz que, se X é uma população com média µ evariância σ2, então a distribuição amostral da média de uma amostra aleatória simples de tamanho
n se aproxima de uma distribuição normal com média µ e variância σ2

n quando n → ∞.
Considere, agora, uma população em que cada elemento é classificado de acordo com a presençaou ausência de determinada característica. Por exemplo, podemos pensar em eleitores escolhendoentre dois candidatos, pessoas classificadas de acordo com o sexo, trabalhadores classificados comotrabalhador com carteira assinada ou não, e assim por diante. Essa população é, então, representada
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por uma variável aleatória de Bernoulli X , isto é:
X = { 1, se elemento possui a característica de interesse0, se elemento não possui a caracaterística de interesse

Vamos denotar por p a proporção de elementos da população que possuem a característica deinteresse. Então
P(X = 1) = p (4.1)E(X ) = p (4.2)Var(X ) = p(1− p) (4.3)

Em geral, o parâmetro p é desconhecido e precisamos estimá-lo a partir de uma amostra.
Seguindo notação já vista anteriormente, vamos indicar por X ∼ Bern(p) o fato de uma variávelaleatória X ter distribuição de Bernoulli com parâmetro p (probabilidade de sucesso).
Suponha, agora, que de uma população X ∼ Bern(p) seja extraída uma amostra aleatóriasimples X1, X2, . . . , Xn com reposição. Essa amostra resulta em uma sequência de 0’s (elementos quenão possuem a característica) e 1’s (elementos que possuem a característica). A média amostral é

x = 0 + 0 + · · ·+ 0 + 1 + 1 + · · ·+ 1
n = 1 + 1 + · · ·+ 1

n

ou seja, a média amostral é a proporção amostral dos elementos que possuem a característica deinteresse.
Assim, estudar a distribuição amostral da média amostral de uma população X ∼ Bern(p)equivale a estudar a distribuição da proporção amostral, que representaremos por P̂ .
Usando o Teorema Limite Central e os resultados dados em (4.2) e (4.3), concluímos que, paragrandes amostras,

P̂ ≈ N
(
p; p(1− p)n

) (4.4)
Condições para uso da aproximação normal

O Teorema Limite Central é um teorema sobre convergência quando n → ∞. Na prática,traduzimos n → ∞ por n grande. Não existe uma regra clara que defina o que é “grande”. Quantomais próxima da normal for a distribuição populacional, mais rápida é a convergência. Uma dasprincipais características da distribuição normal é o fato de ela ser simétrica. No caso da distribuiçãode Bernoulli, ela é simétrica quando p = 0, 5 e será aproximadamente simétrica quando p e 1 − pforem próximos de 0,5. Veja a Figura 4.1.
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(a) X ∼ Bern(0, 5)

(b) X ∼ Bern(0, 45) (c) X ∼ Bern(0, 4)

(d) X ∼ Bern(0, 3) (e) X ∼ Bern(0, 1)
Figura 4.1 – Efeito de p sobre a assimetria da distribuição de Bernoulli

Existe a seguinte regra empírica para nos ajudar a decidir se é razoável utilizar a distribuiçãonormal como aproximação da distribuição amostral de P̂:
! A distribuição da proporção amostral com base em amostra de tamanho n deuma população X ∼ Bern(p) pode ser aproximada por uma distribuição normalcom média µ = p e variância σ2 = p(1−p)

n se são satisfeitas as seguintes condições:
1. n ≥ 30 – amostra grande
2. np ≥ 5 – pelo menos 5 sucessos na amostra
3. n(1− p) ≥ 5 – pelo menos 5 fracassos na amostra

Correção de continuidade

Como visto anteriormente, a distribuição normal é contínua, enquanto a proporção amostral P̂é uma variável aleatória discreta, que assume os valores 0
n ,

1
n , · · · ,

n
n , sendo n o tamanho da amostra.Para obter resultados mais precisos na aproximação da distribuição de P̂ pela distribuição normal,é comum usar-se a correção de continuidade. Para introduzir esse conceito, vamos trabalhar como número de sucessos na amostra, em vez da proporção. Então, para uma amostra de tamanho

n, podemos ter 0, 1, 2, · · · , n sucessos na amostra. Para usar a aproximação normal, cada um
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desses valores será substituído por um intervalo: se k é o número de sucessos na amostra, naaproximação normal trabalharemos com o intervalo [k − 0, 5; k + 0, 5]. Vamos ver como utilizar acorreção de continuidade através de um exemplo. Nesse primeiro exemplo, faremos os cálculos emtodos os detalhes, para que você possa entender a lógica da aproximação. Nos exemplos e exercíciossubsequentes apresentaremos apenas as etapas realmente necessárias.
Exemplo 4.1De um lote de produtos manufaturados, extrai-se uma amostra aleatória simples de 100 itens. Se10% dos itens do lote são defeituosos, calcule a probabilidade de a proporção amostral

(a) ser 0,12;
(b) estar no intervalo [0, 12; 0, 14];
(c) estar no intervalo (0, 12; 0, 15);
(d) ser, no máximo, 0,12;
(e) ser maior que 0,87.

Solução:Temos uma amostra de tamanho n = 100 de uma população X ∼ Bern(0, 10). As condições parautilização da aproximação normal são válidas:
n = 100 > 30100× 0, 1 = 10 > 5100× 0, 9 = 90 > 5

Assim, a distribuição da proporção amostral pode ser aproximada por uma N (0, 10; 0,10×0,90100 ), ouseja, N(0, 10; 0, 032).
(a) Uma proporção de 0,12 corresponde a 12 sucessos na amostra de tamanho 100.

P(P̂ = 0, 12) = P(P̂ = 12100
) =︸︷︷︸cor. de cont. P

(12− 0, 5100 ≤ P̂ ≤ 12 + 0, 5100
)

= P(0, 115 ≤ P̂ ≤ 0, 125) ≈︸︷︷︸TLC P(0, 115− 0, 100, 03 ≤ P̂ ≤ 0, 125− 0, 100, 03
)

= P(0, 5 ≤ Z ≤ 0, 83) = tab(0, 83)− tab(0, 50) = 0, 2967− 0, 1915 = 0, 1052
(b) Para estar no intervalo [0, 12; 0, 14], temos que ter 12, 13 ou 14 sucessos na amostra. Note queo intervalo é fechado nos 2 extremos. Com raciocínio análogo ao empregado no item anterior,
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temos:
P(0, 12 ≤ P̂ ≤ 0, 14) = P(P̂ = 0, 12) + P(P̂ = 0, 13) + P(P̂ = 0, 14)

= P(P̂ = 12100
) + P(P̂ = 13100

) + P(P̂ = 14100
)

= P(12− 0, 5100 ≤ P̂ ≤ 12 + 0, 5100
) + P(13− 0, 5100 ≤ P̂ ≤ 13 + 0, 5100

)
+ P(14− 0, 5100 ≤ P̂ ≤ 14 + 0, 5100

)
= P(0, 115 ≤ P̂ ≤ 0, 125) + P(0, 125 ≤ P̂ ≤ 0, 135) + P(0, 135 ≤ P̂ ≤ 0, 145)= P(0, 115 ≤ P̂ ≤ 0, 145)

Esta última igualdade é consequência do fato de os intervalos se sobreporem. Note que oslimites intermediários aparecem nos 2 intervalos. Usando a aproximação normal, temos
P(0, 12 ≤ P̂ ≤ 0, 14) = P(0, 115 ≤ P̂ ≤ 0, 145) ≈ P(0, 115− 0, 100, 03 ≤ Z ≤ 0, 145− 0, 100, 03

)
= P(0, 5 ≤ Z ≤ 1, 5) = tab(1, 5)− tab(0, 5)= 0, 4332− 0, 1915 = 0, 2417

(c) Para estar no intervalo (0, 12; 0, 15), temos que ter 13 ou 14 sucessos na amostra. Note queo intervalo é aberto nos 2 extremos. Com raciocínio análogo ao empregado no item anterior,temos:
P(0, 12 < P̂ < 0, 15) = P(0, 13 ≤ P̂ ≤ 0, 14) = P(P̂ = 13100

) + P(P̂ = 14100
)

= P(13− 0, 5100 ≤ P̂ ≤ 13 + 0, 5100
) + P(14− 0, 5100 ≤ P̂ ≤ 14 + 0, 5100

)
= P(0, 125 ≤ P̂ ≤ 0, 135) + P(0, 135 ≤ P̂ ≤ 0, 145) = P(0, 125 ≤ P̂ ≤ 0, 145)
≈ P(0, 125− 0, 100, 03 ≤ Z ≤ 0, 145− 0, 100, 03

) = P(0, 83 ≤ Z ≤ 1, 5)
= tab(1, 5)− tab(0, 83) = 0, 4332− 0, 2967 = 0, 1365

(d) Uma proporção máxima de 0,12 significa 12, 11, 10, · · · 0 sucessos na amostra. Em termos danormal aproximadora, temos que calcular a probabilidade à esquerda da abscissa padronizadacorrespondente, ou seja:
P(P̂ ≤ 0, 12) = P(P̂ ≤ 0, 125) ≈ P(Z ≤ 0, 125− 0, 100, 03

) = P(Z ≤ 0, 83) = 0, 5 + tab(0, 83)
= 0, 5 + 0, 2967 = 0, 7967

(e) Para ser maior que 0,87, temos que ter 88, 89, · · · , 100 sucessos na amostra. Em termos danormal aproximadora, temos que calcular a probabilidade à direita da abscissa padronizada
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correspondente, ou seja:
P(P̂ > 0, 87) = P(P̂ ≥ 0, 88) ≈ P(Z ≥ 0, 875− 0, 100, 03

) = P(Z ≥ 25, 83) ≈ 0
��

Com este exemplo, podemos ver que o ponto importante é se o intervalo é fechado, ou não.No quadro a seguir, em que k é o número de sucessos na amostra e n é o tamanho da amostra,resumimos os resultados básicos, que podem ser conjugados para analisar todos os tipos possíveisde intervalo.
Probabilidade exata Probabilidade para a aproximação normal

P(P̂ = k
n

) P(k−0,5
n ≤ P̂ ≤ k+0,5

n

)
P(P̂ ≤ k

n

) P(P̂ ≤ k+0,5
n

)
P(P̂ < k

n

) = P(P̂ ≤ k−1
n

) P(P̂ ≤ k−1+0,5
n

) = P(P̂ ≤ k−0,5
n

)
P(P̂ ≥ k

n

) P(P̂ ≥ k−0,5
n

)
P(P̂ > k

n

) = P(P̂ ≥ k+1
n

) P(P̂ ≥ k+1−0,5
n

) = P(P̂ ≥ k+0,5
n

)

Note que, se na probabilidade original o k está incluído no intervalo, então ele tem que estar incluídono intervalo para cálculo da probabilidade aproximada pela normal.
Exemplo 4.2 Controle de qualidadeNo controle de qualidade de produtos, uma técnica comumente utilizada é a amostragem de aceitação.Segundo essa técnica, um lote inteiro é rejeitado se contiver mais do que um número determinadode itens defeituosos. A companhia X compra parafusos de uma fábrica em lotes de 10.000 e rejeita olote se uma amostra aleatória simples de 50 parafusos contiver pelo menos cinco defeituosos. Se oprocesso de fabricação tem uma taxa de 12% de defeituosos, qual é a probabilidade de um lote serrejeitado pela companhia X?
Solução:Temos uma amostra de tamanho 50 de uma população X ∼ Bern(0, 12). As condições paraaproximação pela normal são satisfeitas:

n = 50 > 30 50× 0, 12 = 6 > 5 50× 0, 88 = 44 > 5.
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O lote será rejeitado se P̂ ≥ 550.

P(P̂ ≥ 550
) = P(P̂ ≥ 5− 0, 550

) = P(P̂ ≥ 0, 09) ≈ P
Z ≥ 0, 09− 0, 12√0, 12× 0, 8850


= P(Z ≥ −0, 65) = 0, 5 + tab(0, 65) = 0, 5 + 0, 2422 = 0, 7422

Note que essa é uma probabilidade alta, mas o problema aqui é a alta taxa de defeituosos doprocesso: 12%.
��

Resumo

• Neste capítulo estudamos a distribuição amostral da proporção amostral, que é a média amostralde uma população X ∼ Bern(p). Vimos que essa distribuição pode ser aproximada por umadistribuição normal de média p e variância p(1− p)n , desde que sejam satisfeitas as seguintescondições:
? n ≥ 30
? np ≥ 5
? n(1− p) ≥ 5

• No uso da aproximação normal, é importante que se utilize a correção de continuidade, paraaumentar a precisão da aproximação.
Exercícios

1. Use a aproximação normal, com correção de continuidade, para calcular as probabilidadespedidas, tendo o cuidado de verificar que as condições para essa aproximação são realmentesatisfeitas.
(a) P(P̂ ≤ 0, 5) se X ∼ Bern(0, 7) e n = 50(b) P(0, 42 < P̂ ≤ 0, 56) se X ∼ Bern(0, 5) e n = 100(c) P(P̂ > 0, 6) se X ∼ Bern(0, 5) e n = 100(d) P(P̂ = 0, 25) se X ∼ Bern(0, 4) e n = 40(e) P(P̂ ≥ 0, 4) se X ∼ Bern(0, 3) e n = 30(f) P(0, 125 < P̂ < 0, 175) se X ∼ Bern(0, 1) e n = 80(g) P(0, 4 ≤ P̂ ≤ 0, 6) se X ∼ Bern(0, 2) e n = 30(h) P(P̂ < 0, 36) se X ∼ Bern(0, 3) e n = 50
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(i) P(0, 25 ≤ P̂ < 0, 45) se X ∼ Bern(0, 4) e n = 120
2. Em uma sondagem, perguntou-se a 1.002 membros de determinado sindicato se eles haviamvotado na última eleição para a direção do sindicato e 701 responderam afirmativamente. Osregistros oficiais obtidos depois da eleição mostram que 61% dos membros aptos a votar de fatovotaram. Calcule a probabilidade de que, dentre 1.002 membros selecionados aleatoriamente,no mínimo 701 tenham votado, considerando que a verdadeira taxa de votantes seja de 61%. Oque o resultado sugere?
3. Supondo que meninos e meninas sejam igualmente prováveis, qual é a probabilidade denascerem 36 ou mais meninas em 64 partos? Em geral, um resultado é considerado não-usual se a sua probabilidade de ocorrência é pequena, digamos, menor que 0,05. É não-usualnascerem 36 meninas em 64 partos?
4. Com base em dados históricos, uma companhia aérea estima em 15% a taxa de desistênciaentre seus clientes, isto é, 15% dos passageiros com reserva não aparecem na hora do voo.Para otimizar a ocupação de suas aeronaves, essa companhia decide aceitar 400 reservas paraos voos em aeronaves que comportam apenas 350 passageiros. Calcule a probabilidade de queessa companhia não tenha assentos suficientes em um desses voos. Essa probabilidade é altao suficiente para a companhia rever sua política de reserva?

Solução dos exercícios

1. (a) n = 50 > 30 np = 50× 0, 7 = 35 > 5 n(1− p) = 50× 0, 3 = 15 > 5condições OK! Normal aproximadora: N (0, 70; 0, 7× 0, 350
)

P(P̂ ≤ 0, 5) = P(P̂ ≤ 2550
) = P(P̂ ≤ 25 + 0, 550

) = P(P̂ ≤ 0, 51) ≈ P
Z ≤ 0, 51− 0, 7√0, 7× 0, 350


= P(Z ≤ −2, 93) = 0, 5− tab(2, 93) = 0, 5− 0, 4983 = 0, 0017

(b) n = 100 > 30 np = n(1− p) = 100× 0, 5 = 50 > 5condições OK! Normal aproximadora: N (0, 50; 0, 5× 0, 5100
)

P(0, 42 < P̂ ≤ 0, 56) = P( 43100 ≤ P̂ ≤ 56100
) = P(42, 5100 ≤ P̂ ≤ 56, 5100

)

≈ P
0, 425− 0, 5√0, 5× 0, 5100

≤ Z ≤ 0, 565− 0, 5√0, 5× 0, 5100


= P(−1, 5 ≤ Z ≤ 1, 3) = tab(1, 5) + tab(1, 3) = 0, 4332 + 0, 4032 = 0, 8364
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(c) n = 100 > 30 np = n(1− p) = 100× 0, 5 = 50 > 5

condições OK! Normal aproximadora: N (0, 50; 0, 5× 0, 5100
)

P(P̂ > 0, 6) = P(P̂ ≥ 61100
) = P(P̂ ≥ 61− 0, 5100

) = P(P̂ ≥ 0, 605) ≈ P
Z ≥ 0, 605− 0, 5√0, 5× 0, 5100


= P(Z ≥ 2, 1) = 0, 5− tab(2, 1) = 0, 5− 0, 4821 = 0, 0179

(d) n = 40 > 30 np = 40× 0, 4 = 16 > 5 n(1− p) = 40× 0, 6 = 24 > 5
condições OK! Normal aproximadora: N (0, 40; 0, 4× 0, 640

)

P(P̂ = 0, 25) = P(P̂ = 1040
) = P(10− 0, 540 ≤ P̂ ≤ 10 + 0, 540

)

= P(0, 2375 ≤ P̂ ≤ 0, 2625) ≈ P
0, 2375− 0, 4√0, 4× 0, 640

≤ Z ≤ 0, 2625− 0, 4√0, 4× 0, 640


= P(−2, 10 ≤ Z ≤ −1, 78) = P(1, 78 ≤ Z ≤ 2, 10) = tab(2, 10)− tab(1, 78)= 0, 4821− 0, 4625 = 0, 0196
(e) n = 30 ≥ 30 np = 30× 0, 3 = 9 > 5 (1− p) = 30× 0, 7 = 21 > 5

condições OK! Normal aproximadora: N (0, 30; 0, 3× 0, 730
)

P(P̂ ≥ 0, 4) = P(P̂ ≥ 1230
) = P(P̂ ≥ 12− 0, 530

) = P(P̂ ≥ 0, 3833) ≈ P
Z ≥ 0, 3833− 0, 3√0, 3× 0, 730


= P(Z ≥ 1, 0) = 0, 5− tab(1, 0) = 0, 5− 0, 3413 = 0, 1587

(f) n = 80 > 30 np = 80× 0, 1 = 8 > 5 (1− p) = 80× 0, 9 = 72 > 5
condições OK! Normal aproximadora: N (0, 10; 0, 1× 0, 980

)
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P(0, 125 < P̂ < 0, 175) = P(1080 < P̂ < 1480
) = P(1180 ≤ P̂ ≤ 1380

)
= P(10, 580 ≤ P̂ ≤ 13, 580

) = P(0, 13125 ≤ P̂ ≤ 0, 16875
≈ P

0, 13125− 0, 1√0, 1× 0, 980
≤ Z ≤ 0, 16875− 0, 1√0, 1× 0, 980


= P(0, 93 ≤ Z ≤ 2, 05) = tab(2, 05)− tab(0, 93)= 0, 4798− 0, 3238 = 0, 1560

(g) n = 30 ≥ 30 np = 30× 0, 2 = 6 > 5 n(1− p) = 30× 0, 8 = 24 > 5
condições OK! Normal aproximadora: N (0, 20; 0, 2× 0, 830

)

P(0, 4 ≤ P̂ ≤ 0, 6) = P(1230 ≤ P̂ ≤ 1830
) = P(11, 530 ≤ P̂ ≤ 18, 530

)

= P(0, 03833 ≤ P̂ ≤ 0, 6167 ≈ P
0, 3833− 0, 2√0, 2× 0, 830

≤ Z ≤ 0, 6167− 0, 2√0, 2× 0, 830


= P(2, 51 ≤ Z ≤ 5, 71) = tab(5, 71)− tab(2, 51) = 0, 5− 0, 4940 = 0, 0060
(h) n = 50 > 30 np = 50× 0, 3 = 15 > 5 n(1− p) = 50× 0,= 35 > 5

condições OK! Normal aproximadora: N (0, 30; 0, 3× 0, 750
)

P(P̂ < 0, 36) = P(P̂ < 1850
) = P(P̂ ≤ 1750

) = P(P̂ ≤ 17 + 0, 550
) = P(P̂ ≤ 0, 35)

≈ P
Z ≤ 0, 35− 0, 3√0, 3× 0, 750

 = P(Z ≤ 0, 77) = 0, 5 + tab(0, 77)
= 0, 5 + 0, 2794 = 0, 7794

(i) n = 120 > 30 np = 120× 0, 4 = 48 > 5 n(1− p) = 120× 0, 6 = 72 > 5
condições OK! Normal aproximadora: N (0, 40; 0, 4× 0, 6120

)
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P(0, 25 ≤ P̂ ≤ 0, 45) = P( 30120 ≤ P̂ < 54120
) = P( 30120 ≤ P̂ ≤ 53120

)
= P(29, 5120 ≤ P̂ ≤ 53, 5120

) = P(0, 24583 ≤ Z ≤ 0, 44583)
≈ P

0, 24583− 0, 4√0, 4× 0, 6120
≤ Z ≤ 0, 44583− 0, 4√0, 4× 0, 6120

 = P(−3, 45 ≤ Z ≤ 1, 02)
= tab(3, 45) + tab(1, 02) = 0, 4997 + 0, 3461 = 0, 8458

2. A população de interesse é a população de votantes. Temos, então, que X ∼ Bern(0, 61). Ascondições para a aproximação normal são válidas (verifique!).

P(P̂ ≥ 7011002
) = P(P̂ ≥ 700, 51002

) = P(P̂ ≥ 0, 6991)
≈ P

Z ≥ 0, 6991− 0, 61√0, 61× 0, 391002
 = P(Z ≥ 5, 78) ≈ 0

Se a proporção de votantes é de 61%, a probabilidade de encontrarmos 701 ou mais votantes emuma amostra aleatória simples de 1.002 pessoas é muito baixa. Talvez as pessoas entrevistadasnão estejam sendo sinceras, com vergonha de dizer que não votaram...

3. Supondo que meninos e meninas sejam igualmente prováveis, nossa população de interesse(constituída por todos os partos) é X ∼ Bern(0, 5). Temos uma amostra de n = 64 partos. Ascondições para a aproximação normal são válidas (verifique!).
P(P̂ ≥ 3664

) = P(P̂ ≥ 36− 0, 564
) = P(P̂ ≥ 0, 5546875) ≈ P

Z ≥ 0, 5546875− 0, 5√0, 5× 0, 564


= P(Z ≥ 0, 875) = 0, 5− tab(0, 875) ≈ 0, 5− tab(0, 88) = 0, 5− 0, 3106 = 0, 1894
Esse é um resultado que pode ocorrer por mero acaso, ou seja, não é um resultado não-usual.

4. Vamos considerar a população formada pelos passageiros que se apresentam para os voosdessa companhia. Então, X ∼ Bern(0, 85) e temos uma amostra de tamanho n = 400. Comohá 350 lugares, a companhia terá problemas se a proporção de pessoas na amostra que se
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apresentarem for maior que 350400 = 0, 875.
P(P̂ > 350400

) = P(P̂ ≥ 351400
) = P(P̂ ≥ 350, 5400

) = P(P̂ ≥ 0, 87625)
≈ P

Z ≥ 0, 87625− 0, 85√0, 85× 0, 15400
 = P(Z ≥ 1, 47) = 0, 5− tab(1, 47)

= 0, 5− 0, 4292 = 0, 0708
Essa é uma probabilidade um pouco alta; talvez valha a pena a companhia rever a política dereservas e aceitar menos que 400 reservas.



Capítulo 5

Intervalos de Confiança

Neste capítulo, você aprenderá um método muito importante de estimação de parâmetros.Vimos, anteriormente, que a média amostral X é um bom estimador da média populacional µ. Masvimos, também, que existe uma variabilidade nos valores de X, ou seja, cada amostra dá origem aum valor diferente do estimador. Uma maneira de informar sobre esta variabilidade é através da
estimação por intervalos.

Sendo assim, agora você aprenderá os seguintes conceitos e métodos:
• intervalo de confiança;
• margem de erro;
• nível de confiança;
• nível de significância;
• intervalo de confiança para a média de uma população N

(
µ; σ 2) com variânciaconhecida;

• intervalo de confiança para a média de uma população qualquer com base em grandesamostras.
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Ideias Básicas

O objetivo central da Inferência Estatística é obter informações para uma população a partirdo conhecimento de uma única amostra. Em geral, a população é representada por uma variávelaleatória X , com função de probabilidade ou densidade de probabilidade fX .
Dessa população, então, extrai-se uma amostra aleatória simples com reposição, que dá origema um conjunto X1, X2, . . . , Xn de n variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas,todas com a mesma distribuição fX . Se fX depende de um ou mais parâmetros, temos que usar ainformação obtida a partir da amostra para estimar esses parâmetros, de forma a conhecermos adistribuição.
Nos capítulos anteriores, por exemplo, vimos que a média amostral X é um bom estimador damédia populacional µ, no sentido de que ela tende a “acertar o alvo” da verdadeira média populacional.Mas vimos, também, que existe uma variabilidade nos valores de X, ou seja, cada amostra dá origema um valor diferente do estimador. Para algumas amostras, X será maior que µ, para outras serámenor e para outras será igual.
Na prática, temos apenas uma amostra e, assim, é importante que se forneça alguma informaçãosobre essa possível variabilidade do estimador. Ou seja, é importante informar o valor do estimador

θ̂ obtido com uma amostra específica, mas é importante informar, também, que o verdadeiro valordo parâmetro θ poderia estar em um determinado intervalo, digamos, no intervalo [θ̂ − ε, θ̂ + ε].Dessa forma, informamos a nossa margem de erro no processo de estimação; essa margem de erro éconsequência do processo de seleção aleatória da amostra.
O que vamos estudar agora é como obter esse intervalo, de modo a “acertar na maioria dasvezes”, isto é, vamos obter um procedimento que garanta que, na maioria das vezes (ou das amostraspossíveis), o intervalo obtido conterá o verdadeiro valor do parâmetro θ. A expressão “na maioriadas vezes” será traduzida como “probabilidade alta”. Dessa forma, vamos lidar com afirmativas doseguinte tipo:

! Com probabilidade alta (em geral, indicada por 1− α ), o intervalo[
θ̂ − erro; θ̂ + erro]

conterá o verdadeiro valor do parâmetro θ.
A interpretação correta de tal afirmativa é a seguinte: se 1−α = 0, 95, por exemplo, então issosignifica que o procedimento de construção do intervalo é tal que em 95% das possíveis amostras, ointervalo [θ̂− erro; θ̂+ erro] obtido conterá o verdadeiro valor do parâmetro. Note que cada amostraresulta em um intervalo diferente; mas, em 95% das amostras, o intervalo contém o verdadeiro valor
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do parâmetro. Veja a Figura 5.1 – dois dos intervalos não contêm o parâmetro θ.

O valor 1 − α é chamado nível de confiança e o intervalo [θ̂− erro; θ̂+ erro] é chamado de
intervalo de confiança de nível de confiança 1− α , que muitas vezes será citado, de forma reduzida,como intervalo de confiança de 1− α . O erro, ou margem de erro, será representado aqui pela letragrega epsilon ε.

Figura 5.1 – Interpretando os intervalos de confiança
Tendo clara a interpretação do intervalo de confiança, podemos resumir a frase acima daseguinte forma:

P(θ ∈ [θ̂ − ε; θ̂ + ε]) = 1− α (5.1)
Mais uma vez, a probabilidade se refere à probabilidade dentre as diversas possíveis amostras,ou seja, a probabilidade está associada à distribuição amostral do estimador θ̂. Note que os limitesdo intervalo dependem de θ̂, que depende da amostra sorteada, ou seja, os limites do intervalo deconfiança são variáveis aleatórias (daí podemos falar em probabilidade). Cada amostra dá origem aum intervalo diferente, mas o procedimento de obtenção dos intervalos garante probabilidade 1− αde acerto.

Intervalo de Confiança para a Média de X ∼ N(µ; σ 2) - σ 2 Conhecida

Vamos agora, introduzir os métodos para obtenção do intervalo de confiança para a média deuma população. Como visto, a média populacional é um parâmetro importante, que pode ser muito bem
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estimado pela média amostral X. Para apresentar as ideias básicas, vamos considerar um contextoque é pouco frequente na prática. O motivo para isso é que, em termos didáticos, a apresentaçãoé bastante simples. Como o fundamento é o mesmo para contextos mais gerais, essa abordagem sejustifica.
Consideremos uma população descrita por uma variável aleatória normal com média µ evariância σ2, isto é, X ∼ N(µ; σ2). Vamos supor que o valor de σ2 seja conhecido e que nossointeresse seja estimar a média µ a partir de uma amostra aleatória simples X1, X2, . . . , Xn. Como vistono Capítulo 2, Teorema 2.2, a distribuição amostral de X é normal com média µ e variância σ2

n , ouseja
X ∼ N

(
µ; σ2) =⇒ X ∼ N

(
µ; σ2
n

)
Da definição de distribuição amostral, isso significa que os diferentes valores de X obtidos a partirdas diferentes possíveis amostras se distribuem normalmente em torno de µ com variância σ2

n .

Das propriedades da distribuição normal, resulta que
Z = X − µ√

σ2
n

∼ N(0; 1)
ou equivalentemente,

Z = √nX − µσ ∼ N(0; 1) (5.2)
Para completar a construção do intervalo de confiança, vamos apresentar a seguinte definição,ilustrada na Figura 5.2:

Definição 5.1 Valor crítico da normal O valor
crítico de Z ∼ N(0; 1) associado à probabilidade
α é a abscissa zα tal que

P(Z > zα ) = α

Figura 5.2 – Valor crítico zα da N(0; 1)

Se considerarmos, agora, o valor crítico zα/2, conforme ilustrado na Figura 5.3, resulta que, se
Z ∼ N(0; 1), então

P (−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2) = 1− α (5.3)
Mas isso vale para a distribuição normal padrão, em geral. Então, usando os resultados das Equações5.2 e 5.3, obtemos que
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Figura 5.3 – Valor crítico zα/2 da N(0; 1)

P(−zα/2 ≤ √nX − µσ ≤ zα/2
) = 1− α

o que é equivalente a
P(−zα/2 σ√n ≤ X − µ ≤ zα/2 σ√n

) = 1− α ⇔
P(−X − zα/2 σ√n ≤ −µ ≤ −X + zα/2 σ√n

) = 1− α ⇔
P(X − zα/2 σ√n ≤ µ ≤ X + zα/2 σ√n

) = 1− α (5.4)
Observe a expressão (5.4); ela nos diz que

P(µ ∈ [X − zα/2 σ√n ; X + zα/2 σ√n
]) = 1− α

Mas essa é exatamente a forma geral de um intervalo de confiança, conforme explicitado naEquação 5.1 (note que os limites são variáveis aleatórias!). Temos, então, a seguinte conclusão:
Definição 5.2 Intervalo de Confiança para a Média de X ∼ N(µ; σ2) - σ2 Conhecida Seja
X ∼ N(µ; σ2) uma população, cuja variância σ2 é conhecida. Se X1, X2, . . . , Xn é uma amostra
aleatória simples dessa população, então o intervalo de confiança de nível de confiança 1 − α
para a média populacional µ é dado por[

X − zα/2 σ√n ; X + zα/2 σ√n
] (5.5)

em que zα/2 é o valor crítico da distribuição normal correspondente à probabilidade α/2.

O intervalo de confiança para µ pode ser escrito na forma [X − ε;X + ε], onde ε = zα/2 σ√
n é a

margem de erro. Como visto, essa margem de erro está associada ao fato de que diferentes amostrasfornecem diferentes valores de X . As diferentes amostras fornecem diferentes intervalos de confiança,
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mas uma proporção de 100× (1−α)% desses intervalos irá conter o verdadeiro valor de µ. Note queaqui é fundamental a interpretação de probabilidade como frequência relativa: estamos considerandoos diferentes intervalos que seriam obtidos, caso sorteássemos todas as possíveis amostras. Assim, onível de confiança está associado à confiabilidade do processo de obtenção do intervalo: esse processoé tal que acertamos (isto é, o intervalo contém µ) em 100×(1−α)% das vezes. Na Figura 5.4 ilustra-seessa interpretação dos intervalos de confiança para uma população normal com variância 4 e tamanhode amostra n = 16. A distribuição normal padrão representa a distribuição de probabilidade dosvalores de √16X − µ2 . Valores extremos de tal estatística levam a intervalos de confiança que nãocontêm o verdadeiro parâmetro, representados pelos intervalos em preto. Os valores centrais, quetêm alta probabilidade (1 − α) de ocorrência levam a intervalos que contêm o verdadeiro valor doparâmetro (intervalos em cinza).

Figura 5.4 – Interpretação do IC para a média da N(µ; σ 2)
Na prática, temos apenas uma amostra e o intervalo obtido com essa amostra específica, oucontém ou não contém o verdadeiro valor de µ. A afirmativa

P(µ ∈ [X − zα/2 σ√n ; X + zα/2 σ√n
]) = 1− α

é válida porque ela envolve a variável aleatória X , que assume diferentes valores para as diferentesamostras. Quando substituímos o estimador X por uma estimativa específica x obtida a partir deuma amostra particular, temos apenas um intervalo e não faz mais sentido falar em probabilidade.
Para ajudar na interpretação do intervalo de confiança, suponha que, com uma amostra detamanho 25, tenha sido obtido o seguinte intervalo de confiança de 0,95:[5− 1, 96× 2√25 ; 5 + 1, 96× 2√25

] = [4, 216; 5, 784]
Esse intervalo específico contém ou não contém o verdadeiro valor de µ e não temos condições deverificar o que é verdade. Mas o que sabemos é que, se repetíssemos o mesmo procedimento de
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sorteio de uma amostra aleatória simples da população e consequente construção do intervalo deconfiança, 95% dos intervalos construídos conteriam o verdadeiro valor de µ.

Sendo assim, é errado dizer que há uma probabilidade de 0,95 de o intervalo específico[4, 216; 5, 784] conter o verdadeiro valor de µ. Mas é certo dizer que, com probabilidade 0,95, ointervalo [X − 1, 96× 2√25 ; X + 1, 96× 2√25
] contém µ. Note a variável aleatória X no limite dointervalo.

Exemplo 5.1 Pesos de homens adultosEm determinada população, o peso dos homens adultos é distribuído normalmente com um desviopadrão de 16kg. Uma amostra aleatória simples de 36 homens adultos é sorteada desta população,obtendo-se um peso médio de 78,2kg. Construa um intervalo de confiança de nível de confiança 0,95para o peso médio de todos os homens adultos dessa população.
Solução:Vamos inicialmente determinar o valor crítico associado ao nível de confiança de 0,95. Como 1−α =0, 95, resulta que α = 0, 05 e α/2 = 0, 025.

Analisando a Figura 5.3, vemos que a probabilidade nas duas caudas da distribuição normalpadrão é de 0,05; logo, em cada cauda, a probabilidade é 0,025. Em termos da Tabela 1, isso significaque a probabilidade entre 0 e z0,025 é (0, 50 − 0, 025) = 0, 475 e, assim, devemos procurar no corpoda tabela o valor de 0,475 para determinar a abscissa z0,025. Veja a Figura 5.5.

Figura 5.5 – Valor crítico z0,025 da N(0; 1)
Procurando no corpo da tabela da distribuição normal padrão, vemos que o valor 0,475corresponde à abscissa z0,025 = 1, 96. Logo, nosso intervalo de confiança é[78, 2− 1, 96× 16√36 ; 78, 2 + 1, 96× 16√36

] = [72, 9733 ; 83, 4267]
Esse intervalo contém ou não o verdadeiro valor de µ, mas o procedimento utilizado para suaobtenção nos garante que há 95% de chance de estarmos certos, isto é, 95% dos intervalos construídoscom esse método conteriam o verdadeiro valor de µ.

��
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Margem de erro

Vamos, agora, analisar a margem de erro do intervalo de confiança para a média de umapopulação normal com variância conhecida. Ela é dada por
ε = zα/2 σ√n (5.6)

Lembrando que o erro padrão é o desvio padrão do estimador, podemos escrever
ε = zα/2 EPX (5.7)

Analisando a equação (5.6), vemos que a margem de erro depende diretamente do valor crítico edo desvio-padrão populacional e é inversamente proporcional à raiz quadrado do tamanho da amostra.
Na Figura 5.6 ilustra-se a relação de dependência da margem de erro com o desvio padrãopopulacional σ . Temos duas distribuições amostrais centradas na mesma média e baseadas emamostras de mesmo tamanho: X1 ∼ N

(
µ; σ21
n

) e X2 ∼ N
(
µ; σ22
n

) com σ21 < σ22 . Nas duasdistribuições, a área total das caudas sombreadas é α , de modo que os intervalos limitados pelaslinhas verticais são os intervalos de confiança de nível 1 − α , ou seja, a área central em ambasdistribuições é 1 − α . Para a distribuição mais dispersa, isto é, com σ maior, o comprimento dointervalo é maior. Esse resultado deve ser intuitivo: se há mais variabilidade na população, a nossamargem de erro para estimação da média populacional tem que ser maior, mantidas fixas as outrascondições (tamanho de amostra e nível de confiança).

Figura 5.6 – Margem de erro versus dispersão populacional: σ1 < σ2 ⇒ ε1 < ε2

Por outro lado, se mantivermos fixos o tamanho da amostra e o desvio padrão populacional, érazoável, também, que a margem de erro seja maior para um nível de confiança maior. Ou seja, sequeremos aumentar a probabilidade de acerto, é razoável que o intervalo seja maior. Aumentar aprobabilidade de acerto significa aumentar o nível de confiança, o que acarreta em um valor crítico
zα/2 maior. Veja a Figura 5.7, onde ilustra-se o intervalo de confiança para dois níveis de confiançadiferentes: 1−α1 > 1−α2. O primeiro intervalo é maior, refletindo o maior grau de confiança, ou seja,o preço que se paga por um nível de confiança maior é que o comprimento do intervalo de confiançatambém será maior.
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Figura 5.7 – Margem de erro versus nível de confiança: α1 < α2 ⇒ (1− α1) > (1− α2)⇒ ε1 > ε2
Finalmente, mantidos o mesmo desvio padrão populacional e o mesmo nível de confiança, quantomaior o tamanho da amostra, menor será a margem de erro, mas a redução da margem de erro dependede √n; assim, para reduzir a margem de erro pela metade, teremos que quadruplicar o tamanho daamostra:

ε′ = ε2 ⇒ 1√
n′

= 12 1√
n
⇒
√
n′ = 2√n ⇒ n′ = 4n

Exemplo 5.2 Resultados de pesquisaNa divulgação dos resultados de uma pesquisa, publicou-se o seguinte texto (dados fictícios):
Com o objetivo de se estimar a média de uma população, estudou-se uma amostra de
tamanho n = 45. De estudos anteriores, sabe-se que essa população é muito bem
aproximada por uma distribuição normal com desvio padrão 3, mas acredita-se que a
média tenha mudado desde esse último estudo. Com os dados amostrais obteve-se o
intervalo de confiança [1, 79; 3, 01].
Quais são o as informações importantes que não foram divulgadas? Como podemos obtê-las?

Solução:Quando se divulga um intervalo de confiança para um certo parâmetro, é costume publicar tambéma estimativa pontual. Nesse caso, temos que informar a média amostral x , que pode ser achadaobservando-se que o intervalo de confiança é simétrico em torno de x . Logo, x é o ponto médio dointervalo:
x = 1, 79 + 3, 012 = 2, 4

Daí conclui-se que a margem de erro é ε = 2, 4−1, 79 = 0, 61. Outra informação importante é o nívelde confiança, que deve ser encontrado a partir da abscissa zα/2 na margem de erro:
0, 61 = zα/2 × 3√45 ⇒ zα/2 = 0, 61×√453 = 1, 36

Consultando a tabela da distribuição normal, vemos que P(0 ≤ Z ≤ 1, 36) = 0, 4131. Logo, o nível deconfiança é 2× 0, 4131 = 0, 8262 ≈ 0, 83. Veja a Figura 5.8.
��
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Figura 5.8 – Determinação do nível de confiança
Determinação do tamanho da amostra

No planejamento de pesquisas, é importante ter-se uma ideia do tamanho de amostranecessário. Analisando a equação (5.6), pode-se observar que, na estimação da média de umapopulação normal com variância conhecida, temos
ε = zα/2 σ√n =⇒ √n = zα/2σε =⇒ n = (zα/2σε )2 (5.8)

Assim, podemos determinar o tamanho da amostra necessário para valores pré estabelecidos damargem de erro e do nível de confiança. Note a relação entre o tamanho da amostra n e as trêsgrandezas envolvidas: variância populacional, nível de confiança e margem de erro.
Exemplo 5.3 Tamanho de amostraDeseja-se estimar a média de uma população normal com nível de confiança de 90% e margem deerro máxima de 0,08. Qual deve ser o tamanho da amostra se a variância populacional conhecida é

(a) σ2 = 4
(b) σ2 = 16

Solução:

(a) nσ=2 = (z0,05 20, 08
)2 = (1, 64 · 20, 08

)2 = 1681
(b) nσ=4 = (z0,05 40, 08

)2 = (1, 64 · 40, 08
)2 = 6724

Note que a razão entre as variâncias populacionais é 4 e o mesmo ocorre com os tamanhos amostrais.
��
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Intervalo de confiança para a média com base em grandes amostras

Na seção anterior, vimos que o intervalo de confiança para a média de uma população normal
com variância conhecida é dado por[

X − zα/2 σ√n ; X + zα/2 σ√n
]
. (5.9)

Essa é uma situação teórica importante, mas com dificuldades práticas de aplicação, pois, em geral, édifícil termos fenômenos descritos exatamente por uma distribuição normal e, mais difícil ainda, quea variância de tal população seja conhecida. Mas tal situação tem um grande valor didático.
Estudamos, também, no Capítulo 3, o Teorema Limite Central que afirma que, para amostrasgrandes de uma população qualquer com média µ e variância σ2,

Z = √nX − µσ ≈ N(0; 1) (5.10)
Tal resultado nos permitiria obter, de forma análoga, o intervalo de confiança para µ, desde queconhecêssemos a variância σ2. Esse intervalo teria a mesma forma dada em (5.9), mas com a diferençade que o nível de confiança seria aproximadamente (e não exatamente) 1− α .

O que fazer se não conhecemos a variância σ2? No Capítulo 1, vimos que S2 = 1
n−1 n∑

i=1
(
Xi − X

)2
é um bom estimador para σ2; em particular, ele é não-viesado. Uma outra propriedade importante éque S2 é um estimador consistente, o que significa, de maneira informal, que seu valor se aproximado verdadeiro valor de σ2 à medida em que se aumenta o tamanho da amostra. Então, para grandesamostras, poderíamos pensar em substituir σ por S em 5.10. Isso, de fato, é possível, graças aoseguinte resultado:
Teorema 5.1
Para grandes amostras de uma população X com média µ e variância σ2

Z = √nX − µS ≈ N(0; 1)
�

Esse teorema nos permite obter o intervalo de confiança para a média de uma populaçãoqualquer como [
X − zα/2 S√n ; X + zα/2 S√n

] (5.11)
O nível de confiança será apenas aproximadamente igual a 1− α .
Exemplo 5.4 Pesos de adultos
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De determinada população, extrai-se uma amostra aleatória simples de 64 pessoas adultas com oobjetivo de se estimar o peso médio das pessoas adultas. A amostra acusa peso médio de 78,2kg edesvio-padrão de 16,1kg. Construa um intervalo de confiança de nível de confiança 0,95 para o pesomédio de todos os adultos dessa população.
Solução:Já vimos em exemplos anteriores, que o valor crítico associado ao nível de confiança de 0,95 é 1,96.Não temos qualquer informação sobre a população (os valores dados referem-se à amostra), mas otamanho da amostra é grande. Assim, o intervalo de confiança aproximado é[78, 2− 1, 96× 16, 1√64 ; 78, 2 + 1, 96× 16, 1√64

] = [74, 2555 ; 82, 1445]
Como antes, esse intervalo contém ou não o verdadeiro valor de µ, mas o procedimento utilizadopara sua obtenção nos garante que há, aproximadamente, 95% de chance de estarmos certos.

��

Resumo

• Como existe uma variabilidade nos valores de um estimador θ̂ ao longo das possíveis amostras,uma maneira de informar sobre esta variabilidade é através da estimação por intervalos deconfiança. Esses intervalos, em geral, têm a forma [θ̂ − ε; θ̂ + ε] , em que ε é margem de erro.
• A obtenção de um intervalo de confiança é feita de modo que

P(θ ∈ [θ̂ − ε; θ̂ + ε]) = 1− α
? O valor 1− α é o nível de confiança.
? A probabilidade se refere à probabilidade dentre as diversas possíveis amostras, ou seja,a probabilidade está associada à distribuição amostral de θ̂.
? Cada amostra dá origem a um intervalo diferente, mas o procedimento de obtenção dosintervalos garante probabilidade 1−α de acerto, ou seja, inclusão do verdadeiro valor doparâmetro.

• O intervalo de confiança, de nível de confiança 1 − α , para a média de uma população normalcom variância conhecida é [
X − ε;X + ε]

com a margem de erro sendo dada por
ε = zα/2 σ√n

em que zα/2 é o valor crítico da densidade normal padrão que deixa probabilidade α/2 acimadele.
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• Para grandes amostras de uma população qualquer, o intervalo de confiança, de nível deconfiança aproximado 1− α , para a média é[

X − ε;X + ε]
com a margem de erro sendo dada por

ε = zα/2 S√n
em que

S2 = 1
n − 1 n∑

i=1
(
Xi − X

)2

Exercícios

1. De uma população N(µ; 9) extrai-se uma amostra aleatória simples de tamanho 25, obtendo-se25∑
i=1 xi = 60. Obtenha o intervalo de confiança de 99% para a média da população.

2. Determine o tamanho da amostra necessário para se estimar a média de uma população normalcom σ = 4, 2 para que, com confiança de 95%, o erro máximo de estimação seja ±0, 05.
3. O peso X de um certo artigo é descrito aproximadamente por uma distribuição normal com
σ = 0, 58. Uma amostra de tamanho n = 25 resultou em x = 2, 8. Obtenha o intervalo deconfiança de 0, 90 para o peso médio desses artigos.

4. De uma população normal com σ = 5, retira-se uma amostra aleatória simples de tamanho 50,obtendo-se x = 42.
(a) Qual é a margem de erro para um nível de confiança de 95%?
(b) Obtenha o intervalo de confiança de 95% para a média da população.
(c) Para que a margem de erro seja ≤ 1, com probabilidade de acerto de 95%, qual deverá sero tamanho mínimo da amostra?

5. Os valores da venda mensal de determinado artigo têm distribuição aproximadamente normalcom desvio padrão de R$500,00. O gerente da loja afirma vender, em média, R$34.700,00. Odono da loja, querendo verificar a veracidade de tal afirmativa, seleciona uma amostra aleatóriadas vendas em determinado mês, obtendo os seguintes valores:
33.840, 00 32.960, 00 41.815, 0032.940, 00 32.115, 00 32.740, 0035.050, 00 33.010, 00 33.590, 0035.060, 00
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(a) Obtenha o intervalo de confiança para a venda média mensal com nível de confiança de95%.(b) Obtenha o intervalo de confiança para a venda média mensal com nível de confiança de99%.(c) Em qual dos dois níveis de significância podemos afirmar que o gerente se baseou parafazer a afirmativa?
6. Uma amostra de 121 chamadas para o número 0800 da sua empresa revela duração média de16,6 minutos e desvio padrão de 3,63 minutos.

(a) Construa um intervalo de confiança de 90% para a duração média das chamadas desseserviço.(b) Você pretende encerrar esse serviço, a menos que a duração média das chamadas exceda18 minutos. O que você pode concluir a partir desses dados?
7. A direção de um cinema está interessada em estimar o número médio de sacos de pipocasvendidos por sessão. Os registros levantados em 70 sessões escolhidas aleatoriamente revelamuma média de 54,98 sacos, com desvio padrão de de 12,7 sacos. Construa um intervalo deconfiança de 92% para a média da população.

Solução dos Exercícios

1. É dado que X ∼ N(µ; 9). Como n = 25, sabemos que
X ∼ N

(
µ; 925

)
Com 1− α = 0, 99, temos que α = 0, 01 e α/2 = 0, 005. Assim, temos que procurar no corpo databela a abscissa correspondente ao valor 0, 5− 0, 005 = 0, 495, o que nos dá z0,005 = 2, 58.Então, a margem de erro é

ε = 2, 58× 35 = 1, 548
Como a média amostral obtida é x = 6025 = 2, 4, o intervalo de confiança de 99% é

[2, 4− 1, 548 ; 2, 4 + 1, 548] = [0, 852 ; 3, 948]
2. Queremos |ε| ≤ 0, 05, com σ = 4, 2 e 1− α = 0, 95.

1− α = 0, 95⇒ zα/2 = 1, 96
Então

ε = 1, 96× 4, 2√
n
≤ 0, 05⇒ √n ≥ 1, 96× 4, 20, 05 = 164, 64⇒ n ≥ 27106, 3296

Logo, o tamanho mínimo necessário é n = 27107.
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3. É dado que X ∼ N(µ; 0, 582). Como n = 25, sabemos que

X ∼ N
(
µ; 0, 58225

)
Com 1 − α = 0, 90, temos que α = 0, 10 e α/2 = 0, 05. Assim, temos que procurar no corpo databela a abscissa correspondente ao valor 0, 5− 0, 05 = 0, 45, o que nos dá z0,05 = 1, 64. Então

ε = 1, 64× 0, 58√25 = 0, 1902
Como a média amostral obtida é x = 2, 8 o intervalo de confiança de 90% de confiança é

[2, 8− 0, 19024 ; 2, 8 + 0, 19024] = [2, 60976 ; 2, 99024]
4. 1− α = 0, 95⇒ z0,025 = 1, 96

(a) A margem de erro é
ε = 1, 96× 5√50 = 1, 3859

(b) O intervalo de confiança de 95% é
[42− 1, 385 9 ; 42 + 1, 3859] = [40, 6141 ; 43, 3859]

(c) Temos que reduzir a margem de erro; logo, o tamanho da amostra terá que ser maior que50.
ε = 1, 96× 5√

n
≤ 1⇒ √n ≥ 1, 96× 5 = 9, 8⇒ n ≥9, 82 = 96, 04

Logo, n deve ser no mínimo igual a 97.
5. A média amostral é x = 343.12010 = 34.312.

(a) A margem de erro é
ε = 1, 96× 500√10 = 309, 9

Logo, o intervalo de confiança de 95% é
[34.312− 309, 9 ; 34.312 + 309, 9] = [34.002, 1 ; 34.621, 9]

(b) A margem de erro é
ε = 2, 58× 500√10 = 407, 93

Logo, o intervalo de confiança de 95% é
[34.312− 407, 93 ; 34.312 + 407, 93] = [33.904, 07 ; 34.719, 93]

(c) O gerente deve estar usando o nível de confiança de 99%.
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6. Amostra grande de uma população qualquer
(a) O intervalo de confiança de nível aproximado de 90% é[16, 6− 1, 64× 3, 63√121 ; 16, 6 + 1, 64× 3, 63√121

] = [16, 0588 ; 17, 1412]
(b) Como o intervalo está totalmente abaixo de 18 minutos, há evidências de que o tempomédio seja menor que 18 minutos e, portanto, o serviço deve ser encerrado.

7. Amostra grande de uma população qualquer
1− α = 0, 92⇒ z0,04 = 1, 75

O intervalo de confiança de nível aproximado de 92% é
[54, 98− 1, 75× 12, 7√70 ; 54, 98 + 1, 75× 12, 7√70

] = [52, 3236 ; 57, 6364]



Capítulo 6

Intervalos de Confiança Para Proporções –
Amostras Grandes

No capítulo anterior, estudamos o método de estimação de uma média populacional por intervalode confiança no caso, ou de população normal com variância conhecida, ou de amostra grande deuma população qualquer. A distribuição amostral da média amostral é, no primeiro caso, exatamentenormal e, no segundo caso, apenas aproximadamente normal. Em ambos os casos, o intervalo deconfiança tem a forma X ± EP(X ), sendo EP(X ) o erro padrão da média amostral, ou seja, o seudesvio padrão.
Usaremos, agora, o resultado visto no Capítulo 4, para construir o intervalo de confiança parauma proporção populacional.

Intervalo de Confiança para a Proporção Populacional

O contexto de interesse é o seguinte: temos uma população em que cada elemento é classificadode acordo com a presença ou ausência de determinada característica. O objetivo é estimar a proporçãopopulacional p dos elementos que possuem tal característica. Vimos, no Capítulo 4, que a proporçãoamostral P̂ é um bom estimador para p e, também que, para grandes amostras,
P̂ ≈ N

(
p; p(1− p)n

)
.
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ou equivalentemente
P̂ − p√
p(1−p)
n

≈ N(0; 1) (6.1)
Vemos, então que o erro padrão de P̂ é

EP(P̂) = √p(1− p)n (6.2)
Como a distribuição amostral de P̂ é aproximadamente normal, o procedimento de construçãodo intervalo de confiança para a proporção populacional é totalmente análogo ao do intervalo deconfiança para a média de uma população normal com variância conhecida, visto no capítulo anterior.Assim, usando o mesmo procedimento e a mesma notação, obtemos o intervalo de confiança de nívelde confiança 1− α como (

P̂ − ε ; P̂ + ε)
em que

ε = zα/2 · EP(P̂) = zα/2 ·
√
p(1− p)
n

Definição 6.1 Intervalo de Confiança Para uma Proporção Populacional Seja X ∼ Bern(p)
uma população da qual se extrai uma amostra aleatória simples de tamanho suficientemente
grande, isto é,

• n ≥ 30;

• np ≥ 5;

• n(1− p) ≥ 5.
Então, o intervalo de confiança para p de nível de confiança aproximado 1− α é dado por[

P̂ − zα/2
√
p(1− p)
n ; P̂ + zα/2√p(1− p)n

]
em que zα/2 é o valor crítico da distribuição normal padrão correspondente à probabilidade α/2.

Vamos analisar a expressão do erro padrão do estimador nas situações vistas até aqui:
EP(X ) = σ√

n︸ ︷︷ ︸
X∼N(µ;σ2) ;σ conhecido

EP(X ) = S√
n︸ ︷︷ ︸

X∼(µ;σ2);n grande
EP(P̂) = √p(1− p)n︸ ︷︷ ︸

X∼Bern(p)
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Nos três casos, queremos estimar a média µ da população, sendo que no terceiro caso, µ = p.

Analisando essas expressões, podemos ver uma diferença fundamental: o erro padrão daproporção amostral depende do parâmetro p que queremos estimar! Isso não ocorre nos outros2 casos. No primeiro caso, estamos supondo σ conhecido e, no segundo caso, S depende da médiaamostral, e não da média populacional. Sendo assim, na prática, temos que estimar o erro padrãode P̂ , substituindo p por alguma estimativa que denotaremos por p̂0. Com tal estimativa, obtemos oerro padrão estimado da proporção amostral:
ÊPP̂ = √ p̂0(1− p̂0)

n (6.3)
e, para uma determinada amostra, o intervalo de confiança se torna[

p̂ − zα/2
√
p̂0(1− p̂0)

n ; p̂+ zα/2√ p̂0(1− p̂0)
n

]

Obtenção da estimativa p̂0
Uma estimativa para p pode ser obtida de outras fontes, pesquisas similares ou de uma amostrapiloto. Pode-se usar também a própria proporção amostral obtida com a amostra usada na construçãodo intervalo de confiança; nesse caso, temos que p̂0 = p̂.
Uma outra abordagem, conservadora, consiste em usar o valor máximo possível para o erropadrão, dado o tamanho da amostra. Dessa forma, estamos trabalhando com a maior margem de erropossível, o que podemos chamar de pior cenário. Da expressão 6.2, vemos que, para um n fixo, o erropadrão depende diretamente de p(1− p). Na Figura 6.1, temos o gráfico da função g(p) = p(1− p)para valores de p no intervalo de interesse [0, 1]. Vemos que o máximo dessa função ocorre quando

p = 0, 5.

Figura 6.1 – Gráfico da função p(1− p) para 0 ≤ p ≤ 1
Assim, tomando p̂0 = 0, 5, o intervalo de confiança terá o maior comprimento possível para n e 1−α
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fixos e sua expressão se torna[
p̂ − zα/2

√0, 5× 0, 5
n ; p̂+ zα/2√0, 5× 0, 5

n

] = [p̂ − zα/2 0, 5√
n

; p̂+ zα/2 0, 5√
n

]

Exemplo 6.1Um gerente de produção deseja estimar a proporção de peças defeituosas em uma de suas linhasde produção. Para isso, ele seleciona uma amostra aleatória simples de 100 peças dessa linha deprodução, obtendo 30 defeituosas. Determine o intervalo de confiança para a verdadeira proporçãode peças defeituosas nessa linha de produção com nível de confiança de 95%.
Solução:O primeiro fato a observar é que a amostra é grande, com sucessos (30) e fracassos (70) suficientes, oque nos permite usar a aproximação normal. Com nível confiança de 95%, obtemos que z0,025 = 1, 96.Como não temos estimativa prévia da proporção de defeituosas p, temos que usar a proporção amostral
p̂ = 0, 30. Assim, a margem de erro é

ε = 1, 96×√0, 3× 0, 7100 = 0, 0898
e o intervalo de confiança é

[0, 30− 0, 0898 ; 0, 30 + 0, 0898] = [0, 2102; 0, 3898]
Com a abordagem conservadora, a margem de erro é

ε = 1, 96× 0, 5√100 = 0, 098
e o intervalo de confiança,

[0, 30− 0, 098 ; 0, 30 + 0, 098] = [0, 202; 0, 398]
��

Determinação do tamanho da amostra

Como já visto, uma questão que se coloca frequentemente é: qual o tamanho da amostranecessário para se estimar uma proporção p com uma margem de erro ε e nível de confiança 1− α?Como já visto no caso de populações normais, a resposta vem da expressão da margem de erro:
ε = zα/2

√
p(1− p)
n ⇒

√
n = zα/2

√
p(1− p)
ε



71
ou

n = [p(1− p)] (zα/2ε )2

Vemos, então, que n é diretamente proporcional a p(1−p), ou seja, quanto maior p(1−p), maiorserá o tamanho da amostra n. Como já visto, na prática, não conhecemos p (na verdade, estamosquerendo estimar esse parâmetro). Então, para determinar o tamanho de amostra necessário parauma margem de erro e um nível de confiança dados, podemos considerar o pior caso, ou seja, podemostomar o maior valor possível que, como já visto, ocorre quando p = 0, 5. Caso esteja disponível algumainformação auxiliar, a mesma poderá ser usada para aprimorar a estimativa do tamanho amostral.Voltando à Figura 6.1, vemos que, quanto mais próxima de 0,5 for a estimativa prévia de p, maior seráo tamanho da amostra.
Exemplo 6.2Para estudar a viabilidade de lançamento de um novo produto no mercado, o gerente de uma grandeempresa contrata uma firma de consultoria estatística para estudar a aceitação do produto entre osclientes potenciais. O gerente deseja obter uma estimativa com erro máximo de 1% com probabilidadede 80% e pede ao consultor estatístico que forneça o tamanho de amostra necessário.

(a) De posse das informações dadas, o consultor calcula o tamanho da amostra necessário no piorcenário. O que significa “pior cenário” nesse caso? Qual é o tamanho de amostra obtido peloconsultor?
(b) O gerente acha que o custo de tal amostra seria muito alto e autoriza o consultor a realizarum estudo piloto com uma amostra de 100 pessoas para obter uma estimativa da verdadeiraproporção. O resultado desse estudo piloto é uma estimativa p̂ = 0, 76 de aceitação do novoproduto. Com base nessa estimativa, o consultor recalcula o tamanho da amostra necessário.Qual é esse tamanho?
(c) Selecionada a amostra com o tamanho obtido no item anterior, obteve-se uma proporção de72% de clientes favoráveis ao produto. Construa um intervalo de confiança para a verdadeiraproporção com nível de confiança de 90%.

Solução:

(a) O pior cenário é quando a população está dividida meio-a-meio em suas preferências, ou seja,quando p = 0, 5. Com nível de confiança de 80%, obtemos z0,10 = 1, 28. Nesse caso,
0, 01 = 1, 28×√0, 5× 0, 5

n =⇒ n = (1, 280, 01
)2
× 0, 25 = 4096
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(b) Vamos agora utilizar p̂0 = 0, 76 :
0, 01 = 1, 28×√0, 76× 0, 24

n =⇒
n = (1, 280, 01

)2
× 0, 76× 0, 24 = 2988, 4

ou seja, n = 2989
(c) 1− α = 0, 90 =⇒ z0,05 = 1, 64

ε = 1, 64×√0, 72× 0, 282989 = 0, 0135
e o intervalo de confiança é

[0, 72− 0, 0135; 0, 72 + 0, 0135] = [0, 7065; 0, 7335]
��

Exemplo 6.3Uma associação de estudantes universitários de uma grande universidade deseja saber a opiniãodos alunos sobre a proposta da reitoria a respeito do preço do bandejão. Para isso, selecionaaleatoriamente uma amostra de 200 estudantes, dos quais 120 são favoráveis à proposta da reitoria.
(a) Construa um intervalo de confiança para a verdadeira proporção de alunos favoráveis à políticada reitoria, com nível de confiança 98%.
(b) Qual é a margem de erro?
(c) Qual deverá ser o tamanho da amostra para se ter um erro de, no máximo, 5% com nível deconfiança de 98%?

Solução:

(a) Com nível de confiança de 98%, resulta que z0,01 = 2, 33. Com 120 estudantes favoráveis dentre200, temos que p̂ = 120200 = 0, 6. Logo
ε = 2, 33×√0, 6× 0, 4200 = 0, 0807

e o intervalo de confiança é
[0, 6− 0, 0807; 0, 6 + 0, 0807] = [0, 5193; 0, 6807]

(b) A margem de erro é ε = 0, 0807.
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(c) Queremos, agora, reduzir a margem de erro para 5%, mantendo o mesmo nível de confiança.Certamente teremos que aumentar o tamanho da amostra:

ε ≤ 0, 05⇒ 2, 33×√0, 6× 0, 4
n ≤ 0, 05⇒

√
n ≥ 2, 330, 05 ×√0, 6× 0, 4⇒
n ≥

(2.330.05
)2
× 0.6× 0.4⇒ n ≥ 522

Se usássemos o pior cenário, isto é, p = 0, 5 teríamos de ter
n ≥

(2.330.05
)2
× 0.25⇒

n ≥ 543
��

Resumo

• Para amostras suficientemente grandes (n ≥ 30) e com sucessos e fracassos suficientes (np ≥ 5e n(1− p) ≥ 5), o Teorema Limite Central estabelece que
P̂ − p√
p(1− p)
n

≈ N(0; 1)
• A margem de erro do intervalo de confiança para a proporção populacional é

ε = zα/2
√
p(1− p)
n = zα/2EP(P̂)

onde zα/2 é o valor crítico da densidade normal padrão correspondente à probabilidade α/2.
• Como a margem de erro depende do parâmetro a ser estimado, é necessário utilizar algumaestimativa p̂0 no cálculo da margem de erro. Essa estimativa pode ser alguma estimativa prévia,a própria estimativa usada na construção do intervalo de confiança ou o valor correspondente aopior cenário, p̂0 = 0, 5. Assim, o intervalo de confiança estimado para a proporção populacional
p é dado por [

p̂ − zα/2
√
p̂0(1− p̂0)

n ; p̂+ zα/2√ p̂0(1− p̂0)
n

]
• Na determinação do tamanho amostral necessário para se obter determinada margem de erroao nível de confiança 1 − α , podemos usar o pior cenário, que corresponde a uma populaçãodividida ao meio, isto é, p = 0, 5. Neste caso, o tamanho amostral é dado por

n = (zα/2ε )2
p(1− p) = 14 (zα/2ε )2
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Exercícios

1. Construa um intervalo de confiança para a proporção populacional em cada um dos casoslistados a seguir:
(a) n = 600, 1− α = 98%, Número de “sucessos” na amostra: = 128.(b) n = 1200, 1 − α = 0, 90%, Número de “sucessos” na amostra = 710, estimativa prévia

p̂0 = 0, 55%.
2. Uma amostra de 300 habitantes de uma grande cidade revelou que 180 desejavam a fluoraçãoda água. Encontre o intervalo de confiança para a verdadeira proporção dos que não desejama fluoração da água:

(a) para um nível de confiança de 95%;(b) para um nível de confiançaa de 96%.
3. Em uma pesquisa de mercado, 57 das 150 pessoas entrevistadas afirmaram que comprariamdeterminado produto sendo lançado por uma empresa. Essa amostra é suficiente para se estimara verdadeira proporção de futuros compradores, com margem de erro de 0,08 e nível de confiançade 90%? Em caso negativo, calcule o tamanho de amostra necessário.
4. Uma amostra aleatória simples de 400 itens forneceu 100 itens correspondentes ao evento“sucesso".

(a) Qual é a estimativa pontual p̂ para a verdadeira proporção de “sucessos"na população?(b) Qual é o erro padrão estimado de P̂?(c) Calcule o intervalo de confiança para a verdadeira proporção de “sucessos"na populaçãocom nível de confiança de 80%.
5. Em uma sondagem, uma estimativa preliminar de “sucessos” em uma população é de 0,35. Quetamanho deve ter uma amostra para fornecer um intervalo de confiança de 95% com uma margemde erro de 0,05?

Solução dos Exercícios

1. (a) 1− α = 98%⇒ z0,01 = 2, 33
p̂ = 128600 = 0, 2133

ε = 2, 33×√0, 2133(1− 0, 2133)600 = 0, 03897
e o intervalo de confiança é

[0, 2133− 0, 03897; 0, 2133 + 0, 03897] = [0, 17433; 0, 25227]
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(b) 1− α = 90%⇒ z0,05 = 1, 64

p̂ = 7101200 = 0, 59167
ε = 1, 64×√0, 55× 0, 451200 = 0, 02355

e o intervalo de confiança é
[0, 59167− 0, 02355; 0, 59167 + 0, 02355] = [0, 56812; 0, 61522]

2. O problema pede a estimativa para a proporção dos que não querem a fluoração; logo, p̂ =120300 = 0, 4
(a) 1− α = 95%⇒ z0,025 = 1, 96

ε = 1, 96×√0, 4× 0, 6300 = 0, 05544
e o intervalo de confiança é

[0, 4− 0, 05544; 0, 4 + 0, 05544] = [0, 34456; 0, 45544]
(b) 1− α = 96%⇒ z0,02 = 2, 05

ε = 2, 05×√0, 4× 0, 6300 = 0, 05798
e o intervalo de confiança é

[0, 4− 0, 05798; 0, 4 + 0, 05798] = [0, 34202; 0, 45798]
3. p̂ = 57150 = 0, 38. Para uma margem de erro de 0,08 e um nível de confiança de 90%, o tamanhoda amostra teria que ser

n ≥
(1, 640, 08

)2
× 0, 38× 0, 62 = 99, 011

Como o tamanho da amostra é 150, essa amostra é suficiente.
4. (a) p̂ = 100400 = 0, 25(b) EP(P̂) = √0,25×0,75400 = 0, 02165(c) 1− α = 0, 80⇒ z0,1 = 1, 28

[0, 25− 1, 28× 0, 02165; 0, 25 + 1, 28× 0, 02165] =[0, 22229; 0, 27771]
5. p̂0 = 0, 35

n ≥
(1, 960, 05

)2
× 0, 35× 0, 65 = 349, 59n ≥ 350
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Capítulo 7

Testes de Hipóteses – Conceitos Básicos

Na teoria de estimação, vimos que é possível, por meio de estatísticas amostrais adequadas,estimar parâmetros de uma população, dentro de um certo intervalo de confiança. Nos testes dehipóteses, em vez de se construir um intervalo de confiança no qual se espera que o parâmetro dapopulação esteja contido, testa-se a validade de uma afirmação sobre um parâmetro da população.Então, em um teste de hipótese, procura-se tomar decisões a respeito de uma população com baseem informações obtidas de amostras desta mesma população.
Neste capítulo, você aprenderá os seguintes conceitos:

• hipóteses nula e alternativa;
• erros tipo I e II;
• estatística de teste;
• regra de decisão;
• região crítica;

Noções Básicas

Vamos trabalhar com alguns exemplos para ilustrar os conceitos básicos de que precisamospara construir testes de hipóteses estatísticos.
Exemplo 7.1 Anéis de vedaçãoUma empresa compra anéis de vedação de dois fabricantes. Segundo informações dos fabricantes,



78 CAPÍTULO 7. TESTES DE HIPÓTESES – CONCEITOS BÁSICOS

os anéis do fabricante 1 têm diâmetro médio de 14 mm com desvio padrão de 1,2 mm e os anéis dofabricante 2 têm diâmetro médio de 15 mm com desvio padrão de 2,0 mm. Ambos os processos deprodução geram anéis com diâmetros cuja distribuição é aproximadamente normal.
Uma caixa com 16 anéis sem identificação é encontrada pelo gerente do almoxarifado. Emboraele suspeite que a caixa seja oriunda do fabricante 2, decide fazer uma medição dos anéis e basear suadecisão no diâmetro médio da amostra: se o diâmetro médio for maior que 14,5 mm, ele identificará acaixa como oriunda do fabricante 2; caso contrário, ele identificará a caixa como vinda do fabricante1.

Solução:

Esse é um problema típico de decisão empresarial. Vamos analisar esse processo decisóriosob o ponto de vista estatístico, estudando os possíveis erros e suas probabilidades de ocorrência.A característica de interesse dos parafusos é o seu diâmetro, que é uma variável aleatória; vamosrepresentar tal variável por X .
Uma primeira observação é que existem apenas duas possibilidades para a origem dos anéis devedação. Essas possibilidades, no contexto de teste de hipóteses, são chamadas hipóteses. Como elesuspeita que a caixa venha do fabricante 2, essa será nossa hipótese principal, a qual chamaremosde hipótese nula e representaremos por H0. A outra hipótese será chamada de hipótese alternativae a representaremos por H1. Mais adiante veremos como estabelecer as hipóteses nula e alternativaem contextos mais complexos. Temos, então, as seguintes hipóteses:

H0 : anéis vêm do fabricante 2
H1 : anéis vêm do fabricante 1

Em termos das variável aleatória X , podemos estabelecer essas hipóteses como
H0 : X ∼ N(15; 2, 02)
H1 : X ∼ N(14; 1, 22)

Um outro elemento fundamental nesse processo de decisão é a regra de decisão que, no contextoestatístico, é sempre formulada em termos da hipótese nula: podemos rejeitar ou não rejeitar H0. Nocaso do gerente, a regra de decisão é baseada na média amostral X e tem um caráter conservador: ogerente decidirá por um dos dois fabricantes se o diâmetro médio da amostra estiver mais próximo dodiâmetro médio dos parafusos produzidos por aquele fabricante. Note que 14,5 está a meio caminhodos diâmetros médios dos dois fabricantes. Como dito, nossa decisão deve ser expressa sempre emtermos de H0. Logo, a regra de decisão é
X ≤ 14, 5 =⇒ rejeito H0
X > 14, 5 =⇒ não rejeito H0
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A regra de decisão leva a um conjunto de valores de X que resultam na rejeição de H0. Noexemplo, qualquer valor observado x no intervalo (−∞; 14, 5] leva à rejeição de H0. Esse intervalorecebe o nome de região crítica ou região de rejeição, que indicaremos por RC . Então, no exemplo,

RC = (−∞; 14, 5].
Há dois erros associados a essa regra de decisão, que são decidir pelo fabricante 2, quando, naverdade, os parafusos vêm do fabricante 1, ou reciprocamente, decidir pelo fabricante 1, quando osparafusos vêm do fabricante 2. Em termos da hipótese nula, esses erros são traduzidos e rotuladoscomo

Erro I : rejeitar H0 quando H0 é verdadeiraErro II : não rejeitar H0 quando H0 é falsa
Se H0 é verdadeira, a amostra vem de uma população normal com média 15 e desvio padrão 2,0.Nesse caso, a média amostral com base em amostras de tamanho 16 é também normal com média 15e desvio padrão 2,0√16 = 0, 5.
Se H0 é falsa, a amostra vem de uma população normal com média 14 e desvio padrão 1,2 ea média amostral com base em amostras de tamanho 16 é também normal com média 14 e desviopadrão 1,2√16 = 0, 3.
Podemos, então, calcular as probabilidades associadas aos dois erros, que podem ser expressasem termos de probabilidade condicional como:

P(Erro I) = P
rejeitar H0︸ ︷︷ ︸

X≤14,5
| H0 verdadeira︸ ︷︷ ︸
X∼N(15;0,0,25)

 = P[X ≤ 14, 5|X ∼ N (15; 0, 52)]

P(Erro II) = P
não rejeitar H0︸ ︷︷ ︸

X>14,5
| H0 falsa︸ ︷︷ ︸
X∼N(14;0,09)

 = P[X > 14, 5|X ∼ N (14; 0, 32)]

Na Figura 7.1, a probabilidade associada ao erro I corresponde à área sombreada de cinza-escuro,enquanto a área sombreada de cinza-claro corresponde à probabilidade do erro tipo II.
Vamos calcular essas probabilidades. Em geral, a probabilidade do erro tipo I é denotada por
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Figura 7.1 – Probabilidades dos erros I e II para o Exemplo 7.1

α e a probabilidade do erro tipo II por β. Assim,
α = P(Erro I) = P [X ≤ 14, 5|X ∼ N (15; 0, 52)]

= P(Z ≤ 14, 5− 150, 5
) = P(Z ≤ −1, 00) = P(Z ≥ 1, 00)

= 0, 5− tab(1, 00) = 0, 5− 0, 3413 = 0, 1587
β = P(Erro II) = P [X > 14, 5||X ∼ N (14; 0, 32)]

= P(Z > 14, 5− 140, 3
) = Pr(Z > 1, 67)

= 0, 5− tab(1, 67) = 0, 5− 0, 4525 = 0, 0475
Podemos resumir os resultados do exemplo no seguinte quadro:

Gerente decide que origem é doFabricante 1 Fabricante 2Fabricante 2 Erro I (α = 0, 15866) OKVerdadeiro 1 OK Erro II (β = 0, 04746)
Quando falamos da probabilidade do erro ou mesmo da regra de decisão em termos gerais,estamos considerando o procedimento decisório geral. Como esse procedimento depende da amostrasorteada, temos que expressar as probabilidades dos erros e a regra de decisão levando em conta aspossíveis amostras, ou seja, temos que levar em conta a variável aleatória X que descreve a médiaamostral de uma possível amostra aleatória simples de tamanho n.
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No exemplo, a regra de decisão geral é: se X > 14, 5, o gerente classifica como produçãodo fabricante 2. Assim, por exemplo se a caixa em questão tiver uma média x = 14, 4, o gerenteclassificará a caixa como produzida pelo fabricante 1. Lembre-se de que usamos letras minúsculaspara representar o valor observado de uma variável aleatória.

��

Exemplo 7.2 Anéis de vedação - continuaçãoSuponha, no exemplo anterior, que o gerente ache a probabilidade do erro I muito alta e decidamudar a regra de decisão de modo que essa probabilidade passe a ser 0,05. Qual deve ser a novaregra de decisão?

Solução:Analisando a Figura 7.1, podemos ver que k tem que ser menor que 14,5.
α = 0, 05⇔ P[X ≤ k | X ∼ N (15; 0, 52)] = 0, 05⇔
P(Z ≤ k − 150, 5

) = 0, 05⇔ 0, 5− tab(−k − 150, 5
) = 0, 05⇔ tab

(
−k − 150, 5

) = 0, 45⇔
− k − 150, 5 = 1, 64⇔ k = 14, 18

��

O procedimento de se fixar a probabilidade α do erro tipo I é o mais utilizado pois, em geral,na prática, a situação não é tão simples como a escolha entre apenas duas decisões. Assim, a regiãocrítica é definida de modo a se ter uma probabilidade pequena para o erro tipo I. Valores comunspara α são 0,05 ou mesmo 0,01.
A título de ilustração, suponha, nos dois exemplos anteriores, que a empresa compre anéis dediversos fabricantes mas, pelas características de produção do fabricante 2, os anéis produzidos porele sejam especiais para a empresa. Assim, é importante identificar corretamente a origem, caso elessejam oriundos do fabricante 2. Nesta situação, nossas hipóteses passariam a ser:

H0 : anéis são produzidos pelo fabricante 2
H1 : anéis não são produzidos pelo fabricante 2

Fixado o valor da probabilidade α , podemos definir a região crítica. A diferença fundamental aquiestá no cálculo da probabilidade do erro tipo II: não existe um único valor de β. já que, sob H1, adistribuição pode ter qualquer média.
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Conceitos básicos

O contexto em que se baseia a teoria de teste de hipótese é basicamente o mesmo da teoria deestimação por intervalo de confiança. Temos uma população representada por uma variável aleatória
X cuja distribuição de probabilidade depende de algum parâmetro θ. O interesse agora está emtestar a veracidade de alguma afirmativa sobre θ.
Hipóteses nula e alternativa

A hipótese nula, representada por H0, é a hipótese básica que queremos testar. Nesse textoconsideraremos apenas hipóteses nulas simples, isto é, hipóteses que estabelecem que o parâmetrode interesse é igual a um determinado valor. A forma geral é:
H0 : θ = θ0

Alguns exemplos são:
H0 : µ = 6 H0 : p = 0, 5 H0 : σ2 = 25

O procedimento de teste de hipótese resultará em uma regra de decisão que nos permitirá rejeitarou não rejeitar H0.
A hipótese alternativa, representada por H1, é a hipótese que devemos considerar no caso derejeição da hipótese nula. A forma mais geral de H1 é a hipótese bilateral

H1 : θ 6= θ0
Em algumas situações, podemos ter informação que nos permita restringir o domínio da hipótesealternativa. Por exemplo, se uma empresa farmacêutica está testando um novo medicamento paraenxaqueca no intuito de reduzir o tempo entre a ingestão do medicamento e o alívio dos sintomas,uma possível hipótese alternativa é

H1 : µ < 10
Temos, então, hipóteses unilaterais à esquerda

H1 : θ < θ0
e hipóteses unilaterais à direita:

H1 : θ > θ0
A escolha entre essas formas de hipótese alternativa se faz com base no conhecimento sobre oproblema sendo considerado e deve ser feita antes de se ter o resultado da amostra.

Nesse texto consideraremos o seguinte procedimento prático para determinação das hipóteses
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nula e alternativa.

“Traduza” a afirmação do problema como uma desigualdade. Faça o mesmo para aafirmação que é a sua negação. A desigualdade que não envolver o sinal de = seráa hipótese alternativa e a hipótese nula será sempre do tipo θ = θ0.
Exemplo 7.3 Determinação de H0 e H1Considerando as seguintes afirmativas como parte de um problema de teste de hipóteses, determineas hipóteses nula e alternativa apropriadas.

(a) O tempo médio é de, no máximo, 15 minutos
(b) Há, em média, pelo menos 15 clientes.
(c) A proporção de clientes tem de ser pelo menos 60%.
(d) A proporção de defeituosos tem de ser menor que 5%.
(e) O comprimento médio tem de ser 10cm.

Solução:

(a) Afirmativa dada: µ ≤ 15Complementar: µ > 15A desigualdade que não contém o sinal de = (µ > 15) torna-se a hipótese alternativa:
H0 : µ = 15
H1 : µ > 15

(b) Afirmativa dada: µ ≥ 15Complementar: µ < 15
H0 : µ = 15
H1 : µ < 15

(c) Afirmativa dada: p ≥ 60%Complementar: p < 60%
H0 : p = 0, 6
H1 : p < 0, 6
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(d) Afirmativa dada: p < 5%Complementar: p ≥ 5%
H0 : p = 0, 05
H1 : p < 0, 05

(e) Afirmativa dada: µ = 10Complementar: µ 6= 10
H0 : µ = 10
H1 : µ 6= 10

��

Estatística de teste, erros e regra de decisão

Assim como na construção dos intervalos de confiança, usaremos uma estatística amostralapropriada para construir o nosso teste de hipótese, e, nesse contexto, essa estatística é chamada
estatística de teste. As estatísticas de teste naturalmente dependem do parâmetro envolvido no testee, nesse texto, consideraremos apenas os parâmetros média e proporção (que também é uma média).

O procedimento de decisão será definido em termos da hipótese nula H0, com duas decisõespossíveis: (i) rejeitar H0 ou (ii) não rejeitar H0. No quadro a seguir, resumimos as situações possíveis.
DecisãoRejeitar H0 Não rejeitar H0Possibi- H0 verdadeira Erro I OKlidades H0 falsa OK Erro II

Vemos, aí, que existem duas possibilidades de erro:
Erro tipo I : rejeitar H0 quando H0 é verdadeiraErro tipo II : não rejeitar H0 quando H0 é falsa

A decisão sobre a hipótese nula é tomada com base em uma regra que estabelece um conjunto devalores, chamado região crítica ou região de rejeição, de modo que, se o valor observado da estatísticaamostral cair nessa região, rejeitaremos H0; caso contrário, não rejeitaremos H0. Vamos denotar por
RC a região crítica.
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Região crítica e nível de significância

Em geral, a definição da região crítica é feita da seguinte forma: RC é o conjunto de valorescuja probabilidade de ocorrência é pequena sob a hipótese de veracidade de H0. Sendo assim, a
região crítica é construída com base na suposição de que H0 é verdadeira.

A definição de “probabilidade pequena” se faz por meio da escolha da probabilidade α do errotipo I, chamada nível de significância ou tamanho do teste, isto é:
α = P(erro tipo I) = P(rejeitar H0 | H0 é verdadeira)

Em geral, o valor de α é pequeno e as escolhas mais comuns são α = 0, 05 e α = 0, 01.
Definido o nível de significância α , podemos estabelecer a região crítica usando a distribuiçãoamostral da estatística de teste.

Exemplo 7.4 Honestidade de uma moedaConsidere uma situação em que estamos interessados em verificar se uma moeda é honesta, istoé, H0 : p = 0, 5. Como não temos qualquer informação sobre o possível tipo de viés, nossa regrade decisão se baseará no número de coroas obtidas em 10 lançamentos. Se o número de coroasfor muito pequeno ou muito grande, rejeitaremos a hipótese de honestidade da moeda. Encontre aregião crítica para um nível de significância máximo de 1%, ou seja, a probabilidade de rejeitarmosa hipótese nula de honestidade da moeda quando, na verdade, ela é honesta tem de ser no máximo0,01.
Solução:Na tabela a seguir temos as probabilidades de ocorrência de cada um dos resultados possíveis,supondo que a moeda seja honesta. Nesse caso, se X é o número de coroas em 10 lançamentos,então X ∼ bin(10; 0, 5).

Número de coroas x P(X = x)0 0,00097661 0,00976562 0,04394533 0,11718754 0,20507815 0,24609386 0,20507817 0,11718758 0,04394539 0,009765610 0,0009766
A probabilidade de obtermos 0 ou 10 coroas com uma moeda honesta é 2 × 0, 0009766 =
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0, 0019531 e se acrescentarmos os resultados 1 coroa ou 9 coroas, a soma das probabilidades é0,021484, que é maior que 0,01. Assim, nossa regra de decisão deve ser “rejeitar H0 se saírem 0 ou10 coroas” e, nesse caso, a probabilidade do erro I é α = 0, 0019531.
��

Resumo

Neste capítulo, estudamos os conceitos básicos da teoria de testes de hipóteses, em que ointeresse está em testar a validade de uma afirmação sobre um parâmetro da população. Então,em um teste de hipótese, procura-se tomar decisões a respeito de uma população, com base eminformações obtidas de amostras desta mesma população.
Ao final do seu estudo, você deverá ser capaz de entender perfeitamente os seguintes conceitos.

• A hipótese nula, representada por H0, é a hipótese básica que queremos testar. Nesse textoconsideraremos apenas hipóteses nulas simples do tipo
H0 : θ = θ0

• A hipótese alternativa, representada por H1, é a hipótese que devemos considerar no caso derejeição da hipótese nula. A forma mais geral de H1 é a hipótese bilateral, mas podemos terhipóteses unilaterais à esquerda e hipóteses unilaterais à direita:
H1 : θ 6= θ0 H1 : θ < θ0 H1 : θ > θ0

• A estatística de teste é a estatística amostral apropriada para construir o nosso teste dehipótese. As estatísticas de teste usuais são a média amostral X e a proporção amostral
P̂ , que serão usadas na construção de testes sobre a média e a proporção populacionais,respectivamente.

• O procedimento de decisão é definido em termos da hipótese nula H0, com as seguintes decisõespossíveis: (i) rejeitar H0 ou (ii) não rejeitar H0.
• Os erros possíveis no processo de decisão baseado em um teste de hipótese são

Erro tipo I : rejeitar H0 quando H0 é verdadeiraErro tipo II : não rejeitar H0 quando H0 é falsa
• A região crítica ou região de rejeição é o conjunto de valores da estatística de teste que levamà rejeição de H0; a região crítica será denotada por RC .
• Em geral, a definição da região crítica é feita fixando-se a probabilidade do erro tipo I; essa
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probabilidade é chamada nível de significância e será indicada pela letra grega alfa, isto é: α .

α = P(rejeitar H0 | H0 é verdadeira)
• A probabilidade do erro tipo II, em geral, é representada pela letra grega beta, isto é:

β = P(não rejeitar H0 | H0 é falsa)
Exercícios propostos

1. Estabeleça as hipóteses nula e alternativa para as seguintes situações:
(a) Depois de uma pane geral no sistema de informação de uma empresa, o gerenteadministrativo deseja saber se houve alteração no tempo de processamento de determinadaatividade. Antes da pane, o tempo de processamento podia ser aproximado por uma variávelaleatória normal com média de 100 minutos e desvio padrão de 10 minutos. O gerenteacredita que a pane não tenha alterado a variabilidade do processo.(b) O dono de uma média empresa decide investigar a alegação de seus empregados de queo salário médio na sua empresa é menor que o salário médio nacional, que é de 900 reais.(c) Uma empresa fabricante de balas afirma que o peso médio de suas balas é de pelo menos2 gramas.

2. Considere uma população normal com variância 225, da qual se extrai uma amostra aleatóriasimples de tamanho 25. Deseja-se testar as seguintes hipóteses:
H0 : µ = 40
H1 : µ = 45

(a) Se a região crítica é RC : X > 43 calcule as probabilidades dos erros tipo I e II.(b) Determine a região crítica da forma X > k tal que a probabilidade do erro tipo I seja 0,10.Nesse caso, qual é a probabilidade do erro tipo II?
3. Considere uma população normal com variância 225, da qual se extrai uma amostra aleatóriasimples de tamanho 25. Deseja-se testar as seguintes hipóteses:

H0 : µ = 40
H1 : µ 6= 40

e para isso define-se a seguinte região crítica:
RC : X > 46 ou X < 34

(a) Calcule a probabilidade do erro tipo I.
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(b) Calcule a probabilidade do erro tipo II se µ = 36.
4. Considere uma população normal com variância 64, da qual se extrai uma amostra aleatóriasimples de tamanho 16. Deseja-se testar as seguintes hipóteses:

H0 : µ = 23
H1 : µ = 28

(a) Se a região crítica é RC : X > 25, 5 calcule as probabilidades dos erros tipo I e II.(b) Determine a região crítica da forma X > k tal que a probabilidade do erro tipo I seja 0,05.Nesse caso, qual é a probabilidade do erro tipo II?
5. Desejando-se testar as hipóteses

H0 : µ = 45
H1 : µ < 45

sobre a média µ de uma população normal com variância 36, estabeleceu-se a seguinte regiãocrítica com base em amostra aleatória simples de tamanho n = 16:
RC : X < 41, 25

(a) Calcule a probabilidade do erro tipo I.(b) Calcule a probabilidade do erro tipo II se µ = 43.
Solução dos Exercícios

1. (a) Antes da pane: T ∼ N(100; 100)Depois da pane: T ∼ N(µ; 100)
H0 : µ = 100
H1 : µ 6= 100

(b) Afirmativa dada: µ < 900Complementar: µ ≥ 900
H0 : µ = 900
H1 : µ < 900

(c) Afirmativa dada: µ ≥ 2Complementar: µ < 2
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H0 : µ = 2
H1 : µ < 2

2. X ∼ N(µ; 225)
n = 25

}
⇒ X ∼ N

(
µ; 22525 ) ou X ∼ N (µ; 9)

(a)
α = P(X > 43 | X ∼ N(40; 9)) = P(Z > 43− 403

)
= P(Z > 1, 00) = 0, 5− tab(1, 00) = 0, 1587

β = P(X ≤ 43 | X ∼ N(45; 9) = P(Z ≤ 43− 453
)

= P(Z ≤ −0, 67) = P(Z ≥ 0, 67) = 0, 5− tab(0, 67) = 0, 2514
(b)

α = 0, 10⇔ P [X > k | X ∼ N(40; 9)] = 0, 10⇔
P(Z > k − 403

) = 0, 10⇔ tab
(
k − 403

) = 0, 40⇔
k − 403 = 1, 28⇔ k = 43, 84

β = P(X ≤ 43, 84 | X ∼ N(45; 9)) = P(Z ≤ 43, 84− 453
)

= P(Z ≤ −0, 39) = P(Z ≥ 0, 39) = 0, 5− tab(0, 39) = 0, 3483
3. X ∼ N(µ; 225)

n = 25
}
⇒ X ∼ N

(
µ; 22525 ) ou X ∼ N (µ; 9)

(a)
α = P[X < 34 | X ∼ N(40; 9)] + P [X > 46 | X ∼ N(40; 9)]

= P(Z < 34− 403
) + P(Z > 46− 403

)
= P(Z < −2) + P(Z > 2) = 2× P(Z > 2) = 2× [0, 5− tab(2, 0)] = 0, 0456

(b)
β = P[34 ≤ X ≤ 46 | X ∼ N(36; 9)] = P(34− 363 ≤ Z ≤ 46− 363

)
= P(−0, 67 ≤ Z ≤ 3, 33) = tab(0, 67) + tab(3, 33) = 0, 2486 + 0, 4996 = 0, 7482
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4. X ∼ N(µ; 64)
n = 16

}
⇒ X ∼ N

(
µ; 6416) ou X ∼ N (µ; 4)

(a)
α = P(X > 25, 5 | X ∼ N(23; 4)) = P(Z > 25, 5− 232

)
= P(Z > 1, 25) = 0, 5− tab(1, 25) = 0, 1056

β = P(X ≤ 25, 5 | X ∼ N(28; 4)) = P(Z ≤ 25, 5− 282
)

= P(Z ≤ −1, 25) = P(Z > 1, 25) = 0, 1056
(b)

α = 0, 05⇔ P(X > k | X ∼ N(23; 4)) = 0, 05⇔
P(Z > k − 232

) = 0, 05⇔ tab
(
k − 232

) = 0, 45⇔ k − 232 = 1, 64⇔ k = 26, 28
5. X ∼ N(µ; 36)

n = 16
}
⇒ X ∼ N

(
µ; 3616) ou X ∼ N (µ; 1, 52)

(a)
α = P(X < 41, 25, | X ∼ N(45; 1, 52)) = P(Z < 41, 25− 451, 5

)
= P(Z < −2, 5) = P(Z > 2, 5) = 0, 5− tab(2, 5) = 0, 0062

(b)
β = P(X ≥ 41, 25 | X ∼ N(43; 1, 52)) = P(Z ≥ 41, 25− 431, 5

)
= P(Z ≥ −1, 17) = 0, 5 + tab(1, 17) = 0, 8790



Capítulo 8

Testes de Hipóteses sobre a Média

Neste capítulo, estudaremos testes de hipóteses sobre a média de uma população. Assim comofizemos nos intervalos de confiança, abordaremos inicialmente o caso específico de uma populaçãonormal com variância conhecida e depois aplicaremos o Teorema Limite Central à média de umapopulação qualquer da qual se extrai uma grande amostra.
Entendendo bem a construção de um teste de hipótese para esse caso particular, a apresentaçãopara as outras situações é bastante semelhante, mudando apenas a distribuição amostral.

Exemplos

Vamos apresentar, inicialmente, três exemplos que ilustrarão as diversas possibilidades quepodem surgir na prática.
Exemplo 8.1 Tempo de processamento - parte 1Depois de uma pane geral no sistema de informação de uma empresa, o gerente administrativo desejasaber se houve alteração no tempo de processamento de determinada atividade. Antes da pane, otempo de processamento podia ser aproximado por uma variável aleatória normal com média de100 minutos e desvio padrão de 10 minutos. O gerente acredita que a pane não tenha alterado avariabilidade do processo. Uma amostra de 16 tempos de processamento após a pane revela umamédia de 105,5 minutos. Ao nível de significância de 5%, qual é a conclusão sobre a alteração dotempo médio de processamento?
Solução:Seja T a variável aleatória que representa o tempo de processamento. Do enunciado, sabemos que
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T ∼ N(µ, 102) e sabemos, também, que antes da pane, µ = 10.
• Hipóteses Nula e AlternativaO interesse do gerente é comparar os tempos antes e depois da pane. Antes da pane, o tempomédio de processamento era de 100 minutos. Como ele não sabe o tipo de alteração que pode terocorrido, precisa saber se o tempo médio depois da pane é diferente do tempo anterior. Temos,assim, as seguintes afirmativas µ = 100 e µ 6= 100, que nos levam às seguintes hipóteses nulae alternativa:

H0 : µ = 100
H1 : µ 6= 100

• Estatística de testeComo a população é normal, sabemos que a distribuição da média amostral também é normal,e como não deve ter havido alteração na variabilidade do processo, resulta que o desvio padrãoé de 10 minutos em qualquer situação.Logo,
X ∼ N

(
µ; 10016

)
⇔ X − µ2, 5 ∼ N(0; 1)

e nossa estatística de teste será
Z = X − µ2, 5 ∼ N(0; 1)

• Nível de significância e região críticaPelo enunciado do problema, o nível de significância é de 5%. Isso significa que a probabilidadede erro tipo I é 0,05. Como visto, o erro tipo I consiste em rejeitar a hipótese nula quando elaé verdadeira. Logo,
α = P(rejeitar H0 | H0 verdadeira) = 0, 05

Quando H0 é verdadeira, µ = 100 e, portanto,
H0 verdadeira =⇒ Z0 = X − 1002, 5 ∼ N(0; 1)

Z0 é a nossa estatística de teste padronizada. O subscrito 0 indica que estamos supondo H0verdadeira.A lógica do processo de decisão em um teste de hipótese é a seguinte: temos a distribuiçãoda estatística de teste, supondo H0 verdadeira. Nesse caso, nossa estatística de teste é Z0 e adistribuição sob H0 é a normal padrão. Valores observados de Z0 com pequena probabilidadede ocorrência sob essa hipótese são indicativos de que a hipótese não é verdadeira. Assim, aregião crítica consiste nos valores de Z0 nas caudas da distribuição N(0, 1), que são as regiõesde pequena probabilidade. Para delimitar essas regiões de pequena probabilidade, usamos onível de significância e a hipótese alternativa. Como nesse exemplo a hipótese alternativa é
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bilateral, temos que tomar valores nas duas caudas da distribuição, distribuindo igualmente aprobabilidade de erro, que é 5%. Veja a Figura 8.1:

Figura 8.1 – Região crítica para o Exemplo 8.1
Então, nossa região crítica consiste em valores observados da estatística de teste Z0 que caemna área sombreada da Figura 8.1. Essa área sombreada é delimitada pelo valor crítico da
N(0, 1) que deixa 2,5% acima dele, ou seja,

RC : Z0 > z0,025 ou Z0 < −z0,025
Olhando na tabela da distribuição normal, resulta

RC : Z0 > 1, 96 ou Z0 < −1, 96
ou equivalentemente,

RC : |Z0| > 1, 96
• Decisão e conclusãoOs dados observados fornecem o valor x = 105, 5 minutos, que resulta no seguinte valor daestatística de teste:

z0 = 105, 5− 1002, 5 = 2, 2 > 1, 96
Como o valor da estatística de teste para a amostra observada está na região crítica, devemosrejeitar a hipótese nula, ou seja, as evidências amostrais indicam uma alteração do tempo deprocessamento da tarefa após a pane.

• Observação sobre a região críticaVimos que a região crítica é |Z0| > 1, 96, ou seja∣∣∣∣X − 1002, 5
∣∣∣∣ > 1, 96⇔ X > 100 + 1, 96 · 2, 5 ou X < 100− 1, 96 · 2, 5

Assim, rejeitamos H0 para valores de X distantes do valor 100 especificado em H0. Como o testeé bilateral, “distante” pode ser acima ou abaixo de 100. No contexto atual, iremos denotar aestatística X como a estatística de teste não padronizada.
��
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Exemplo 8.2 Tempo de processamento - parte 2Na mesma situação do exemplo anterior, é bastante razoável supor que o gerente esteja interessadoapenas no caso de aumento do tempo de processamento. Afinal, se o tempo diminuir, isso significaque a tarefa vai ser executada mais rapidamente, o que representa um ganho.
Solução:

• Hipóteses Nula e AlternativaAs duas possibilidades são:
µ ≤ 100 OK!
µ > 100 Problema!

Seguindo nosso procedimento, temos a seguinte situação:
H0 : µ = 100
H1 : µ > 100

• Estatística de testeA estatística de teste padronizada continua sendo
Z0 = X − 1002, 5 ∼ N(0; 1)

• Nível de significância e região críticaO nível de significância é, ainda, 5%. Como antes, valores observados de Z0 com pequenaprobabilidade de ocorrência sob H0 são indicativos de que a hipótese não é verdadeira. Assim,a região crítica consiste nos valores de Z0 na cauda da distribuição N(0, 1), na direção dahipótese alternativa. Agora, a hipótese alternativa é unilateral à direita e, portanto, a regiãocrítica consiste nos valores na cauda superior que respondem pela probabilidade de 5% do errotipo I. Veja a Figura 8.2:

Figura 8.2 – Região crítica para o Exemplo 8.2
Então, nossa região crítica consiste em valores observados da estatística de teste Z0 que caemna área sombreada da Figura 8.2. Essa área sombreada é delimitada pelo valor crítico da
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N(0, 1) que deixa 5% acima dele, ou seja,

RC : Z0 > z0,05
Olhando na tabela da distribuição normal, resulta

RC : Z0 > 1, 64
que é equivalente, em termos da estatística de teste não padronizada, a X > 100 + 1, 64 · 2, 5,ou seja, valores de X “distantes” do valor 100 na direção da hipótese alternativa.

• Decisão e conclusãoO valor da estatística de teste não se altera:
z0 = 105, 5− 1002, 5 = 2, 2 > 1, 64

e como antes, devemos rejeitar a hipótese nula, ou seja, as evidências amostrais indicam umaumento do tempo de processamento da tarefa após a pane.
��

Exemplo 8.3O dono de uma pequena empresa decide investigar a alegação de seus empregados de que o saláriomédio na sua empresa é menor que o salário médio nacional. Para isso, ele analisa uma amostra de25 salários, obtendo uma média de 894,53 reais. De informações obtidas junto ao sindicato patronal,ele sabe que, em nível nacional, o salário médio é de 900 reais, com desvio padrão de 32 reais.Supondo que seja razoável aproximar a distribuição dos salários por uma distribuição normal com omesmo desvio padrão nacional, construa o teste de hipótese apropriado, com um nível de significânciade 10%.
Solução:

• Hipóteses nula e alternativaO problema aqui consiste em decidir se os salários são menores ou não do que a média nacionalde 900 reais, ou seja, as situações de interesse são:
µ < 900
µ ≥ 900

e nossas hipóteses são:
H0 : µ = 900
H1 : µ < 900
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• Estatística de teste
Pelos dados do problema, podemos adotar a estatística de teste padronizada

Z0 = X − 90032√25
∼ N(0; 1) ou Z0 = X − 9006, 4 ∼ N(0; 1)

• Região crítica e nível de significância
Valores observados da estatística de teste com pequena probabilidade de ocorrência sob H0indicam que H0 não é verdadeira. Como a hipótese alternativa é unilateral à esquerda, valorescom pequena probabilidade de ocorrência estão na cauda inferior da distribuição normal padrão.Como o nível de significância é de 10%, probabilidade pequena significa probabilidade menorque 10% e, portanto, a região crítica, em termos da estatística de teste padronizada é

RC : Z0 < −1, 28.
Veja a Figura 8.3.

Figura 8.3 – Região crítica para o Exemplo 8.3
Em termos da estatística de teste não padronizada, a região crítica é

RC : X < 900− 6, 4 · 1, 28 ou X < 801, 908
• Decisão e conclusão

O valor da estatística de teste padronizada é
z0 = 894, 53− 9006, 4 = −0, 855

e esse valor não pertence à região crítica. Logo, não se rejeita a hipótese nula, ou seja, nãohá evidência de que o salário médio seja menor que o salário médio nacional. Essa conclusãopode ser tirada também do fato de que 894, 53 > 801, 908.
��
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Teste de hipótese sobre a média de uma N(µ; σ 2) – σ 2 conhecida

Os dois primeiros exemplos anteriores ilustram o procedimento para construção de um testede hipótese sobre a média de uma população normal com variância conhecida. De posse de umaamostra aleatória simples X1, X2, . . . , Xn extraída de uma população X ∼ N(µ; σ2), nosso interesseestá em testar a hipótese nula
H0 : µ = µ0

a um nível de significância α.
Dependendo do conhecimento sobre o problema, a hipótese alternativa pode tomar uma dastrês formas:

H1 : µ 6= µ0 H1 : µ > µ0 H1 : µ < µ0
Em qualquer dos casos, a estatística de teste baseia-se na média amostral; se a variância σ2é conhecida, sabemos que

Z = X − µ√
σ2
n

∼ N(0, 1)
A região crítica é estabelecida em função do nível de significância, que é a probabilidade α doerro tipo I:

α = P(rejeitar H0 | H0 verdadeira)
Quando H0 é verdadeira, µ = µ0 e, portanto, nossa estatística de teste é

Z0 = X − µ0√
σ2
n

∼ N(0, 1)
Valores observados de Z0 com pequena probabilidade de ocorrência são indicativos de quea hipótese não é verdadeira. Assim, a região crítica consiste nos valores de Z0 na(s) cauda(s) dadistribuição N(0, 1), na direção da hipótese alternativa.
A seguir apresentamos os resultados para cada uma das possíveis hipóteses alternativas.

• Hipótese nula e estatística de teste
H0 : µ = µ0
Z0 = √nX − µ0

σ ∼︸︷︷︸sob H0
N(0, 1)

• Teste bilateral
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H1 : µ 6= µ0
Região crítica:

Z0 < −zα/2 ou Z0 > zα/2
X < µ0 − zα/2 σ√

n ou X > µ0 + zα/2 σ√n
• Teste unilateral à direita

H1 : µ > µ0
Região crítica:
Z0 > zα ou X > µ0 + zα σ√n

• Teste unilateral à esquerda
H1 : µ < µ0

Região crítica:
Z0 > zα ou X < µ0 − zα σ√n

Valor P

Nos exemplos anteriores, a determinação da região crítica foi feita com base no nível designificância, isto é, fixado o nível de significância, encontramos o valor crítico que define os limitesentre valores prováveis (aqueles que não levam à rejeição de H0) e pouco prováveis (aqueles que
levam à rejeição de H0) sob a hipótese de veracidade de H0.

Um outro procedimento bastante usual, especialmente quando são utilizados programascomputacionais, consiste em calcular a probabilidade de se obter um valor da estatística de teste tãoou mais extremo que o valor observado, se H0 for verdadeira. Um valor pequeno para tal probabilidadeé indício de que H0 não seja verdadeira. “Tão ou mais extremo” é sempre no sentido da hipótesealternativa, ou seja, no sentido de se rejeitar a hipótese nula. Temos, assim, a seguinte definição.
Definição 8.1 Valor P ou probabilidade de significância O valor P é a probabilidade de se
obter um valor da estatística de teste tão ou mais extremo que o valor observado, supondo-se
H0 verdadeira.
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Vamos ilustrar esse conceito considerando novamente os três exemplos anteriores.

Exemplo 8.4Vamos calcular o valor P para o Exemplo 8.1.
Solução:O valor observado da estatística de teste é z0 = 2, 2 e a hipótese alternativa é bilateral. Então,consideramos igualmente extremo o valor simétrico −2, 2, ou seja, tão ou mais extremo significa sermaior que 2, 2, ou menor que −2, 2 e o valor P é

P = P(Z > 2, 2) + P(Z < −2, 2) = 2× P(Z > 2, 2) = 2× [0, 5− tab(2, 2)] = 0, 0278
Na Figura 8.4 ilustra-se esse valor. O que esse resultado está nos dizendo é o seguinte: se H0 forverdadeira, a probabilidade de obtermos um valor tão extremo quanto 2,2 na direção da hipótesealternativa, ou seja, em qualquer direção, já que H1 é bilateral, é 0, 0278. Essa é uma probabilidadepequena, o que significa que é pouco provável obtermos um valor tão extremo quando H0 é verdadeira.Logo, é razoável supormos que a hipótese nula não seja verdadeira, a mesma conclusão obtida aotrabalharmos com o nível de significância de 5%.

Na verdade, rejeitaríamos a hipótese nula para qualquer nível de significância maior que 0,0278.Note que tais níveis de significância implicariam em valores críticos menores do que o valor observado
z0 e, portanto, levariam à rejeição de H0. Assim, o valor P é o menor nível de significância que levaà rejeição de H0.

Figura 8.4 – Valor P para o Exemplo 8.1
��

Exemplo 8.5Vamos calcular o valor P para o Exemplo 8.2.
Solução:Como antes, o valor observado da estatística de teste é z0 = 2, 2, mas agora a hipótese alternativa éunilateral à direita. Então, valores tão ou mais extremos são aqueles maiores que 2, 2 e o valor P é

P = P(Z > 2, 2) = 0, 5− tab(2, 2) = 0, 0139
Na Figura 8.5 ilustra-se esse valor. O que esse resultado está nos dizendo é o seguinte: se
H0 for verdadeira, a probabilidade de obtermos um valor tão ou mais extremo que 2,2 é 0, 0139.
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Novamente, essa é uma probabilidade pequena, o que significa que é pouco provável obtermos umvalor tão extremo quando H0 é verdadeira. Logo, é razoável supormos que a hipótese nula não sejaverdadeira, a mesma conclusão obtida ao trabalharmos com o nível de significância de 5%. Comoantes, rejeitaríamos a hipótese nula para qualquer nível de significância maior que 0,0139.

Figura 8.5 – Valor P para o Exemplo 8.2
��

Exemplo 8.6Vamos calcular o valor P para o Exemplo 8.3.
Solução:O valor observado da estatística de teste é z0 = −0, 855, e a hipótese alternativa é unilateral àesquerda. Então, valores tão ou mais extremos são aqueles menores que −0, 855 e o valor P é

P = P(Z < −0, 855) = P(Z > 0, 855) = 0, 5− tab(0, 86) = 0, 5− 0, 3051 = 0, 1949
Na Figura 8.6 ilustra-se esse valor. O que esse resultado está nos dizendo é o seguinte: se H0 forverdadeira, há uma probabilidade alta de obtermos um valor tão ou mais extremo que −0, 855. Assim,não se rejeita H0.

Figura 8.6 – Valor P para o Exemplo 8.3
��

Procedimento geral para obtenção do valor P

Os exemplos acima ilustram o procedimento para obtenção do valor P quando a estatística deteste tem distribuição normal. Como essa é uma distribuição simétrica, podemos sempre calcular o
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valor P trabalhando na cauda superior da distribuição normal padrão; para isso, basta usar o valorabsoluto |z0| do valor observado da estatística de teste.

• Teste bilateral
H0 : µ = µ0
H1 : µ 6= µ0
P = P(Z < −|z0|) + P(Z > |z0|)
P = 2× P(Z > |z0|)

• Teste unilateral à direitaPodemos supor que z0 > 0. Caso contrário, o valor P será maior que 0, 5, o que leva à nãorejeição de H0 para qualquer nível de significância razoável.
H0 : µ = µ0
H1 : µ > µ0
P = P(Z > z0)
P = P(Z > |z0|)

• Teste unilateral à esquerdaPodemos supor que z0 < 0. Caso contrário, o valor P será maior que 0, 5, o que leva à nãorejeição de H0 para qualquer nível de significância razoável.
H0 : µ = µ0
H1 : µ < µ0
P = P(Z < z0) = P(Z < −|z0|)
P = P(Z > |z0|)

Valor P e nível de significância

Vimos que o nível de significância α é a probabilidade do erro tipo I e o valor críticocorrespondente delimita a região de rejeição, ou seja, valores da estatística de teste que caem na
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região crítica levam à rejeição de H0. O valor P , por sua vez, é a probabilidade de se obter valorestão extremos quanto o observado e essa probabilidade, sendo pequena, leva à rejeição da hipótesenula.
Como podemos, então, relacionar o valor P e o nível de significância α em termos do processodecisório? Veja a Figura 8.7, onde ilustramos a situação para um teste unilateral à direita. Qualquervalor z0 maior que zα leva à rejeição de H0. Mas tais valores correspondem a probabilidades menoresna cauda da distribuição, ou seja, correspondem a valores P menores que α . Isso nos leva à seguinteobservação:

! Valor P versus nível de significância
O valor P é o menor nível de significância para o qual a hipótese nula H0 érejeitada, ou seja, rejeitamos H0 ⇔ P ≤ α

Figura 8.7 – Valor P versus nível de significância
Exemplo 8.7 Peso de balaUma empresa fabricante de balas afirma que o peso médio de suas balas é de pelo menos 2 gramas.Pela descrição do processo de produção, sabe-se que o peso das balas distribui-se normalmente comdesvio padrão de 0,5 grama. Uma amostra de 25 balas apresenta peso médio de 1,81 gramas. Oque se pode concluir sobre a afirmação do fabricante? Estabeleça sua conclusão usando um nível designificância de 5% e também o valor P .
Solução:Seja X a variável aleatória que representa o peso das balas. Então, X ∼ N(µ; 0, 25). Como n = 25,resulta que

Z = X − µ√0,2525
∼ N(0, 1)
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A afirmativa do fabricante é µ ≥ 2. Logo, a negação de tal afirmação é µ < 2. Como essaúltima expressão não contém o sinal de igualdade, ela se torna a hipótese alternativa. Então, nossashipóteses são:

H0 : µ = 2
H1 : µ < 2

Para α = 0, 05, a região crítica é
RC : Z0 < −z0,05 = −1, 64

O valor observado da estatística de teste é
z0 = 1, 81− 2, 00√0,2525

= −1, 9 < −1, 64
Como o valor observado da estatística de teste está na região crítica, rejeita-se a hipótese nula,ou seja, há evidência de que o peso médio seja menor que 2 gramas.
Temos também que

P = P(Z > | − 1, 9|) = 0, 5− tab(1, 9) = 0, 0287
Assim, rejeitaríamos H0 para qualquer nível de significância maior que 2,87%, o que inclui 5%.

��

Teste de hipótese sobre a média com base em grandes amostras

No caso de se ter uma amostra grande de uma população qualquer, o Teorema 5.1 pode serusado na construção de testes de hipótese sobre a média da população. Segundo esse teorema,
Z = X − µ

S√
n

≈ N(0; 1)
e, assim, os procedimentos são como já vistos antes. Assim como o nível de confiança era apenasaproximadamente 1− α , nos testes de hipóteses, o nível de significância será aproximadamente α .
Exemplo 8.8Uma amostra de tamanho n = 196 é extraída de uma população com o objetivo de se testar

H0 : µ = 10
H0 : µ < 10
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resultando em x = 9, 3 e s = 2, 54. Construa o teste de hipótese com nível de significância de 5%,estabelecendo a conclusão. Calcule também o valor P .
Solução:
α = 0, 05⇒ z0,05 = 1, 64
A estatística de teste é

Z0 = X − 102, 54√196
≈ N(0; 1)

ou seja
Z0 = X − 100, 1814 ≈ N(0; 1)

A região crítica é Z0 < −1, 64 e o valor observado da estatística de teste padronizada é
z0 = 9, 3− 100, 1814 = −3, 86 < −1, 64.

Rejeita-se, então a hipótese nula e o valor P é
P = P(Z < −3, 86) = P(Z > 3, 86) = 0, 5− tab(3, 86) = 0, 5− 0, 4999 = 0, 0001

Note que a hipótese nula seria rejeitada para qualquer nível de significância α > 0, 0001.
��

Exercícios

1. Uma amostra aleatória simples de tamanho n = 9, extraída de uma população normal comdesvio padrão 3,03 apresentou média igual a x = 13, 35. Deseja-se testar
H0 : µ = 12, 8
H1 : µ 6= 12, 8

(a) Use o nível de significância α = 0, 02 para determinar a região crítica, tanto em termos daestatística de teste padronizada quanto em termos da estatística de teste não padronizada.(b) Com base no resultado anterior, estabeleça a conclusão, tendo o cuidado de usar umvocabulário que não seja puramente técnico.(c) Calcule o valor P e interprete o resultado obtido.
2. Em uma linha de produção, peças são produzidas de modo que o comprimento seja normalmentedistribuído com desvio padrão de 0,6cm. Ajustes periódicos são feitos na máquina para garantirque as peças tenham comprimento apropriado de 15cm, pois as peças muito curtas não podemser aproveitadas (as peças longas podem ser cortadas). A cada hora são extraídas 9 peças daprodução, medindo-se seu comprimento.
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Estabeleça uma regra de decisão para definir se o processo está operando adequadamente.Use o nível de significância de 0,1%.

3. Depois de desenvolver um algoritmo para acelerar a execução de determinada tarefa rotineiraem um escritório de contabilidade, o analista de sistema analisa uma amostra de 64 tempos,obtendo uma média 46,5 segundos e desvio padrão de 6,3 segundos. Antes de implementar oalgoritmo, o tempo de execução era de 48,5 segundos.
Desenvolva o teste de hipótese apropriado para verificar se o algoritmo do analista realmentemelhorou o desempenho do sistema. Utilize α = 0, 02 e certifique-se de especificar todas asetapas e calcular o valor P .

4. Uma propaganda afirma que o consumo médio de gasolina de determinada marca de automóvelé de 12 litros por 100 quilômetros rodados. Um teste com 49 automóveis desta marca acusa umconsumo médio de 12,4 litros por 100 quilômetros rodados, com desvio padrão de 1,26 litros.
O que se pode concluir sobre a propaganda? Responda fazendo o teste de hipótese com nívelde significância de 10%.

Solução dos exercícios

1. Teste bilateral; n = 9; σ = 3, 03; x = 13, 35
(a) α = 0, 02⇒ z0,01 = 2, 33A estatística de teste é

Z0 = X − 12, 83, 033 = X − 12, 81, 01
A região crítica é

|Z0| > 2, 33
ou

X < 12, 8− 2, 33 · 1, 01 = 10, 4467 ou X > 12, 8 + 2, 33 · 1, 01 = 15, 1533
O valor observado de Z0 é

z0 = 13, 35− 12, 81, 01 = 0, 54
Como |z0| < 2, 33 e também 10, 4465 < 13, 35 < 15, 1533, não se rejeita H0. O valor P é

P = 2× P(Z > 0, 54) = 2× (0, 5− 0, 2054) = 0, 5892.
O valor P é bastante alto; logo a hipótese nula só seria rejeitada para níveis designificância maiores que 0,59. Isso é evidência de que não se pode rejeitar a hipótesenula em qualquer nível de significância razoável.
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2. Seja X o comprimento (cm) das peças. Então, X ∼ N(µ; 0, 62).O problema na produção surge quando µ < 15. Logo, nossas hipóteses são:
H0 : µ = 15
H1 : µ < 15

α = 0, 001⇒ z0,001 = 3, 08A estatística de teste é
Z0 = X − 150, 63 = X − 150, 2

A região crítica é Z0 < −3, 08 ou X < 15− 3, 08 · 0, 2 = 14, 384.A regra de decisão a ser implementada é X < 14, 384 ⇒ sistema está fora de controle. Noteque na implementação, a regra de decisão tem que ser dada em termos da média amostral, queé o que se mede na amostra. Não faz sentido ter uma tabela da normal no chão de fábrica!
3. Amostra grande de uma população qualquer.Seja X o tempo de execução. O analista pretende reduzir o tempo médio. Logo, nossas hipótesessão:

H0 : µ = 48, 5
H1 : µ < 48, 5

α = 0, 02⇒ z0,02 = 2, 05A estatística de teste é
Z0 = X − 48, 56, 38 = X − 48, 50, 7875 Z0 ≈ N(0; 1)

A região crítica é Z0 < −2, 05 ou X < 48, 5− 2, 05 · 0, 7875 = 46, 885625.O valor observado de Z0 é
z0 = 46, 5− 48, 50, 7875 = −2, 54

e o valor P é
P = P(Z < −2, 54) = P(Z > 2, 54) = 0, 5− tab(2, 54) = 0, 0055

Rejeita-se a hipótese nula, pois −2, 54 < −2, 05 ou também 46, 5 < 46, 8856. Note que o valor
p é menor que o nível de significância. Assim, há evidências de que houve redução no tempomédio de execução da tarefa.

4. Amostra grande de uma população qualquer.
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Seja X o consumo de gasolina desses carros. Se o consumo for menor ou igual a 12 litrospor 100 quilômetros, não há problema com a propaganda. O problema surge se o consumo forsuperior. Logo, nossas hipóteses são:

H0 : µ = 12
H1 : µ > 12

α = 0, 10⇒ z0,10 = 1, 28A estatística de teste é
Z0 = X − 121, 267 = X − 120, 18 Z0 ≈ N(0; 1)

A região crítica é Z0 > 1, 28 ou X > 12 + 1, 28 ∗ 0, 18 = 12, 2304.O valor observado de Z0 é
z0 = 12, 4− 120, 18 = 2, 22

e o valor P é
P = P(Z > 2, 22) = 0, 5− tab(2, 22) = 0, 0132

Rejeita-se a hipótese nula pois 2, 22 > 1, 28 ou ainda 12, 4 > 12, 2304. Note também que
P < α .Assim, há evidências de que a propaganda seja enganosa; os dados indicam que o consumomédio é maior que 12 litros por 100 quilômetros rodados.



108 CAPÍTULO 8. TESTES DE HIPÓTESES SOBRE A MÉDIA

.



Capítulo 9

Teste de Hipótese sobre Proporções –
Amostras Grandes

No capítulo anterior, vimos como construir testes de hipótese sobre a média de uma populaçãoqualquer, com auxílio do Teorema 5.1, visto no Capítulo 4. Agora, usaremos o Teorema Limite Centralpara construir teste de hipótese sobre uma proporção populacional.

Teste de Hipótese sobre a Proporção Populacional

O contexto de interesse é o seguinte: temos uma população em que cada elemento é classificadode acordo com a presença ou ausência de determinada característica. O objetivo é testar algumahipótese sobre a proporção populacional p dos elementos que possuem tal característica. Vimos quea proporção amostral P̂ é um bom estimador para p e, também que, para grandes amostras,
P̂ ≈ N

(
p; p(1− p)n

)
.

ou equivalentemente
P̂ − p√
p(1−p)
n

≈ N(0; 1) (9.1)
Como a distribuição amostral de P̂ é aproximadamente normal, o procedimento de construçãodo teste de hipótese sobre a proporção populacional é totalmente análogo ao procedimento vistopara a média populacional.
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De posse de uma grande amostra aleatória simples X1, X2, . . . , Xn extraída de uma população
X ∼ Bern(p), nosso interesse está em testar a hipótese nula

H0 : p = p0
a um nível de significância α.

Dependendo do conhecimento sobre o problema, a hipótese alternativa pode tomar uma dastrês formas:
H1 : p 6= p0 H1 : p > p0 H1 : p < p0

A região crítica e o valor P são calculados supondo-se H0 verdadeira, p = p0 e, portanto, nossaestatística de teste padronizada é
Z0 = P̂ − p0√

p0(1−p0)
n

≈ N(0, 1)
Valores observados de Z0 com pequena probabilidade de ocorrência são indicativos de quea hipótese não é verdadeira. Assim, a região crítica consiste nos valores de Z0 na(s) cauda(s) dadistribuição N(0, 1), na direção da hipótese alternativa.
A seguir apresentamos os resultados para cada uma das possíveis hipóteses alternativas.

• Hipótese nula e estatística de teste
H0 : p = p0

Z0 = √n P̂ − p0√
p0(1− p0)

n

≈︸︷︷︸sob H0
N(0, 1)

• Teste bilateral
H1 : p 6= p0

Região crítica:
Z0 < −zα/2 ou Z0 > zα/2

P̂ < p0 − zα/2√p0(1−p0)
n ou P̂ > p0 + zα/2√p0(1−p0)

n
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• Teste unilateral à direita

H1 : p > p0
Região crítica:
Z0 > zα ou P̂ > p0 + zα√p0(1−p0)

n

• Teste unilateral à esquerda
H1 : p < p0

Região crítica:
Z0 < −zα ou P̂ < p0 − zα√p0(1−p0)

n

O valor P , como antes, é calculado como
Teste bilateral: P = 2× P(Z > |z0|)Teste unilateral: P = P(Z > |z0|)

Exemplo 9.1 Proporção de alunosUma pesquisa foi realizada com alunos da UFF visando, entre outras coisas, estimar a proporção dosalunos que têm conhecimento do Regulamento dos Cursos de Graduação dessa universidade (dadosfictícios). Foram entrevistados 952 alunos, selecionados aleatoriamente, dos quais 132 afirmaramter lido o Regulamento dos Cursos de Graduação. Suponha que a universidade decida lançar umacampanha de esclarecimento se a verdadeira proporção de alunos que conhecem o regulamento forinferior a 15%. Há razão para se lançar essa campanha? Justifique sua resposta através de um testede hipótese com nível de significância de 5%.
Solução:Vamos seguir os mesmos passos vistos no capítulo anterior.

• Hipóteses nula e alternativaAfirmativa dada: p < 0, 15Complementar: p ≥ 0, 15Isso nos leva às seguintes hipóteses:
H0 :p = 0, 15
H1 :p < 0, 15
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• Estatística de teste
Sob a hipótese de que H0 é verdadeira,

Z0 = P̂ − 0, 15√0,15×(1−0,15)952
= P̂ − 0, 150, 011573 ≈ N(0, 1)

• Nível de significância e região crítica
O nível de significância é 5% e o teste é unilateral à esquerda; logo, a região crítica em termosda estatística padronizada é

RC : Z0 < −z0,05 =⇒ RC : Z0 < −1, 64
que é equivalente a

P̂ < 0, 15− 1, 64 · 0, 011573 ou P̂ < 0, 131
• Decisão e conclusão

O valor da estatística de teste padronizada é
z0 = 132952 − 0, 15√0,15×(1−0,15)952

= −0, 9803 ≮ −1, 64.
Temos também que

p̂0 = 132952 = 0, 139 ≮ 0, 131
O valor observado da estatística de teste (padronizada ou não) não está na região crítica;logo, não rejeitamos a hipótese nula, ou seja, não há razão para se lançar a campanha deesclarecimento.

��

Exemplo 9.2Um fabricante afirma que no máximo 10% dos seus produtos são defeituosos. Um órgão de defesa doconsumidor testa uma amostra de 81 desses itens, detectando 13,8% de defeituosos.
(a) Encontre a região crítica para construção de um teste de hipótese apropriado ao nível designificância de 10%.
(b) Calcule o valor P.

Solução:
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(a) • Hipóteses nula e alternativaA afirmativa de interesse para o fabricante é p ≤ 0, 10. A negação de tal afirmativa(questionamento do órgão de defesa do consumidor) é p > 0, 10. Logo, nossas hipótesessão:

H0 : p = 0, 10
H1 : p > 0, 10

Note que todas as proporções estão na forma decimal. Não trabalhe com porcentagens!
• Estatística de testeSob a hipótese de que H0 é verdadeira,

Z0 = P̂ − 0, 10√0,10×(1−0,10)81
= P̂ − 0, 100, 0333 ≈ N(0, 1)

• Nível de significância e região críticaO teste é unilateral à direita e α = 0, 10. Logo, a região crítica em termos da estatísticade teste padronizada é
RC : Z0 > z0,10 =⇒ RC : Z0 > 1, 28

ou
P̂ > 0, 10 + 1, 28 ∗ 0, 0333 = 0, 1426

• Decisão e conclusãoO valor da estatística de teste padronizada é
z0 = 0, 138− 0, 100, 0333 = 1, 14 ≯ 1, 28.

Temos também que
p̂0 = 0, 138 ≯ 0, 1426

O valor crítico da estatística de teste (padronizada ou não) não está na região crítica;logo, não podemos rejeitar a hipótese nula. Ou seja, nossos dados não fornecem evidênciacontra o fabricante.
(b)

P = P(Z > 1, 14) = 0, 5− tab(1, 14) = 0, 5− 0, 3729 = 0, 1271
Logo, rejeitamos H0 apenas para níveis de significância maiores que 12,7%. Assim, aos níveis designificância usuais, não devemos rejeitar H0, o que é uma evidência de que o fabricante estádizendo a verdade.

��
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Exercícios

1. Em uma pesquisa com 800 estudantes de uma universidade, 385 afirmaram possuir computador.Teste a hipótese de que pelo menos 50% dos estudantes dessa universidade possuemcomputador. Use α = 0, 10.
2. Uma pesquisa entre 700 trabalhadores revela que 15,8% obtiveram seus empregos por meio deindicações de amigos ou parentes. Teste a hipótese de que mais de 10% dos trabalhadoresconseguem seus empregos por indicação de amigos ou parentes, utilizando 5% como nível designificância.
3. O nível de aprovação da qualidade das refeições servidas em um restaurante universitário era20%, quando houve uma movimentação geral dos estudantes que forçou a direção do restaurantea fazer mudanças. Feitas as mudanças, sorteou-se uma amostra de 64 estudantes usuários dorestaurante e 25 aprovaram a qualidade da comida. Você diria, ao nível de significância de 2%,que as mudanças surtiram efeito?
4. Deseja-se testar a honestidade de uma moeda. Para isso, lança-se a moeda 200 vezes, obtendo-se 115 caras. Qual é a sua conclusão sobre a honestidade da moeda? Para responder a essaquestão, calcule e interprete o valor P.
5. A direção de um grande jornal nacional afirma que 25% dos seus leitores são da classe A. Se, emuma amostra de 740 leitores, encontramos 156 da classe A, qual é a conclusão que tiraríamossobre a afirmativa da direção do jornal?

Solução dos Exercícios

1. p̂ = 385800 = 0, 48125
A afirmativa de interesse é “pelo menos 50% dos estudantes possuem computador”, ou seja,
p ≥ 0, 5. Logo, as hipóteses são

H0 : p = 0, 50
H1 : p < 0, 50

A estatística de teste é
Z0 = P̂ − 0, 5√0,5×0,5800

= P̂ − 0, 50, 017678
α = 0, 10 =⇒ z0,1 = 1, 28 =⇒ RC : Z0 < −1, 28

ou
P̂ < 0, 50− 1, 28× 0, 017678 ou P̂ < 0, 4774
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O valor observado da estatística de teste padronizada é

z0 = 385800 − 0, 50, 017678 = −1, 06 ≮ −1, 28.
Temos também que

p̂ = 385800 = 0, 48125 ≮ 0, 4774.
Como o valor observado da estatística de teste (padronizada ou não) não pertence à regiãocrítica, não podemos rejeitar a hipótese nula. Ou seja, os dados trazem evidência de que aproporção de estudantes que possuem computador é de pelo menos 50%.

2. As hipóteses são
H0 : p = 0, 10
H1 : p > 0, 10

A estatística de teste padronizada é
Z0 = P̂ − 0, 1√0,1×0,9700

= P̂ − 0, 10, 011339
α = 5% =⇒ z0,05 = 1, 64. =⇒ RC : Z0 > 1, 64

ou
RC : P̂ > 0, 1 + 1, 64× 0, 011339 ou P̂ > 0, 1186

O valor observado da estatística de teste padronizada é
z0 = 0, 158− 0, 100, 011339 = 5, 115 > 1, 64

e temos também que
p̂ = 0, 158 > 0, 1186.

Rejeita-se, assim, a hipótese nula, ou seja, os dados trazem evidência de que mais de 10% dostrabalhadores conseguem seus empregos por indicação de parentes ou amigos.
3. O interesse é verificar se p > 0, 20. Logo,

H0 : p = 0, 20
H1 : p > 0, 20

A estatística de teste padronizada é
Z0 = P̂ − 0, 2√0,2×0,864

= P̂ − 0, 20, 05
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α = 0, 05 =⇒ z0,05 = 1, 64
Como o teste é unilateral à direita, a região crítica é

RC : Z0 > 1, 64
ou ainda

P̂ > 0, 20 + 1, 64× 0, 05 ou P̂ > 0, 282
O valor observado da estatística de teste padronizada é

z0 = 2564 − 0, 200, 05 = 3, 8124 > 1, 64
ou ainda

p̂ = 2564 = 0, 390625 > 0, 282.
Como valor observado da estatística de teste (padronizada ou não) está na região crítica,rejeita-se a hipótese nula, ou seja, as evidências amostrais indicam que houve melhora comas mudanças.

4. As hipóteses são
H0 : p = 0, 5
H1 : p 6= 0, 5

A estatística de teste padronizada é
Z0 = P̂ − 0, 5√0,5×0,5200

= P̂ − 0, 50, 035355
O valor observado da estatística de teste

z0 = 115200 − 0, 50, 035355 = 2, 12
P = 2× P(Z > |2, 12|) = 2× (0, 5− tab(2, 12)) = 2× (0, 5− 0, 4830) = 0, 034

Como o valor P é relativamente pequeno, a probabilidade de obtermos 115 caras em 200lançamentos de uma moeda honesta é pequena, o que nos leva a suspeitar da honestidadeda moeda.
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5. Com as informações disponíveis, nossas hipóteses são:

H0 : p = 0, 25
H1 : p 6= 0, 25

A estatística de teste padronizada é
Z0 = P̂ − 0, 25√0,25×0,75740

= P̂ − 0, 250, 015918
O valor observado da estatística de teste padronizada é

156740 − 0, 250, 015918 = −2, 46

P = 2× P(Z > | − 2, 46|) = 2× (0, 5− tab(2, 46)) = 2× (0, 5− 0, 4931) = 0, 0138
Como o valor P é bastante pequeno, devemos rejeitar a hipótese nula de que a proporção deleitores da classe A é igual a 25%.
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