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Problema 1 (Ergodicidade das rotagoes). Considere S' o circulo unitdrio no plano.
Observe que S* € um grupo topolégico compacto e que a medida de Haar do circulo coincide
com a media de Lebesque m induzida pelo quociente R/Z. Seja R, : S — S a rotagao
de angulo o. Prove que se o é um numero irracional entao m é ergodica com respeito a
Ry: ou seja, se A C S* é um conjunto Boreliano invariante, ou seja Ro(A) = A entdo
m(A) € {0,1} (A possui medida zero ou total).

Problema 2 (Unicidade ergddica das rotagoes). Seja R, : St — S' como no exercicio
anterior. Seja ¢ : S* — R uma func¢ao continua. Use o problema anterior e o Teorema
de Arzela-Ascoli para mostrar que
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Observagao: Usando o Teorema Ergddico de Birkhoff é possivel provar que esse resultado
implica que o conjunto das medidas de probabilidades u que satisfazem (R, (A)) = u(A)
para todo conjunto Boreliano A contém somente a medida de Lbesgue m.

Problema 3 (O shift de dois simbolos). Seja ¥ = {0,1}% o conjunto das sequéncias
bilaterais (x,)nez com apenas os simbolos 0 e 1. Prove que ¥ dotado da métrica
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nez
€ um espago métrico compacto. Considere o : 3 — ¥ 0 mapa de deslocamento:
o(n) = (Tnta).

Prove que o conjunto P,(X) das medidas de Borel que sao invariantes por o é nao-
enumerdvel. FEzxiba um subconjunto enumerdvel denso de P,(X).



