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Problema 1 (Injetividade - 2pt). Seja f: X — Y uma fun¢ao injetiva. Prove que para
todos A, B subconjuntos de X tem-se f(ANB) = f(A)N f(B). Prove que a conclusao é
falsa sem a hipdtese de injetividade exibindo um contra-exemplo.

Problema 2 (Crescimento fatorial vs Crescimento exponencial - 2pt). Prove que eziste
ng € N tal que n > ng = n! > 2". Qual o menor ny com essa propriedade? Dica:
Ache o ng fazendo contas e depois use inducao.

Problema 3 (Orbitas de um sistema dinamico - 4pt). Seja X um conjunto e f: X — X
uma fungdo. Dado xy € X, defina indutivamente x, = f(xn,_1), i.e x1 = f(xg), 3 =
f(z1) e assim por diante. O conjunto {x,}nen assim obtido é chamado a érbita do ponto
xg, e € denotado por O(zy).

(a) Considere a funcao f: N — N definida por
fln) = {n/Q, sen € par

(n+1)/2, caso contrdrio.

Prove que, para todo n € N, a orbita O(n) é um conjunto finito.

(b) Seja agora f : N — N definida por f(n) = 2n. Prove que O(n) é um conjunto
infinito para todo n € N.

(¢) Eziba um exemplo de uma funcio f: N — N tal que ambos os conjuntos

{n € N;O(n) é finito}

{n € N;O(n) é infinito}

sejam infinitos.

(d) Pode ezistir uma funcao f : N — N com a propriedade descrita no item (c) que seja
bijetiva?
Problema 4 (O jogo da Torre de Hanéi - 3pt). Dispoe-se de n discos com diametros
decrescentes enfiados numa haste A e de duas outras hastes B e C. O jogo consiste em
deslocar todos os discos para a haste C', passando por qualquer uma das trés hastes de
forma que nunca um disco figue em cima de outro com diametro menor.

(a) Se a, € o numero de jogadas que resolve o jogo com n discos mostre que a; = 1 e
sen >1 entao any1 = 2a, + 1
(b) Use indugio sobre n e conclua que a, = 2" — 1

Problema 5 (Monotonicidade discreta - 3pt). Seja f : N — N uma func¢ao mondtona
nao-crescente (i.em < m = f(n) > f(m)) € constante a partir de um certo nimero
natural.



