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Problema 1 (Construgao de medidas 1pt). Seja (X, M) um espago mensurdvel. Seja
{pn} € M(X) uma sequéncia de medidas tal que existe ¢ > 0 de forma que p,(X) < ¢
para todo n > 0. Defina u: M — [0, 00] pondo

AN
= 2 on’
Prove que i € M(X) (ou seja, u é uma medida) e p, << p para todo n. Considere o
caso particular onde X =R, e p, = 01/,. Calcule das derivadas de Radon-Nikodym ‘Z*—u",
ou seja, determine, para cada n fungoes f, tais que p, = [ fndp.

Problema 2 (Teorema da convergéncia dominada - 1pt). Calcule

lim (1 + E) e ¥ dx.

n—oo [ n

Problema 3 (O poder de Vitali - 1pt). Prove o Teorema da Convergéncia Dominada a
partir do Teorema da Convergéncia de Vitali.

Problema 4 (Convergéncia em Medida - 2pt). Seja (X, M, u) um espago de medida.
Dizemos que uma sequéncia f, : X — R de fung¢oes mensurdveis converge em medida a
uma fung¢ao mensuravel f : X — R se para todo £ > 0

T g ({r € X3 1fu(w) = f(2)] > ) = 0.

Dizemos que f, é Cauchy em medida se para cada e >0 e § > 0 existe ng = no(e,d) tal
que
mon>ne = u({5€ X |fal@) — fu()] > 6)) <c.

(a) Convergéncia q.t.p —> convergéncia em medida: Prove que se 1(X) < 0o
fn converge pontualmente q.t.p para f entao f, converge para f em medida.Dica:
use o Teorema de Egoroff

(b) Convergéncia em medida — convergéncia q.t.p mdédulo subsequéncia:
Prove que se f, converge para f em medida entao existe uma subsequéncia f,, que
converge q.t.p para f.Dica: use o Lema de Borel-Cantelli

(¢) Cauchy = converge: Prove que se f, é Cauchy em medida entdo existe f tal
que f, converge para f em medida.

Problema 5 (Exemplos de convergéncia - 1pt). Seja (R, M, m) a medida de Lebesque
da reta. Construa exemplos de sequéncias de fun¢oes mensurdveis f, : R — [0, 00]
satisfazendo as sequintes propriedades:



(a) {f.} converge em L'(m) mas nao converge q.t.p
(b) {f.} converge a 0 em L'(m) e em q.t.p mas sup,, fn & L*(m).

(c) {fu} € um contra-ezemplo para a conclusio do Teorema de Egoroff: ou seja, f,
converge pontualmente e existe € > 0 tal que para todo conjunto X € M com
m(R\ X) < e f, nao converge uniformemente em X.

(d) {fn} converge em medida mas nao converge q.t.p.

Problema 6 (Estimativas - 3pt). (a) Encontre a menor constante positiva ¢ tal que
log(1 + €') < c+t, para todo t > 0.

(b) Seja f € L*. Calcule
1
lim = [ log(1+ e™@),
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Problema 7 (Decaimento x Integrabilidade - 1pt). Sejam (R, M, m) a medida de Le-
besgue da reta e f : [0,00] — [0,00] uma fungdo mensurdvel. Considere a sequéncia de

nimeros nio-negativos dada por x, = sup{f(t);t > n}. Prove ou dé um contra-exzemplo:

feLl!(m) < ixn<oo

n=1

Problema 8 (Argumento de enumerabilidade - 3pt). Seja (X,d) um espago métrico
compacto e B C 2% a o-dlgebra de Borel de X. Seja p : B — [0,1] uma medida de
probabilidade mao-atomica (i.e. u({x}) =0, para todo x € X e pu(X) = 1). Vocé pode
mmaginar que | € a medida de Lebesgue em no intervalo se quiser.

(a) Prove que existe x € X tal que p(B(z,€)) > 0 para todo € > 0.

(b) Seja x € X como no item anterior. Prove que existe uma sequéncia €, — 0 tal que
lim, oo 8 (B(z,6,)) = 0 e pu(0B(z,e,)) = 0 para todo n € N.Dica: use cardinali-
dade.



