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Problema 1 (Demonstragoes de Irracionalidade). Sejam a,b nimeros naturais maiores
do que 1 que nao sao poténcias de 10.

(a) Prove que log,ya e log,,b sao nimeros irracionais.
(b) Prove que existem nimeros racionais « e [ tais que
alog,ya+ Blog,,b=0

se, e somente se, a e b sao poténcias de um mesmo numero natural. Ou seja, se
existem m,n,p € N tais que a = p™ e b =p".

Problema 2. Considere a funcao v : Z\ {0} — N definida por

v(a) = quantidade de divisores positivos de a.
Prove que a € N € um quadrado perfeito se, e somente se, v(a) € impar.
Problema 3. Sejam m e n nimero inteiros impares. Prove que 8|(m?* — n?).

Problema 4 (Teorema de Dirichlet). Prove que existem infinitos nimeros primos da
forma 4k — 1.

Problema 5 (A fungdo de Mébius). A funcdo de Mdébius é um objeto muito importante
na teoria dos numeros. E uma funcao p: N — Z definida do sequinte modo:

1, sen =1,
p(n) =<0, se Ipprimo; p*|n,
(=1)*, caso contrdrio, ondek é a quantidade de divisores primos den.
Ou seja, a partir de 2, p(n) € 0 se n € divisivel pelo quadrado de um nimero primo. Se

nao for, u(n) pode ser 1 ou -1, dependo se a quantidade de divisores primos de n for par
ou impar, respectivamente. A imagem da func¢do de Mobius € a sequéncia

1,-1,-1,0,—1,1,—1,0,0,1...

Descobrir padroes nessa sequéncia € um tema de pesquisa ativo em Teoria dos Niumeros.
Por exemplo, prove que apds trés termos nao nulos o termo sequinte tem que ser 0.



