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Problema 1 (A topologia fraca * no espago das medidas - 3pt). Seja (X,d) um espago
métrico compacto. Denote por P(X) o conjunto das probabilidades borelianas.

(a) Use o Teorema de Stone-Weirstrass e prove que C(X), com a norma do mdzximo, €
separdvel. Conclua que a bola unitdria desse espago também € separdvel.

(b) Tome {f,} C C(X) um subconjunto enumerdvel denso da bola unitdrias. Considere
a fungdo A : P(X) x P(X) — [0,00) definida por
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Prove que A € uma métrica.
(c) Use a métrica definida acima para dar uma prova direta do Teorema de Banach-

Alaouglu nesse caso: prove que (P(X),A) é compacto.

Problema 2 (Férmula de Liouville - 3pt). Seja F : RY — R um campo de vetores de
classe C' e limitado, i.e, existe ¢ > 0 tal que ||F(x)|| < c¢. Em particular, o fluro de
F ¢ completo: para todo xo € RY, existe uma curva v : R — R tal que v(0) = xp e
7' (t) = F(y(t)), para todo t € R. O fluxo de F € a aplicagdo ¢ : R x R? — R? definida
por py(z0) = (t). O fluzo é o mesmo que uma representagio C' o : R — Diff'(R9).
Nessas condigoes, demonstre a formula de Liouville.

det(Dgot(x)) = ef(;5 divF(‘ps(x))ds.

Conclua que o fluxo de F' preserva a medida de Lebesque se, e somente se, a divergéncia
do campo F' € identicamente nula.

Problema 3 (O shift de dois simbolos - 4pt). Seja ¥ = {0,1}2 o conjunto das sequéncias
bilaterais (x,)nez com apenas os simbolos 0 e 1. Prove que ¥ dotado da métrica
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€ um espago métrico compacto. Considere o : X — X 0 mapa de deslocamento:

0($n) = (xn-i-l)-

Prove que o conjunto P,(X) das medidas de Borel que sao invariantes por o é nao-
enumerdvel. Ezxiba um subconjunto enumerdvel denso de P,(X).



