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Primeira Avaliação

Questão 1 (2.5pt). Seja (X, d) um espaço métrico e sejam K ⊂ X um subconjunto compacto
e F ⊂ X um subconjunto fechado. Prove que se F ∩K = ∅ então d(F,K) > 0, onde

d(F,K)
def
= inf{d(x, y);x ∈ K, y ∈ F}

é a menor distância entre F e K.

Questão 2 (2.5pt). Seja 0 < a < 1. Prove que
∑∞

n=1 na
n <∞.

Questão 3 (2.5pt). Sejam 0 < a < 1 e {xn} ⊂ (0,+∞) uma sequência satisfazendo xn → 0.
Seja gn =

∑n
`=1 a

n−`x`. Prove que gn → 0.

Questão 4 (2.5pt). Seja {an} ⊂ (0,+∞) um sequência tal que
∑∞

n=1 an <∞. Defina induti-
vamente

ρ1 =
1

1 + a1
e ρn+1 =

ρn
1 + an+1

.

Verifique que ρn =
∏n

`=1
1

1+a`
e que ρn é uma sequência monótona, estritamente decrescente,

limitada inferiormente por 0 e que ρ = lim ρn > 0.

Questão 5 (2pt). Seja (X, d) um espaço métrico completo. Seja P ⊂ X um subconjunto
perfeito (todo ponto de P é ponto de acumulação). Prove que P é não-enumerável. Este
resultado generaliza o teorema visto em aula quando X = R.
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