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Questao 1 (Ipt). Seja f: R — R uma fungao continua. Prove que
1 T+e

para todo x € R.

Questao 2 (2pt). Considere a sequinte relagio em R: x =y mod Z quando x —y € Z.

(a) 0.2pt: Verifique que isso define uma relagao de equivaléncia em R e que para todo
z € R existe um tnico y € [0,1) tal que x =y mod Z.

(b) 1.8pt Para cada n € N seja x,, € [0,1) tal que x, = \/n mod Z. Prove que X =
{x,;n € N} € denso no intervalo [0,1], i.e. X =1[0,1].

Questao 3 (2 pt). Seja f : [0,1] — [0,1] uma fungdo de classe C' satisfazendo f(0) = 0
e f(x) < x para todo x € (0,1). Defina uma sequéncia {x,}nen recursivamente escolhendo
x1 € (0,1) e pondo x,11 = f(x,) para todo n € N.

(a) 0.5 pt Prove que x, — 0.
(b) 1.5 pt Suponha que f'(0) =X € (0,1). Prove que Y .~ x, < 00.

Questao 4 (2 pt). Seja f : [-1,1] = R uma funcao de classe C? com f(0) = 0, f/(0) = 1
e f'(x) > 1 para todo x > 0. Seja a; € (0,1) e defina recursivamente a1 pela equagdio
f(any1) = ay,. Prove que

(a) 0.5 pta, — 0;
(b) 1.5 pt mas >~ a, = cc.

Questao 5 (3pt). Seja f :[0,1] — [0, 1] uma fun¢ao continua, bijetiva, mondtona estritamente
crescente satisfazendo f(0) =0, f(1) =1 e f(z) < x para todo x € (0,1). Seja 7:[0,1] - R
uma fungdo de classe C'. Para cada par de pontos z,y € (0,1) considere a sequéncia

n—1
ule,y) = | 37 (@) - (W)
j=0
Prove que para todo € > 0 existe um § > 0 tal que se d(z,y) < § entao ¥, (z,y) < &, para todo
n € N.
Questao 6 (3 pt). Seja f: R — R uma funcgdo de classe C™ tal que para todo x € R existe

n € N de modo que a n-ésima deriwvada em x satisfaz f(")(x) = 0. Prove que f € um polinomio.
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