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Escreva suas respostas apontando claramente todos os raciocinios que conduziram a
solugao, bem como todos os resultados e referéncias utilizadas. Cada questao vale 3 pontos.

Questao 1. Considere a funcao f(x) = 11zt =222 +17. Esboce o grifico de f e aplique esse conhecimento
para determinar quantas solucoes a equacao

1zt —2224+17=0

possui. Em sequida, use o método de Newton e calcule com uma precisio de 10™* todas as raizes da
equacao.

Demonstra¢ao. Vamos determinar o ntimero exato de raizes de f sem sequer desenhar o grafico, mas
determinando todas as suas propriedades que importam nessa tarefa. Com efeito, calculando a derivada
de f obtemos

f(x) = 1212'° — 4,
e calculando a derivada segunda obtemos

f"(z) = 12102" — 4.

A derivada de f é um polinomio de grau 10 com uma fatoragao simpatica que nos permite calcular todas
as raizes e portanto estudar o sinal. Assim, os pontos criticos de f sdo v = 0 e x = ¥/4/121. Como
f'(=1) =121 — 4 > 0 vemos que o grafico de sinais da fungao f’ é
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Em particular deduzimos que f é crescente entre —oo e 0, decrescente entre os dois pontos criticos e
crescente a partir do segundo ponto critico. Vamos estudar a convexidade de f pelo sinal da derivada
segunda. Apesar de ser um polinémio de grau nove, a derivada segunda de f possui apenas uma raiz, a
saber z = {/4/1210. Esse é portanto o tinico ponto de inflexdo de f. Assim vemos que f é concava antes
do ponto de inflexao e convexa depois do ponto de inflexao. Observe também que o ponto de inflexao
ocorre antes do segundo ponto critico, pois
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Isso faz com que o ponto critico x = ¥/4/121 seja um minimo local ao passo que x = 0 é um maximo
local. Como f é um polindmio de grau impar com termo dominante 11z'!, f(z) tende a —oo quando
x — —oo e f(x) tende a +0o quando z — +oo. Em particular, f ndo possui nem minimo nem méximo
globais. Agora observe que podemos escrever

f(z) = 11a™ + 17 — 22°.

Note que como %/4/121 < 1, o termo 2z% é sempre menor do que 1 em valor absoluto. Assim, se x estd
entre os dois pontos criticos de f temos 11z > 0 e portanto

flz) > 17—2>0.

Em particular, isso demonstra que f( /4/121) > 0. Como esse é o tinico ponto de minimo f entre os dois

pontos criticos e como f é crescente depois de V/4/121, deduzimos que f nao se anula em (0, 400). Por

outro lado, f é crescente em (—00,0) e portanto s6 pode se anular uma tnica vez. Como f(—2) < 0 e
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f(0) = 17 deduzimos que f possui uma tnica raiz localizada entre —2 e 0. Na figura abaixo descrevo esta
o resultado da implementagao do método de Newton a fungao f (g = f').

Entrée [11]: function E(n)

if n==0

return -2

else §(n-1)-(f(E(n-1))/g(8(n-1)))
end

end

Out[11]: E (generic function with 1 method)

Entrée [12]: for n=8:16
printIn(g(n))

end

-2
-1.8182661880082574
-1.6532117329384157
-1.58359848352817a4
-1.3687671497655367
-1.24931285801423325
-1.1485716697816883
-1.8745647387946818
-1.836679144895638
-1.8282452793086898
-1.8273981973343386

Entrée [13]: |f(-1.8278981973343386)

Out[13]: -9.815385232497282e-5

Veja que com o chute inicial —2 o método demora um pouco para convergir. Com o chute —1.5 a
convergéncia ¢ muito mais rapida. 0

Questao 2. Considere equacdoes polinomiais da forma x7 — 5x + 1 = y. Para cada valor de y temos uma
equacao diferente, que pode ter nenhuma, uma ou mais de uma solu¢ao. Para qual intervalo de valores de
y a equacdo x° — 5x + 1 =y possui o maior nimero possivel de solucoes?

Demonstracao. Para esbocar o grafico de f vamos estudar a sua derivada. Pela regra de calculo da derivada
de um polinomio, sabemos que
f'(x) = 72% — 5.
Portanto, os pontos criticos de f sao as solucoes da equacao
728 —5=0 < Tab=5 — z=+(5/7)""

Vamos analisar agora o comportamento (dos sinais) da derivada. Observe que a expressao 72° — 5 assume
valores arbitrariamente grandes e positivos quando x possui valor absoluto muito grande. Por exemplo,
f'(£10) ~ 10°. Como f’ s6 se anula nos pontos criticos ¢; = —(5/7)/% e ¢ = (5/7)'/°, isso nos permite
deduzir que o sinal da derivada de f se comporta como na figura a seguir. Em particular, deduzimos que

f € crescente nos intervalos (—o0, ¢1) e (c2, +00) e é decrescente no intervalo (c1, ¢2).
Agora passamos a analisar a derivada segunda de f e seu comportamento. Como f’ é um polinémio,
podemos calcular
f"(z) = 422°.
Isso implica que os pontos de inflexao de f sao as solucoes da equacao

4275 =0 <— 1z =0.
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Como z° < 0 se v < 0 e é positivo se x > 0 deduzimos que o sinal da derivada segunda de f se comporta
como na figura a seguir. Em particular, f é concava (“curvada para baixo”) no intervalo (—o0,0) e é

— -

convexa (“curvada para cima”) no intervalo (0, +00).

Por fim, precismos analisar o comportamento de f nos extremos do seu intervalo de definicao. Como
nesse caso o dominio de f é toda a reta real, isso se reduzir a analisar os limites lim, 4+, f(x). Como f é um
polindomio de grau 7, para valores muito grandes em valor absoluto da varidvel z o termo dominantes é x7,
o qual fica negativo se x < 0 e fica positivo se x > 0. Por isso f assume valores negativos arbitrariamente
grandes a medida que x — —o0 e assume valores positivos arbitrariamente grandes a medida que z — +oc.

Portanto
lim f(z)=—oc0 lim f(z) = +o0.

TE—00 T—r+00

Juntando todas as pegas desse quebra-cabegas podemos imaginar como deve ser o grafico de f. Primeiro,
muito a esquerda do eixo horizontal o gréfico est4 muito abaixo do eixo horizontal porque lim, , ., f(z) =
—o0. Além disso, recorde que f é crescente em (—o0,c;). Entao nesse intervalo o grafico esta subindo.
Agora note (com uma calculadora) que f(c;) ~ 5.05 > 0. Logo, o gréfico de f tem que cruzar o eixo
horizontal em algum momento antes do primeiro ponto critico ¢; e continuar subindo até atingir o valor
f(c1). Observe que f passa a ser decrescente apos esse valor e também f”(c;) < 0. Portanto, o primeiro
ponto critico é um ponto de maximo local de f.

Apbs o primeiro ponto critico, como nossa andlise previu, f é decrescente em todo o intervalo (¢, ).
Logo, o gréfico de f tem que descer desde o valor f(ci) até o valor f(cz). Agora note também que no
meio desse caminho temos o ponto de inflexao x = 0. Até o ponto de inflexao o grafico vem se curvando
para baixo porque como f” é negativo em (—o0,0), a derivada de f é decrescente. Entao a reta tangente
tem inclinacao muito grande quando x — —oo e essa inclinacao vai diminuindo continuamente, atinge o
valor zero no primeiro ponto critico ¢! e continua diminuindo até o ponto de inflexdo. A partir do ponto
de inflexdo temos f” positiva e portante a derivada passa a ser crescente. Ou seja, a inclinacado da reta
tangente comeca a aumentar, e vai aumentando aumentando sem limites.

Além disso, f passa a ser crescente apds o segundo ponto critico. Como f”(c2) > 0 isso nos leva a
deduzir que ¢y é um ponto de minimo local.

Podemos desenhar o resultado dessa andlise num esbogo grafico.

&1 Co

Analisando o grafico de f vemos que se y € [f(c1), f(c2)] entdo a reta horizontal de altura y cruza
o grafico de f exatamente trés vezes e esse é o maior nimero possivel de cruzamentos entre uma reta
horizontal e o gréfico de f. Note que f(cy) ~ 5.0519 e f(c) ~ —3.05199. O
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Questao 3. Um teste de laboratorio poe dois robos para uma competicao de corrida numa pista. Hd um
robo R1 acelerado que se movimenta com aceleragao varidvel e um robo R2 estavel que se movimenta em
velocidade constante de 5m/s. Suponha que a aceleragio do robé R1 ao longo do tempo seja dada pela
funcdo a(t) = 12t + 2 e que no instante t = 0 a distancia entre R1 e R2 na pista reta seja de 20m. Se a
velocidade de R1 em t =0 for 10m/s em quanto tempo R1 alcanca R2?

Demonstragdo. Como a velocidade é a anti-derivada da aceleragao, e como a(t) = 12t? 4+ 2 temos que
v(t) = 483 + 2t + .
Como a velocidade de R1 em t = 0 é 10m/s temos que vy = 10. Como a posigdo é a antiderivada da
velocidade isso nos leva a deduzir que
p(t) = t* + 1% + 10t + po.

Como temos liberdade de escolher a origem do sistema de coordenadas unidimensionais que vamos usar
para parametrizar o movimento de R1 e R2 podemos colocar R1 na origem em ¢ = 0 e portanto py = 0.
Por outro lado, a fungao que descreve o movimento uniforme (velocidade constante) de R2 é

f(t) = 5t + 20,

ja que a distancia inicial entre os robos é de 20m. Logo, o problema que estamos buscando resolver se
traduz em encontrar a primeira raiz positiva da equagao p(t) = f(t), ou seja

t' 4+ * + 10t = 5t + 20.
Ou seja, precisamos calcular o primeira raiz positiva da fungao

g(t) = t* +t* + 5t — 20.
Para isso vamos analisar como deve ser o grafico de g para podermos escolher o melhor chute e aplicar o
método de Newton. Observe que

gt) =4t +2t+5 e ¢'(t) = 126> + 2.

Vemos que ¢”(t) > 0 para todos os valores de t. Em particular g é convexa e s6 pode ter um ponto critico.
Como ¢ é um polinomio de grau 4 (par) sabemos que limy, 1o g(t) = limy, o, g(t) = +00. Junto com
a convexidade isso ji deixa entrever que esse ponto critico de fato existe (o grafico de f tem o formato
concha). Podemos estimar grosseiramente esse ponto critico, j& que ele é o tnico zero de ¢’. De fato,
como vimos a derivada de ¢’ é sempre positiva o que indica que ¢’ é crescente. Por outro lado, sendo um

polinémio de grau 3 com termo dominante 4¢3, ¢’ satisfaz lim; , o ¢'(t) = —o0 e lim;_, 1o ¢'(t) = +o0.
Além disso, ¢’(0) = 5. Deduzimos dai que o ponto critico de g é um nimero negativo. Isso é importante
porque nos diz que g é crescente em (0, +00) e como ¢g(0) = —20 isso mostra que g possui na verdade uma
unica raiz positiva. O método de Newton corresponde ao algoritimo recursivo
9(6n)
nt1 =L 9'(&)
A implementagao do método fornece ¢t = 1.70913 como aproximacao de trés casas decimais. Com chute
inicial 0 e 10 iteragoes do método temos uma aproximacao de 14 casas decimais. 0

Questao 4. O jogo Quadrdtico consiste em escolher um ponto inicial o € (0,2) a partir dai escolher
recursivamente pontos x1,To, x3... sequindo a sequinte regra. A partir de x,, caminhe pela reta que liga os
pontos (x,,0) e (0,1) no plano cartesiano até o ponto de cruzamento mais alto dessa reta com o grifico da
funcdo f(x) = x? —2x. O nimero x,,1, que € a prézima etapa do algoritimo, € a coordenada horizontal
desse ponto de encontro mais alto. Deduza uma formula que expresse x,.1 em func¢ao de x,,.

Demonstracdo. A expressao de x,1 em funcao de z,, é

2—1/z,+ (1) x /(2 —1/x,)2 + 4
Tnt1 = .
2

Veja a deducgao dessa férmula no video que sera disponibilizado. 0



