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Capitulo 20
Superficies Quadricas

Em capitulos anteriores, estudamos as coénicas, curvas dadas por uma

equacao de segundo grau nas varidveis x e .

Uma quddrica é uma superficie cuja equacgao cartesiana é uma equacao

de segundo grau nas variaveis x, y e z, isto ¢, uma equacao da forma:

A + By +C2* + Doy + Evz + Fyz+Gr+ Hy +1z+J =0, | (1)

onde A, B, C, D, E, F, G, H, I e J sao niimeros reais, sendo nao nulo pelo
menos um dos coeficientes A, B, C, D, E e F.

Além das superficies quadricas, a equacao acima também pode repre-

sentar:
e 0 conjunto vazio, e um ponto,
e uma reta, e um plano,
e um par de planos paralelos, e um par de planos concorrentes.

Estes conjuntos sao denominados de quddricas degeneradas.

Estudaremos apenas as quddricas na forma candnica, visto que o estudo

geral das superficies dadas pela equagao (1) é mais adequado num curso de

Algebra Linear.

Para estudarmos as superficies quéadricas, determinaremos as secoes

planas Q N7 destas superficies, onde 7 é um plano paralelo a um dos planos
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coordenados.

Além disso, analisaremos as simetrias das quadricas em relacao aos

planos coordenados e em relacao a origem.
Sabemos que um conjunto Q é simétrico em relacao:

e 20 plano XY quando: (x,y,z2) € Q < (z,y,—2) € Q;
e 20 plano X Z quando: (z,y,2) € Q <= (z,—y,z) € Q;
e 20 plano Y Z quando: (z,y,2) € Q <= (—=x,y,2) € Q;
e 3 origem quando: (x,y,z2) € Q <= (—x,—y,—2) € Q;

E facil verificar que se o conjunto Q é simétrico em relagao aos planos

XY, XZ e YZ, entao é simétrico em relacao a origem.

1. Elipsoide

Um elipsoide na forma canodnica é uma superficie dada por uma equacao

de segundo grau do tipo:
Q : ) + = + 5 = 1 s
onde a, b e ¢ sao nimeros reais positivos.

E facil verificar que, o elipsoide Q é uma superficie simétrica em relacao

aos trés planos coordenados e em relacao a origem.

Observacao 1

A esfera 22 + y?> + 22 = R? ¢ um caso particular de elipsoide no qual

a=b=c=R.

A intersecao do elipsoide @ com o plano z = k, k € R, paralelo ao
plano XY,

x
on{z=k}:{a> b 2

o uma elipse de centro (0,0,k) se k € (—c,c);
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CAPITULO 20. SUPERFICIES QUADRICAS 375

o o ponto (0,0,c¢) se k = ¢;
o o ponto (0,0, —c) se k = —¢;

o o conjunto vazio se |k| > c.

Figura 1: Intersecdo do plano {z = k} com o elipsoide Q

Por outro lado, a intersecao do elipsoide Q com os planos paralelos ao
plano X Z,

T
on{y=k}:{a> & b2

o uma elipse de centro (0,%,0) se k € (—b,b);
o o ponto (0,b,0) se k = b;
o o ponto (0, —b,0) se k = —b;

o o conjunto vazio se |k| > b.

Figura 2: Interse¢do do plano {y = k} com o elipsoide Q
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376 1.. ELIPSOIDE

Finalmente, a intersecao do elipsoide Q com os planos paralelos ao
plano Y Z,

y2+22 X L2 ) z|
z - = PR — Tr=
ONn{r=k}: L ¥ ¢ a?
r=k i
é: Q

o uma elipse de centro (k, 0, 0)

se k € (—a,a);

<

o o ponto (a,0,0) se k = a;

oo ponto (—a,0,0)se k = —aq;

o o conjunto vazio se |k| > a.
J | | Figura 3: Interse¢do do plano {x = k} com o elipsoide Q

Exemplo 1

Mostre que nenhuma reta esta contida num elipsoide.

Solucao.

De fato, seja

x(t) = at + xg
roQyt)=pt+y ;tER,
2(t) =yt + 2o

uma reta que passa por um ponto (xo, Yo, 20) pertencente a Q, e que é paralela
ao vetor (a, 3,7) # (0,0,0). Entao,

(at+x0)ﬁt+y077t+20) € Q

(at+ x0)? N (Bt+yo)? n (vt + 20)?

a? b2 c? =1
o B2 azo | Byo | Y70 e,
L axo | Byo | Y70

a2 2 2

pois a—g + b—o + C—g =1, uma vez que (zo, Yo, 20) € Q.
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CAPITULO 20. SUPERFICIES QUADRICAS 377

Como

a2 2 2

5 —|— 2 + — >0,
a equacao (2) possui no maximo duas solugoes:
9 (wo L B, 'V_zo)
CL C
t=20 ou t=

O

Observacao 2
Provamos assim ,que nenhuma reta, que passa por um ponto do elipsoide,

esta inteiramente contida no elipsoide.

2. Hiperboloide de uma Folha

Os hiperboloides de uma folha na forma candnica de eixo—OX, eixo—OY
e eixo—0Z sao as superficies dadas, respectivamente, pelas equagoes de se-

gundo grau abaixo:

2 2 2
x Yy 2
__+62+_ = 1,
2 2 2
a b2 2 ’
22 2 22 _
2tp-a = b

onde a, b e ¢ sao nimeros

reais positivos. i .

E facil ver que os hi- \y/\
perboloides de uma folha na
forma candnica sao simétri- Figura 4: QN {z = k} é uma elipse de centro (0,0, k) no plano
z=k

cos em relacao aos trés pla-

nos coordenados e a origem.

Vamos analisar o hiperboloide de uma folha na forma canonica de
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378 2.. HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA

eixo—0Z: , ) ,
.z Yy 7
Q . ? + b_2 - C_2 — ]. .

A intersecao de ©Q com o plano z = k, paralelo ao plano XY,

22 2 k2
QN{z=k}:qa> b ¢ ,
z=k

¢ uma elipse de centro (0,0, k) para todo k € R.

Por outro lado, as secoes planas,

y2 22 k2 a2 o k2
Qﬂ{x:k}: b_2_c_2: _p: a? ,
r=kK
sao, para:
e k € (—a,a), hipérboles
y? 22 .
2 N 2 2N
B2 —k 2 a® —k
a? a?

r==k
de centro no ponto (k,0,0), reta focal paralela ao eixo—OY e assintotas

C

_ 1€ 2 _ 12

{Z by,poisa k>0;
x=k

a?

Figura 5: Hipérbole de centro (k,0,0) no plano z = k, obtida como a intersecdo Q N {z = k}
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CAPITULO 20. SUPERFICIES QUADRICAS 379

z .
e k = a, duas retas ¢~ concorrentes que se intersectam no ponto

(a,0,0);

b
y==+-z2 .
e k = —a, duas retas ¢ concorrentes que se intersectam no ponto
r = —a
(—CL, 07 0)7
Figura 7: Retas concorrentes no ponto (—a,0,0), obtidas como a intersecdo Q N {x = —a}
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380 2.. HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA

e |k| > a, hipérboles

z y 1
2 2\ 2 2\
cz<k —a) bz(k —a)
a? a?
r=k
. Y= +0s
de centro (k,0,0), reta focal paralela ao eixo—OZ e assintotas c
r==k
2 _ 2
pois 2a > 0.
a

Figura 8: Intersecdo Q N {x = k} para |k| > a

Finalmente, a intersecao de Q com os planos y = k, paralelos ao plano

XZ,
.’L‘2 22 k2 b2—k2
S T
on{y=k Q@ @ ¥ B
y=k

nos da, para:
e it € (—b,b), uma hipérbole de centro (0, k, 0), reta focal paralela ao eixo—OX
z = :tf T p2 — k2

e assintotas a . uma vez que 7
y==Fk

> 0;
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CAPITULO 20. SUPERFICIES QUADRICAS 381

Figura 9: Intersecio QN {y =k} para -b<k <b

e k = b, duas retas a  que se cortam no ponto (0,b,0);

Z

Figura 10: Intersecdo Q N {y = b}
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382 2.. HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA

&
z=*d-x
e k = —b, duas retas a  que se cortam no ponto (0, —b,0);
y=-b

e |k| > b, uma hipérbole

272 $2
k2 . b2 - k2 o b2 =1
QNn{y =k}: c2< b2 ) “2( b2_)
y==k
) z=+22
de centro (0, k,0), reta focal paralela ao eixo—OZ e assintotas c
y==~
k% — b?
pOiS b—2 > 0.

Figura 11: Intersecio Q N {y = k} para k = —b Figura 12: Intersecio Q N{y = k} para k > b

Exemplo 2
Considere o hiperboloide de uma folha de eixo—QY :

2
8:4x2—yz+z2:4.

Determine as retas contidas em S que passam pelo ponto P = (1,2,1) € §.
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CAPITULO 20. SUPERFICIES QUADRICAS 383

Solucao.
Sejar = {(at+1,bt4+2, ct+1); t € R} uma reta paralela ao vetor v = (a, b, ¢) #
(0,0,0) que passa pelo ponto P = (1,2,1).

Entao r € S se, e 86 se,

o (bt +42)?

4(at+1) 1

+ (ct+1)2 =4
2
= (4a2—b4+c2)t2+(8a—b+2c)t+4—j+1—4:0
2
— t{(4a2—2+02>t+8a—b+20] =0,

para todo t € R.

Logo,
4@2—§+02:0 e 8a—b+2c=0

— 4a® - 18a+2)?+2=0 e b=8a+2c
< 4da’—(da+c)P+c*=0 e b=8a+2
< 4a® - 16a* — 8ac =0 e b=8a+ 2c
< —8a*—8ac=0 e b=8a+2c
& ac= —ad’ e b=8a+2c
<~ a#0,c=-a e b= 6a

ou a=0 e b=2c

— v | (1,6,—1) ou v | (0,2,1).

Assim, r = {(t+ 1,6t +2,—t+1);t € R} el ={(1,2t+2,t+1);t € R}
sao as retas contidas em S que passam pelo ponto P.

Observacao 3
E possivel provar que, para todo ponto P pertencente a um hiperboloide de

uma folha Q, existem exatamente duas retas contidas em Q que passam por
P.

Exemplo 3

Mostre que a intersecao do plano 7 : 4x — 5y — 10z = 20 com o hiperboloide
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384 2.. HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA

de uma folha

consiste de duas retas, e determine as equacoes paramétricas destas retas.

Solucao.

Temos que:
22 2 2 ) ) )
?5+T6_Z:1 < 162" —4 x 2527 =25 x 16 — 25y

— (4z —102)(4x + 102) = 25(4 — y) (4 + y)..
Logo, (z,y,z) € SN se, e 80 se, (z,y, z) satisfizer ao sistema:
dr — by — 102 = 20
(4x — 102)(4x + 102) = 25(4 —y)(4 + v)
( 4dxr — 102 = 20 + by
(20 + 5y)(4x + 102) = 25(4 — y)(4 + v)
( 4xr — 102 = 20 + by

(44 y)(4a +102) =54 — y)(4 + )

\

Portanto, se y # —4, temos que
4z + 102 = 20 — by,
ou seja, (z,y, z) pertence também ao plano 7’ : 4z + 5y + 10z = 20.

Assim, (z,y, z) pertence a reta
4xr — 5y — 10z = 20
Az + 5y + 102 =20
que é paralela ao vetor

4 -5 —-10

= (0, —80,40 0,-2,1
PN B )1 0,-2,1)

e passa pelo ponto (5,0,0). Entao,
C={(B,-2tt)|teR}CSNm.

Agora, considere (z,—4,z) € 7.
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Como 4x 4 20 — 10z = 20, obtemos g
que T = gz, ou seja, TN {y = —4}

¢é a reta
¢ ={(5t,—4,2t)|teR}.

Além disso, a reta ¢ esta contida 5 Y

em S, pois para todo t € R
25t 16 42 A

4+ = -
25 16 4
LOgO r’rcSnm. Figura 13: Hiperboloide S, plano 7 e retas £ e £/

Provamos, assim, que S N7 = £ U (' consiste de duas retas.

3. Hiperboloide de duas folhas

Os hiperboloides de duas folhas na forma canonica de eixo—OX, eixo—OY
e eixo—0Z sao as quadricas definidas, respectivamente, pelas seguintes equa-

coes de segundo grau:

2 2 22 X
a2 b2 2 ’
2 2 22

2tz = b
2 P . 2 )
a2 b2 2 ’

onde a, b e ¢ sao nimeros reais positivos. Estas equagoes sao simétricas em

relacao aos trés planos coordenados e a origem.

Vamos estudar o hiperboloide de duas folhas de eixo—OZ:

A intersecao de Q com o plano z = k, k € R, paralelo ao plano XY,

O
ON{z=k}:{a> 1 2
2=k,
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386 3.. HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS

o o conjunto vazio para k € (—c,c);
o o ponto (0,0, c) para k = ¢;

o o ponto (0,0, —c) para k = —¢;

o a elipse

Figura 14: Intersecdo de Q com os planos z =cte.

Por outro lado, as secoes planas contidas em planos paralelos ao plano

XZ,
2 22 k2
onfy—k:{ @te"tte
y=Fk
22 B x2 1
k2 k2
= enty-nde(e) @(ivy)
y==k

sao hipérboles de centro (0, k,0), reta focal paralela ao eixo—OZ e assintotas
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Z . k2
¢ | pois 1+b—2>0paratodok€R.

Figura 15: Intersecao de Q com planos y =cte. Figura 16: Intersecdo de Q com planos x =cte.

Finalmente, a intersecao de Q com o plano z = k, k € R, paralelo ao
plano Y Z (figura 16),

2 p_, LR
Qn{z=4k}:{c v~ a
=k
22 - Y2 _,
k2 k2
— Qﬂ{x:k} 02(14-?) 62(14‘?) ,
=k

é uma hipérbole de centro (k,0,0), reta focal paralela ao eixo—OZ e assin-

b
y==x—z2
totas a para todo k € R.
r==k
Exemplo 4

Prove que nenhuma reta esta contida em um hiperboloide de duas folhas.
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388 4.. CONE ELIPTICO

Solucao.
De fato, sejam (o, o, 20) € Q €
z(t) = at + xg
r: ylt)=0t+y , teR,
2(t) =yt + 2o

uma reta paralela ao vetor («, 3,7) # (0,0, 0) que passa pelo ponto (o, Yo, 20)-

Como (at + xo, Bt + yo, 7t + 20) € Q se, e sO se,

(at+z0)*  (Bt+y0)* , (vi+20)* _
B a2 B b2 + 2 -
2 2 2
9 o 15} ¥ aro By , V20 \ _
<~ <_(12_l)2+62) + 2t <—a2 _71)2 +702 ) —07
2 R 22
pois —a—g — b—g + C—g =1, obtemos que » C Q se, e s0 se,
2 2 2
B~
2 Etae=? )
e

Por (3), vemos que v # 0. Caso contréario, terfamos o = [ = 0, uma
contradigao, visto que (a, 8,7) # (0,0,0).

Por outro lado, se v # 0, a reta r intersectaria o plano XY, uma contradicao,
poisr C Qe QN plano XY = @.

Assim, provamos que uma reta intersecta o hiperboloide de duas folhas em

no maximo dois pontos.

O

4. Cone Eliptico

Os cones elipticos na forma canonica de eixo—O X, eixo—OY e eixo—0Z

sao as superficies dadas, respectivamente, pelas equacoes de segundo grau:

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial



CAPITULO 20. SUPERFICIES QUADRICAS 389

2 2 2

x y 2
2 2 2

x

_2_y__|_z_ =0,
a b2 2
22 2 .
atp=a =0

onde a, b, ¢ sao nimeros reais positivos.

E facil mostrar que, os cones elipticos na forma canonica sao simétricos

em relacao aos trés planos coordenados e a origem.

Vamos analisar as secoes pla-

nas do cone eliptico de eixo—OZ:

22 2 L2
9:5+5 =5,
a b c
As secoes planas de Q em pla-

nos paralelos ao plano XY,

$2+y2_k2
z=k

sao elipses de centro (0,0, k) se k # 0,

e & a origem (0, 0, 0) se k = 0. Figura 17: Interse¢do do cone eliptico Q com os pla-
nos z =cte.

A intersecao de Q com o plano y = k,
k € R, paralelo ao plano X Z,
z?2 22 kP
TaETET e
on {y = k;} : a c b= |
y==k
¢ uma hipérbole de centro (0, k,0), reta fo-

cal paralela ao eixo—0Z e assintotas
C
rT==x-z
a

y==Fk,

se k # 0, e um par de retas

Figura 18: 9Nn{y =k}, k> 0.
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390 4.. CONE ELIPTICO

x::I:Ez
a
y=0,

que se cortam na origem quando k = 0.

Figura 19: QN {y = 0} Figura 20: ON{y =k}, k<0

Além disso, a secao plana de Q em um plano paralelo ao plano Y Z,
2y e
Cn{z=k}:¢ & ¥ a*

¢ uma hipérbole de centro (k,0,0), reta

focal paralela ao eixo—(OZ e assintotas

Yy = :tg z ,
r==k
quando k # 0, e um par de retas concor-
rentes
=452
Y= b7
x=0

que passam pela origem se k = 0.

Figura 21: ON{z =k}, k>0
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A Z
ONn{z=k}
Q y
Qn{r=0} =k
=0
z k
\7 -—
/4‘// Y & Y
X X
on{z=0}
on{z=k}
Figura 22: 9N {z = 0} Figura 23: QN{z =k}, k<0
Exemplo 5

Verifique que, para todo ponto P = (xq,yo, 20) pertencente ao cone eliptico
2 a2 2
Q:—5+ Z—Q = %2’ a reta r que passa por P e pela origem esta contida em Q.
Solugao.
A equacao paramétrica de r é dada por:
T { (zot,yot, 20t ); t ER}.

2
Como a— + % = ZC%, pois P € Q, temos que
z0® 5 s 20° 2 (zot)® | (yot)*  (20t)?
?t—i_bjt 2t a? + oo 2

para todo t € R. Ou seja, ($0t, Yot, zot) € Q para todo t € R.

Observacao 4

Dizemos entao que um cone eliptico ¢ gerado por retas concorrentes.

5. Cilindro Eliptico

Os cilindros elipticos de eixo—O X, eixo—OY e eixo—0Z na forma cano-

nica sao as superficies dadas, respectivamente, pelas seguintes equagoes de

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF



392 5.. CILINDRO ELIPTICO

segundo grau nas variaveis x, y 2:

2 2

Yy z o
gte = b
2 2

i z
a2tz = b
2 2

x Y -
2t = b

onde a, b, ¢ sao nimeros reais positivos.

Estas superficies sao simétricas em relacao aos trés eixos coordenados

e a origem.

Estudaremos as secoes planas do cilindro eliptico de eixo—OZ:

2 2

LT vy _
Q.?—I—bj—l.

Todas as secoes planas contidas em planos paralelos ao plano XY,

2 P
LY

QN{z=k}:¢a* ¥? ,
z=k

sao elipses de centro (0,0, k) pertencentes ao eixo—0OZ.

a=k - Qn{z=k} =

Figura 24: SecOes planas de Q em planos paralelos ao plano XY

A secao plana de Q no plano y = k, k € R, paralelo ao plano X Z,
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Onf{y=*k}:qe B,

x::t%\/bZ—kQ
.y

se k € (—b,b);

e a0 duas retas paralelas ao eixo—0Z:

e ¢ uma reta paralela ao eixo—0OZ: { - se k=b;

e ¢ uma reta paralela ao eixo—0Z: { N b se k= —b;

e ¢ 0 conjunto vazio se |k| > b.

=k}
on{y=k

on{y

‘ 3
o Il
>

Figura 25: Secdes planas de Q em planos paralelos ao plano X7

De modo analogo, a se¢ao plana

2 2

v _ &
ON{z=k}:< ¥ a?

x=k

y=+2vaE
a
r=k

e 530 duas retas paralelas ao eixo—0Z: para k € (—a,a);

y:
r=a

e ¢ uma reta paralela ao eixo—0OZ: { para k = a;
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. =0
e ¢ uma reta paralela ao eixo—0Z: { z o para k = —a;

e ¢ 0 conjunto vazio para k € (—oo, —a) U (a, 00).

Zl

| ‘ Qﬁ{;c:fa\}\
r=k ‘
—~ —~
e <
II ~ Il
5 I~ 3
(- Sz_{ ©
A = S
- o)}
k e
/‘ [ Y
X

Figura 26: Secoes planas de Q em planos paralelos ao plano Y Z

Exemplo 6

z2 P .

= + = 1 de eixo—OZ e P = (x0, Yo, 20) um
ponto pertencente a Q. Mostre que a reta r que passa por P e é paralela ao

eixo—(0Z esta contida na superficie Q.

Considere o cone eliptico Q :

Solucao.

2 2
De fato, como % + yb% =1, pois P € Q, er = {(xo,y0,20 +1); t € R},

temos que

(33'0, Yo, Z0 + t) € Q7
para todo t € R.

Observacao 5

Portanto, podemos dizer que que um cilindro eliptico é gerado por retas

paralelas ao seu eixo.
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6. Cilindro Hiperbélico

Os cilindros hiperbolicos de eixo—OX, eixo—QY e eixo—(OZ na forma
canodnica sao as superficies definidas, respectivamente, pelas equacoes de se-

gundo grau abaixo:

o2 o ALY
2 2 " 2
2 2 2 2

z z >
——— = 1 ou ——— =1,
a C C a
2 2 2
oy y _
2 b pmm =L

onde a, b, ¢ sao numeros reais positivos. Estas superficies sao simétricas em

relacao aos trés planos coordenados e a origem.

Vamos estudar o seguinte cilindro hiperbolico de eixo—0OZ:

ONz==Fk:{ a? A ,

sao hipérboles de centro (0,0, k) sobre o eixo—OZ, reta focal paralela ao

b
eixo—OX e assintotas { ¥ i; v
z=Kk.
S— Z | -
Q
Q
= -
WY & QNn{z=k}
On{z=k} a=k

Figura 27: Secdes planas do cilindro hiperboélico Q em planos paralelos ao plano XY
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