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A intersecao de Q com o plano x = k, paralelo ao plano Y Z,

ONn{z=k}:¢ 0> a® |
x

y:igx/kZ—az
=k

e sio duas retas paralelas ao eixo—OZ se |k| > a;

=0 .
e ¢ a reta { Y . paralela ao eixo—OZ se k = a;
x

y=20

e ¢ a reta { paralela ao eixo—OZ se k = —a;

k2
e ¢ o conjunto vazio se |k| < a, pois — —1 < 0.
a

Figura 28: Se¢bes planas do cilindro hiperbdlico Q em planos paralelos ao plano YZ

Por outro lado, a secao plana

z? 1 k2
- = _|__
QNn{y=k}:qa b
y==Fk
a
=402+ k?
— ONn{y=k}: b
y==k

consiste de duas retas paralelas ao eixo—OZ para todo k € R.
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—k}

QN {y=k}

2n{y

5
Y,

y=k
Figura 29: Secdes planas do cilindro hiperboélico Q em planos paralelos ao plano XZ

Observacao 6
Pode-se provar, como no exemplo 6, que todo cilindro hiperbdlico é gerado

por retas paralelas ao seu eixo.

Observacao 7
As seis quédricas apresentadas até agora sao chamadas quddricas céntricas,

porque todas sao simétricas em relacao a origem.

Na forma canodnica, ainda restam trés quadricas que nao sao simétricas em

relacao a origem. Essas quadricas sao denominadas quddricas nao céntricas.

7. Paraboloide Eliptico

Os paraboloides elipticos na forma canonica de eixo—0OX, eixo—OY e

eixo—(0Z sao as superficies dadas, respectivamente, pelas equacoes de se-

gundo grau:
222
e T
LIZ’Q 2’2 o b
2t =
2 2
x|y
-+ = cz
a2 = b2 ’
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398 7.. PARABOLOIDE ELIPTICO

onde a, b, ¢ sao nimeros reais nao nulos.

Vamos analisar o paraboloide eliptico de eixo—OZ
2 2

¢y

Q:?—I—b—Z:cz, c>0.

E facil verificar que Q é simétrica em relaciio aos planos YZ e X Z, mas

nao é simétrica em relacao ao plano XY e a origem.

Z
A intersecao de Q com o plano P w
z = k, paralelo ao plano XY, \
2 2 Q
% + y—Q =ck
QN{z=k}:qa* b , \ k
=k B — e
& \ Qﬁ{ k}//
e ¢ uma elipse de centro (0,0, k) se B
k> 0; . Y
e ¢ a origem (0,0,0) se k = 0; Figura 30: Intersecdo QN {z = k}

e ¢ 0 conjunto vazio se k < 0.

As secoes planas contidas nos planos paralelos ao plano X 7,

x? k2
QNn{y=k}: @ CTw
y==~k
x2:a2c<z—k22>
— ON{y==k}: b )
y==k

k‘Q

b2) e retas focais paralelas ao eixo—0Z,
C

sao parabolas de vértices V;, = (O, k,

com concavidade voltada para cima, pois a’c > 0 (figura 31).

E as secoes planas

on{z=k}:{ 0> a?
x

2
y2:b26(2—1€2)
— On{y==k}: ca
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. . k? .
também sao pardbolas de vértices V;, = (k, 0, T) e retas focais paralelas
acc

ao eixo—0Z, com concavidade voltada para cima (figura 32).

Figura 31: Intersecao de Q com planos paralelos ao Figura 32: Intersecdo de Q com planos paralelos ao
plano XZ plano YZ

Exemplo 7

Mostre que nenhuma reta esta contida num paraboloide eliptico.

Solucao.
2 P
De fato, se (o, yo, 20) € Q St =cze
x(t) = at + xg
T y(t):ﬁt+y0 , teR,
(1) = vt + 20

¢ uma reta paralela ao vetor v’ = (v, B,7) # (0,0,0) que passa pelo ponto

(0, Yo, 20), temos que um ponto (at + xg, Bt + yo, 7t + 20) € Q se, e S0 se,

(at + 0)? i (Bt +v0)?

" 72 = (vt + 20)
a2 2 2 2&:1?0 23?/0 o O
< a—2 + b_2 t —+ a2 + b2 —CY t= s
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400 8.. PARABOLOIDE HIPERBOLICO

2 2

. Iy Yo o
pois 2 + 2 czp.
Entao r C Q se, e so se,
o B 20w | 280
a2+b2:0 © a? + b2 —er=0,

ou seja, se, e s6 se, a = § =y = (0, uma contradi¢ao.
Logo, uma reta intersecta o paraboloide eliptico em no méximo dois pontos.

O

8. Paraboloide Hiperbdlico

Os paraboloides hiperbdlicos na forma canonica de eixo—0Z, eixo—OY

e eixo—0X sao as quadricas dadas, respectivamente, pelas equagoes de se-

gundo grau:
AN
a2 b2
2 2 )
2 @
2 22
22 %

onde a, b, c sao niimeros reais nao nulos.

Vamos estudar o paraboloide hiperbolico de eixo—OZ:
2 2
Q:E—bﬁ:cz, c<O0.
Esta quadrica é simétrica em relacao ao plano Y Z e ao plano X Z, mas

nao é simétrica em relagao ao plano XY e a origem.

A intersecao de Q com o plano z = k, k € R, paralelo ao plano XY,
2 2

@ Y
onfz=ky:dat B -F
z=k
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Figura 33: Intersecdo do paraboloide hiperbélico Q Figura 34: Intersecdo do paraboloide hiperbolico Q

com o plano z =k, k>0 com o plano z =0
e ¢ uma hipérbole de reta focal pa- Z
ralela ao eixo—QY, centro no ponto 0
z =42 Y
(0,0, k) e assintotas b se
2=k
k > 0, pois, neste caso, ck < 0 (fi- -~ :
gura 33); / i
5 K o on{z=k
o= X
b \
- y==x—-x
e 530 duas retas a gsek=0
=0 Figura 35: Intersecao do paraboloide hiperbélico Q
com o plano z =k, k<0
(figura 34);
e ¢ uma hipérbole de reta focal paralela ao eixo—OX, centro C' = (0,0,k) e
b
y=+-u .
assintotas a se k < 0, pois, neste caso, ck > 0 (figura 35).

z=k
As secoes planas contidas em planos paralelos ao plano X 7,
k2 k2
22 = a? (cz—|—2> = a’c (z+2>
Qn{y=k}: b bc) |
y==~

sao pardbolas de retas focais paralelas ao eixo—OZ e vértice no ponto
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402 8.. PARABOLOIDE HIPERBOLICO

k2 . .
(O, k, ——), com concavidade voltada para baixo para todo k£ € R, uma

cb?
\ .

vez que a’c < 0.

Figura 36: Intersecao do paraboloide hiperboélico Q com os planos y =cte

De modo analogo, para todo k£ € R, as secoes planas,
2 2
y? = b? (k—2 - cz) = —b’c <z - kT)
onNn{x=k}: a a‘c/
r==Fk
sao pardbolas de retas focais paralelas ao eixo—OZ e vértice
2
V= (k: 0, ’“—)
a“c

com concavidade voltada para cima, pois, neste caso, —b%c > 0.

Figura 37: Intersecdo do paraboloide hiperbélico Q com o plano z = k
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Exemplo 8
Determine as retas contidas no paraboloide hiperbdélico
22 2
S: T g%

que passam pelo ponto A = (4,3,3) € S.

Solucao.
Sejar = {(at +4,bt +3,ct +3);t € R} uma reta paralela ao vetor

v = (a,b,c) # (0,0,0) que passa pelo ponto A.

Entao r C S se, e s6 se,
(at +4)% (bt +3)?

1 — 9 =ct+3

para todo t € R.

Assim,
2 2
a” _ b b=+-a
! 2?) 2 2 3
20 — — —c= c:2a—fb:2a—f<:i:f>a
3 3 3 2
N 3 N 3
= v = (a, 5% a) ou v = <a,—§a,3a)
= 705 ou T (1,-3,3)

Logo, r = { (t+4, 5t+3,143); t €R} es = {(t-+4,~51+3,3143); t € R}

sao as retas contidas em S que passam por A.

Observacao 8
E possivel mostrar que, para todo ponto P pertencente a um paraboloide

hiperbolico S, ha exatamente duas retas contidas em S que passam por P.
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404 9.. CILINDRO PARABOLICO

9. Cilindro Parabdlico

Os cilindros parabdlicos na forma candnica de eixo—OX, eixo—OY e
eixo—(0Z sao as superficies dadas, respectivamente, pelas seguintes equacgoes

de segundo grau:

y? 2
2 = 2 ou 2 = by,
172 22
3 = 2 ou = = ar,
72 y?
poli by ou 2 = 9T,

onde a, b, ¢ sao nimeros reais nao nulos.

Estudaremos o cilindro parabélico de eixo—OY:

ZL’2

Q:ﬁ:cz, c>0.

E facil mostrar que, Q é simétrico em relacdo ao plano Y Z e ao plano

X7, mas nao é simétrico em relacao ao plano XY e a origem.

Como estamos supondo ¢ > 0, Zt
ainterse¢ao de Q comoplanoy =k, @ \ f
paralelo ao plano X7, é a para- ‘ S
bola:
2 _ .2
OnN{y =k}: e T =
y==k fal —k Y

y=
de vértice Vi, = (0,k,0) e reta fo- |
cal paralela ao eixo—(OZ com con- Figura 38: Intersecdo de Q com os planos y = k parale-

. . los ao plano XZ
cavidade voltada para cima.

A secao plana contida em um plano paralelo ao plano XY

x? = ca’k
ONn{z=k}: :
z=k

representa:
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r = ++Vcak

e duas retas paralelas ao eixo—QOY se k > 0;
z =
x = . .
e a reta , ou seja, o eixo—OY se k = 0;
z=0

e 0 conjunto vazio se k < 0.

Figura 40: Intersecdo de Q com os planos z = k,
Figura 39: Intersecdo de Q com o plano XY. paralelos ao plano XY, com k > 0.

Finalmente, as secoes planas

k2
OnN{z=k}: T
=k

sao retas paralelas ao eixo— QY.

Figura 41: Intersecao de Q com os planos x = k, paralelos ao plano Y Z.

Observacao 9
Como no exemplo 6, podemos provar que um cilindro parabolico é gerado

por retas paralelas ao seu eixo.
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406 9.. CILINDRO PARABOLICO

Definicao 1
Dizemos que uma superficie S é regrada se, para todo ponto P pertencente

a §, existe uma reta que passa por P inteiramente contida em S.

Pelas observagoes e exemplos anteriores, segue que:

e as quédricas regradas sao: o hiperboloide de uma folha, o cone eliptico, o
cilindro eliptico, o cilindro hiperbélico, o paraboloide hiperbélico e o cilindro

parabdlico;

e as quadricas nao regradas sao: o elipsoide, o hiperboloide de duas folhas e

o paraboloide eliptico.

Observacao 10
Em um curso de Algebra Linear, e possivel provar que, ap6s uma rotacao

e/ou uma translac¢do dos eixos coordenados, podemos transformar qualquer

equacao de segundo grau em R3 em uma equacido de um dos tipos abaixo:

Ar? 4+ By* + C2* =R (Quéadrica Céntrica)
Ax? 4+ By* =Sz (Quadrica nao Céntrica)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que R > 0e S > 0.

Analisando o sinal dos coeficientes A, B, C' e R na equacgao
Az + By*+Cz* =R,
obtemos que:
(I) se R > 0 e os coeficientes A, B, C' sao:
e todos positivos = Q ¢ um elipsoide;
e todos negativos = Q é o conjunto vazio;

e dois positivos e um negativo = Q é um hiperboloide de uma
folha;

e um positivo e dois negativos = Q é um hiperboloide de duas
folhas;

e um zero e dois positivos = Q é um cilindro eliptico;
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e um zero e dois negativos = Q é o conjunto vazio;
e um zero, um positivo e um negativo = Q é um cilindro hiper-
bélico;
e dois zero e um positivo = Q é a uniao de dois planos paralelos;
e dois zero e um negativo = Q é o conjunto vazio;
(IT) se R =0 e os coeficientes A, B, C sao:
e todos de mesmo sinal = Q é um ponto;

e dois de mesmo sinal e o outro de sinal contrario = Q é um cone

eliptico;

e um zero e os outros dois de mesmo sinal = Q é uma reta;

e um zero, um positivo e um negativo = Q é uniao de dois planos
concorrentes;

e dois zeros e um diferente de zero = Q é um plano;

Analisando agora os sinais dos coeficientes A, B e S na equagao:
Ax? + By? = Sz,
obtemos que:
(I) se S > 0 e os coeficientes A e B:
e tiverem o mesmo sinal = Q sera um paraboloide eliptico;
e tiverem sinais opostos = Q sera um paraboloide hiperbélico;

e um for zero e o outro diferente de zero = QO serd um cilindro

parabdlico.
(IT) se S =0 e os coeficientes A e B:
e tiverem o mesmo sinal = Q serd uma reta;

e tiverem sinais opostos = Q serd a uniao de dois planos concor-

rentes;
e um for zero e o outro diferente de zero = Q serd um plano.

Dizemos que o conjunto vazio, um ponto, uma reta, um plano, um par

de planos paralelos ou um par de planos concorrentes sao quddricas degene-
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radas.

10. Exemplos

Exemplo 9
Considere as quadricas Q e os planos m dados abaixo. Determine a secao

plana Q N«. Caso seja uma conica, determine seus principais elementos.

Solucao.

A quédrica Q é um hiperboloide de uma folha de eixo—QOY e a secao plana

$2 2 2 2

T rZ 143 =
ONnn:¢{ 4 16 = Onn:{ 16 64

y=v3 y=13
é uma elipse de centro C' = (0, /3, 0), contida no plano y = V3, reta focal
¢ ={(0,v3,t); t € R} paralela ao eixo—OZ, reta nao focal ¢ = { (t,/3,0)
t € R} paralela ao eixo—OX, vértices A; = (0,v/3,—8) e Ay = (0,/3,8)
sobre a reta focal, vértices B, = (—4,v3,0) e By = (4,v/3,0) sobre a
reta nao focal e focos F; = (0, \/3,—2\/@) e F, = (0, \/5,2\/E), pois
c=+64—-16 =48 =2V12.

2
(b)Q:—%+y2:4z e miy=2.

Solucao.

A quédrica Q é um paraboloide hiperboélico de eixo—OZ e a secao plana
2
X
——4+4=4z 2?2 =16 x4(z—1
16 — ONm: ( )

ONm:

¢ uma parabola de vértice V = (0,2, 1), contida no plano y = 2, reta focal
¢ ={(0,2,t); t € R} paralela ao eixo—OZ, 4p = 16 x 4 <= p = 16, foco
F =1(0,2,1-16) = (0,2,—15) e diretriz £ = { (¢,2,1+16) ; t € R } paralela
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ao eixo—O0X.

2
(c)Q:xQ—yZ—zQ:l e miy=2.

Solucao.

A quéadrica Q é um hiperboloide de duas folhas de eixo—OX e a secao plana
ONm: 4 «— 9Onm:

¢ uma hipérbole equilatera contida no plano y = 2, de centro C' = (0, 2,0),
reta focal £ = {(¢,2,0);t € R} paralela ao eixo—OX, reta nao focal
¢ = {(0,2,t);t € R} paralela ao eixo—OZ, vértices A; = (—/2,2,0) e
Ay = (V/2,2,0), vértices imaginarios B; = (0,2, —v?2) e By = (0,2,V2),
focos F1 = (—2,—1,0) e F5 = (2,1,0) e assintotas r* = { (¢,2,t);t € R} e

T:{(t,Q,_t)7t€R}7pols7«+{Zz;‘ er{;z;xm

2 22

(d)Q:%—Ezl e m:z=4.

Solugao.

A quédrica @ é um cilindro hiperbodlico de eixo—OY e a secao plana

2
G P w2 =4 v = £2
ONm: 2 16 <— 9OnNnmn: — QNm:
=4 z=4 z=4

é o par de retas paralelas ao eixo—OY: rt = {(2,t,4);t € R} e
r~={(-2,t,4);teR}. ]

Exemplo 10
Determine e classifique as quadricas céntricas na forma canoénica que contém

4y? +222 =3

o ponto Py = (1,1,—1) e que possuem a se¢ao plana -y : { 5
xr=

Existe, com as propriedades acima, uma quadrica nao céntrica na forma

canonica?
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Solucao.
Seja
Q: A +By*+C2* =R
uma quadrica céntrica na forma canonica tal que Py € Q e v C Q.

Entao, como

Y

| By*+Cz*=R—4A
| =2
existe A #£ 0 tal que B =4\, C =2 e R —4A =3\

Ou seja,

Q: A2 + 4\ + 202 = R < Q:§x2+4y2+222:§

= Q: A+ 4y*+22 =R,
onde

R —4A' =3. (4)

Além disso, como Py = (1,1, —1) € Q, temos que
A+44+42=R < R =A+6.
Logo, por (4),
A+6—4A =3=—=A"=1 e R =T.
Assim, a quadrica
Q: x4+ 4y>+22=7
VT 7

c = —=.

¢ um elipsoide na forma canénica com a = /7, b = 5 5

Suponhamos que existe uma quadrica nao céntrica O na forma canénica tal
quePoeée”yC@.
Entao, é ¢ da seguinte forma:
Q: By? + (2% = Az,
pois a se¢do plana Q N {z = 2} deve ser uma elipse.
Como
' { By* +Cz* = 2A
|l x=2,

existe A # 0 tal que B =4\, C =2\ e 24 = 3\
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Ou seja,

é:4)\y2+2)\22:%x <= é:4y2+222:gx.

- ~ . 3 .
Mas, como o ponto Py = (1,1, —1) nao pertence a Q, pois 4 + 2 # 5 1ao

existe uma quadrica nao céntrica na forma canodnica com as propriedades

acima. 0

Exemplo 11
Determine e classifique as quadricas Q na forma candnica que possuem como

se¢oes planas as curvas:

202 +3y? =5 422 -3yt =1
7y e B .
z=1 r=1
Solucao.
Como a se¢ao plana o = Q N {z = 1} é uma elipse e a se¢do plana

g =9 N {x =1} é uma hipérbole, a quadrica Q tem que ser céntrica.
Seja
Q:Azx> + By’ +C2*=R
uma quadrica céntrica na forma canonica tal que v C Qe § C Q.
Entao, como
Ar? +By*=R-C By*+C:2=R—-A
o e B ,
z=1 r=1
existem A #£ 0 e u # 0 tais que
A=2\,B=3\, R—C =5\, B=-3u,C=4uy ¢ R—A=p.
Logo, sendo 3\ = —3u, podemos supor, sem perda de generalidade, que
p=—-leA=1.
Assim, A=2,B=3,C=—-4 R=C+b5A=—-4+5=1=2—-1=A+pu,
ou seja,
Q: 222+ 3y? — 422 =1
¢ um hiperboloide de uma folha de eixo—OZ.
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Exemplo 12

Classifique, para cada \ € R, a equacao de segundo grau:

A= N2>+ NP2+ (A +1)22 = N2+ 1. (5)
Solucao.
Abaixo, analisamos a variagdo do sinal dos coeficientes da equagio (5):
—0 <AL =TI A==1|-1<A<O[A=00<A<TI|A=1|I <A< 0
X% — A — 0 + 0 — 0 +
z + |+ o | + [+ +
A+1 — 0 + + + + +
vl F + [+ T+ + [+] +

Entao, a equagao representa:
e um hiperboloide de duas folhas de eixo—OY se A € (—o0, —1);

dois planos paralelos, y = £v/2, se A = —1;

um elipsoide se A € (—1,0);

dois planos paralelos, z = +1, se A = 0;

um hiperboloide de uma folha de eixo—OX se A € (0,1);
o cilindro eliptico 3% + 22% = 2 de eixo—OX se \ = 1;
um elipsoide se A € (1,+00).

Exemplo 13
Determine e classifique as quddricas na forma canénica que possuem como

secoes planas as curvas:

1
372:2(34—1—7) 2 =2y +1)
v 4 e B .

z=1 z =2

Solucao.
Como as secoOes planas sao parabolas de retas focais paralelas ao eixo—QY,
a quadrica tem que ser nao céntrica de eixo—OY":
Ax* +Cz? = Sy.
Sendo
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Y

Z:]_ z =

{A:E2:Sy—0 {A:L’ZzSy—ZLC'
v e B

existem A # 0 e p # 0 tais que
A=)\ S =2\ —C:g,A:u,S:m ¢ —AC =2

Assim, A = u # 0 e, sem perda de generalidade, podemos supor A = = 1.
Logo, como

- _ AL o) =9y —
A=A=pu=1, C= 5= 3=~ © S=2\=2u=2,

a quadrica é o paraboloide hiperbolico de eixo—QY:

U

Exemplo 14
(a) Determine e classifique as quédricas na forma canénica que possuem a
curva 7y como se¢ao plana e passam pelo ponto Py = (1,3,1), onde
‘ { 2?2+ 522 =2
V=1 .
(b) Ache as curvas de interse¢do das quadricas obtidas acima e faga um

esboco das superficies, indicando as curvas de intersecao.

Solucao.
(a) Seja

Q:Ax>+By*+C2>=R
uma quadrica céntrica tal que v C Qe Py € Q.

Entao, como
_ { A’ +C2?*=R—- B
NV y=1 ,
existe A # 0 tal que A =X, C' =5\ e R — B =2\, ou seja,
Q : \x? + By? +5\22 = B + 2.
Além disso, como Py = (1,3,1) € Q, obtemos:

)\+93+5)\=B+2)\<:>8B:—4/\<=>B:—%.
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Logo,
A 3\ y? 3

A
a2 Ao 2 _ A _ L2
Q: \x 2y +5Az° = 2—1—2/\——2(:)Q.x 5 5

é um hiperboloide de uma folha de eixo—QY, com a = g, b=+3,c=

Agora, seja

Q Ax? +C2? =Sy
uma quadrica ndo céntrica de eixo—OY (por qué?) talquey C Q' e Py € Q'.
Entao, sendo

Y

A2 +C2 =S
7:{yzl
existe A # 0 tal que A =\, C' =5\, S = 2], ou seja,
Q A2+ 55X =2y == Q 122+ 522 =2y,
é um paraboloide eliptico de eixo—QY .
Além disso, como Py = (1,3,1) € @, pois 1 +5x1=6=2x3, @ é uma
quédrica tal que y C Q' e Py € Q'.
(b) Um ponto (x,y, z) pertence a Q N Q' se, e s6 se,

3 2 2 2 2 2
22 +52 =+ r° 452" =2y 2?4+ 522 =2y
2 2 =932 3 —

Como as raizes da equacao y> —4y +3 =0sd0 y = 1 e y = 3, obtemos que
QNQ' =~Up,
onde v e (§ sao as elipses:
2?2 +522 =2 22 +522=6
: e B
y=1 y=3

Veja, na figura abaixo, o esbo¢o de Q e Q', com as curvas v e 3.

_ & 7 / /i_

Figura 42: Superficies Q e Q'

O
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Exemplo 15
Classifique, para cada A € R, a quadrica dada pela equacao de segundo grau:

QN+ X2+ (N2 =12+ (A +2)22 = ).

Solucao.
Comegamos efetuando o estudo do sinal dos coeficientes:
A< =2[A==2|2<A<-1{A=—1|-1<A<O0[A=0|0< A< | A=1|A>1
AN — — — 0 + 0 + |+ |+
N1 + + + 0 — — — 0o | +
A+2 — 0 + + + + + + | +
A — — — — - 0 + + | +

Portanto, a equacao representa:
e um hiperboloide de uma folha de eixo—OY se A\ € (—o0, —2);

e o cilindro hiperbolico —42% + 3y? = —2 de eixo—O0Z se \ = —2;
e um hiperboloide de duas folhas de eixo—OX se A € (-2, —1);

e 0 conjunto vazio (22 = —1) se A = —1;

e um hiperboloide de duas folhas de eixo—OY se A € (—1,0);

e dois planos paralelos, y = £v/2 2z, se A = 0;

e um hiperboloide de uma folha de eixo—OY se A € (0,1);

e o cilindro eliptico 222 + 322 = 1 de eixo—OY se A\ = 1;

e um elipsoide se A € (1,400). 7

Exemplo 16
Determine as quadricas Q na forma canénica, de forma que todas as se¢oes

planas x = k, k € R, sejam hipérboles equilateras com reta focal paralela ao

eixo—QY e que possuam o circulo

como secao plana.

Solucao.
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Como todas as secoes planas, contidas em planos paralelos ao plano Y Z, sao
hipérboles com retas focais paralelas a um mesmo eixo (no caso, o eixo—0Y’),
a quadrica s6 pode ser um hiperboloide de duas folhas de eixo—OY ou um
cilindro hiperbélico de eixo—OX.

Por outro lado, como o circulo
2+ 22 =1
y=v2

¢ também uma secao plana da superficie, ela s6 pode ser um hiperboloide de
duas folhas de eixo—OY":

vl

2 2 2
LY z £
Qp-z a2t
Sendo
332 22
r L2 _ 2
v a2+02 b2 ’

2
obtemos que a? = ¢? e a® (b—Q — 1) =1.

Além disso, como as secoes planas,

2 2 2

yi_izl_kli
ONn{r=~k}: b?
x=Fk

sao hipérboles equilateras, vemos que b? = ¢2.

Logo,a®’ =b*=c?e

?(5-1)=1=2-a=1e=da=1
a

Ou seja,
Q:y? —a?—-22=1.
O

Exemplo 17
Seja H a hipérbole, no plano z = 1, de centro no ponto C = (0,0, 1) e reta

focal paralela ao eixo—QY , sendo F = (0, V5, 1) um dos seus focos e a reta

r: 2y —x =0 uma das suas assintotas.
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(a) Determine as quédricas Q na forma canénica tais que H C Q e (0,0,0) € Q.
(b) Ache as curvas de interse¢ao das quédricas obtidas acima.

(c) Faga um esbo¢o das quadricas indicando as curvas de intersecao.

Solucao.
b .

(a) Temos ¢ = d(C,F) = v/5 e — = 2, pois 7 : © = 2y é uma assintota
a

de H, que possui reta focal paralela ao eixo—QY .

Como b =c?=a?+b*>=a®+4a® vemos quea=1e b=2.

Assim, a hipérbole é dada por:

Seja
Q: Az +By*+C*=R
uma quadrica céntrica na forma canénica tal que H C Q e (0,0,0) € Q.
Entao, R=0¢e
Ax? + By? = -C
H=—0n{z=1}: Y .

z=1
Portanto, existe A # 0 tal que A = —%, B=Xe (C = —)\, ou seja,
A 2 2 2
Q:—Zx + Ay* —Az2=0.
Supondo, sem perda de generalidade, que A = 1, obtemos:

1 1
Q:—Zx2+y2—z2:0<:>Q: 1x2+22:y2,
que é um cone eliptico de eixo—QY .

Seja agora

Q' : Az? 4+ By? = Sz

uma quadrica nao céntrica na forma canénica de eixo—0Z.
Logo, (0,0,0) € Q' e
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Ax*+ By* =S
H:QN{z=1}: ! Y .

z=1

Existe, assim, A # 0 tal que A = —2, B=XeS=A\

Supondo A = 1, obtemos que

2
Q’:—%—i—yzzz

é um paraboloide eliptico de eixo—0OZ.
(b) Um ponto (x,y, z) pertence a Q N Q' se, e so se,

2 =4
—Z+y2=z 22 =z
z? 2 2 2+ 2 2
__+ =z _— =z
— g Y ou 1Y
z=0 z=1
Ou seja, QN Q' =~ U S, onde
—x—2—|—y2:1 r =12y
y="H: 4 e b .
z=1 z =

(c) O esboco de Q e Q' sdo mostrados na figura 43.

Figura 43: Intersecio QN Q' = HUB

g
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Observacao 11
Uma quadrica, dada por uma equacao do segundo grau sem termo misto,
A2 + By +C22+Ge+ Hy+ 1z +J =0,

pode, por meio de uma translacao dos eixos coordenados, ser reduzida a sua

forma canénica quando:
e pelo menos dois dos coeficientes A, B e C sao nao nulos;
e A4£0,B=C=0,H=00ul =0;
e B+£0,A=C=0,G=00ul =0;
e (#0,A=B=0,G=00u H =0.
Mas, quando:
e A#0,B=C=0,H#0el#0;
e B#£0,A=C=0,G#0el#0;
e (#0,A=B=0,G#0e H#0,

precisamos fazer primeiro uma rotacao e depois uma translacao dos eixos
coordenados para reduzir a quadrica a sua forma candnica. Nestes casos, a

quédrica é sempre um cilindro parabdlico.

Veja os exemplos abaixo.

Exemplo 18

Classifique as quadricas transladadas abaixo:
(a) S:da?+y*+322 —8x+2y+62=—7;

(b) S:a?—y*— 22 +8x —2y+ 62 =—5.

Solucao.
(a) Completando os quadrados, obtemos que:
S:d(x® —2z) + (Y* 4+ 2y) + 3(2% +22) = -7

= Sidx—1P2+(y+1)?+3=+1)?=-T+4+1+3=1

(z —1)? (z+1? _,
1/4 1/3

= S +(y+1)°+
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Sejam O XY Z o sistema de eixos ortogonais no qual O = C = (1,—1,—1)
e 0s semieixos positivos O X, OY e O Z tém, respectivamente, a mesma
direcao e o mesmo sentido dos semieixos positivos OX, OY e OZ.

Entao, como

(iL‘,y, Z) = (E7g7z) + (17 _17 _1) )

temos que
22 + 7+ z —
14 Y T3
é a equagao da quadrica nas coordenadas 7, J e Z.
. . . 1
Logo, a quéadrica é um elipsoide de centro C' = (1,—1,—1) com a = 2 b=1
com V3
=5

(b) Completando os quadrados, temos que:
S (22 +8x) — (¥ +2y) — (22 —62) = =5
— S:(x+4)?-(y+1)?>—-(2-3)?*=-5+16—-1-9=1.

Seja. OXY Z uma translacio do sistema de eixos OXYZ no qual
0=C=(-4,-1,3).

(CL’,y,Z) = (fayaz) + (_47 _173> )

obtemos que
S: -y -72=1
é a equagao da quadrica nas coordenadas 7, v, z
Logo, S é um hiperboloide de duas folhas de eixo
r={(-4,-1,3)+t(1,0,0)| t e R }

paralelo ao eixo—OX coma=b=c=1.
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