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Capitulo 4

Distancias no plano e regioes no

plano

1. Distancia de um ponto a uma reta

Dados um ponto P e uma reta r no plano, ja sabemos calcular a dis-

tancia de P a cada ponto P’ € r.

Definigao 1
Definimos a distancia, d(P, ), do ponto

P areta r por

d(P,r) = min{d(P,P")| P' € r}

Dizemos que um ponto P* € r realiza a
distancia de P a reta r, se Figura 1: P* realiza a distancia de P a reta .
d(P, P*) < d(P, P") ,para todo P" € r.

Usando o teorema de Pitdgoras ¢ facil verificar que o ponto P* que
realiza a distancia do ponto P a reta r é o pé da perpendicular a r que passa

pelo ponto P.

Assim,
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78 1.. DISTANCIA DE UM PONTO A UMA RETA

d(P,r) = min{d(P, P") | P' € r} = d(P, P*).

Teorema 1
Sejam r : ax + by = ¢ uma reta e P = (x¢,Yyo) um ponto no plano. Entao a

distancia de P a r é dada por

_ Jaxg + byg — c|

W ==

Prova.
Seja s a reta perpendicular a reta r : ax + by = ¢ que passa pelo ponto
P = (20, Yo)-

Como u’ = (a,b) L 7, temos que @ || s.

Logo,

= t
S T=Tt+a iteR
Yy =1yo+ bt

sao as equagoes paramétricas de s.

Seja P* o pé da perpendicular a r que

passa por P, ou seja, {P*} =rnNs. En-

Figura 2: Demonstracao do teorema 1.

tao P* = (xo + at*, yo + bt*), para algum
t*eR, e
a(zo + at*) + b(yo + bt*) = ¢
— (P + V)" +azog+byo=c
¢ — (azxo + byo)
a?+b
Como d(P,r) = d(P, P*) = ||PP*'|| e PP* = (a,b)t*, temos:

b —
APy = )b = = e

— tr=

2 + b2
laxo + byo — |
d(P,r) = .
(i) Vva? + b?
[ |
Exemplo 1

Calcule a distancia do ponto P = (1,—1) aretar :z+ 2y = 1.
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CAPITULO 4. DISTANCIAS NO PLANO E REGIOES NO PLANO 79

Solucao.
Vamos resolver o problema de duas maneiras:
(1) Usando a formula obtida no teorema anterior: sendo xy = 1, yo = —1,
a=1, b=2¢e c=1, temos
Cix142x(=1)=1] [1-2-1 2

d(P.r) NEE2 Jitd 5

(2) Seja r" a reta que passa pelo ponto P = (1, —1) e é perpendicular a reta
rox+2y=1.

Como r tem inclinagao m = - a reta 7’ tem inclinagao

1 1
n=-—— =

m- Cip

Logo a equacao de 1’ deve ser 1’ : y = 2z + d.
Sendo P = (1,—1) €7/, temos —1=2x14+d=—d=-1—-2=-3.

Assim, 7’ : y = 2z — 3. Note, também, que a equagao de r se escreve:

r: ——lazz—ir1

Y =3 5
. - 1 1 .
Seja r N1’ = {P*}. Se P* = (z,y) entdo 2z — 3 = —5 &+ 5, ou seja,

1 1

X

o] Do

Portanto, x =

Logo,

d(P.r) = d(P,P*) = \/(; - 1>2+ (—% + 1)2

concluindo, assim, o calculo desejado.

2. Distancia entre duas retas no plano

Definimos a distancia entre r e ' como sendo a menor distancia entre

um ponto de r e um ponto de r’.
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80 2.. DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS NO PLANO

Isto é,

d(r,r’) =min{d(P,P")|Per e P er'}

Entao d(r,r") = 0 se r e r’ sdo coincidentes ou concorrentes.

Ql

Figura 3: Distancia entre duas retas paralelas.

Sejam r e r’ retas paralelas.

Sabemos que, dado P € r, existe um unico ponto P* € 7/, pé da

perpendicular a r’ tragada por P, tal que
d(P,P’) > d(P,P*), paratodo P €r'.
Como 7 || 7, temos d(Q, Q*) = d(P, P*), quaisquer que sejam P,Q € r,
pois QPP*Q)* é um retangulo.
Entao d(Q, Q') > d(Q,Q*) = d(P, P*) = d(P,r"), quaisquer que sejam
Qere@Q er.

Logo,
d(r,7") =d(P,r"), qualquer que seja P €.

Como conseqiiencia do teorema 1, temos o seguinte corolario.

Corolario 1
Sejamr : ax+by = cer’ : ar+by = ¢ retas paralelas (c # ') ou coincidentes

(c = ). Entao,
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CAPITULO 4. DISTANCIAS NO PLANO E REGIOES NO PLANO 81

Prova.

Seja P = (9, yo) um ponto da reta r. Entao

+by0—6/’
d(r,r") = d(P,r’ _ lazo 4 byo — €]
(r.r') = d(P.) = [ 0
/
Como axg + byy = ¢, obtemos d(r, r’ :u.
0 Yo ( ) PR [ |

Exemplo 2
Determine as equagoes das retas paralelas a reta r : 2z +y = 1 que distam

3 unidades de r.

Solugao.
Seja s : 2x + y = ¢ uma reta paralela & reta r. Temos,
—1
d(r,s):3<:>u:3<:>|c—l|:3\/g.
22 +12

Logoc:1+3\/gouc:1—3\/3, ou seja,

si:204+y=1+3V5 e s9:204+y=1-—3V5,
sao as retas paralelas a r que distam 3 unidades da reta 7.
Vejamos outra solugao para o mesmo problema sem usar a férmula da dis-

tancia entre duas retas paralelas.

. 1 . .
Sejat:y= ST a reta perpendicular a reta r que passa pela origem.

Logo rNt = {P}, onde P = (%, é) (verifique!).

Sejam (2y,y) os pontos pertencentes a reta ¢t que distam 3 de r, ou seja,

o(enn. () =

1\?2 1\?
1r=3)"+ (-3)' -
y—z) t\W—5 9
<:><—1>2—9<:> —ii+1
Y75) 5T VT AT

Como t : x = 2y, os pontos ao logo de t que estao a distancia 3 de P sao:

P = i+2i+l
AV 5V S

Entao,
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82 3.. ESBOCO DE REGIOES NO PLANO

Py = (—6+2 —3-1-1).
NN
Consideremos agora as retas s; e sy paralelas a reta r que passam por P; e
B, respectivamente.
Como
d(s1,r) =d(P,P)=3
d(s2,7) = d(P, P) =3,

S1 € Sg sao as retas paralelas a r que distam 3 unidades de r, e suas equagoes

sao:
6v5 + 2 3vVo+1 15v/5 45
S51:2x+y=2 V5t + Vi = V5t =3v5+1
) ) )
—6v5 42 —3vo+1 —15vV/5+5
sy 2w py—ofOYEE2)  VEHL _ IBVEHE g e
5) 5) )
\OY
Pz
Figura 4: Retas a distancia 3 de r.
U

3. Esboco de regioes no plano

Consideremos a reta r : axr + by = c e a reta s que passa pelos pontos

(0,0) e (a,b). Entao s : bx —ay = 0, pois (0,0) e (a,b) satisfazem a equagio
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CAPITULO 4. DISTANCIAS NO PLANO E REGIOES NO PLANO 83

de s.

Afirmativa 1: As retas r e s sao perpendiculares.

De fato, a - b+ b- (—a) = 0. Logo, pelo proposi¢ao ?? do capitulo 3,
temos r L s.

Figura 5: Retas r e s perpendiculares.

Afirmativa 2: Por cada ponto (zy,yy) do plano passa uma unica reta

r’ paralela & reta r.

Para verificar esta afirmativa, basta tomar ' : ax + by = ¢, onde

c = axy+ byy.

Figura 6: Retas r e r’ paralelas.

Afirmativa 3: O plano 7 é uniao de retas paralelas a uma reta dada.
Isto é,

7TIU {(z,y)|az+by=c} .

ceR
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84 3.. ESBOCO DE REGIOES NO PLANO

Figura 7: Plano 7 visto como uniao de retas paralelas.

ovk

S

al--=

S

-
\OX
T T

Figura 8: Retas paralelas 1 e r2 com perpendicular s passando pela origem.

Afirmativa 4: Consideremos as retas paralelas r; : ax 4+ by = c; e
9 1 ax + by = co, € 0s pontos Py e Py, tais que {P} =riNse {P}=ryNs,
onde s : bx —ay = 0.

O sentido de percurso de P, para P, na reta s coincide com o sentido de

percurso de (0,0) para (a,b) em s se, e so se, ¢; < Cs.

De fato, analisemos a situagao nos quatro casos seguintes:
e Caso 1. b=0,

e Caso 2. a =0,

e Caso 3. a>0,b+#0,

e Caso 4. a<0eb#0.

Vejamos:
C1 C2
Caso 1. b = 0. Neste caso, temos: 7 : x = —, ry :x = —, €
a a
s:y=0.

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial



CAPITULO 4. DISTANCIAS NO PLANO E REGIOES NO PLANO 85

ovk L 4. RAL SR . B
Il Il Il I
s (a,(‘)) P, P, A(a,g) P, P, S
S 0X OX
Figura 9: Casob=0ea > 0. Figura 10: Caso b=0¢e a < 0.
. C2 . C2 C1
Sea >0, entao — < — <= ¢1 < ¢a. Sea <0, entao — < — <= ¢1 < ¢a.
a a a a
C1 (&)
Caso 2. a = 0. Neste caso, temos: r| : y = 30 Y=, e
s:x=0.
ovh 0)q |
AS
c
. — 2
{ r,'y = b {
P P cop — S1
2 ! Y=
c
. — 1
! r,ty = b |
P P oo — C2
' 2 Ty Y = b
?(0,0)
L | 4 -
00X 00X
;(0, b)
S
Figura 11: Casoa=0e b > 0. Figura 12: Casoa=0e b < 0.
. C2 . C2 C1
Seb>0,entaof<€<:>cl<02. Seb<0,entao€<€<:>cl<02.

Caso 3. a>0eb#0. Se P, = (x1,y1), temos

b
P1€8<=>y125x1 e Per < ar;+by =c.
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86 3.. ESBOCO DE REGIOES NO PLANO

Looa:c—|—2:c =0 =11 = el
80, ATy T - ~T1 = €1 L= 252
~ acy
Analogamente, se Py = (z3,y2) € s N1y, entdo | o =

a? + b2

Subcaso a > 0 e b > 0. Pelas formas das abscissas x; e x5, temos

Py < qg = 292 <o
e a2+ 02 a4+ b2 e

oYk

Figura 13: @ > 0 e b > 0. O sentido de percurso em s é de x crescente.

Subcaso a > 0 e b < 0. Fazendo uma analise como no subcaso
anterior, vemos que

1 < Tog <= C1 < Co.

Aoy

Figura 14: a > 0 e b < 0. O sentido de percurso em s é de x crescente.
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Caso 4. a<0eb+#0.

As abscissas 1 de Py e x4 de P, satisfazem as mesmas relagoes que no

caso anterior.

Subcaso a < 0 e b > 0. Como a < 0, temos,

To= 2 <cgi=-"L s <e
YTy T T 24w P
ovp r
S
i~ ] b Tl
: -
“ 0X
P2
Pl
/

Figura 15: a <0 e b > 0. O sentido de percurso em s é de = decrescente.

Subcaso a < 0 e b < 0. A anélise é feita da mesma forma que o

subcaso anterior.

ovk

Figura 16: a <0 e b < 0. O sentido de percurso em s é de x decrescente.
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88 3.. ESBOCO DE REGIOES NO PLANO

Exemplo 3
Faga um esbogo detalhado da regiao R do plano cujos pontos tém coordena-

das satisfazendo simultaneamente as desigualdades do sistema abaixo.

y <2z
r+y=>1.

R :

Solucao.
A regiao R procurada ¢ a intersegao das regioes Ry e Ry dadas por:
Ri={(z,9)[22-y=0} e  Ro={(z,y)|v+y=1}.

. . OYA
(a) Determinando a regiao R, .
1,
Considere a reta r; : 2o —y = 0.
J— N 2-__
O ponto (a,b) = (2, —1) pertence a s : R,
reta s, perpendicular a r; que pas- |
1
sa pela origem e o namero — >
| 0X
¢ = 2x — y aumenta conforme se B S e~ ;
avanca ao longo da reta s seguindo
o sentido da origem para o ponto
(a,b) = (2,—1), ou seja, o sentido
— Figura 17: Regido R1. a =2>0e b=-1<0. O
do vetor v" = (a7 b) : sentido de percurso em s é de x crescente.

Portanto, a regiao R; é o semiplano determinado por r; que fica acima de

r1, como vemos na figura 17, incluindo a proépria reta ry.

(b) Determinando a regiao R,

Para determinar a regiao R, consideremos agora a reta ro : x +y = 1.
Neste caso,a=1>0eb=1>0. O ponto (a,b) = (1,1) pertence a reta s;
perpendicular a r que passa pela origem. Como no item anterior, o nimero
¢ = x+1y aumenta conforme se avanga ao longo da reta s, seguindo o sentido
do vetor v = (a, b).

Assim, as coordenadas de um ponto pertencente a uma reta r + y = c¢ sa-
tisfazem a desigualdade x + y > 1 se, e somente se, a reta esta contida na
regiao sombreada indicada na figura 18. Ou seja, a regiao Ry é o semiplano

determinado por 79 que fica acima de ro, incluindo a reta r,.
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OYR

o,

Figura 18: Regiao R2. a=1>0 e b=1> 0. O sentido de percurso em s é de x crescente.

(c) Determinando a regiao R

oYk

Finalmente, a regiao R procu-

rada é a intersecao das regioes

DO

R1 e Ro, formada pelos pontos

do plano que pertencem ao semi-

) X plano abaixo da reta r; e ao se-

miplano acima da reta ry, simul-

taneamente. Esbog¢amos a regiao

R na figura 19.

/

Figura 19: Regiao R = R1 NR2 procurada.

Exemplo 4
Determinar e esbogar a regiao R do plano dada pelo seguinte sistema de
desigualdades:

lyl <z —1
T—y>2.

R :
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90 3.. ESBOCO DE REGIOES NO PLANO

Solucao.
A regiao R ¢é a intersegao de duas regioes R; e Rs.
A primeira regiao consiste dos pontos do plano cujas coordenadas satisfazem

a primeira desigualdade:

Ri=A{(z,9)[ly] <z —1}.
A segunda regiao consiste dos pontos do plano cujas coordenadas satisfazem
a segunda desigualdade:

Ry ={(z,y)[z+y>2}.
(a) Determinacao da regiao R,

) >0
Comegamos lembrando que |y| = Yy, sey=

-y, sey<0.
Portanto, a desigualdade |y| < z — 1 equivale a duas desigualdades condici-
onadas:

e Na condic¢ao y > 0, temos |y| = y.

Logo a desigualdade |y| <z — 1 equivale a y < x — 1, ou seja, z —y > 1.
Designamos por &1 o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas satis-
fazem, simultaneamente, as desigualdades y > 0ez —y > 1:

. r—y>1
Si={(r,y)[ly>0 e x—y>1}, ousea, Si:
y>0.
)9\
S

S
y:() a=1 2 éx f%x %x»
00X

7 /2/ /j/////,// ///////;/ 7,

K000 /// 2

7/ 0 0K 7000

Figura 20: Regiao S1 determinada pelas desigualdades z —y > 1 ey > 0.
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e Na condic¢ao y < 0, temos |y| = —y.

Logo a desigualdade |y| < z — 1 equivale a —y < x — 1, ou seja, z +y > 1.
Designamos por S; o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas satis-

fazem, simultaneamente, as desigualdades y <0e z 4y > 1:

r+y>1

S ={(x,y)|ly<0 e ax+4+y>1}, ousea, Sy:
y<0.

O/YA

foal

y=( /A W 727
=&

‘><V

&
S QS

~

Figura 21: Regiao Sz determinada pelas desigualdades x +y > 1 ey < 0.

Finalmente, a regiao R; consiste dos pontos que pertencem a regiao S; ou a

regiao Ss.
Ou seja,
Ri={zy)lly <z -1} =8 US:.
. oY) ovik
"y Y
N 3
N s N
k\\‘\ < D.
N,
— - =1
L oxX 5%
1 b=—1
r2
| TN

Figura 22: Regiao R1 determinada pela desigual- Figura 23: Regifo Ra = {(z,y)|z —y > 2}.

dade |y| <z —1.
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92 3.. ESBOCO DE REGIOES NO PLANO

(b) Determinagao da regiao R,

Como a regidao R, consiste dos pontos cujas coordenadas (z,y) satisfazem
r —y > 2, temos que um ponto de coordenadas (z,y) pertence a regiao R
se, e somente se, pertence a uma reta de equagdo r — y = ¢ com ¢ > 2.

Seja s a reta que passa pela origem e é perpendicular a reta r3 : x —y = 2.
Uma reta de equagao x — y = c intersecta a reta s num ponto P, de modo
que o valor de ¢ aumenta conforme o ponto P, se desloca na reta s seguindo
o sentido da origem para o ponto de coordenadas (a,b) = (1, —1), ou seja, o
sentido do vetor v = (a, b).

Portanto, a regiao Ry procurada consiste dos pontos do semiplano que fica

abaixo da reta r3, excluindo os pontos da propria reta, como vemos na figura
23.

(c) Determinacao da regiao R
Finalmente, um ponto pertence a regiao R se, e somente se, pertence as
regioes R e Ry simultaneamente. Isto é, R = Ry N'Rs. Esbocamos a regiao

na seguinte figura.

oYk

Figura 24: Regido R determinada pelas desigualdades |y| <z —1lexz —y=2.

0

Exemplo 5
Determine e esboge a regiao R do plano dada pelo seguinte sistema de ine-

quacgoes:
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|
R:Q z—y<-—1
z+y>0.

Solucao.

A regiao R consiste dos pontos do plano cujas coordenadas satisfazem as

trés inequacgoes do sistema dado simultaneamente.

Logo R =Ry N'Ry N'R3, onde

Ri = {(z.y) ]2 +y* <1}
Ry = {(z,y) |z -y < -1}
Rs = {(z.y)|z+y >0}

(a) Determinagao da regiao R,

Os pontos do plano cujas coordenadas satisfazem a equaciao 2% + y? = ¢

formam o circulo de centro na origem e raio /¢, para ¢ > 0. Se ¢ = 0,

P = (0,0) é o tinico ponto que satisfaz a equagao x? + y? = 0.

Assim, um ponto pertence a regiao R se, e somente se, o ponto é a origem ou

pertence a um circulo de raio /¢ < 1, estando, portanto, contido no interior

do circulo ou sobre o circulo de centro na origem e raio 1 (figura 25).

ovj

Figura 25: R é o circulo de centro na origem e
raio 1.

Determinacgao da regiao R».

Ro

—_

ASEN——

Figura 26: Rgo é o semiplano em cima da reta r;.

Sejary :x —y = —1. Como (a,b) = (1,—1), Ry € o semiplano acima da reta

11, incluindo a propria reta (figura 26).
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94 3.. ESBOCO DE REGIOES NO PLANO

Determinacao da regiao Rj.

Raciocinando de maneira similar a outros casos ja tratados, vemos que a
regiao R3 é o semiplano acima da reta ry : © +y = 0, incluindo a reta ry,
pois (a,b) = (1,1) (veja a figura 27).

oY p

AMbMbaa \\ \\\ \\\\

L

=<
)
’
N
N
=
=N

////

4

\

2
@
il

Y
7

7,

0

QP—‘
S
=

Figura 27: R3 é o semiplano em cima da reta ra. Figura 28: Regido R = R1 N R2R3.

Esboco da regiao R.
Para esbocar a regiao R sao considerados apenas os pontos do plano que

pertencem as trés regides anteriores simultaneamente (figura 28). 4

Exemplo 6
Determine e faga um esbogo da regiao R do plano dada pelo seguinte sistema
de inequagoes:
(v =12 +y* >4
R:q z4+y>1
T4y <1422,

Solugao.
A regiao R procurada é a intersecao das trés regioes seguintes:
Ri=A{(z,y)[(x = 1)* +y* > 4},
Ro=A{(z,9) [z +y =1},
Ry = {(z,y) |z +y <1+2V2}.
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Determinacao da regiao R,

OYA

R1

Figura 29: Regido R1 = {(z,y) | (x—1)2+y? > 4}.

Para determinarmos a regiao R, con-
sideremos o circulo C, dada por
C:(x—1)2+y*=4.

Observamos que C, : (z—1)*+y* = ¢,
¢ > 0 é a equagao do circulo de cen-
tro no ponto (1,0) e raio c. Assim, se
¢ < 2, os pontos do circulo C. estao
contidos na regiao limitada pelo cir-
culo C, e se ¢ > 2, os pontos do circulo

C. sao exteriores ao circulo C.

Portanto, a regiao R4 consiste dos pontos (z,y) que sdo exteriores a C, in-

cluindo a proéprio circulo.

Determinacgao das regioes R, e R3

Observe que as retas 1 : x +y =1 ery: x4+ y = 1+ 2v/2 sdo paralelas.

Como (a,b) = (1,1), o valor ¢ aumenta na equacao = + y = ¢ quando nos

movimentamos ao longo da reta perpendicular s a r; no sentido da origem

para o ponto (a,b). Portanto, a reta ry, com valor ¢ = 1 + 24/2 maior, fica

por cima da reta r{, com valor ¢ = 1, e as regioes R, e R3 sao as esbogadas

nas figuras 30 e 31.

OYA

h=2k--

Rs

Figura 30: Regido R2 = {(z,y) |z +y > 1}.

Oovh

Figura 31: Regido R3 = {(z,y) | z+y < 1+2v/2}.
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Determinacao da regiao R

Finalmente, a regiao R procurada é a intersecao das trés regioes obtidas

anteriormente e cujo esbogo apresentamos na figura abaixo.

OY*

Figura 32: Regiao R=R1NR2NR3.

Observe que 75 N C = {(1 + v/2,v/2)}, pois (x,y) € 75N C se, e somente se,

r=1+2V2—y
r=1+2V/2—y
x:1+2\/§—y
x=1—|—2\/§—y
x:1+2\/_—y
r=1+2V/2—y
x=1—|—2\/§—y
r=1+2v2—-2
=142

[ A A

® ®© ® o® ® O & O @

(z—1)*+y* =4
(1+2vV2—y—1)+y2=4
V2 -y +y* =4

v -2y +8+yt =4
20> — 42y +4 =0
=22y +2=0
y:m/iﬂzmzﬂ
y=12

y=v2

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff
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Capitulo 5

Aplicacoes: bissetrizes, projecao

ortogonal e areas

Neste capitulo, vamos determinar as bissetrizes de duas retas, a proje-
¢ao ortogonal de um vetor sobre uma reta e usaremos vetores para determinar

a area de triangulos e paralelogramos.

1. Bissetrizes de duas retas concorrentes

Sejam r e 1’ duas retas concor-
rentes no plano. Dizemos que uma
reta s ¢ bissetriz de r e ' quando

os angulos entre r e s e entre 1’ e s

sao iguais.

Proposicao 1

Se s e s’ sao as bissetrizes das retas

concorrentes r e r', entao

Figura 1: Bissetrizes s e s’ das retas r e /.

sUs ={P|d(P,r)=d(P,1")}

Prova.

(=) Suponhamos que s é uma bissetriz das retas r e r’ que se cortam
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98 1.. BISSETRIZES DE DUAS RETAS CONCORRENTES

no ponto O. Seja P € s um ponto arbitrario. A reta perpendicular a r que
passa por P intersecta r no ponto () e a reta perpendicular a r’ que passa
por P intersecta r’ no ponto @', como na figura 1.

Consideremos os triangulos retangulos APQO e APQ'O.

Sendo s bissetriz de r e 1/, os angulos P/O\Q e 1@ tém a mesma medida e,

como os angulos ]jQ\O e PQ/’\O sao retos, concluimos que os angulos @ e

O/P\Q’ tém a mesma medida. Portanto, os triangulos APQO e APQ'O sao
congruentes, pois tém o lado OP em comum.

Em particular, as medidas d(P,r) = |PQ| e d(P,r") = |PQ’| sdo iguais.
Como P € s foi escolhido arbitrariamente, concluimos que os pontos de s
sao equidistantes de r e r’.

(«<=) Provaremos agora que se P é um ponto equidistante de 7 e 77, entéo a
reta s que passa pelos pontos O e P é uma bissetriz de r e r’.

Usando ainda a figura 1, a nossa hipotese equivale a |PQ| = |PQ’|.

Como os triangulos APQO e APQ'O tém o lado OP em comum, obtemos,
pelo teorema de Pitadgoras, que os lados OQ e OQ' tém a mesma medida e,

portanto, os tridngulos retangulos APQO e APQ'O sao congruentes.

—
Logo os angulos QOP e Q'OP tém a mesma medida. Isto é, a reta s é uma
bissetriz de r e r'. g
Pela proposicao anterior, as bissetrizes s e s’ de duas retas concorrentes
riar+by=c e ridr+by=<
sao caracterizadas da seguinte maneira:

P=(z,y) esUs <= d(P,r)=d(P,1)
lax +by —c| |z +Vy—{|

Va2 + b2 o /(a/)2+(b/)2'

Ou seja:

ar +by—c | dr+by—¢

Vet @)+ 2

Tomando nesta identidade o sinal positivo, obtemos a equacao de uma

P=(z,y) € sUs <

das bissetrizes e, tomando o sinal negativo, obtemos a equacao da outra

bissetriz.
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Exemplo 1

Determinar as bissetrizes das retasr :2x +y =1 er': 3o+ 2y = 2.

Solucgao.

Sejam s e s’ as bissetrizes de r e . Entao:

2 4+y—1 :i3x+2y—2

V22 +12 V3% + 22

P=(z,y) esUs <=

2x+y—1_i3fc+2y—2
V5 V13
= 2x+y—1::|:@/%(3x+2y—2).
Assim,
5
s:2x+y—1zwﬁ(3x+2y—2)
, 5
s 2r4+y—1=— ﬁ(3$—|—2y—2),
s/ oY A
Figura 2: Exemplo 1.
ou seja,

(

) ) 5
. 5 5
\s.<2—|—3 13)x+<1—|—2 13>y

sao as equagoes das bissetrizes procuradas. [

5
1 =
+2 E

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF



100 1.. BISSETRIZES DE DUAS RETAS CONCORRENTES

Bissetriz de um angulo
Sejam O, P e () pontos nao colineares do plano. Vejamos como usar a

linguagem vetorial para determinar a bissetriz do angulo P/O\Q

Figura 3: Bissectando o angulo FO\Q

e ——
Sejam w’ = OP e v =0Q .
Comecamos observando que ||@’||- 7" e ||o7||- & sdo multiplos positivos

de v e 7, respectivamente, que tém a mesma norma:
= =0 =0 =
(-0l = [[w”l - o7 F = Fo7{] - ffull = (7w

Sejam P’, Q' e R pontos do plano tais que:
\
7@ =0P", |[@|7=0Q e OP +0@ =OR.

Como os segmentos OP" e OQ)’ sdo congruentes, o paralelogramo O P’ R(Q)’

¢ um losango. Assim, o segmento OR, que ¢ uma diagonal do losango

OP'R(@)’, bissecta o angulo P//O\Q’ = P/O\Q
___) —_—
Logo a semirreta {O +tOR ,t > 0} é a bissetriz do angulo POQ.

Exemplo 2

Determine a equagao cartesiana da reta r que contém a bissetriz do angulo

POQ, onde P = (1,1), 0 = (1,—1) e Q = (2, 1).

Solucgao.

Sejam?zé?:(O,Q)e?:OQ =(1,2).
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Temos ||| =2 e ||7°|| = V/5. Pelo visto acima, o vetor
_%
w'o= [P+ @) 0 = V5(0,2) +2(1,2)

. (2,2 (2+\/5>) _9 (1,2+\/5>
é paralelo a reta r. Portanto, o vetor w = (2 + \/5, —1) é um vetor normal

ar e aequacao de r é da forma (2+\/3)x—y:c.

Como O = (1,—1) € r, temos: o)

k
¢ = (2+V5) x1-(-1) b
= 345, HT /
e, portanto, 1 72 -

r:<2—|—\/g>x—y:3+\/5, o

¢ a equagao procurada.

—

Figura 4: Reta r bissectando o angulo f(_)b

2. Projecao ortogonal de um vetor sobre uma
reta
Definigao 1
_>
A projecdo ortogonal do vetor W’ sobre a reta r é o vetor w’ = Projr(ﬁ)

— :
paralelo a r tal que w” — w" é perpendicular a r.

Figura 5: Projetando w sobre a reta 7.

. — R - T . .
Seja o # 0" um vetor paralelo a reta r. Entao w’ é multiplo de U), isto

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF



102 2.. PROJEGCAO ORTOGONAL DE UM VETOR SOBRE UMA RETA

— ' —
6, w' = \u’, para algum ntmero A € R. Além disso, como W’ —w' L

U,
temos:
— —
(@ — W) =0 = @)@, @) =0
__)
= @)= W) = @)= (0,7
— = = (@, )
= (W,u) =\u"u") = A==
(u", u”)
(@', a’)
— A==
[l
— =
Portanto, | Proj,(w’) = w’ = %TTT) v
Uu

Observagao 1
Note que a projecao ortogonal do vetor W sobre a reta r depende apenas

da direcao da reta. Como a direcao da reta é dada por qualquer vetor w

paralelo a ela, definimos a projecao ortogonal do vetor W sobre o vetor w

como sendo a projecao de W’ sobre qualquer reta r paralela a U), ou seja,

— —
: w,u
Proj—(w’) = Proj (w') = <||u ||2> i

Exemplo 3
Sejam A = (1,1), B = (2,3), C = (—=4,1) e D = (—2,1) pontos do plano.

—
Determine a projecao ortogonal do vetor C'D sobre a reta r que passa pelos

pontos A e B.
Solucao.
T s
Sejam os vetores ' = CD = (2,0) e w’ = AB = (1,2).
Entéo, como |7’ ||? = 12 + 2% = 5:
— —
: CD,AB) w7 _ ((2,0),(1,2))
Proj, (W) = < AB = 22002 (19
jr(w”) W 5 (1,2)
2x14+0x2

= TR 0=102=(5)
0
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Exemplo 4

Determine os valores m € R de modo que a projecao ortogonal do vetor

w = (m+1,m— 1) sobre o vetor &’ = (m,1 —m) seja um vetor unitario.

Solugao.
Temos
—> —> — —
: e (w T !<w u)l
onde,

W, @) = (m+1,m—=1),(m,1—m))=(m~+1)m+ (m—1)(1—m)
= m*+m—(m—-12%=m’+m—-—m?+2m—1

= 3Im—1,
e
1@ = l[(m, 1 =m)|| = /m? + (1 —m)? = V2m? — 2m + 1.
Logo
1l Vom? —2m +1

(3m —1)2
2m2 —2m+1

Im?2—6m+1=2m?—-2m+1

m(7Tm —4) =0

m=0 ou m=

—

—

—

<~ Tm?—4m =0

—

— 4
=

L]

sao os valores procurados.

Exemplo 5
Determine o segmento AB obtido projetando-se ortogonalmente o segmento

CD sobre aretar:x+2y=2,ondeC = (1,1) e D=(3,2).

Solugao.

Vamos resolver esse exemplo de duas maneiras.
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—
e Seja w’ a projecao ortogonal do vetor w=CD =

(2,1) sobre a reta r.
Entao,
u
onde w’ = (2, —1) ¢ um vetor paralelo a reta r, pois (1,2) L r.
Logo,

U7> < (2a1)7(27_1) >

_ : (2,-1) = %(2,—1) - (5,—5),

ou seja,

Vamos obter o ponto A fazendo a interse¢ao da reta r com a reta s; perpen-

dicular a reta que passa por C.
Como (1,2) L res; L7, temos que (1,2) || s;. Logo (2,—1) L s;. Portanto,

$1:2x —y = cq,
onde c; =2x1—1=1, pois C € s.
Assim, A = (z,y), onde (z,y) é a solugao do sistema:

20 =2 —2r —4y=—4
Ty <= . 4 :>—5y:—3:>y:§
2e—y=1 2r—y=1 5

— x:2—2y:2—§:f.

4 3 -— 6 3
Sendo A = (5, 5) e AB = (5, —5>, obtemos que:

— 4 3 6 3

e Outra maneira de resolver o exercicio, é obter o ponto B da mesma maneira
que encontramos o ponto A. Ou seja, o ponto B é a interse¢ao da reta r com
a reta s, perpendicular a r que passa pelo ponto D.

Como s3 || s1, pois s3 L r e sy L r, temos que:

So 1 20 — Y = Co,
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onde ¢ =2 X 3 —2 =4, uma vez que D = (3,2) € ss.

Logo B = (z,y) é a solucao do sistema:

2r —y =4 dr — 2y =8
TTVET T 10— =2
r+2y =2 T+ 2y =2

— y=2r—4 —y=2x2-4=0.

Figura 6: Exemplo 5.

3. Area de paralelogramos e triangulos

Seja ABDC' um parale-

logramo. Consideremos os ve-

tores @ = AC' ¢ @’ = AB'. ||| sin 6
Seja 0 = A(T,u_))) To-
mando |7’ como medida da
base, temos que a area A do A i C
paralelogramo ABDC' é dada
por: Figura 7: Calculo da area do paralelogramo ABDC'.

1=
A= |u| ||w] senb.

Logo,

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF
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3.. AREA DE PARALELOGRAMOS E TRIANGULOS

AQ

(1| @ || sen6)*
1?1 sen* 6

|17 13" |[*(1 — cos®6)

[ 1> 11" | = [ ||* [[&” ||* cos® 6

|12 1@ |2 = ([[@|| @] cos 6)°
)

[P @ || = (a”, @)

Observe também que:

e oy [ IR @)
TSI ey e
mi -0

Consideremos agora os vetores u’ = (o, ) e W = (o, f') e determine-

mos a expressao da area em termos destas coordenadas.

AQ

e w

coordenadas de

Sendo [|0”|]* = o® + 5, [@'|]* = (o)’ + (8) e (@', @) = aa’ + B,

temos:

(@ + B8)(()? +(8)?) — (e + BB')?

a?(a')? + a?(B')? + B () + B2(B')? — a*(a')? — 2aa' BB — B*(B')?
a*(B')? + B (a)?
(af8)? =2(ap)(Ba’) + (Ba')?
)

Portanto, a area A do paralelogramo de lados adjacentes W = (o, B)

—2a0a/ B’

= (o/, ") é o moédulo do determinante da matriz cujas linhas sdo as

e w,

respectivamente:

det (a ﬁ)
O(, ﬁ/

A=

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff
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Vocé pode verificar que A é também o modulo do determinante da

matriz cujas colunas sao as coordenadas de W ew:

det a o
B o

A=

Exemplo 6
Determine a drea do paralelogramo ABDC, onde A = (1,2), B = (3,1),
C=4,1)eD=(-2,3).

Solucao.
Como AB = (2,—-1)e AC = (3,—1), a area A do paralelogramo ABDC' é:

A=

det (2 ! |—2+3] =1
e = |- =1.
3 -1 U

Consideremos agora um triangulo AABC de vértices A, B e C e seja

Area de um triangulo

T a sua area.

Figura 8: Triangulo AABC.

Observamos que, para calcular a area de um paralelogramo, foi ne-
cessario o conhecimento de dois lados adjacentes (nao paralelos). Assim,
considerando o paralelogramo ABDC, de lados adjacentes AB e AC' e area

dt‘m?
e
ac

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF
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onde (

Ac,

als]

: L . —
) representa a matriz cujas linhas sao as coordenadas de AB e

Exemplo 7
Determine a drea T do tridngulo de vértices A = (4,2), B = (6,1) e
C=(3,2).

Solucao.

— —
Temos que AB = (2,—1) e AC = (—1,0). Logo,
2 -1 1 1
=1-=1
-1 0

de 5

-+

?

1
T=3

¢ a area procurada.

Exemplo 8
Sejam A = (1,2), B=(3,n+2) e C = (n—1,1). Determine os valores de n

. . 1
de modo que o triangulo ANABC' tenha area T igual a 5

Solugao.

— —
Temos que AB = (2,n) e AC = (n—2,-1). Logo,

2 n 1
det <n—2 _1> =3 |—2 —n(n —2)| |

|—2—n2+2n|:§ In? — 2n + 2|

1
Assim,T:§<:>|n2—2n+2|:1<:>n2—2n+2:j:1.

e Tomando o sinal positivo, obtemos a equacao
n—-2n+2=1<=n*-2n+1=0<= (n—1?2?=0.

Isto é, n = 1 é uma solucgao.

e Considerando o sinal negativo, obtemos a equaciao n? — 2n + 3 = 0 que,

por ter discriminante A = (—2)? — 4(1)(3) < 0, ndo possui raizes reais.

Portanto, n = 1 & a tinica solugao ao problema proposto.
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Capitulo 6

Exemplos de revisao

Exemplo 1
Dado o ponto A = (0,3) easretasr : x+y = —1 es: x —2y = —5, encontre:
(a) As coordenadas dos pontos C' € s cuja distancia a 1 é /2.

(b) Ache as coordenadas do ponto A’ simétrico de A em relagao a reta

Solugao.
(a) Da equagao da reta s, vemos que um ponto C' pertence a reta s, se

e somente se, C' = (2y — 5,y) para algum y € R.

Figura 1: Retas r e s e pontos Cj e Ca.

Entao,
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dCr) =V e 1Byl 5

V2
3y—4=2 y=
By —4| =2 «— - = { ou )
3y— = -2 y=§

Para U1 :2, T :2y1 —5:2(2) —b=—-1e Cl = (-1,2)
2 2
Paray2:§,m2:2y2—5:2-§—
(b) Seja ¢ a reta perpendicular a r que
passa por A. O ponto A’ simétrico
de A em relagao a r é o ponto da reta
¢, distinto de A, tal que
d(A',r)=d(A,r).
Como (1,1) L 7, temos (1,1) || £.
Logo (—1,1) L ¢ e a equagao de ¢ é

da forma £ : —x +y = ¢, onde ¢ se de-  pigura 2: Ponto A’ simétrico de A em relagao a r-

termina sabendo que A = (0, 3) € ¢:
—0+3=c=c=3=1/(:—x+y=23.

Seja M o ponto da interse¢ao das retas

ler. Para determinar M, devemos resolver o sistema formado pelas equagoes

deler:

Kﬂr:{ —x+y:3.
r+y=-1

Somando as equacoes, obtemos 2y = 2, ou seja, y = 1 e, substituindo este
valor na segunda equagao, obtemos x = —2. Portanto, M = (—2,1).

Como M é o ponto médio do segmento AA’, temos:
M= %(A + AN
— A =2M - A=2(-2,1) —(0,3) = (—4,2) — (0,3) = (-4, —1).
O

Exemplo 2

Faca um esboco detalhado da regiao R do plano dada pelo sistema de ine-
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quacoes:
r<y+1
R:§ x> —y
?+y?> 1
Solugao.

A regiao R ¢é a intersegao das regioes:

Ri:z<y+1, Rotx>—y e Ry:a?+y*>1.
Determinando a regiao R,

A regido R consiste dos pontos (x,y) tais que x < y+ 1, ou seja, x —y < 1.
Consideremos a reta r; : © —y = 1 e seu vetor normal (a,b) = (1,—1), que
aponta no sentido para o qual o parametro ¢ na equagao x —y = ¢ aumenta.

Assim, a regiao R; é o semiplano da figura 3.
Determinando a regiao R,

A regiao R é formada pelos pontos (z,y) tais que x > —y, ou seja, x+y > 0.
Considerando agora a reta rp : * +y = 0, seu vetor normal (a,b) = (1,1)
aponta no sentido para o qual o parametro ¢ na equacao x +y = ¢ aumenta.

A regiao Rs é o semiplano indicado na figura 4.

ovik
Ra 4
gt
1 0X
1 (a,b)
Figura 3: Regiao R;. Figura 4: Regiao Ra.
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Determinando a regiao Rz

A equacao C : 2% +3? = % repre- ovp

senta o circulo de centro na origem

. 1
e raio —. Para um ponto (z,y)

pertencer a regiao Rg3, o quadrado ’ \

da sua distancia a origem deve ser ' L 00X
. 1 . C ~o 1l
maior que g, ou seja, o ponto deve

estar na regiao exterior ao circulo

C, como mostramos na figura 5.

Figura 5: Regiao Rs3.

Para esbocarmos corretamente a regiao R, devemos determinar a intersegao

de r; com ry:

r—y=1 1 1
riMNry: — =1 r=-=y=—.
r+y=0 2 2
. . 1 1
Assim, as retas se intersectam no ponto de A = (5, —§>. Este ponto per-
oo - (1?2 N2 1.1 1
tence a circunferéncia C, pois (§> + <—§> =_+-=

Além disso, {A} = r; NC, pois:

P=(zx,y)erinNC < xz=y+1 e x2+y2:%
= e=yrl e Iy =
= r=y+1 e 2 +2y+3=0
— rz=y+1 e 4y2+4y+1:0

—4 4+ +/16 — 16
1
<= zrz=y+1 e y=—=
1 1

Na figura 6, mostramos a regiao R = R; N Ry N R3.
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OY,
RO LU0
R B S B S BB BB SEBEERIBLLR
§ OV
X
TQ\
"Q’Q‘ 55
&
4 R
L 1% Ty
! \\ 5
T T |
\ N !
N R OX
C~2[27 .
4 Y
7/ N
] N
7 AY
4 ~
7 N
4 Y
7’ N
ke \
7’ N
7 N
4 Y
7’ N

Figura 6: Regiao R, exemplo 2.

Exemplo 3
Determine os pontos C' e B de modo que a projecao ortogonal do segmento

AB sobre a reta r : x + 3y = 6 seja o segmento CD, onde A = (1,1),

D = (3,1) e AB é um segmento contido numa reta paralela ao vetor (2,1).

Solugao.

Primeiro vamos determinar a reta ¢ que contém os pontos A e B.

Como ﬁ é paralelo ao vetor (2,1), temos ﬁ 1 (—1,2) e, portanto,
(: —x 4 2y = c. Determinamos ¢ sabendo que A € £: ¢ = —1+2(1) = 1.
Logo ¢ : —x + 2y = 1.

Seja agora 11 a reta perpendicular a r que passa por D = (3,1).

Como (1,3) L r, temos (1,3) || m1. Logo (—=3,1) L 7 e, portanto, a
equagao de r; tem a forma: r @ =3z +y = ¢. Como D = (3,1) € ry,
c=-33)+1=-8.

Assim, r 1 =3z +y = —8.

Para determinarmos o ponto B (r; N ¢ = {B}), devemos resolver o sistema

formado pelas equacoes de ry e £:
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3rty=-8 3rty=-8
{ Ty :{ Tty :—5y=—11:>y=%

—r+2y=1 3x — 6y = —3
22 17
=2y—1=——-1=—
== Y 7 E
Logo B = (%7,%)

O ponto C procurado, além de pertencer & reta r, deve pertencer a reta 7y
perpendicular a r que passa por A.

Sendo 1 || 2, a equagdo de ro deve ser da forma ry : =3z + y = ¢, onde ¢ é
calculado sabendo que A = (1,1) € ro: ¢ = =3(1) + 1 = —2.

Portanto, ry : =3z +y = —2.

Temos entao {C'} =ryNr:

3z 4y =—2 3zt y=—2
{ vy :>{ vy :>10y:16:>y:§

r+3y =06 3r +9y = 18
24 6
=6—-3y=6—— =
= Y T
. 6 8\ ,
Assim, C' = (5, 5) é o outro ponto procurado.

oYl

Figura 7: Segmento C'D obtido projetando o segmento AB sobre a reta r.

O

Exemplo 4
Seja P o paralelogramo ABDC' cujas diagonais estao sobre as retas

ri * + ;teR e To : * ot ;seR

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial



CAPITULO 6. EXEMPLOS DE REVISAO 115

Sabendo que A = (1,1) e que AB C r, onde r é uma reta paralela ao

vetor (2, 1), determine os vértices B, C' e D de P.

Solucao.
Sabemos que num paralelogramo as diagonais cortam-se num ponto M, que

¢ ponto médio de ambas. Em nosso caso, {M} = Nry:
t+1=-2s+1 t+25s=0
r1MNry: — == s=1.
—t+1=s5+2 —t—s5=1

Logo M = (-2 x 14+ 1,1+ 2) = (—1,3) é o ponto médio das diagonais AD
e BC. Em particular,
A+D

M = — 2M =A+D=>D=2M—A=(-2,6)—(1,1) = (-3,5).

Como A e D pertencem a reta r; (t = 0 e t = —4, respectivamente), os
pontos B e C pertencem a reta rs.

Além disso, {B} =rNry.
Determinemos a reta 7.
Sabemos que a reta r passa
por A e é paralela ao vetor
(2,1). Logo (—1,2) L r e,
portanto, r : —x 4+ 2y = c.
Como A = (1,1) € r, obte-  — =
mos ¢ = —1+2(1) =1.
Assim, r: —x + 2y = 1.

Figura 8: Paralelogramo P = ABDC, exemplo 4.
Determinemos agora o vértice

B.
Como B € ryNry, B=(—2s+ 1,5+ 2), para algum s, e

—(—25+1)+2(s+2):1:>25—1+25+4:1:>4s:—2:>3:—%.
1 1 3
Logo B — (—2 (—§> +1,-5+ 2) _ (2, 5) .
Finalmente, para determinar C, usamos de novo o ponto médio:
B;FC O =2M — B = (~2,6) — (2%) — (-4,%) ,

concluindo assim a determinacdo dos vértices de P (Veja a figura 8).

M =
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Exemplo 5
Ache a equagao do circulo C circunscrito ao triangulo de vértices A = (7,3),

B=(1,9)eC=(57).

Solugao.
O centro D do circulo C circunscrito ao triangulo AABC' é o ponto de interse-
¢ao das mediatrizes dos lados deste triangulo. Além disso, como A, B, C € C,
o raio R de C é dado por:
R=d(A,D)=d(B,D)=d(C,D).
Para determinar o ponto D, basta achar &

e intersectar duas mediatrizes.

oo

Sabemos que a mediatriz do segmento

IS}

AB, ou seja, o conjunto
map = {P ’ d<P7A) = d<P7 B)}a

e
é a reta perpendicular ao vetor AB

N\ee

que passa pelo ponto médio M,p do
segmento AB.

Como

Map = 5((7,3) +(1,9)) = 5(8,12) = (4,0) Figura . Exenmplo .
e
AB = (-6,6) Lr < (~1,1) L r,
a reta map tem equacao:
map: — +Yy =cC.
Sendo Mg = (4,6) € map , ¢ = —4 + 6 = 2. Portanto,
mag:—T+y=2.

Determinemos a mediatriz mpgc do segmento BC, isto é, a reta perpendicular

—
ao vetor BC' que passa pelo ponto médio
1 1
Mpc = 5((1,9) + (5,7) = 5(6, 16) = (3,38).

—
Como BC' = (4,-2) L mpc <= (2,—1) L mpe, a equagao da mediatriz
mpc ¢ da forma

mpe :2xr —y = ¢,
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onde ¢ é calculado sabendo que Mpc € mpe, ou seja, ¢ = 2(3) — 8 = —2.
Logo,
mpe 20—y = —2.

Para determinar D, devemos resolver o sistema formado pelas equacoes de
Map € Mpc:

_ -9

{ Ty = (—r+20)+(y—y) =2—-2<=2=0.

20—y = =2
Logo y =2+ x = 2 e, portanto, D = (0,2) é o centro de C.
Além disso, R = d(D,A) = \/(0—7)2+ (2—3)2 = /49 + 1 = /50 & o raio
de C.

Finalmente,

2

C:(z—0)2+(y—2)%=(v50)",
ou seja,
C:2+ (y—2)? =50,

¢ a equagao do circulo C.

Exemplo 6

Considere as retas 1 :4x—y =0, ro:de—y=1, e r3: {
t € R.. Determine o ponto C € r3 tal que d(C,ry) = d(C,rg).

Solucao.
Temos que P = (z,y) equidista de ry e 1y <= d(P,r1) = d(P,r2)

= dpr)= oyl Mrovml o yp

e N R

= [dr—yl=|ldzv—y—-1l|<=dor—y=x(dr—y—1)

e —y=4x—y—1 0=-1
<~ ou < ou
e —y=—-4dr+y+1 8r—2y=1

Sendo a primeira dessas alternativas impossivel, a segunda deve acontecer.

Isto é,

P = (z,y) equidistaderler2<:)8x—2y:1<:)4x—y:%.
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Portanto, o conjunto dos pontos equidistantes das retas paralelas r; e 5 é a
reta s, paralela a ambas, que tem por equacao:
1
s:dxr—y==.
Y73

Entao {C'} = sNrs, ou seja, C' = (2t, —t) para algum t € R e

1 1 2 1
4(2t)—(_t):2:>t:E:>c:(E,_E)_

U

Exemplo 7
Seja ANABC um tridngulo de area 4 tal que AB C r e AC C rq, onde

r1:y =3x+1ery é areta paralela ao vetor W= (3,1) que passa pelo ponto
M = (3,2).

Ache a equacao cartesiana da reta r3 paralela ao vetor v = (1,—1) que

contém o lado BC', e determine os vértices A, B e C.

Solugao.
Como AB C ry e AB C 1y, temos {A} = ry N1o.
Para determinar o vértice A, devemos obter a equacao da reta ry. Pelas

informacoes dadas, as equagOes paramétricas de 9 sao :
r=3+3t
o : 3 teR.
y=2+t
Assim, A = (34 3t,2 +t), para algum ¢t € R.

Sendo A € ry, temos:
2+t=3B4+3t)+1<=2+t=104+9 <=8t =-8«<=t=—1.
Portanto, A = (3+3(—1),2+ (-1)) = (0,1).

Em relagao aos outros dois vértices, temos:

Ber, = B=(z,3z+1), para algum x € R
Cery, = C=(3t+3,t+2), paraalgumt € R.
Como
AB = (z—0,(3z + 1) — 1) = (z, 32)
e
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ACT = ((3t+3)—0,(t+2) —1) = (3t + 3,6+ 1),

T 3T
et
gt+3 t+1
= %|xt+x—9xt—9x|:§|—8xt—8xl
slet+1)] =4

temos que:

area (AABC) = %d

ou seja,
lz(t+1)] =1 (1)

— —
Além disso, como BC' || r3 e 0 = (1,—1) || 73, temos BC" || ©°, onde

BC =((3t+3)—2,(t+2)— (Be+1)) = (3t —a +3,t — 3z +1).

—
. BC .
Assim, det | _, | =0, ou seja,
v

BC gt—x+3 t—3zx+1
det = det
v 1 -1

=-3t+r—3—t+3rxr—1=—-4t+4xr—-4=0
<— t+r—-1=0<=ax=1t+1.

Substituindo na identidade (1), obtemos |z?| = 1, ou seja, z* = 1.
Logox =1oux=—1.
Se

r=1—=t=2x—-1=1—-1=0
e, portanto,

B=(1,3(1)+1)

(1,4) e C'=(3(0)+3,0+2) = (3,2).
Se
r=—1l=—=t=0r—-1=-1-1=-2.
Logo,
B=(-1,3(-1)4+1)=(-1,-2)e C=(3(-2)+3,—-2+2) = (-3,0).

Obtemos, assim, dois tridngulos que resolvem o problema:
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e O triangulo AABC, com vér-
tices A = (0,1), B = (1,4) e
C = (3,2).

e O triangulo AABC, com vér-
tices A = (0,1), B = (—1,-2)
e C'=(-3,0).

Determinemos, em cada caso,

a reta rs que contém os vérti-
ces BeC.

Figura 10: Exemplo 7.

Em ambos os casos, v° = (—1,1) || 3, ouseja, (1,1) L r5. Logors : z+y = c,
onde o valor ¢ pode ser determinado sabendo, por exemplo, que o ponto B,
calculado em cada um dos dois casos, pertence a rs.

No primeiro caso: c=1+4=5=7r3:2c+y=>.

No segundo caso: c=—-1—-2=-3=13:0+y=—3.

Exemplo 8
(a)Mostre que as retasr : x —y = 2 ery : x+y = 2 sao tangentes ao circulo
C : 2% +y* = 2, e determine os pontos de tangéncia.

(b) Usando o item (a), faga um esbogo detalhado da regiao R do plano dado
pelo seguinte sistema de inequagoes:

2+t <4

22yt >2

T+ [yl > 2

z>1.

Solucgao.
(a) Uma reta r ¢é tangente a um circulo C quando a interse¢ao de C com
r consiste de um tinico ponto P, o ponto de tangéncia.

Um ponto P, = (z,y) € 11 NC se, e somente se,
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r=y+2 e 22+y?=2
= r=y+2 e (y+2)2+y2=2
= r=y+2 e 292 +4y+2=0
— rT=y+2 e Y*+2y+1=0
= x=y+2 e y=-—1
— z=1 e y=-—1
— P =(1,-1).
E um ponto P, = (z,y) € r1 NC se, e somente se,
r=2—-y 2?2 +y? =2
= r=2-y (2—y)2+y*=2
= r=2-y v —2y+1=0
— z=1 y=1
— P, =(1,1).
(b) Observe que R = R1 NR2 NR3 N Ry, onde:
Ry : 22 +y? <4,
RQ . $2+y2 227
Rg A |y| > 2
Ry : z>1.
Determinando R;.
%
Note que C; : 22 +y* = 4 é o circulo
de centro na origem e raio 2. Os 5
pontos que satisfazem & primeira , %/ // 2, C
y It
inequacgao sao os pontos interiores /% %///‘»
a este circulo. %/// / ; .
% OX

R 4

N

. 4

Figura 11: Regiao R1.
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Determinando R».

Note que Co : 22 + 3% = 2, é o cir-
culo de centro na origem e raio v/2.
Os pontos que satisfazem a segunda

inequagao sao os pontos exteriores

a este circulo e os pontos deste cir-

culo.

. Figura 12: Regidao Ro.
Determinando Rs;. & glao 7oz

y, sey=>0

Como R3 : |y >2—xely = —y, sey<0"’

R3 é a uniao de duas

regioes S e Sa:
e S é a intersecao do semiplano y > 0 com o semiplano acima da reta
T+y =2
Si={(z,y)|ly>0 e z+y>2}
e S é a intersecao do semiplano ¥y < 0 com o semiplano abaixo da reta

rT—y =2
S ={(z,y)ly<0 e z-y=>2}.
ovi oY g
r
ox Ox
T
Figura 13: Regiao Si. Figura 14: Regiao Ss.

A regiao R3 é a uniao das regides S; e Sy, como mostra a figura 6.
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0Y}

Figura 15: Regiao R3.

Determinando R,.

A regiao R, consiste dos pontos P = (x,y), com x > 1, isto é, dos pontos a

direita da reta vertical x = 1.

OYg

Figura 16: Regiao R4 .

Determinando R.

Figura 17: Regiao R.

Finalmente, sabendo, pelo item(a), que r1NCy = {(1, —1)} e roNCy = {(1,1)}

podemos esbogar a regiao R.

Exemplo 9

—
miltiplo do vetor (1,4) e AC" L r3, onde

——
Seja ABDC' um paralelogramo tal que A € r1, B € ry, C = (2,3), CD

é
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ri * + s teR, ry: v o s seR, ryg:2x — 3y =6.

Determine os vértices A, B e D, e calcule a area do paralelogramo.

Solugao.

Sendo AC' L rs e (2,—3) L r3, temos ac | (2,—3), ou seja,

_>
det ( AC ) = 0.
(27 _3>

Como A € ry, temos, para algum ¢t € R, que A = (t+ 1, —2t+ 3) e, portanto,
—
AC =(2—(t+1),3—(=2t+3)) = (1 —t,2t).

—>
det ( AC > = det (1 ! Qt) = —3(1—1t) —2(2t)
(2,-3) 2 -3

— 343t—4t=-3—t=0—1t=-3.

Logo,

Assim,

Como ABDC' é um paralelogramo, ﬁ = CD , e sendo CD maltiplo de

(1,4),

CD = k(1,4) = (k, 4k), 2)

para algum k € R.
Por outro lado, B € 1o = B = (—5s + 3,4s — 1), para algum s € R.

—
Logo AB = (=5s+3—(-2),4s — 1 —9) = (—5s + 5,4s — 10).
Sabendo que dois vetores sao iguais se, e somente se, as suas correspondentes

coordenadas sao iguais, temos:

AB = 0D «={ 5To=k
4s — 10 = 4k.

Substituindo k da primeira equacao na segunda, obtemos

48—102—203—%20:243:30:,9:%zgjk:—5xZ+5:—

5
1
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Se D = (z,y), temos por (2), que
0 = n-9= (3a(2) = (39)

Assim, D = (2,y) — (—Z +2,-5+3) = (Z,—Q).

Também, se B = (2,y'), temos (' — (—2),y —9) = (—%,—5), pois
—
AB =CD .

i 9 2 B g 5= : _<_§ )
Logo 2’ = -2 1= 4ey—9 5=4. Isto é, B = 4,4.

Calculemos agora a area do paralelogramo ABDC'.

Como AB = (—Z, —5) ¢ AC = (2—-(-2),3—-9) = (4,—6), temos:

—
AB -2 _5
area (ABDC) = |det = |det 4
30 110 55
= |T+o[=F=7%
U
Exemplo 10

Considere os pontos E = (1,6), F' = (2,3) e as retas r; e ro dadas por:

=2t—1
ry . ;7 teR e ro:3x —y=3.
y=>5ot+1

Determine os pontos A, B, G e D tais que DFE seja a projecao ortogonal

do segmento AB sobre a retar; e F'G seja a proje¢ao ortogonal do segmento

—
AB sobre a reta 1o, sabendo-se que AB = (1,2).

Solugao.

Sendo DE a projecao ortogonal de AB sobre r1, o ponto B deve ser pro-
jetado no ponto E e sendo F'G a projecao ortogonal de AB sobre ry, o ponto
A deve ser projetado no ponto F.

Seja s1 a perpendicular a r; que passa por E. Entao B € s;.

Determinemos as equagoes paramétricas de s;.
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Como (2,5) || r1, entao (2,5) L s;.
Logo (5,—2) || s1 e, sendo E = (1,6) € s1, temos:

=5t+1
S1: . i ; teR.
y=—2t+6

Em particular, B € s = B = (5t + 1, -2t + 6), para algum t € R.
Analogamente, seja s, a reta que passa por F e é perpendicular a 7. Entao
A € s9.

Determinemos as equagoes paramétricas de ss.

Sendo sy L 7y e (3,—1) L 79, temos (3,—1) || so.

Logo, como F' = (2,3) € s, as equagdes paramétricas de sy sao:

=35+2
Sgl{x S ; s eR.
y=-—-s+3

Como A € sq, devemos ter A = (3s + 2, —s + 3), para algum s € R.

—
Por hipotese, AB = (1,2). Logo:
—
AB = ((5t+1)—(3s+2),(—-2t+6)—(—s+3))
= (bt—3s—1,-2t+s+3)=(1,2).
Essa identidade nos permite calcular os valores dos parametros t e s:

56 —3s—1 = 1 . 5t —3s = 2
ou seja,
—2l+s5s4+3 = 2, —2t+s = -—1.

Multiplicando a segunda equagao por 3 e somando com a primeira, obtemos:
—t = —1 <=t = 1. Substituindo na segunda equagao, concluimos que
s=2(1)—1=1.

Portanto, A = (3(1)+2,—14+3) = (5,2) e B = (5(1)+1,—2(1)+6) = (6,4) .

Para achar o ponto D € ry tal que DFE é a projegao ortogonal de AB sobre
r1, precisamos determinar a reta ss perpendicular a r; que passa por A. O
ponto D é a intersecao de s3 com 7.
Como s3 L e (2,5) || 1, a equag@o de s3 é da forma: s3 : 2z + by = c.
Sendo A = (5,2) € s3, devemos ter ¢ = 2(5) + 5(2) = 20. Portanto,

s3:2x + 5y = 20.
Intersectar m com sz significa achar o ponto (2t —1,5t+1) € r; que pertence

a S3, ou seja, achar o valor de t para o qual as coordenadas deste ponto
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satisfazem a equacao de rs:

22t —1)+5(5t+1) =20 = 4t —2+25t+5=20

17

Este valor de t é o parametro do ponto D na reta ry:
17 17 5 114
D:<7—1, o 1>:<7,—>.
29 g 29 + 29° 29

Finalmente, o ponto GG é o ponto de intersecao de r, com a sua perpendicular
s4 que passa por B = (6,4).
Como s4 L1y e (3,—1) L rq, temos (3, —1) || s4. Logo,
=6+3
Sy { . s ;7 seR,
y=4—s
pois B = (6,4) € s4.
Calculemos o valor do parametro s de modo que o ponto
G=(6+3s,4—5) € s
satisfaca a equacao de ro:
36+3s)—(4—s)=3 = 1849s—4+s=3
11
— 10s=-11=—=s=——

10°
11 11 27 51
Portanto, G = <6 — 3E,4+ E) = <170’ E) )

o
-t

00X

S iy

Figura 18: r1 L s1, 71 L s3, ra L saera L sq.
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