METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIA IS

1- Resolucao de Sistemas
Lineares.

1.1- Matrizes e Vetores.

1.2- Resolucao de Sistemas Lineares de
EquacOes Algébricas por Meétodos Exatos
(Diretos).

1.3- Resolucao de Sistemas Lineares de
Equacoes Algebricas por Métodos lIterativos.

1.4- Convergéncia dos Métodos lIterativos.

1.5- Método do Gradiente Conjugado e Método do
Gradiente Conjugado Quadrado.



1.4.1- Convergéncia do M étodo da Iterac;ao ( Jacobi)

Método da lteracéo: A A A B | %] [ B
X = B + (l X Q) a21 a22 a2n—1 a2n X2 bZ
X, ,8 Z i J A1 Aot Qng G || Ko bn—l
| anl anZ ann—l a'nn AL Xn _ | bn _
| :1’... n : :
- Muitas vezes ao reduzir (1) para
X =5 (2) é conveniente que a;, #0.
‘ﬂ+z & K=012... Isto pode ser feito &; = =0= a; +a:
X" ! % XY Logo as formulas do metodo
) serao:
a, =0, |-(1,---, ) )
i . >§0 =
=1 g == - - )
\IBI aﬂ ij aii G) ﬁ Z IJ |J<’ k = 0,1’2 6 )
_b & &
Método da lteracdo [ A _E’aﬁ _g’ ay = _a1—i. 1=@;--n)



1.4.1- Convergéncia do M étodo da Iteracao ( Jacobi )
Condicao suficiente para a convergéncia do processo iterativo.

Teorema: Para o sistema reduzido (2) o processo iterativo (3)
converge para sua unica solucéo se alguma norma candnica da
matriz o,.,€& menor que a unidade. Isto €, a condicao suficiente
para a convergéncia do metodo da iteracao

Xk :B+anxnxk_l k :1,2’.“ A enll, = miaxz; |a;| (m-norma)
|A |, = m jaxz |aij| (I-norm a)
0 s 7 '
com X° arbitrario & |af<1. A il = S Jouf (k-norma)

Prova: Escolha x’e construa as seguintes aproximacoes
(Xl — B +anan0

2 1 _ 0\ — 2 0
X _'3+anxnx _B+a ('3+anxnx )_(E+anxn)p+anxnx

nxn




1.4.1- Convergéncia do M étodo da Iteracao ( Jacobi )

Nas duas telas a seguir mostraremos um resultado intermediario
importante na prova do teorema > ), = (E - a,,,) "
=0

Considere a convergéncia do seguinte processo Iiterativo:

SejakF, =E-AD,,D, =D, +D,,F_, =D, (E+F_))e HFOH <1
logoF, =E-AD,=E-AD/(E+F,),
F,=E-AD,=E-AD(E+F)=E-AD(E+F)[E+F] =
E-AD,(E+F)[E+E-(E-F)(E+F)] =
E-AD,(E+F)[E+FF)]=E-AD(E+F,+F§+F)),

F,=E-AD, =E-AD,(E+F,+F +--- +F ™) =
k+1 K+1

E-AD,Y Fy,=E-(E-F)) F,,
=0 =0

jaqueAD,=E-F, onde, =E.



1.4.1- Convergéncia do M étodo da Iteracao ( Jacobi )

Se HF H <1 o processo iterativo anterior converge e
imF,_=lim(E-AD,) =E-Alm D, =0

k+1

= limD, =ATE=A"Jaquer, =E-(E-F,)> F,

k—>00

e 0O=E-A A" doresultado anterior segue

O=IlimF, =E-(E-F,)) Fo=E-A A =

k_>00

(E—FO)ZF('):A Al=E ouZF(',:(E—FO)‘l

|=0 =0

SeF, =a,_, seguezm: @, =(E-a,,)" .Note qu

nxn

é a hipotese do teorema gque gqgueremos provar. Logo,
resultado acima pode ser agddo a matiz a



1.4.1- Convergéncia do M étodo da Iteracao ( Jacobi )

Selle] <1 segue || -~ 0 quando k - o , consequentemente

.['rr.la =0 elim(E+a, ctan o) = Zanxn =(E-ap,) ™
Se passamos ao limite em (*) quando k — 00 obtemos
X _LITOX _ETO[(E-l_u +anxn n><r>B anxn 0]
= im(E+a,, +al, ++al)p+ o x| = (E-0,) "B (%)
N %r_/
(E'H‘nxn) Zero

Isto prova a convergéncia do processo iterativo, ou seja, que
existe o limite. Da equacao (**) segue gque

X = (E _anxn)_ll3 ou (E _anxn )X = (E _anxn )(E _anxn )_1B ou E _anxn )( - ﬁ

oux =p+e,.X que significa que lim X (**) é solucao do sistema
(2). Como amatriz (E-a_ ) € nao singular o sistema (2) tem
uma unica solucao



1.4.1- Convergéncia do M étodo da Iteracao ( Jacobi )
Como conseqguéncia do teorema anterior segue.

Corolario 1. O meétodo da iteracao para o sistema (2) converge
se for verificada uma das desigualdades:

1) |lepenll = m_axzn: ‘aij‘<1 (m-norma) ol
| le

2) |0 pun ], = m_axzn: ‘aij‘<1 (I-norma) ou
=
n n

3) [0 mnll, = 20 D, ‘a’ij ‘2 <1 (k-norma)
i=1 j=1

. . . 1
Em particular se os elementos da matriz @I satisfazem ‘aij ‘ < Y
entao o método da iteracao converge (n € o numero de
iIncognitas).



1.4.1- Convergéncia do M étodo da Iteracao ( Jacobi )

Corolario 2: Para o sistema >_a, x,=h

=1

Q =1,

n)

0 método da iteracdo converge se for verificada uma das
desigualdade abaixo:

1) ‘aﬁ‘>2‘aﬂ‘ (=1,--,n)
j#i
2) ‘aii‘>2‘au‘ =1--,n)
i |
n A+l +---+l. =0 +- <1
1) Z‘O’ij‘<l i=1,--,n) 0’,1‘ ‘a'z‘ ‘0’ q ‘0’ ‘
| _all ‘0’ _q+ ap, 1
C : a. a
2) Z‘a’ij‘<1 (J:]_’... ’n) i
‘ sl <l
& . Explicado na
aij i _J “i =0 aii‘ >jzz;‘aij‘ aula anterior.
i Iz




1.4.2- Estimativa do Erro do M étodo da Iteracdo ( Jacobi )

Sejam X7 e x“duas aproximacdes sucessivas da solucéo do
sistema linear X =a, X+p. Para p>1segue

HXk+IO — XkH =|Ix*"P —x* + (Xk+1 ) + ( — xk+2) +... 4+ (Xk+ P-1 _ yk+ p-l)
€ zero, mas esta manipulagéo\?:)ermite usar a delagedriangular
LU N i IO
comox™* =, X +f ex™ =a, X +B segue et — x™ —a,,. XI(I —yMmt
- m-k
e T e 1usuam o] Omeko
090 de (4 segube x| - p x|
ol ]2
1
ka+1 _XkH
1o,

Na tela a seguir mostramos este resultado em detalhes!



1.4.2- Estimativa do Erro do M étodo da Iteracdo ( Jacobi )
ka”’ —ka <[1+|a
) ProgresséloY Geométrica

Progressé} S - Zn:ai _a(q" —1), com {a1 = ga,_, (razao)

p-1 K+1 k
ot

nxn

Geometric = g-1 a, (termo inicial)
Sm:IimSn:i i 1= G se|d<1. Logo,
- i=1 i=1 1-9
D _ =|la,., [ <1 (razao
1+l = S com {37l (28
=1 a, =1 (termo inicial)

Progressao Geométrica

, logo

nxn

Como o< S o] =
=1 =1

_1—Ha

nxn

-1

... +Ha

ka+1 _ XkH

nxn nxn

ka+p —ka <[1+|a

—
Progressdo Geomeétrica

1—Ha

nxn

passando ao limite quando p — o« nesta desigualdade obtemos



1.4.2- Estimativa do Erro do M étodo da Iteracdo ( Jacobi )
‘xk“—ka Ok=>1 (5)ou

X" —xk"l‘ (6) se

lim x**P :x:>Hx—x"Hs ;

P— o

a

nxn

|| < ‘a
1_Han><nH

nxn

a

nxn

1 ~
< 5 entdo segue que

k-1

X=X || < ka -x“7| logo seka —xk‘l‘ <& conseguentemente

x=x| < &. No caso mais geral, se=|a,,,[<1 [ -x*" <1_qu,

entéio‘ X —ka <& e paracada compone‘rxpe xk‘ <& (=1, ,n)

Note que nestes calculos ndo foram considerados erros
devidos a Aritmeética de Precisao Finita (round-off errors). Ou
seja, € assumido que os calculos sao exatos.



1.4.2- Estimativa do Erro do M étodo da Iteracdo ( Jacobi )

Se usamos (6) para estimar a norma da diferenca entre duas
aproximacoes sucessivas segue

-] s 18

-Ha

n><n

e @

como ‘ XK+ —

S (A

K
[x-x| < H“nan

Xk le_‘a

K. 1 0 e .
% o ‘x — X H substituindo em (¢

X' —XOH. Como caso particular, se escolnemos

l—\ o,
XO - ﬁ’ entaoxl = B + (InanO = ﬁ t anxnﬁ q‘xl _XOH = ‘ (lnxn ‘ = HaanHHﬁH
k+1
Portanto,Hx—ka < [ 18| (67)
1=t e

Esta desigualdade permite estimar o erro que estamos

cometendo na iteracao k. Note que este erro depende apenas
dos dados do problema (a matriz a,,, € o vetor B).



1.4.3- Convergéncia do Método de Seidel ( Gauss-Seidel )

Primeira condicao suficiente para a convergéncia do método de
Seidel (Norma m).

Teorema: Se para o sistema X=a,.,X+p (7) se verifica a

condic¢éol||a ., |, <1 comlla .| = maxz ‘a”‘<1 (m-norma’
. =1
, entao o método de Seidel converge para sua unica solucao

nxn

X=a,.,XtPB independentemente da escolha da aproximacao
inicial x°

Note que a prova deste teorema prova como caso particular o
Corolario 1 sobre a convergéncia do metodo da iteracao.

Prova: Seja X =(x, %, Xﬁ)a aproximagéo k do método de
Seidel. Ou seja, (
)ﬂ 18 Z i j Z ij j =1, 1n) 6)

<lo S|stema (7) terd uma unica solucao que pode

‘m

Se || pyn



1.4.3- Convergéncia do Método de Seidel ( Gauss-Seidel )

ser encontrada pelo metodo da iteracao. Seja X =(X,%,"**,X,)a
solucao exatade y = /”+Z X 0)

Subtraindo (8) de (9) segue’
-1 n
X =X =2 (% =x)+ X (x - X ™) logo
j=1 j=i

‘)g —xk‘siz_l:‘a”ij —xﬂ+zn:‘ Hx - X ‘ Lembrando a definig&o «
j=1 j=i

m-normaHx —x"H = ma*x. —x.‘ segue qqx. —x.‘st —x"Hm

Que substituindo na desigualdade anterior segue

x == plx -t +ax -x - onden = Z\%\ @ =a| .

Denotemos por s=s(k) o valor da componente gue verlflca

= max‘xi — xi"‘ = Hx —x"H
i m



1.4.3- Convergéncia do Método de Seidel ( Gauss-Seidel )

A desigualdade (10) é valida para todas as componentes i, logo
é valida para a componente s e segue

X -x[<p, x|, ondep, =3 Ja| @, =Y fe,
J= j=s

k—1H

X —X H +q. [

X —X H +0,

xs—xs‘:Hx - X H < p, X —X ou
m

x x| a-pysafx ¢ oulx x| < e,
Se definimos u = miax{ (1?Ip.)} segue da desigualdade anterior
b x| sl )

Agora devemos provar que 4 < e, <1. De fato
p+0q :i‘aij‘+zn:‘ ‘ Z‘ ‘ |ot]| <1 por hipétese do Teorer
=1 | =i

CI Han nH - B Han nH - Rjo H nx nH
| < -n = ' =
OgO ql = Hananm pl 1— pi = 1 - pi 1- pi Hananm




1.4.3- Convergéncia do Método de Seidel ( Gauss-Seidel )

pi+qis‘anxn <1‘p|‘<1‘q|‘<1|090‘ nxn p|‘<‘p|‘e‘ ‘ ‘
CI ‘ nxn _p| ‘ n><n _pi nxn _
Iogo,u—1 , < T < p m = | <louwu<1i

Da desigualdade (11) [x —ka < ux -x**| segue

m

o

nxn nxn

a

nxn {|m

Hx —x"H < U Hx —XOH e consequentemente lkh=x
m

K - o0

Note que foi obtido:
X =X < HaanHme —xHHm para o método da iteracao

K
X =X < ‘x
SH

x“”m para 0 método de Seidel cgnx |a

Isto indica que sob certas condicdes f = max a qip)
de Seidel converge melhor que o método da iteragéfo. Neste
caso é conveniente que a primeira equacao do sistema tenha a

menor soma dos modulos. N _
Q1 _Z‘alj" p1 =0

anHm

> 0 meétodo




1.4.3- Convergéncia do Método de Seidel ( Gauss-Seidel )

Teoremas e provas semelhantes podem ser construidos se
consideramos em lugar da m-norma (linha) a I-norma (coluna) e
k-norma (Euclidiana).

Teorema: Se para o sistema X=oa, X+  (7) se verifica a
condig&o [e .., |, <1 com |l ,.,[, =max, @ |<1 (I-norma)
=1

, entao o método de Seidel converge para sua unica solucao

X =a.,,X*+P independentemente da escolha da aproximacao
inicial x°

Teorema: Se para o sistema x=a,X+p (7) se verifica a
Condigéo Ha e Hk <1C0M o .|| = \/Zr‘: Zr‘: o, ‘2 <1 (k-norm a)

, entao o método de Seidel converge para sua unica solucao
X =a..X*+Pindependentemente da escolha da aproximacéo
- e 0
Inicial X",




1.4.4- Estimativa do Erro do M étodo de Seidel (Gauss-Seidel )

Procedendo semelhante ao descrito para o método da iteracéo

obtemos ka+1 _XkH < IuHXk _Xk—1H e ka+p _XkH < _H ka _Xk—1H
1-u

Passando ao limite quando p — o« nesta desigualdade segue

imx*P=x e consequentemen#g —ka < 1,u
p e - U

_ G
g ‘miax{(l— m}

k

Hx —x"Hs H Hxl—XOH ou por componente
U

=%

1-u
K

U

k
‘)g - x| < H max‘x?—x‘?‘ se ma{x*—x?’k

entdo ‘x —ka<£ .

&




1.4.5- Resumo da Convergéncia e Estimativa do
Erro para o M étodo da Iteracao ( Jacobi )

Os métodos da Iteracao e de Seidel convergem se alguma
norma canonica da matriz a,,, € menor que a unidade:

<1

nxn Hm

o

Estimativa do erro na m-norma;

nxn

-Hﬂ

Ix —x¥|< HHX x°|  Método da Iterag

Como caso particular, se escolhembds B , entao

< ot 18]

Xl = B +(1nan0 = B -I-anxnl3 € HXl_XOH = ‘ anxn

k+1

e

Loty

Portanto,Hx —ka <

‘HBH



1.4.5- Resumo da Convergéncia e Estimativa do
Erro para o M étodo de Seidel ( Gauss-Seidel )

Os métodos da Iteracao e de Seidel convergem se alguma
norma canonica da matriz a,,, € menor que a unidade:

o 0], <1

nxn ‘m

Estimativa do erro na m-norma;

Kk

Hx —x"Hs ’uluHxl—XOH Método de Seid

,u:m_ax{ : } ondep :‘i‘%‘ & :Zn:‘au‘
' =1 j=i



1.5- Méetodo do Gradiente Conjugado e Metodo do
Gradiente Conjugado Quadrado

Para resolver sistemas lineares de equacoes algébricas Ax = b
existem mais “metodos iterativos” que os estudados no topico
1.3. Aqui apresentamos sinteticamente dois outros métodos.

Metodo do Gradiente Conjugado (1952, CG) : pode ser
utilizado para resolver o sistema linear Ax = b sempre que a
matriz A seja simétrica.

Metodo do Gradiente Conjugado Quadrado (1989, CGS)
pode ser utilizado para resolver o sistema linear AX = b
gquando a matriz A nao € simétrica.



1.5- Méetodo do Gradiente Conjugado e Metodo do
Gradiente Conjugado Quadrado

Metodo do Gradiente Conjugado (1952, CG) : Passos da
iteracao do metodo:

0- escolher X° e se calculam os vetorest?=1b —AX? e p°=T1°

1- calcular ok+1 = (¥« 7k /(Bk.AB*), onde (r,p) é o produto
Interno dos vetoresr e p.

2- calcular Xk+' = Xk £ okt gk

3- calcular 7' = b — AX*H!

4- calcular sk+1 = (Fk+1_ Fk+t1y /(P k_ k)
— k

5- calcular pk+1 = Fk+1 4 gk+17g

6- Repetir os passos 1 ao 5 até satisfazer um critério de
parada.



1.5- Méetodo do Gradiente Conjugado e Metodo do
Gradiente Conjugado Quadrado

Algumas peculiaridades do método CG (Conjugate Gradient)
1- A matriz A tem que ser simetrica.

2- A convergéncia do método ndo € monotona, diferente a
convergéncia dos metodos de Jacobi e Gauss-Seidel que sao
monaotonas.

3- A convergéncia € lenta, mas a taxa de convergéncia tende a
aumentar com o aumento das iteracoes, podendo chegar a ser
convergéncia superlinear.

4- Em aritmética exata o método converge em até “n” iteracoes
(meéetodo direto). Em aritmética de precisao finita existem erros
de round-off e a convergéncia em ate “n” iteracoes néao é
garantida.



1.5- Méetodo do Gradiente Conjugado e Metodo do
Gradiente Conjugado Quadrado

Metodo do Gradiente Conjugado Quadrado (1989, CGS)
Passos da iteracdo do método:

0- escolher X° e calcular 7°=b% —AX?, P°=72 e q°=T"
1- calcular oft' = (79, 7K)/(FO, ABK)

2- calcular gt =qk — ofF1APK

3- calcular X1 = XK + o1 [q* + gk

4- calcular Tk =B — AXKH

5- calcular gk+t = (70, Pkt (70, Tk

6- calcular qt+! = Th+1 4 gheigh+

7- calcular P* =gk 4 gkt [gh+T 4 gh+Tgk]

Repetir os passos do 1 ao 7 até verificar um critério de parada.



1.5- Méetodo do Gradiente Conjugado e Metodo do
Gradiente Conjugado Quadrado

Algumas peculiaridades do método CGS (Conjugate Gradient
Squared) :

1- Desenvolvido para matrizes A n&o simeétricas.
2- A convergéncia ndo € monotona.
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Frase do Dia

“O objetivo de minha teoria é estabelecer de uma
vez por todas a certeza dos metodos matematicos...
O estado atual das coisas, em gue nos chocamos
com os paradoxos, é intoleravel. Imaginem as
definicOes e 0os metodos dedutivos que todos
apreendem, ensinam e usam em matematica, 0s
paradigmas de verdade e de certeza, conduzindo a
absurdos! Se o pensamento matematico &
defeituoso, onde acharemos verdade e certeza?”

D. Hilbert, “On the Infinite”, em Philosophy of
Mathematics, de Benacerraf e Putnam.



