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1. [24pts] Em cada item determine se a proposicao é falsa ou verdadeira e justi-
fique com uma demonstragao ou um contra-exemplo.

[6] a) Se A é um autovalor de T, e n é inteiro, entao A" é um autovalor de T™.

[6] b) Se T : V. — V é um operador linear nilpotente nao nulo, entao T é
diagonalizavel.

[6] ¢) Se S : R® — R™ um operador linear tal que S? = id. Entao seus dnicos
autovalores sao 1 e —1.

[6] d) Seja A uma matriz 2 x 2. Entdo A e A' tem os mesmos autovetores.

Solugao: a) (VERDADEIRO) Seja v autovetor de 1" associado ao autovalor
A. Observe que
T(T(v)) = T(\) = AT (v) = M.

Uma demonstracao para todo inteiro positivo k é a a seguinte: Como o re-
sultado ¢ valido para n = 2, suponha, por um momento que o resultado seja
valido para um n = k positivo qualquer, vamos provar que nesta situacao o
resultado é valido para n = k + 1. Veja que

TH () = T(T*(v)) = T(M\v) = AT (v) = Aaw = Ao,

Esta conta mostra que o resultado, apoiado em k, conduz a um resultado
verdadeiro em k+ 1, como sabemos verdadeiro para k = 2 o resultado deve ser
verdadeiro para todo k inteiro positivo (este tipo de argumentagao - se chama:
Prova por indugéo). Se por acaso o operador T for invertivel, entao

TW)= =v=T""TW))=AXT"'v) =T ()=

Com isso fica patente que o resultado deve ser verdadeiro para todo n inteiro.

b) (FALSO) Suponha, por um momento que o resultado fosse verdadeiro, isto
é, existe uma base na qual a matriz 7' nao nula, pudesse ser escrita representada
como uma matriz diagonal.

A= A0 , com A; # 0 ou Ay # 0.
0 X

Como T é nilpotente, deve existir um n > 0 natural tal que 7" = 0, mas isto
significa que
n_ AT 0 {00
S i
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Mas isto é claramente um absurdo!

¢) (VERDADEIRO) - Digamos que v é um autovetor associado ao autovalor
A

SWy==v=590)=Nv=>N-1v=0= N =1= )=+l
1 2

4 —1|
(1,1) é o autovetor associado ao autovalor 3 de A, ja o autovetor associado 3
para A’ é (2,1).

d) (FALSO) Considere A = [ Veja que os autovalores s@o 3, —3 e

. [26pts] Encontre o ntimero de todas as matrizes 2 x 2 ortogonais da forma
1

[3 x} e exibe-as.
y oz

Solucao: Chame a matriz de A, como ela deve ser ortogonal, entao A'A = I,

logo
AA — syl 5 @ _ ¥+3: 4z _ |10
r z| |y =z 2 tyz a?+ 2 0 1|°

resolvendo 3% + % =l=y= :I:‘/Tg = :I:%i. Logo, se escolhermos y =

2v/2
3

no
w%
(V)

f—i—yz:%—}- Z:0:>I=—2\/§Z-

3

E o fato de 22 4+ 2% = 1 = 82 + 22 = 1 = z = £5. Veja que z e z precisam
ter sinais opostos. Logo,

[1 &] [1 _2_\@] [1 m][; _u]
3 3 3 3 3 3 3 3
22 _1fofave 1 |0 |_2ve 10| _ 2 '
3 3 3

E 4 é quantidade de matrizes ortogonais da forma de A.

. [26pts] Considere a transformacao linear 7' : R? — R* dada por

T(x,y,2) =(x+y+z,0+y+2z,x+ 2y —4z,x + 4y — 3z).

[6] a) Encontre uma base para W = Im(7") (a imagem de T).

[8] b) Seja v = (—10,16,—1,3). Encontre u € W que esta a menor distancia
de v.

6] ¢) Resolva o sistema T'(z,y, z) = u.

d) Se v' = (z,y,2,t) € R%. Calcule Projy, v'.

Solugao: a) e b) Veja que

(x+y+z, v+y+2z, x+2y—4z, a+4y—32) = z(1, 1,1, )+y(1,1,2,4)+2(1, 2, —4, —3).



Para conseguirmos projetar v sobre W precisaremos ortogonalizar os vetores
(1,1,1,1),(1,1,2,4) e (1,2, —4, —3), ao fazer isto verificamos simultaneamente
se eles sao LI ou LD. Vamos aplicar o processo de gram-Schimdt

w = (1,1,1,1)
8
up = (L1,2,4) = (L1, 11) = (~1,-1,0,2)
—4 -9 1
up = (1,2, —4,—3) — —(1,1,1,1) — —(—1,-1,—,2) = =(1,3,-6,2).
4 6 2
Em particular podemos concluir que Im(7") = Span{(1,1,1,1),(1,1,2,4), (1,2, —4, —3)}.
Vamos chamar vz = 2ug e recordando que v = (—10, 16, —1, 3), portanto,

u = Proj,, v+ Proj,, v 4 Proj,, v = (3,5, —4,4).

c) Para resolver esta T'(z,y, z) = u, vamos colocar na forma matricial e esca-
lonar

1 1 1 3 1 00 =2

1 1 2 5) . 010 3

1 2 -4 —4 0 01 2

1 4 -3 4 000 O
Portatno, a solugao é (z,vy,2) = (-2, 3,2).

d) basta calcular
Projy, (z,y, 2,t) = Proj,, (z,y, z,t) + Proj,, (v, y, z,t) + Proj . (z,y, 2, 1)

1 1 1 1
= Z(t+$~|—y+z),Z(t+x+y+z),Z(t+w+y+z),1(t+x+y~l—z) +

1 1 1
= (6(—% +x+v), 6(—2t+ r+y),0, §<2t —z— y)) +

1
= (%(215 + 2+ 3y — 62), %(21& + 2+ 3y — 62), —2%(% + 2+ 3y — 62)
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. [24pts] Identifique a quéadrica abaixo e determine as dire¢oes de seus eixos

22% — dxy + 5y* + 4w — 16y 4+ 13 = 0.

Solugao: Escrevendo a equacao quadratica na forma matricial temos
2 2| |z x
x + 14 —16 + 13| = (0] .
|2 )] e ] = o

2 =2
-2 5
teristico fica Ap(z) = 2> — Tz + 6 = (v — 6)(z — 1). Associado ao autovalor
xr = 6 temos (—1,2) e associado ao autovalor z = 1 temos (2,1). Considere a

Entao devemos diagonalizar a matriz B = [ O polindémio carac-
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base a por ser a base candnica do R? e f = {\/ig [_21} 7\% {ﬂ , } Logo, se

/
P=[Ie B] =P B,] , voltando a equacao matricial obtemos

2 =2 x x’
Wy P {_2 : ] P M L4 —16) P M (18] = [0
Que depois de fazer as contas fica
62 + % — ﬁx’ - iy’ +13=0.

VERRYE]

Completando quadrados obtemos

o) )

Que é uma equacao de uma elipse, centrada em (%, \/ig) do sistema de coor-

ot

denadas (2',y'). Fazendo os desenhos obtemos




