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1. [1,8pts] Resolva (por escalonamento) o sistema e depois olhando a matriz
escalonada reduzida diga se o sistema ¢ possivel ou impossivel, determinado
ou indeterminado. Se solucao for infinita qual a dimensao da mesma, nesta
situagao expresse a solucao na forma paramétrica.
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$1+2I2—3$3—2I4+4J]5 =
2[L‘1 + 51‘2 — 8?[)3 — T4+ 6£L'5
r1+4xy — Txs+ by + 225 = 8

Il
W

Solugao: Montando a matriz ampliada do sistema e escalonando obtemos

1 2 -3 -2 41 10 1 0 24 21
25 -8 -16 4 —-101 -2 0 -8 —7
14 -7 5 28 00 o0 1 2 3

O sistema ¢ possivel e, como a quantidade de linhas nao nulas é 3, segue a
solucao terd 5 — 3 = 2 graus de liberdade. A solucao na forma paramétrica é

1 21 -1 —24
T -7 2 8
T3 | = 0 + x3 1 + x5 0
T4 3 0 —2
T5 0 0 1

2. [2,4pts] Em cada item faca o que se pede ou, se for uma afirmacao, verifique
se ¢ falsa ou verdadeira e justifique com uma demonstracdo ou um contra-
exemplo.

a) Determine L : R? — R? linear tal que L(1,1) = (7,12) e L(—1,1) = (3,4).
b) Determine a reflexao S : R? — R? em torno da reta y = —2ux.

c) Se A e B sao matrizes semelhantes, entdo f(A) e f(B) serdo matrizes
semelhantes qualquer que seja o polinomio f(x).



d) Se P e () sdo matrizes ortogonais, entdo P também o é.

Solugao: a) Observe qu es(L(1,1) — L(— 1, 1)) = L(1,0) = 5 ((7,
(2,4) e 3 (L(1,1) + L(=1,1)) = L(0,1) = 5 ((7,12) + (3,4))) = (5,

L(x,y) = 2L(1,0) + yL(0,1) = 2(2,4) + y(5,8) = (22 + 5y, 4x + 8y).

12) — (3, 4))) =
8).

b) A reflexao S em torno da reta determinada por u é dada por S = [ —2 Proj,,.
No nosso caso u = (1, —2) logo

2 <($’ y)? (17 _2)>
<(1> _2)7 (17 _2)>

¢) (VERDADEIRO) Se f(z) = apz" + ap—12™ '+ 4+ 1z +¢. Como Ae B
sao semelhantes, entao existe P invertivel tal que A = P~!BP e

S(x,y) =

(1,-2) = (o) = (=30~ ). 36y - ) ).

f(A) = ap A"+ ap 1 A" e A+ ol
=ap,(P'BP)" + ap_1(P*BP)" ' 4.+, P"'BP + ¢yI
=a,P'B"P+a, \P'B"'P+---+¢,P"'BP + ¢,P'IP
=P (anB" + an 1B ' -~ + B+ cl) P =P f(B)P.

Mas isto significa que as matrizes f(A) e f(B) sao semelhantes.

d) (VERDADEIRO) Suponha que P, sao matrizes ortogonais. E considere
PQ. Fazendo

(PQ)' (PQ) = (Q'P") (PQ) = Q" (P'P)Q =Q'IQ =1.

. [1,8pts| Considere V' = M, o espago vetorial das matrizes 2 x 2. Considere

a b a b
Wl{{o O].a,beR}ewg{L O}.a,b,cER}.

(a) Prove que W; é um subespaco vetorial de V.

(b) Admita que W5 é um subespago vetorial e exiba uma base para Wy + W,
e para Wy N Wa.
Solugao: a) Precisamos verificar que W, é fechado para a soma e para a
!/ /

multiplicacao por escalar. Considere A € R e [g 8] , {% %} dois elementos
de W;. Logo

a b a v a+Xa b+ A\

[0 o}”{o 0][ 0 0 ]

E obtemos outro elemento de W;. Logo W; é um subespago vetorial de V.

b) Veja que

/ / / /
W1+W2:{[8 8}—1—[? lz)}:[aj;a b—gb] :a,b,c,a',b'ER}

2



. . 1
Logo um elemento de W;+W, pode ser escrito como combinacao de 0 8 ,

— 1
o O

Ja uma base para W; N Wy é dado pelo conjunto { {(1) 8} ) {8 (1)} }

. [2,0pts| Considere o espago vetorial P(t) dos polinomios munido do produto
interno (f, g) = f_ll f(t)g(t)dt. Encontre a projecao ortogonal de h(t) = 6t* —
4t + 3 sobre o subespago vetorial W gerado pelos polinomios fi(t) = 1, fa(t) =

t, f3(t) = 2.

Solugao: Vamos determinar uma base ortogonal para W, aplicando a parte
do processo de Gram-Schmitd que ortogonaliza os vetores temos

gi(t) = fi(t) =1

(f2, 91)
t) = folt) — =

92(t) = f2(t) o
(f3,91) (f3,92) s 1
gslf) = fs{0) (g0 (92,92 3

Calculando a projegao sobre W obtemos
1

Projy (h) = Proj,, (k) + Proj,, (h) + Proj,, (k) = 6 <t2 B g) Cates

. [2, Opts| Identifique a quadrica abaixo e determine as diregoes de seus eixos

22 4+ 8zy + 14z — 5y* — 28y — 36 = 0.

Solucgao:

Escrevendo a equacao quadratica na forma matricial temos
1 4] |z z
o[ ) o] e e 1]+ e - 01

1 4

4 =5’
teristico fica Ag(x) = 2* + 42 — 21 = (z + 7)(z — 3). Associado ao autovalor
x = —T7 temos (—1,2) e associado ao autovalor x = 3 temos (2,1). Considere

a base « por ser a base canonica do R? e 3 = {\/Lg [_21} , \/ig [ﬂ , } Logo, se

Entao devemos diagonalizar a matriz B = O polindémio carac-

/
P=1Ife B] =P ;j, , voltando a equacao matricial obtemos

/

[+ ] Pt Lll _45} P m +[14 —28] P m + [-36] = [0]

3

O =

il

0 0
10

Iy



Que depois de fazer as contas fica
—72" + 3y’? — 1452’ — 36 = 0.
Completando quadrados obtemos

2
—7(#'+V5) +3(y —0) =36 -35= 1.

Que é uma equacao de uma hipérbole, centrada em (—\/g, 0) do sistema de
coordenadas (2',y"). Nao passa sobre o eixo z’. Fazendo os desenhos obtemos




