Conjuntos Finitos e Infinitos

Jaime Utria

Atencao: Este é um material em preparacao, portanto erros podem aparecer.

1 Numeros naturais

O conjunto dos numero naturais N é caracterizado pelos Axiomas de Peano:

(P1) Existe uma funcao injetiva s : N — N, tal que s(n) é chama-se sucessor de n.
(P2) Existe um tinico nimero natural 1 # s(n) para qualquer n € N.

(P3) Se XCN,talquele X,enc X = s(n)e X entdo X =N

Em palavras:

e O axioma (P1) diz que qualquer nimero natural tem um sucessor natural e que dois

numeros naturais diferentes tem sucessores diferentes.
e O axioma (P2) diz que o 1 ndo é sucessor de nenhum niimero natural.

e O axioma (P3) é o chamado de principio de indugdo, ele diz que se um subconjunto
dos nimeros naturais contém o 1, e se todo sucessor de um elemento em X também

estd em X, entdo esse conjunto é o conjunto dos nimeros naturais.

1.1 Adicdo e Multiplicacao em N

Podemos definir duas operagdes bésicas em N: a adicdo e multiplicacao, elas sdo caracteri-

zadas pelas seguintes igualdades:
i m+1=s(m)
ii. m+s(n)=s(m+n),ouseja, m+(n+1)=(m+n)+1.
iii. m-1=m
iv m-(n+1)=m-n+m.

Dados dois numeros m,n €N, a adi¢do atribui sua soma m + n e a multiplica¢do atribui seu

produtom - n.



2 Conjuntos Finitos

Seja I, ={1,...,n} o conjunto dos primeiros n nimeros naturais. O conjunto A € N diz-se
finito quando é vazio ou se, existe uma bijecado f : I, — A para algum n €N, a funcao f é
dita uma contagem de A e dizemos ainda que o cardinal (niimero de elementos) de A € igual

a n. Assim, podemos escrever A= {f(1),f(2),..., f(n)}. Denotamos por |A| o cardinal de A.

Definicao 2.1. Um conjunto A diz-se limitado se existe um namero natural k tal que a < k

para quaisquer a € A.

2.1 Alguns resultados tuteis

Teorema 2.1. A finito se, e somente se, A é limitado.
Teorema 2.2. Seja B um conjunto finito. Se A C B, entdo A é finito.
Corolario 2.1. Se AC B, entdo |A| <|B|.

Teorema 2.3 (Principio da boa ordenacao (PBO)). Todo subconjunto néo vazio A €N possui

um menor elemento, isto é, um elemento n, € A tal que ny < n para todo n € A.

2.2 Principio das casas dos Pombos (PCP)

Em sala de aula, enunciamos e provamos o PCP como segue: Se m > n ndo existe funcao

injetiva f : I,, — I,,. A continuacao, apresentamos uma forma alternativa desse principio:

Suponha que A e B sdo conjuntos finitos e f : A— B é uma fungdo qualquer.
(a) Se|A|>|B|, entdo f ndo é injetiva.
(b) Se|A|<|B|, entdo f nao é sobrejetiva.

Imagine que temos um conjunto A de pombos e um conjunto B de casas, e querermos
alocar todos os pombos nas casas. Vocé pode pensar que o processo de alocacdo é descrito
por uma funcao f : A— B, em que um pombo a € A é alocado na casa f(a) € B. Entao,

alguma dessas duas situa¢des acontece:



(a) (b)

Na situacao (a), temos mais pombos que casas, entdo pelo menos uma das casas deve
conter mais de um pombo (a funcdo ndo é injetiva). J4 na situacao (b) temos mais casas

que pombos entao, pelo menos uma das casas deve ficar vazia (a fun¢ao é sobrejetiva).

3 Conjuntos infinitos

Um conjunto A diz-se infinito se ndo for finito, isto é, se ndo for vazio nem existe, seja qual

for n €N, uma bije¢do f : I, — A.

3.1 Conjuntos enumeraveis

Definicdo 3.1. Um conjunto A diz-se enumerdvel quando é€ finito ou quando existe uma
bijecdo f : N — A. Neste caso f chama-se uma enumeragdo dos elementos de A. Assim

podemos escrever A={f(1),f(2),f(3),...} ={f(n): neN}.

3.2 Alguns resultados tteis

Teorema 3.1. Todo subconjunto A C N é enumerdvel.

Coroldario 3.1. Seja f : A— B injetiva. Se B é enumerdvel entdo A também é. Em particular,
todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerduvel.

Coroldario 3.2. Seja f : A— B sobrejetiva. Se A é enumerdvel, entdo B também é enumerdvel.
Corolario 3.3. O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis é enumerdvel.
Corolério 3.4. A unido de uma familia de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

Em resumo, temos a seguinte

Definicao 3.2. Sejam A e B conjuntos.



(a) |A|=|B]| significa que existe uma bijecao f : A— B.

(b) |A| <|B] significa que existe uma funcao injetiva f : A — B, mas nao existe bijecao de

Aem B.

(c) |A| <|B]| significa que existe uma funcdo injetiva f : A— B.

4 Exemplos e Exercicios
Exemplo 4.1. Suponha A e B conjuntos finitos, tais que AN B =0. Entao
|AU B|=|A|+|B].

Como A e B sdo finitos existem m,n €N, f e g bijecoes tais que A ={f(1), f(2),...,f(n)} e
B={g(1),8(2),...,g(m)}. LogoAUB ={f(1),...,f(n),g(1),...,g(m)}. Entdo, devemos mostrar
que|AU B| = m + n, formalmente, temos que provar que existe uma bijecao h : I, ,, — AU B.
Com efeito, definindo

f(i) sei=1,...,n

h(i)=
gli—n) sei=n+1,...,n+m.

Observacdo. A ideia intuitiva por trds da definicao de h é como segue: primeiro contamos

os elementos de A com f, e em seguida continuamos a contagem dos elementos de B com
g.
Exercicio 4.1. Prove que h como definida anteriormente é uma bijegdo. Isto é, que é injetiva
e sobrejetiva.
Exercicio 4.2. Se AN B #). Complete a bijecdo ¢ : I, ,,_ — AU B apresentada em sala de
aula (dia 25/09), para mostrar que |AU B| = |A|+|B|—|ANB|.

f(i) sei=1,....n—k

p(i)=1 h(i—(n—k)) sei=(n—-k)+1,...,(n—k)+k
g sei=n+1,...,.n+m—=k.

Lembre que nos escrevemos AUB ={f(1),..., f(n—k),h(1),...,h(k),g(1),g(2),...,g(m—k)}.

Também mostre que @ é de fato uma bijegdo.

Exemplo 4.2. Se A é um subconjunto de 10 inteiros entre 1 e 60, entdo existem dois subcon-
juntos diferentes BC A e C C A, tais que a soma de seus elementos é a mesma. Por exemplo,

considere A= {9,60,43,1,10,55,30,23,18,26}, B ={1,10,55} e C = {43,23}.



Note que para quaisquer X C A, temos |X| <|A| =10 (pelo Coroldrio[2.1) e cada elemento em
X é um numero entre 1 e 60, e portanto a soma de seus elementos é um niimero estritamente
menor que 10 - 60 = 600. Entdo podemos definir a fungdo f : 2(A) — {1, ...,600} do conjunto

das partes de A em{1,...,600}, como f(X)=>_ _. x, ou seja, para cada subconjunto X de A,

xeX
a funcgao f atribui a soma de seus elementos, por exemplo, f({60,32,1})=93. Por outro lado,
|22(A)| =2 =1024 > |{1,...,600}| = 600. Finalmente, pelo PCP [ ndo é injetiva, e portanto

existem BC AeC C A, com B # C, tais que f(B) = f(C), como queriamos mostrar.

Exemplo 4.3. O conjunto dos ntimeros inteiros Z é enumerdvel.
Para ver isso, note que podemos enumerar os elementos em Z como segue:
0-11-22-33 -4,4, -55,...

isto é, temos uma bijecdo f : N — Z, dada por f(n)="5*, se n impar ou f(n)=—% sen é par.
Exercicio 4.3. Verifique que de fato f é uma bijegado.
Exemplo 4.4. O conjunto dos ntimeros racionais Q é enumerdvel.

Para mostrar isso, considere o conjunto dos inteiros diferentes de 0, Z* = {z € Z : z # 0}.
Desde que Z* C Z, temos pelo Coroldrio[3.1} e o Exemplo[4.3] que Z* é enumerével. Logo pelo
Corolériotemos que Z x Z* é enumerdvel. Definindo f :Z x Z* — Q como f(n,m)= -,

temos que f é sobrejetiva. Consequentemente, pelo Corolario concluimos que Q é

enumeravel.
Exercicio 4.4. Verifique que [ definida no exemplo anterior é sobrejetiva.
Exemplo 4.5. O conjunto X ={x €R:sen(x)=1} é enumerdvel.

Note que X ={2kn+7m/2: k € Z}, logo podemos definir uma bijecdo entre Z e X justamente
por f(k)=2kmn+ /2, k € Z. Finalmente, desde que Z é enumeréavel, pelo Corolério,

temos que X também é.

Exercicio 4.5. Verifique que [ definida no exemplo anterior é bijecdo.
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