Capitulo 1

Topologia do espaco Euclidiano

1 O espaco vetorial R"

Sejan € N. O espaco euclidiano n— dimensional € o produto cartesiano de n fatores

iguais a R:
R"=RxRx---xR
nc\é?aias
Os pontos de R™ sao as n—listas x = (xq1,...,xn), cujas coordenadas xq,...,x, Sa0
nameros reais.
Dados x = (x1,...,%n), Y = (y1,...,Yn) € R™ e um numero real A, definimos a soma x+vy

e 0 produto Ax pondo:
xty=X+yY,...,XntYn) A= (Ax1,..., %)

Com estas operacoes, R™ é um espaco vetorial de dimensdo n sobre R, no qual

0 = (0,...,0) & o elemento neutro para a adicao e —x = (—x1,...,—Xxn) € 0 simétrico de
X = (X1,...,Xn).
No espaco vetorial R™, destaca-se a base candnica {ey, ..., e,} formada pelos vetores
er=(1,0,...,0),e2=1(0,1,...,0), ..., e.=(0,0,...,1),
que tem uma coordenada igual a 1 e as outras nulas. Para todo x = (x4,...,x,) temos:

X =%x1€1 +X2e2+ ...+ Xn€n-

e Sejam L(R™,R™) o conjunto das transformacoes lineares T : R™ — R™ e M(n x m) 0
conjunto das matrizes reais A = (ay) com n linhas e m colunas.

o Existe uma bijecao natural entre L(R™ R") e M(n x m).
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Andlise

De fato, dada T € £L(R™,R"), seja At = (ay;) @ matriz cuja j—ésima coluna é o vetor coluna
(Te;)*, onde {es,...,en} € a base candnica de R™, ou seja, a matriz At = (ay;) € definida pelas
igualdades

n
Te]-:Zai]-e_i, i=T1,...,m,
i=1
onde {e7,...,¢e,} € a base canbnica de R™.

Reciprocamente, dada A € M(n x m), seja To € L(R™, R™) definida por
TA(X) = (Z (11]'7(]', Ce ,Z Clanj) .
j=1 j=1

Como Ta(e;) = (ayj, ..., an;), temos que a aplicagao
®:L(R™MR"Y) — M(nxm)
T — At
é sobrejetora.
Além disso, @ é injetora, pois se @®(T) = @(L), entdo T(e;) = L(ej), j = 1,...,m, e,
portanto,
T(x) =x1T(e1) + ... +xml(em) =x1L(e7) +... +xml(em) = L(x), Vx = (X1,...,Xm) € R™.

Escrevendo as colunas de uma matriz A € M(n x m) uma apos a outra numa linha,
podemos identificar A com um ponto do espaco euclidiano R™™.
Assim, M(n x m) torna-se um espaco vetorial real de dimensao nm, no qual as matrizes
1 se (i,j) = (k¢
A= (ak),1<k<n,1<€<m, onde af = 13 = (. 8)
0 se(i,j)# (k10),

formam uma base natural.

Além disso, como ® € uma bijecdo, podemos induzir em L£(R™ R") uma estrutura de
espago vetorial, paraaqual T%, 1<k<n e 1<{<m, onde T*(e)) =¢r e T*(e;) =0 se
j # L, € uma base natural.

Podemos, assim, sempre que for conveniente, substituir £(R™, R™) ora por M(n x m), ora
por R™™,

e No caso particular em que n = 1, L(R™,R) é o espaco vetorial real de dimensao n formado

pelos funcionais lineares de R™ em R, para o qual {rm, ..., m,,} € uma base, onde
1 sei=j
i(e;5) =
0 sei#j,
ou seja,
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Produto interno e norma

ﬂi(xl)"wxia-'wxm) :ijﬂi(e)') = Xi,

€ a projecao de R™ sobre seu i—ésimo fator.

O espaco L(R™ R) = (R™)* &€ chamado o espaco dual do espaco euclidiano R™, e a base

{m, ..., ) € chamada base dual da base candnica de R™.
Observe que se f € LIR™ R) e f(e;) = ai, i=1,...,m, entao
f(X1,...,Xm) = @1X7 + ... + QmXm,
e (a; --- an) € amatriz1 x m associada ao funcional f.

Definicao 1.1. Sejam E, F e G espagos vetoriais reais. Uma aplicagédo ¢ : E x F — G
chama-se bilinear quando é linear em relacao a cada uma de suas variaveis, ou seja:
eAx+x"y) = Ae(x,y)+ o(x',y)
e, Ay +vy’) = Ae(x,y)+exy’),
quaisquer que sejam x,x’ € E,y,y’ € Fe A € R.

Observacao 1.1. ¢(x,0) = ¢(0,y) = 0 quaisquer que sejamx € Eey € F.
Observacao 1.2. Se E =R™, F = R™, temos que
e(x,y)=¢ (inei» Zyjej) = inyj@(ei» &),
i=1 =1 ij

de modo que ¢ fica inteiramente determinada pelos mn valores ¢(e;, e;) que assume nos pares
ordenados de vetores basicos (ei,e;), 1 <i<mel<j<n.

Definicao 1.2. Uma aplicagao bilinear ¢ : E x E — G é simétrica quando
¢(x,y) = o(y,x],

quaisquer que sejam x,y € E.

2 Produto interno e norma

Definicao 2.1. Seja E um espaco vetorial real. Um produto interno em E é uma aplicagdo
( , ):ExE— Rque satisfaz as seguintes propriedades:

(1) 6 y) = (U, %) ;

(2) (x+x",y) = (x,y) + (¥, y);
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(3) (A, y) =A%, Y);
(4)x #0= (x,x) >0,

para quaisquer x,x’,y € Ee A € R.

Ou seja, um produto interno sobre E é uma funcao real bilinear, simétrica e positiva defi-
nida.

Observacao 2.1. (x,x) =0 &= x=0.

Exemplo 2.1. O produto interno canénico do espago euclidiano R™ é dado por
(X,Y) =x1y1+ ... XnYn,

onde x = (x1,...,xn) €Y = (Y1,.-.,Yn)- [

Observacao 2.2. Se ¢ : R™ x R® — R é um produto interno em R™, entdo a matriz
A = (ay)i<ij<n, ONde @(ei, ;) = ay, € simétrica e positiva definida, ou seja, a;; = aj €
xAx' > 0 para todo x € R™ — {0}, ja que
n
e(x,y) =Y ayxiy; = xAy'.
i,j=1
Reciprocamente, se A € M(n x n) & uma matriz simétrica e positiva definida, entao
n
e(x,y) =) ayxy;
i,j=1

define um produto interno em R™.

O produto interno candnico corresponde a tomar a matriz identidade I = (4;;), onde
1 sei=j
0 sei#j

61)' =
é a delta de Kronecker.

Definicao 2.2. Dizemos que dois vetores x,y sdo ortogonais em relacdo ao produto interno
(, )se{x,y)=0.

Observacao 2.3.

» O vetor nulo 0 é ortogonal a todos os vetores do espaco.

e Se ( , ) éoproduto interno canbnico de R™ e {ey,...,e,} € a base candnica, entdo

(e, 65) =dy,1,j=1,...,m.
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Produto interno e norma

Proposicao 2.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Seja E um espaco vetorial com produto interno ( , ). Entao
[u) | < Xl Vx,y €E,

e a igualdade ¢ valida se, e somente se, x ey sédo LD, onde ||x|| = /(x,x) e |[y]| = v/ (u, ).
Prova.

Suponhamos que y # 0 e seja A € R. Como
(x + Ay, x + Ay) = [|x||? + 2A{(x,y) + Ajy[|* >0, VAER,

temos que o discriminante
2
A =4(x,y)" —4|x|I*ly[* <0,

ou seja, | (x, )| < [Ix]/ |ly]-

Além disso, | (x,y)| = |||l |ly|| se, e s6 se, A = 0, ou seja, se, e SO se, existe A, € R tal que
x+ Aoy =0.

Logo | (x,y)| = [|x|| [[y|| se, e s6 se, x e y s&o LD. g

Definicao 2.3. Uma norma num espago vetorial real E é uma fungéo real || || : E — R que
satisfaz as seguintes condigoes:

(1) [l = ATl 5
(2) [+ yll < lxll -+l
(3)x # 0= |[Ix] >0,

para quaisquer x,y € Ee A € R.

Observacao 2.4. ||0]| =0.

Observacao 2.5. ||x| =0 <= x=0.

Observacao 2.6. || —x|| = ||| .

Observagao 2.7. |||x|| =yl < Ix -yl
De fato, como

X[l = lx —y) +yll < llx =yl +[lull

[yl = 110c = y) = x| < lx =yl + [Ix]],
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temos que
—lx=yll < [x[ =l < llx—=yll,

ou seja, | [[x[| = [yl I < lx =l

Proposicao 2.2. Se( , ):ExE — R éum produto interno emE, entdo| | :E — R,
x| = +/(x,x) € uma norma em E.
Prova.

Sejam x,y € E e A € R. Entao:

(1) H)\XH = \/(AX))\X> = \/7\2<X>X> = Al V <X>X> = Al HXH .

@) [x+yll? = x+y,x+y) = [x[I* + 206 9) + [ull* < Ix[I* + 2[[x] [lu[| + [[u]|*, pela desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz.

Logo [[x+yll2 < ([Ix]| + l[ull ), ou seja, x +yl| < [Ix]| + [lyll-
B)x#0= (x,x) >0 = [|x]| = /(x,x) > 0.
Observacao 2.8. |jx|| + [ly| = x + || & 3A > 0 tal que x = Ay ou y = Ax.

De fato, se y # 0, temos que ||[x + y|| = [|x|| + |[u]| &= (x,v) = |[x|| |lu]l &= IA > 0; x = Ay.

Exemplo 2.2. Se ( , ) é o produto interno canénico de R™,
el = v/ 6ox) = Vxi+ X

€ chamada de norma euclidiana do vetor x € R™.

Observacao 2.9. Ha uma infinidade de normas que podem ser definidas no espago euclidi-
ano R™. Dentre elas, temos:

e a norma do maximo: ||x||m = max{x1l, ..., xnl},
e
e a norma da soma: ||x||s = Ix1| + ... + [xn|.
E facil verificarque | |[me| |s realmente definem normas em R™ (exercicio).

Além disso, para todo x € R™,
Ixllm < [Ix[ < [Ixlls < niix]lm, (1)

onde || || é a norma euclidiana.

De fato, como ||x|| = /x5 + ...+ x2 > |x| paratodo i =1,...,n, temos que ||x|| > ||x||m-
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Produto interno e norma

E se ||x|]|m = Ixil, entéo

[xlls = bxil + ... + bxnl < nbxil =n[x[[m-

Finalmente,
n
P=hal 4. a2 Y Il > al o xal? = X))

i,j=1
i1<j

Ix[12 = (bl + ... + xnl

ou seja, [|x/|s > [x].

Estas desigualdades servirdo para mostrar que as trés normas acima sao equivalentes.
Definicao 2.4. Uma métrica num conjunto M é uma fungéo real d : M x M — R que satisfaz
as seguintes condigoes:

(1) d(x,y) = d(y,x);
(2) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (desigualdade triangular) ;
(B)x #y = dlx,y) >0,
para quaisquer x,y,z € M. O par (M, d) é dito um espaco métrico.
Observacao 2.10. Se (E,| ||) € um espaco vetorial normado, entdo d : E x E — R definida

por
d(X)y) = ||X_y” y X, Y € E

€ uma métrica em E.
De fato, se x,y, z € E, entao:
(1) dlx,y) =[x =yl = [ly —x[| = d(x,y);
(2) d(x,z) =[x =zl = [[(x =y) + (y = 2)| < [x =yl + [ly — zl| = d(x,y) + d(y,2);

B)x#y=x—-y#0= |x—y|| > 0= d(x,y) > 0.

Exemplo 2.3. Em R™,

o d(x,y) = v/(x1 —y1)2+ ...+ (xn — yn)? é a métrica que provém da norma euclidiana.

e dm(x,y) = maxj<i<n{ Ixi — yil } € @ métrica que provém da norma do méaximo.

o ds(x,y) = [x; —y1l + ... + [xn — yn| € a métrica que provém da norma da soma.

Observacao 2.11. Uma norma num espago vetorial E pode n&o provir de um produto interno,
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ou seja, nem sempre existe um produto interno ( , ) em E tal que
X[ = v/ (%) -
Com efeito, se a norma || || provém de um produto interno ( , ), entdo vale a identidade do

paralelogramo:
e+ yll? + [x = yll> =2 (x> + lvl?)

que diz que a soma dos quadrados das diagonais de um paralelogramo € igual a soma dos
quadrados de seus quatro lados.

De fato,
Ix+yll? = x+yx+y) =[x+ lyll> + 2(x, )
Ix—yll* = x—y,x—y) = [Ix[I*+ yll* = 2(x, )
= Ix+ylP+Ix—yl? = 2 (IxI+[ul?) -
Com isso, podemos provar que as normas | [[m €| |lsemR™ n > 2, ndo provém de um
produto interno, pois:

ollevtealitller—elfa=T+1=2#4=2(llell}s+lle2llts) »

oller+ei+ller—ei=4+4=8#4=2(|erlli+ell3).

3 Bolas e conjuntos limitados

Num espago métrico (M, d), definimos os seguintes conjuntos:
e Bola aberta de centroa € M eraior > 0: B(a,r) ={x € M|d(x, a) < r}.
e Bola fechada de centroa € M e raior > 0: Bla,r] ={x € M|d(x,a) <}
e Esfera de centroa € M e raior > 0: S[la,r] ={x € M|d(x,a) =r}.

Segue-se que Bla,r] = B(a,r)US[a,r].

Se a métrica d provém de uma norma | || do espaco vetorial E, temos:
B(a,r) = {xe€t||x—al| <1};
Bla,7] = {x€E||x—a|] <r1};
Sla,7] = {x€E||x—a|] =1}.

Exemplo 3.1. No espago euclidiano R de dimens&o 1, as trés normas, definidas anterior-
mente, coincidem, e: B(a,v) = (a—7,a+71), Bla,7] =[a—7,a+71] e S[a,1] ={a—7,a+71}.
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Bolas e conjuntos limitados

Observacao 3.1. A forma geométrica das bolas e esferas dependem, em geral, da norma

que se usa.

Por exemplo, se consideramos o plano R? com a métrica euclidiana, teremos:
e B((a,b),r) ={(x,y) € R?|(x—a)?+ (y—b)? < 1} (disco aberto de centro (a,b) e raio r > 0).
e Bl(a,b), 7] ={(x,y) € R?|(x—a)?+(y—b)? < r} (disco fechado de centro (a,b) e raio r > 0).
e S[(a,b), 1] ={(x,y) € R?|(x —a)? + (y — b)? =1} (circulo de centro (a,b) e raio r > 0).

N |

Ya iy

B((a,b).r) Bl(a,b),r] S[(a,b), ]

T 1

(I T fl

=

a

Fig. 1: Bola aberta, bola fechada e esfera no plano em relagao a métrica euclidiana
E se consideramos R? com a métrica do maximo, teremos:
e Bum((a,b), 1) ={(x,y) €R?|[x—al<r e ly—bl<r=(a—1,a+1)x (b—"7,b+7).
e Buml(a,b), 1l ={(x,y) eR?|x—al|<refy—b<rt=[la—1,a+71] x[b—7,b+1].

o Smlla,b), 1l ={(x,y) e R?|[x—a| <1 e [y—bl=1tU{(x,y) e R?|[x—a|=1 e y—b| <1

Yk Yl (]

£ - 2-}\- 2'.? *
b+r 2r b+r b+r

=)
A

b q;g- 2r b 5’:’; 2r b . 2r

b—r b—r b—r
a—r a a+r T a—r ( a+r & a—r 7] a+r &

Fig. 2: Bola aberta, bola fechada e esfera no plano em relagéo a métrica do maximo
Finalmente, se tomarmos R? com a métrica da soma, teremos:
* Bs((a,b),1) ={(x,y) € R*||x —al + [y — b| <1},
€ a regiao interior ao quadrado de vértices nos pontos (a,b+ ), (a,b—71), (a—1,b), (a+1,b).
* Bsl(a,b), 1] ={(x,y) € R?|[x — a| + [y — b < 1},

€ a uniao da regiao limitada pelo quadrado de vértices nos pontos (a,b+7), (a,b—r), (a—1,b),

(a+r,b) com o proprio quadrado.

J. Delgado - K. Frensel



Andlise

* Ssl(a,b), 7l ={(x,y) € R?[Ix —al +ly —b| =71}

é o quadrado de vértices nos pontos (a,b+r1), (a,b—71), (a—1,b), (a+T,b).

Ly} oy Uk
b+ b+ b+v

s Lo
-&‘b B}

b—r b—r b—r

=Y

_— -
a—r a a+r a—r a a+r @« a—7r a a+r

Fig. 3: Bola aberta, bola fechada e esfera no plano em relagdo a métrica da soma

Entao, temos que:
BS((avb)»T) C B((a,b),r) C BM((a)b)aT) .

yA
b+r

a—r a a+r

Fig. 4: Relagao entre as bolas abertas de mesmo centro e raio em relagdo as métricas euclidiana, da soma e do maximo

Observacao 3.2. De um modo geral, a bola aberta By(a,r) C R™, definida pela norma

Ix|[m = max{[x4],...,|xnl}, € 0 produto cartesiano (a; —r,a; + 1) x ... X (a, — 1,0, + 1), onde
a=(a,...,a.).
De fato,
X =(X1,...,%n) € Bm(a, 1) &= |[x1—ai|l<7,...,|[xn—qal <7
— x€(ag—r,a1+71),...,xn € (an—T1,an +7)
& (X1,..,X) €E(ag—1,a1+7) X ... X (an—T1,a,+ 7).

O fato das bolas de R™ serem produto cartesiano de intervalos da reta, torna esta métrica, em
muitas ocasiées, mais conveniente do que a métrica euclidiana.

» Mostraremos, agora, que as bolas relativas a diferentes normas em R™ tém em comum o fato
de serem convexas.

Definicao 3.1. Sejam x,y € R™. O segmento de reta de extremos x ey € o conjunto
byl ={(1T —t)x+ty[te[0,1]}.
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Bolas e conjuntos limitados

Definicao 3.2. Um subconjunto X ¢ R™ é convexo quando contém qualquer segmento de reta
cujos extremos pertencem a X, ou seja,
X,y € X = [x,y] C X.

Exemplo 3.2. Todo subespago vetorial E C R™ é convexo.

Exemplo 3.3. Todo subespago afim a + E = {a + x|x € E}, onde E ¢ R™ é um subespaco, é
um conjunto convexo.

Exemplo 3.4. Se X c R™e Y C R" sdo conjuntos convexos, entdo X x Y C R™™ é convexo.

Exemplo 3.5. O conjunto X = R™ — {0} ¢ R™ n&do é convexo, pois e; € X, —e; € X, mas
.o 1
[61,—61] ¢ X, pois 261 + E(—e1) =0 % X'D

Teorema 3.1. Toda bola aberta ou fechada de R™, com respeito a qualquer norma, é um
conjunto convexo.

Prova.
Sejam x,y € B(a,r). Entéo ||x — a|| < r e |ly — a]| < r. Logo,
IT—thx+ty—a|| =1 —-t)x+ty—(1T—tha—ta|| < ||(T—t)(x—a)|| + [[tly—a)]| < (1T =t)r+tr=r1,

paratodot € [0,1],poisT—t>0et>00ul—t>0et>0.
De modo anéalogo, podemos provar que a bola fechada é convexa. g
Definicao 3.3. Um subconjunto X c R™ é /imitado com respeito a uma norma || | em R™

quando existe ¢ > 0 tal que ||x|| < c para todo x € X, ou seja, quando existe ¢ > 0 tal que
X C B[O, c].

Observacao 3.3. Um subconjunto X ¢ R™ é limitado se, e s0 se, existe a € R™ e v > 0 tal
que X C Bla,r].

De fato, se X C Bla, 1], entdo ||x — a|| < r para todo x € X. Logo,
X[ =[x —a+af <lx—al +[laf} <+ flaf,

para todo x € X, ou seja, X C B[O, r + ||a]|]-
Observacao 3.4. Como as trés normas usuais de R™ satisfazem as desigualdades
[x[[m < [Ix[F < Jixls < nffx|fm,

temos que um subconjunto X C R™ é limitado em relagdo a uma dessas normas se, e s0 se, é
limitado em relagao a qualquer das outras duas.
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Teorema 3.2. Um subconjunto X c R™ é limitado em relagdo a norma euclidiana se, e sé se,

suas projecées m(X), ..., m.(X) sdo conjuntos limitados em R.

Prova.

X € limitado com respeito a norma euclidiana | || <= X C R™ é limitado com respeito a norma
do maximo | ||lm & 3Ir > 0talque X C Bml0, 1] = [-7,7] X ... X [-71,7] & Tr > 0 tal que
T (X) C [=7,7], ..., (X) C [, 7] &= m(X),...,m(X) s&o limitados em R. g

Observacao 3.5. Mostraremos depois que duas normas quaisquer | ||y e |2 em R™séo

equivalentes, ou seja, existem d, ¢ > 0 tais que
cllxllz < [Ix[lh < dffx]2,

para todo x € R™ Assim, se X C R™ & limitado com respeito a uma norma em R™, sera também
limitado em relacao a qualquer outra norma em R™.

4 Sequeéncias no espaco euclidiano

Salvo mencao explicita em contrario,estaremos assumindo que a norma considerada em
R™ é a norma euclidiana.

Definicao 4.1. Uma sequéncia em R™ é uma aplicagéo x : N — R™. O valor x(k) é indicado
com xy, € chama-se o k—ésimo termo da sequéncia.

Usaremos a notacao (xi), (xx)xen OU (X1,X2,...,Xn,...) para indicar a sequéncia cujo k—ésimo
termo é x,.

Definicao 4.2. Uma subsequéncia de (x,) é a restricdo da sequéncia a um subconjunto infi-
ntoN' ={k;<k,<...<ki<...)CN.

A subsequéncia é indicada pelas notagoes (xi)ken's (Xk; Jien OU (Xi, Xy y -« -y Xy -+ )

Definicao 4.3. Dizemos que uma sequéncia (xi)xen € limitada quando o conjunto formado
pelos seus termos é limitado, ou seja, quando existe ¢ > 0 tal que ||x«|| < c para todo k € N.

Observacao 4.1. Uma sequéncia (x,) em R™ equivale a n sequéncias (xii)ren, i =1,...,1,
de nUmeros reais, onde x;; = 7i(xx) = i—ésima coordenada de x;, i=1,...,n.
As n sequéncias (xi)ren, 1 = 1,...,n sd0 chamadas as sequéncias das coordenadas da

sequéncia (xy).

10 Instituto de Matematica UFF



Sequéncias no espago euclidiano

Pelo teorema 3.2, temos, entao, que uma sequéncia (x;) é limitada se, e s6 se, cada uma
de suas sequéncias de coordenadas (xyi)xen, 1 =1,..., 1, € limitada em R.

Definicao 4.4. Dizemos que o ponto a € R™ é o limite da sequéncia (x,) quando, para todo
e > 0 dado, existe ko e Ntalque k > ko = ||[xx —al| < ¢

Neste caso, dizemos que (xy) converge para a ou tende para a.

Notacao:

o Iim xx=a, limxx=a, limx,=a ou x, — a sao equivalentes.
k— o0 keN

» Quando existe o limite a = lim x,, dizemos que a sequéncia (x;) & convergente. Caso contrario,
dizemos que a sequéncia (xy) é divergente.

Observacao 4.2. O limite de uma sequéncia (x,) convergente é tnico.
Ou seja, se a =limx, e b =limxy, entdo a = b.

De fato, se ¢ = la —b]

> 0, existe ko € N tal que ||x, — al| < € e ||xx, — b|| < e. Logo,
la =Dl < [lx, —all + [Ixi, = bl < 2e = [Ja =D,

uma contradigao.
Observacao 4.3. lim x, = a < lim |x. —a|| = 0.
k— o0 k— o0

Observacao 4.4. kIim Xk =a &= Ve >03ko € N;xe € B(a,e) Vk > ko, ou seja, qualquer
— 00

bola aberta de centro a contém todos os termos x, salvo, possivelmente, um numero finito de

indices k.

e Com isto, podemos definir o limite e convergéncia de uma sequéncia num espago métrico
(M, d) qualquer.

Observacao 4.5. Toda sequéncia convergente é limitada.

De fato, seja (xi)ren UMa sequéncia convergente.

Dado ¢ =1 > 0, existe ky, € N tal que ||xx — a|| < 1 para todo k > ko.

Ser =max{1,|x;—al,...,|[|xx, — al|} > 0, entdo, ||xx — a| < r para todo k € N, ou seja,
{xi |k € N} C Bla,].

» Mas a reciproca nao € verdadeira.

Por exemplo, se a # b, a sequéncia{a, b, a,b,q,...} é limitada, mas ndo é convergente.
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Observacao 4.6. Toda subsequéncia de uma sequéncia convergente é convergente e tem o
mesmo limite.

Observacao 4.7. Como as trés normas usuais de R™ estdo relacionadas pelas desigualda-
des

xXlm < [IxI] < [Ixlls < nix]im,
temos que:
lim |[xx —a|lm =0<= lim ||[xy —a|]| =0 <= lim ||xx —a||s =0.
k—o0 k—o0 k— o0

ou seja, a afirmacao kIim xi = a independe de qual das trés normas usuais estamos conside-
— 00
rando.

Como provaremos depois que duas normas quaisquer de R™ sdo equivalentes, a nogao de
limite de uma sequéncia em R™ permanece a mesma seja qual for a norma que considerarmos.

Teorema 4.1. Uma sequéncia (x) em R™ converge para o ponto a = (ay, ..., a,) Se, e o se,
lim x,; =ayparatodoi=1,...,n.

k— o0

Prova.

Como [xxi — ail < [[xk — allm, temos que se lim x, = a, ou seja, se lim |xx — a|lm = 0,
k— o0 k— o0

entao lim |xx; —aiy =0, paratodoi=1,...,n, e, portanto, lim xx; =a;,i=1,...,n.

k— o0 k—o0
Suponhamos, agora, que |lim x;=a;,i=1,...,n.

k— o0
Dado ¢ > 0, existe, para cada i = 1,...,n, um numero natural k; tal que |xx; — ai| < ¢ para todo
k > kj.
Seja ko = max{ky,...,kn}. Entdo, k > ko = ||xx — a|jm = mgx{ IXki— ail } < e.
S1sn

Logo lim %, = a.
g k—>ook .

Corolario 4.1. Se (xy), (yx) sdo sequéncia convergentes em R™ e (Ay) é uma sequéncia
convergente em R, com a = limx,, b =limyy, e A =limA,, entdo:

(a) k“j" (Xk +yx) =a+b,
(b) k||m AMX = Aa,
(©) Jim (1) = (a,b).

(@) fim [xi = [l
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Prova.
Pelo teorema 4.1, temos que lim xi; =a;e lim yy =by,i=1,...,n.
k— o0 k— oo

Utilizando novamente o teorema 4.1 e os fatos conhecidos sobre limites de somas e de produtos
de sequéncias de numeros reais, temos que:

(a) lim (in—Fyki) =a;+by, i=1,... n—= lim (xk—l—yk) =a+b.
k— o0 k— o0
(b)kllm ?\kxki:Aai, 1:1,,n$kllm AMXk = Aa.
(C) ]!erolo <xk,yk> = kllj& (Xk]y]d +...+ anykn) =a;b;+...+a,b,= <Cl,b> .
(d) lim [l = lim /(e xi) = v/{a, a) = [|a|.
k—o0 k—o0

Também podemos provar (d) observando que | ||x|| — [|a||| < [[xx — al|, que tem a vantagem de

valer para qualquer norma. g

Teorema 4.2. (Bolzano-Weierstrass)

Toda sequéncia limitada em R™ possui uma subsequéncia convergente.

Prova.
Caso n = 1: Seja (xx) uma sequéncia limitada de numeros reais, e sejam a < b tais que
Xy € [a, b] para todo k € N.

Consideremos o conjunto:
A ={t € R|x¢ >t para uma infinidade de indices k }.

Temos que a € A e todo elemento de A € menor ou igual a b. Logo A # @ e é limitado
superiormente por b. Seja ¢ = SUp A.

Entao, dado ¢ > 0 existe t. € A tal que c — ¢ < t.. Assim, existe uma infinidade de indices k tais
que xx > ¢ — ¢.

Por outro lado, como ¢ + ¢ € A, xi > ¢ + € no maximo para um numero finito de indices.

Assim, ¢ — ¢ < xx < ¢ + ¢ para uma infinidade de indices k, e, portanto, c é o limite de uma
subsequéncia de (xy).

Caso geral: Seja (x;) uma sequéncia limitada em R™.

Pelo teorema 3.2, as sequéncias (xyi)xen, 1 = 1,...,n, de coordenadas de (xi) sdo sequéncias
limitadas de nUmeros reais.

Como (xi1)ren € limitada, existe Ny € N infinito e a; € R tal que kIirIQ xx1 = a;. Por sua vez,
€Ny
como a sequéncia (xx2)ken, de nUmeros reais € limitada, existe N, € Nj infinito e a, € R tais
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que lim XK2 = ay.
keN,
Prosseguindo dessa maneira, obtemos n conjuntos infinitos N D Ny D ... D N, e n numeros

reais aq, ..., a, tais que ]lirlg Xi=a,i=1,...,Mn.
€Ny

Sendo a = (ay,..., a,), temos que kIirl\rll Xk = @, 0 que conclui a demonstracéo. g
cNn

Definicao 4.5. Dizemos que um ponto a € R™ é valor de aderéncia de uma sequéncia (x)
de pontos de R™ quando a é limite de alguma subsequéncia de (xy).

Observacao 4.8. Uma sequéncia (x,) ndo possui valor de aderéncia <= (xi) ndo possui
subsequéncia limitada < para todo numero real A > 0 dado, existe ko, € N tal que k > kg =
x|l > A.

Observacao 4.9. a € R™ é valor de aderéncia de (x,)weny <= dados ¢ > 0 e ko € N, existe
k > ko tal que ||xx — a|| < «.

Observacao 4.10. Uma sequéncia convergente possui um unico valor de aderéncia, mas a
reciproca nao vale, pois, por exemplo, a sequéncia (1,2,1,3,1,4,...) possui 0 1 como Unico
valor de aderéncia, mas nao converge, ja que € ilimitada.

Teorema 4.3. Uma sequéncia limitada em R™ é convergente se, e somente se, possui um
unico valor de aderéncia.

Prova.
(=) E imediato.

(=) Seja (xi) uma sequéncia limitada e seja a € R™ o0 seu Unico valor de aderéncia.

Suponhamos, por absurdo, que a sequéncia (x;) ndo converge para a. Entdo, existe ¢, > 0 tal
que para todo k € N, existe k’ > k tal que ||xx» — a|| > €5, ou seja, o conjunto N’ = {k € N|xy ¢
B(a, ¢o) } € ilimitado e, portanto, infinito.

Como a sequéncia (xi)ken’ € limitada, existe, pelo teorema 4.2, N” ¢ N’ infinito e b € R™ tais
que lim x, =b.
keN"’

Sendo ||x, — a|| > ¢o > 0 para todo k € N”, temos que ||b — a|| > ¢o > 0. Logo b # a e b é valor
de aderéncia de (xi), uma contradi¢ao, ja que (xi) possui um unico valor de aderéncia. g

Definicao 4.6. Dizemos que uma sequéncia (x,) é de Cauchy quando para todo e > 0 existe
ko € Ntalque k,{ > ko = [|xx — x¢|| < €.
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Observacao 4.11. (xi)wen € de Cauchy & paracadai=1,...,n, a sequéncia (x4) ey das
suas i—ésimas coordenadas é uma sequéncia de Cauchy de numeros reais.

Teorema 4.4. Uma sequéncia (xi)wen €m R™ é de Cauchy se, e sé se, é convergente.

Prova.

(«=) E imediato.

(=) Seja (x1) uma sequéncia de Cauchy em R™.

Entdo, paracadai = 1,...,n, a sequéncia (xyi)xeny de suas i—ésimas coordenadas é de Cau-

chy e, portanto, convergente. Sendo a; = Lirr&xki, i=1,...,n, temos, pelo teorema 4.2, que
S
a=(aj,...,a,) = Ling]xk, ou seja, (xi) é convergente e tem limite a. g
S

Definicao 4.7. Dizemos que duas normas | |; e | |. em R™ sdo equivalentes quando
existem a > 0 e b > 0 tais que
X[l <allxlz e Ixl2 < blx],

para todo x € R™

Observacao 4.12. Se, para todo x, € R™ e todo v > 0, By(xo,7) € Ba(xo,) indicarem, res-
pectivamente, a bola aberta de centro x, e raio r segundo as normas || |1 e| |2, as desigual-
dades acima significam que:

B,(xo,T) C By(xo, ar) e B1(xo, 1) C Ba(xo,b1).

Observacao 4.13. As trés normas usuais em R™ sdo equivalentes, pois

el < [l < flx[ls < nixflm-

Observacao 4.14. A equivaléncia entre normas é uma relagao reflexiva, simétrica e transi-
tiva.

Observacao 4.15. Seduasnormas || || e |.sé&o equivalentes, entio:

o lim|xx—all; =0 & lim||xx—a||2 = 0, ou seja, normas equivalentes dao origem a mesma
nocao de limite em R™.

e X C R™ é limitado em relagdo a norma || || se, e s6 se, X C R™ € limitado em relagéao a
norma || |-

Teorema 4.5. Duas normas quaisquer no espago R™ sdo equivalentes.
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Prova.
Por transitividade, basta mostrar que uma norma qualquer || | em R™ é equivalente a norma
n

da soma |[x||s = > Ixil.
i=1
Sejam {e;y, ..., e,} a base canbnica de R™ e a = max{||e4],.-., [lenll}. Entao,
IIx|| = [x1e14+ ... +xnenl < Ixalller|| + ... 4+ Ixnl||en]|
< a(bal+... 4+ xal) < alix]s,

para todo x = (x1,...,%x,) € R™

Seja F = {||x]||||x]ls =1} € R. Entao, F # @ e limitado, pois 0 < ||x|| < a para todo x € R™ tal
que ||x||s = 1.

Sejab =infF. Entdo b > 0.
Suponhamos que b = 0.
Dado k € N, existe xi € R™tal que 0 < [|xy]| < % e [[xills = 1.

Como a sequéncia (xx)x € N € limitada na norma da soma, temos, pelo teorema 4.2, que existe
N’ C N infinito e c € R™ tais que Ilirlg Ik —c|ls = 0.
e !/

Assim, pelo item (d) do corolério 4.1, temos que ]!irg Ixxlls = ||c||s. Logo ||c||s =1, e, portanto,
6 I

c #0.

Como ||xx —c|| < a||xx — c||s paratodo k € N’ e ]lirlg |xx — ¢||s = 0, temos que i‘ﬁ? Ixk —c|]| =0
€N/ eN’

e, portanto, lim ||xy|| = ||c]|l.

keN’

Por outro lado, como ||x«|| < % para todo k € N, temos que ]Ijrrg]||xk|| = 0, 0 que € uma
IS

contradi¢ao, ja que |c|| # 0.

Logo infF =b > 0. Assim, ||x|| > b para todo x € R™ tal que ||x|[s = 1.

X Il > b, para todo x € R™ — {0}, ou seja, ||x|| > b||x||s para todo x € R™. -

Entao,
xls

Aplicacao: Uma sequéncia de polindmios py(t) = axo+arit+...+aw,t™ de grau < n converge
para o polinémio p(t) = ap+ a;t+. ..+ a,t™ uniformemente no intervalo nao-degenerado [«, 3]
se,esOse,paracadai=0,1,...,n, asequéncia (ay)wey dos coeficientes de t' nos polindmios
Pk converge para o coeficiente a; de t' no polindmio p.

De fato, existe um isomorfismo linear ® entre o espaco vetorial R™*! e o espago vetorial P,,
dos polinbmios reais de grau < n dado por ®((by, by,...,b,)) =pu(t) =bo+ bt + ...+ b, t™
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Pontos de acumulacao

Seja ||x|| = sup{lp«(t)|It € [, ]} E facil verificar que | || define uma norma em R™',
pois:

(@) [[Ax[| = sup{lpax(t)l [t € lox, B] } = sUP{[A[[px(t)[ [t € fot, B] } = [A[[|x]| .

(b) x = (x0,X1,...,%n) # 0 = p,(t) = 0 no maximo para n valores distintos de t € [«, 3]

= Jto € [, B] tal que [px(to)l > 0 = [[x[| = sup [px(t)] > [px(to)l > 0.

te(o, B]
(c) Como pyiy(t) = px(t) + py(t), temos que

|‘px+y(s)’ < ’px(sﬂ + ’py(s)‘ < sup ’px(t” + sup "py(t)’: para todo s € [OL, [3] )
te o, Bl te (o, Bl

Logo,
Pxiy(8) < |Ix|l + |lull, paratodot € [, B]
e, portanto, ||x +y|| < [|x|| + [lyl]-
Em relagédo a esta norma, x;, — a em R™"! & ||x; — a| = s[ur?s] Py (t) — pa(t)] — O
telx,

& Py, — Paq Uniformemente em [«, (].

Como duas normas quaisquer sdo equivalentes em R™*' temos que x,; — a; para todo
i=0,1,.... n<= [[xx—a|]jm — 0 &= ||xk—a| — 0 & px, — P Uniformemente em [«, B].

e Na norma || || definida acima, podemos trocar o intervalo [«, 3] ndo-degenerado por um
subconjunto X C R infinito qualquer.

5 Pontos de acumulacao

Definicao 5.1. Seja X ¢ R™ Um ponto a € R™ é ponto de acumulacdo de X quando para
todo ¢ > 0 temos que X N (B(a,e) —{a}) # @, ou seja, para todo ¢ > 0, existe x € X tal que
0<|x—a| <e.

O conjunto dos pontos de acumulacao de X sera representado por X’ e chamado o conjunto
derivado de X.

Exemplo 5.1. Bla,r] = (B(a,1))".
De fato:

(1) Sla,7] € (B(a, 7))’

Seja b € S[a, r]. Dado ¢ > 0, podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 < ¢ < 3
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€ 1 ~
7 < 1 Entao:

o o= (1= to)b + toa) | = [lto(b— @) =t r = 5 <c¢,

Tome 0 < tg =

o [la—((1T—=to)b+toa)|| =T —tol[b—al| = (1 —to)r<T,pois 0 < T -1, < 1.
Logo (1 —to)a+ tob € B(b,e) N (B(a,r) —{a}), ou seja, B(b,e) N (B(a,r) —{a}) # @.
Entao b € B(a,r)".

(2) B(a,7) C B(a,r)".

e Sejab € B(a,r), b # a. Dado ¢ > 0, podemos supor, sem perda de generalidade, que
O<e<|b—aq].

€ 1 ~
Tom =_-——— < -. Entdo:
ome 0 < to Mo —a] <3 tao

 [I(1 = to)b + toa — b]| = [tol [b —af = 5 <,

e

o ||(T—ty)b+toa—al|=|1—to/||b—al|] <r,pois|b—a| <re|l —to <T.
Logo (1 —tg)a+ tob € B(b,e) N (B(a,r) —{a}).

Entao b € B(a,r)’.

oParab:ae0<s<r,t0mec:a+§ﬁ.

1

Assim, b —c|| = [la—c| :3'}?” = <c<r LogoceBla,e)N (Bla,r) —{a)).
1

Ou seja, a € B(a,r)’.
(3)b ¢ Bla,r] = b & B(a,r).
Sejab ¢ Bla,r],isto é, ||b—al| >r,esejaeo=|b—al|—r>0.

Entédo, B(b,e0) N B(a,r) = &, pois, caso contrario, existiria x € R™ tal que ||x — b|] < ¢ €
[x—a]| <r=|la=b| < ||x=b| + |la—x| < eo+ T =]b— a|, uma contradi¢ao.

Logo b & B(a,r)".

Observacao 5.1. Como vimos neste exemplo, um ponto de acumulagdo de um conjunto X
pode pertencer ou ndo a X.

E neste exemplo, todo ponto de X é ponto de acumulagao de X, mas isso nem sempre acontece.
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Definicao 5.2. Um ponto a € X que n&o é ponto de acumulacdo de X é chamado ponto
isolado de X.

Ou seja, a € X € um ponto isolado de X se, e s6 se, existe ¢y > 0 tal que B(a, eo) N X = {a}.

Quando todos os pontos de X sao pontos isolados, dizemos que X & um conjunto discreto.
Exemplo 5.2. N é um conjunto discreto.

1 1 I
y=,...,—,... Sa0 isolados e
2 n

Exemplo 5.3. No conjunto X = {0,1
0eX. 0

! 1 } 0s pontos 1
1 v e > 08P
Teorema 5.1. Dados X C R™ e a € R™, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(1) aeX’;

(2) Existe uma sequéncia (x,) de pontos de X comlimx, = a e xi # a para todo k € N;

(3) Toda bola aberta de centro a contéem uma infinidade de pontos de X.

Prova.
(1)=(2): Como a € X', dado k € N, existe x, € B <
Logo xi # a para todo k € Neklim X =a.

— 00

ol
'k

1

) N(X—{a}), ou seja, 0 < [|xi—al < - -

(2)=(3): Dado ¢ > 0, existe ko € N tal que x; € B(a, ¢) para todo k > ko.

O conjunto {x | k > ko} € infinito, porque, caso contrario, (x;) teria uma subsequéncia constante,
gue convergiria para um limite diferente de a, ja que xi # a paratodo k € N. Logo XN B(a,¢) €
um conjunto infinito.

(3)==(1): E evidente. g
Corolario 5.1. Se X’ + @, entdo X é infinito.

Observacao 5.2. A reciproca do corolario acima é falsa. Por exemplo, N é infinito, mas
N' = o.

Teorema 5.2. (Bolzano-Weierstrass)

Se X ¢ R™ é um conjunto infinito e limitado, entao X' # &.

Prova.

Sendo infinito, X contém um subconjunto infinito enumeravel {x4, ..., xy,...}. Assim, (x;) € uma
sequéncia limitada de pontos de X tal que xy # x, para k # £.
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Pelo teorema 4.4, existe N’ C N infinito e a € R™ tais que ]lirlg xx = a. Como os termos x; sao
e /

dois a dois distintos, no maximo um deles € igual a a. Eliminando-o, se necessario, obtemos

uma sequéncia de pontos de X, todos diferentes de a, com limite a.

Entao, pelo teorema 5.1, a € X'. g

6 Aplicacoes continuas

Definicao 6.1. Seja f : X — R™ uma aplicagao definida no conjunto X ¢ R™. Dizemos que
f € continua no ponto a € X quando, para todo ¢ > 0 dado, existe 6 > 0 tal que se x € X e
IIx — a|| < &, entdo ||f(x) —f(a)|| < e.

Ou seja, para toda bola aberta B(f(a), ¢) de centro f(a) em R™, existe uma bola aberta B(a, 6)
de centro a € R™ tal que f(XN B(a,d)) C B(f(a), ¢).

Se f: X — R™ é continua em todos os pontos do conjunto X, dizemos que f &€ uma aplicacao
continua.

Observacao 6.1. Sea € Y c Xef: X — R™é continua em a, entdo fly : Y — R™ ¢
continua em a.

Observacao 6.2. Se a € Xer > 0s&o tais que flg(annx € continuaem a, entdo f: X — R™
é continua em a, pois, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
f(B(a,r)NXNB(a,d)) C B(f(a),e).
Entao, para 6’ = min{r, 8} > 0,
f(B(a,d’)NX) C B(f(a),e).

Portanto, a continuidade de uma aplicacao € uma propriedade local.

Observacao 6.3. Pela definigdo de continuidade de uma aplicagéo f : X ¢ R™ — R™ num
ponto a € X, pela definigdo de normas equivalentes e pelo teorema 4.5, verifica-se, facilmente,
que a continuidade (ou descontinuidade) de f num ponto a independe das normas consideradas
emR™eR™

Observacao 6.4. Se a é um ponto isolado do conjunto X, entdo toda aplicagéo f : X — R™
é continua no ponto a.

De fato, seja 6o > 0 tal que B(a, dy) N X = {a}. Entdo, dado ¢ > 0, existe & = 5, > 0 tal que
f(B(a,8) N X) ={f(a)} C B(f(a),¢).

20 Instituto de Matematica UFF



Aplicacdes continuas

Definicao 6.2. Dado X ¢ R™, uma aplicagéo f : X — R™ é lipschitziana quando existe K > 0
tal que
1) = fw)ll < K[x—y],

para quaisquer x,y € X.

Observacao 6.5. Toda aplicagao lipschitziana f : X — R™ é continua.

De fato, dados ¢ > 0 e a € X, existe 6 = % > 0, tal que
xeXel|x—al <d=|f(x)—fla)]]| <K|[x—a|]| <Kd=cE€.

Observacao 6.6. Ser ou ndo lipschitziana independe das normas tomadas em R™ e R™.

Observacao 6.7. Toda transformagao linear A : R™ —; R™ é lipschitziana.

De fato, sejam {eq,..., e} a base candnica de R™ e K = max{||A(eq)|],...,||A(en)]}. Entdo,
para todo x € R™,
IAX)]] = [|A(xier+ ... +xmem)|| = [|[x1A(e1) + ... + xmAlem)||
< pall[Ale)|| + ...+ xml [[Alem) || < Klixal+ ... + eml)
= Klix|s.

Logo [[A(x) = A(y)]| = [[A(x = y)[| < Kllx —yl[s, quaisquer que sejam x,y € R™

Observacao 6.8. Seja ¢ : R™ x R™ — RP uma aplicagao bilinear. Entdo o¢|x é lipschitziana,
para todo X ¢ R™ x R™ limitado.

De fato, se K = max{||¢(ei, ¢;)||[i=1,...,m, j=1,...,n}, entdo

m n
@ (inei, Zw%)
i1 =1

< Z xil sl | (e, e5)]| < K Z Ixil ;]
i

i

lo(x,y)|| =

D xw;elee)
i

= Kikx[sllylls-

Se consideramos R™ x R™ com a horma da soma, temos que
lolxy) —o(x ¥l = [lexy—y)+elx—x"y'|
< ey =yl + lex—x"y')
< K ([xIslly=y'lls + [[x =xIs[[ylls) ,

para quaisquer (x,y), (x’,y’) € R™ x R™.

Como X é limitado em R™ x R™, existe r > 0 tal que ||(x,y)|ls = |Ix|ls + |[ulls < r para todo
(x,y) € X.
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Logo, se (x,y), (x',y’) € X, temos que |x|]|s < T e |y’||s < r e, portanto,
le(x,y) — o\ y )| <Kv (fx =xlls+ ly—y'lls) =Kr (|[(x,y) — (x",y")[s) .

Portanto, ¢ cumpre uma condicao de Lipschitz, com constante Kr, em cada bola Bs[0, r] do
espaco R™ x R™ = R™™,

Em particular, toda aplicacéo bilinear € continua.

6.1 Exemplos de aplicacoes bilineares

(1) A multiplicagao de nimeros reais @ : R x R — R @ (x,y) = xy.

(2) A multiplicacao de um escalar por um vetor @ : R x R™ — R™, @ (A, x) = Ax.
(3) O produto interno @ : R x R" — R, (x,y) = ) _Xivi.
i=1

(4) A multiplicagao de matrizes ¢ : M(mxn) x M(nxp) — M(mxp), (A, B)=AB.
(5) A avaliagao ¢ : L(R™ R™) x R™ — R™, (T, x) =Tx.
Observacao 6.9. Toda aplicagéo bilinear ndo-nula ¢ : R™ x R™ — RP ndo é lipschitziana
emR™ x R™
De fato, seja (xo,yo) € R™ x R™ tal que ©(xo,yo) # 0. Suponhamos, por absurdo, que existe
K > 0 tal que [l@(x,y)|| < K|l(x,y)| paratodo (x,y) € R™ x R™
Ent&o |l@(Axo, Ayo) [l < K|[(Axo,Ayo)|| paratodo A € R.

Logo A?||@(x0,yo)|| < KIAl|(x0,y0)|| paratodo A € R.

|M < K H(XO»UO)H

Assim,
ll@(x0,9Y0)||

para todo A € R, o que € uma contradicao.

Definicao 6.3. Uma aplicagédo f : X ¢ R™ — R™ é uma imersdo isométrica quando
[f(x) — f(y)ll = [|x — yl| para quaisquer x,y € X.

Observacao 6.10. A nogéo de imerséo isométrica depende das normas consideradas nos
espacos R™ e R™

Observacao 6.11. Toda imerséo isométrica é uma aplicagéo lipschitziana.

Observacao 6.12. Toda imerséo isométrica é injetora, pois
f(x) =f(y) = [x =yl = [[f(x) = fy)| =0 = x=y.
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Exemplo 6.1. Para m > n a aplicagéo f : R™ — R™, dada por

f(X],...,Xn) :(X1>"')Xn)o)"')0)>

€ uma imersao isométrica, se consideramos R™ e R™ com a norma euclidiana, ou com a norma
do maximo ou com a norma da soma, por exemplo.

Definicao 6.4. Uma imerséo isométrica f : X ¢ R™ — R™, com f(X) = Y, chama-se uma
isometria de X sobre Y. Sua inversa f~': Y — X é, por sua vez, uma isometria de Y sobre X.

Exemplo 6.2. Dado a € R", a franslacdo T, : R™ — R™, To(x) = a + x, € uma isometria de
R™ sobre R™ sendo (T,)~' = T_, a sua inversa.

Observe que T, € linear se, e somente se, a = 0.

Exemplo 6.3. Consideremos R™ com a norma euclidiana. Uma transformagao linear
T:R™ — R™é uma isometria se, e somente se, € ortogonal, ou seja, (Tx, Ty) = (x,y) quaisquer
que sejam x,y € R™

De fato, se ||Tx|| = ||x|| para todo x € R™, entao

TeTy) = 5 (Tt Tl = [Te—Tull2) = & (IT6c+u) 12— [Tx—)l12)

= (kP = yl?) =
E, reciprocamente, se (Tx, Ty) = (x,y) para todos x,y € R™, entao
T = Ty|? = [[Tx = y)? = (T(x —y), T(x —y)) = (x —y,x —y) = [x —yl?,
ou seja, || Tx — Ty|| = ||x — y|| quaisquer que sejam x,y € R™

Uma transformacgéao ortogonal T : R™ — R™também se caracteriza pelo fato de ser {Te;, ..., Te,}
uma base ortonormal. Isto equivale a dizer que as colunas da matriz da transformacao T em
relagdo a base canodnica sao duas a duas ortogonais e unitarias. Isto é, A'tA =AA'=1.

Observacao 6.13. Consideremos R™ com a norma euclidiana.
Toda isometria T : R* — R" é obtida fazendo a composicao de uma translacdo com uma

transformagao ortogonal (ver exercicio 7.13).

Definicao 6.5. Uma contracdo fraca f : X ¢ R™ — R™ é uma aplicacéo lipschitziana com
constante de Lipschitz K = 1. Ou seja, f € uma contragao fraca se ||f(x) — f(y)|| < ||x — y|| para
quaisquer x,y € X.

Observacao 6.14. Se trocarmos a norma de R™ ou de R™, uma contragéo fraca continua
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sendo uma aplicagao lipschitziana (e, portanto, continua), mas ela pode deixar de ser uma
contracao fraca.

Exemplo 6.4. (Contragbes fracas)
(a) A soma de vetores s : R™ x R™ — R™, s(x,y) = x +y, € uma contragao fraca.
De fato, tomando em R™ e em R™ x R™ a norma da soma, temos que:

[s(6,y) —s(x,y')lls = [[(x +y) = (X +y')ls < [[x =X'|Is + [y = y'lls = [, y) — (x,y')]s.
(b) A projecao m; : R™ — R, definida por mtij(x) = x;, onde x = (x1,...,%xn), € uma contracao
fraca.

De fato,
(%) — )l = Ixi —vil < [[x =y,
podendo-se tomar em R™ qualquer uma das trés normas usuais.

(c)Anorma | ||:R™— R é uma contragao fraca.

De fato, para quaisquer x,y € R™, temos que
el =Nyl < [lx =yl

(d) A distancia d : R™ x R™ — R, definida por d(x,y) = ||x — y||s, também & uma contragao
fraca se considerarmos R™ x R™ com a norma da soma, pois:
[dix,y) —d(x", y)I = [lx—=ylls =[x —y[s]
[(x—y) = (x" =yl
[x —=x'lls + [y —v'lls = [[(x,y) = (x'sy")|s,
para quaisquer (x,y), (x’,y’) € R™ x R™

<
<

Teorema 6.1. Dados X ¢ R™, Y c R™, f: X — R™ continua no ponto a € X, comf(X) C Y, e
g:Y — RP continua no pontob = f(a) € Y, entdo g o f : X — RP é continua no ponto a.

Prova.
Sendo g continua em b = f(a), dado ¢ > 0, existe n > 0 tal que
yevy, [ly—flall<n=llgly) —g(f(a))l| <e.

Por outro lado, sendo f continua em a, existe & > 0 tal que
x € X, |[x—al| < b= ||f(x) —f(a)]| <7m.

Entao,
x € X, [[x—al <= |g(f(x)) —g(f(a))]| <e.

Isto &, g o f é continua no ponto a. g
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Observacao 6.15. Dada uma aplicagdo f : X ¢ R™ — R™, temos que, para todo x € X,
f(x) = (f1(x),...,fn(x)), onde f; = myof : X C R™ — R, 1 = 1,...,n, sd0 as funcoes
coordenadas de f.

Teorema 6.2. Uma aplicacdo f : X ¢ R™ — R™ é continua no ponto a € X se, e s6 se, cada
uma das suas fungées coordenadas f; = ;o f : X — R é continua no ponto a.

Prova.
(=) Sendo f continua no ponto a e r; : R™ — R continua em R™, i = 1,...,n, temos,
pelo teorema anterior, que f; = 7ty o f € continuanoponto a,i=1,...,n.
(<) Se cada funcao coordenada f; = myof, i = 1,...,n, é continua no ponto a, dado ¢ > 0,
existem numeros reais 91,..., 6, > 0 tais que

x € X, [[x —a|| < b= [fi(x) — fi(a)| < ¢.
Considerando em R™ a norma do maximo e tomando & = min{d,,...,5,} > 0, temos que

xeX, |[x—all <= [f(x) = fla)[m <e.

Logo f é continua no ponto a. g

Corolario 6.1. Dadasf: X — R™e g : X — R™, sgja (f,g) : X — R™ x R" = R™"
a aplicacao definida por (f,g)(x) = (f(x), g(x)). Entao (f,g) é continua no ponto a se, e so se, f
e g sdo continuas no ponto a.

Prova.

Se f=(fy,...,fm) e g=1(9g1,...,9n), €ntao, as funcoes coordenadas de (f, g) sao
f1,...,fm,g1,...,gn.

Logo, pelo teorema 6.2, a aplicacao (f, g) € continua em a <= as fungdes coordenadas fy,...,fn, g1, ..

s&o todas continuas no ponto a <= f e g s&o continuas no ponto a. g

O teorema 6.1 e o corolario 6.1 sdo de grande utilidade para mostrar a continuidade de
certas aplicagoes. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 6.5. Sejam X c R™e f,g: X — R™ A : X — R aplicagbes continuas. Ent&o sdo
também continuas as aplicagdes:

f+g: X — R", (f+g)(x) = f(x)+g(x);

Af: X — R™,  (Af)(x) = Alx)f(x);
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—~

1iX-Zy — R, <1>(x) _

<f,g>X — R, <f,g>(x) = f(X),g(X)>,
A Ax)’

onde Z, = {x € X|A(x) =0}

De fato, como as aplicagées s : R" x R™ — R™, ¢ : RxR* — R E: R*"xR* — R e
p: R—{0} — R, dadas por s(x,y) = x +y, @o(t,x) = tx, &x,y) = (x,y) e p(t) = %, sao
aplicagdes continuas, e, pelo corolario 6.1, as aplicagbes (f,g) e (A, f) sdao continuas temos,
pelo teorema 6.1, que as aplicagdes f+g =so(f,g), Af = @o (A, f), (f,g) =&o(f,g) e % =poA
s&o também continuas.

Exemplo 6.6. A fungdo f : R — R dada por f(x,y) = (senx) e ¥’ & continua, pois
f=¢@o(senom, exposo({om,nom)),

onde p :RXxR —R, m:RXR—>R, m:RxR—R,s:RxR—R, {: R — R,
n:R— Reexp: R — R sao as fungdes continuas dadas por: ¢(x,y) = xy, m(x,y) = x,
m(x,y) =y, s(x,y) =x+y, &(x) =x% n(x) = x> e exp(x) = e*.

Teorema 6.3. Uma aplicagdo f : X ¢ R™ — R™ é continua no ponto a € X se, e sé se, para
toda sequéncia (x,) de pontos de X com lim x, = a tem-se kIim f(xx) = f(a).
— 00

k— o0

Prova.
(=) Seja f continua no ponto a e (x;) uma sequéncia de pontos de X com limx, = a.

Dado ¢ > 0, existe 6 > 0talque x € Xe [[x —a|| < & = ||f(x) — f(a)|| < e.

Como limx, = a, existe ko € N tal que ||xx — a|| < b para todo k > ko. Logo |[f(xx) — f(a)| < €
para todo k > kq. Entao f(xyx) — f(a).

(=) Suponhamos que f nao € continua no ponto a. Entao existe ¢, > 0 tal que paratodo k € N
podemos obter x,, € X com ||x — a|| < % e ||f(xx) — f(a)]| > eo.

Assim, x,, — a, mas (f(xx)) nao converge para f(a). g

Definicao 6.6. Dizemos que uma aplicagéo f : R™ — R™ é continua em relacdo a variavel
xi, (1 = 1,...,m) quando, para cada (as,...,a;i1,0ai1,...,ay) fixado, a aplicacao parcial

t— f(as,...,ai1,t,ai1,...,a.) € continua.

» Toda aplicagdo continua f : R™ — R™ é separadamente continua em relagao a cada uma de
suas variaveis, pois suas aplicacoes parciais sdo compostas de f com uma aplicacao continua

do tipo t — (ay,...,ai1,t,air1,...,an)-
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Mas a reciproca é falsa.

De fato, a fungdo f : R? — R, dada por

ooy = d P W #00)

0 se (x,y) = (0,0),

€ continua separadamente em relagdo a x e a y, pois f(x,b) = XZZXW seb £0ef(x,0) =0,
ay

enquanto f(a,y) = FEay: sea # 0e f(0,y) = 0. Mas f ndao é continua na origem, pois

fog(t) = % set#0efog(0) =0,onde g:R — R? dada por g(t) = (t,t), € uma aplicagéo

continua em R. Como f o g ndo é continua em t = 0, temos que f ndo é continua na origem.

Definicao 6.7. Uma aplicagéo f : X ¢ R™ — R™ é uniformemente continua quando para
todo e > 0, existe & > Otal que x,y € X e ||x —y|| < & = |[f(x) — f(y)|| < e.

Observacao 6.16. A nogdo de continuidade uniforme independe das normas consideradas
emR™eR™.

Observacao 6.17. Toda aplicagdo uniformemente continua é continua.

Observacao 6.18. Toda aplicagao lipschitziana é uniformemente continua.

De fato, se ||f(x) — f(y)|| < K||x —y|| para todos x,y € X, dado ¢ > 0, existe 6 = % > 0 tal que
Yy X, [[x—yl <= [f(x) - f(y)| <K[x —yl| <Kd=e.

Em particular,
» toda aplicacao linear T : R™ — R™ & uniformemente continua;
e se X C R™ x R™ é um subconjunto limitado € ¢ : R™ x R™ — RP € uma aplicagao bilinear,

entao ¢|x é uniformemente continua.

Observacao 6.19. A fungéo f : [0, +0c0) — R, dada por f(x) = /x, € um exemplo de uma
funcao uniformemente continua que nao é lipschitziana (veja Curso de Analise, Vol. Ide E. Lima,
pag. 244).

Observacao 6.20. A composta de duas fungdes uniformemente continuas é uniformemente
continua.

Observacao 6.21. Uma aplicagdo f : X ¢ R™ — R™ é uniformemente continua < suas
funcbes coordenadas fy,...,f, : X — R sdo uniformemente continuas.
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Teorema 6.4. Uma aplicagédo f : X ¢ R™ — R™ é uniformemente continua se, e sé se, para
quaisquer duas sequéncias (xi) e (yx) em X com kIim (xx —yx) =0, tem-se

lim (f(xx) —flyx)) =0.

k— o0

Prova.
(=) Dado ¢ > 0, existe 6 > O talque x,y € Xe |x —y| < & = |f(x) — f(y)]| < e.

Se (xx) e (yx) sdo sequéncias em X com kIim (xx —yx) = 0, existe ko € N tal que ||xx —yx|| < &
— 00
para todo k > ko.

Logo ||f(xix) — f(yx)|| < € para todo k > ko, ou seja, kIim (f(xy) —f(yx)) =0.

(<) Suponhamos que f nao é uniformemente continua. Entao existe ¢, > 0 tal que, para todo
1
k € N, podemos obter um par de pontos xy, yx € X com ||xx — yx|| < € IIf(xx) — flyw)|| > eo-

Logo (xx —yx) — 0, mas (f(xi) — f(yx) ) = 0. g
Exemplo 6.7. A fungdo f : R — R, definida por f(x) = cos(x?) ndo é uniformemente
continua.

De fato, se x, = v/ (k+ 1) e yx = Vkm, entao:

(ViF 7~ viem ) (Vi i + Vi )

Xk — Yk =

Vk+ )7+ Vir
- (k+Nm—km
 Vk+ )+ vk
s
= Jineavir Y
Mas, como cos(xi) = cos((k+1)m) = £1 e cos(yi) = cos(km) = F1, temos que

|1f(xx) — f(yx)|| = 2 para todo k, e, portanto, ( f(xi) — f(yx) ) = 0.

7 Homeomorfismos

Definicao 7.1. Sejam X ¢ R™e Y ¢ R™. Um homeomorfismo entre X e Y é uma bije¢ao
continua f : X — Y, cuja inversa ' : Y — X também é continua.

Dizemos que os conjuntos X e Y sao homeomorfos se existe um homeomorfismo f: X — Y.

Exemplo 7.1. Toda aplicagéo linear invertivel T : R* — R™ é um homeomorfismo de R™
sobre si proprio, pois sua inversa T-' : R™ — R"™ & linear e, portanto, continua.
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Observacao 7.1. A aplicagdo composta de dois homeomorfismos é um homeomorfismo, e o
inverso de um homeomorfismo € um homeomorfismo.

Observacao 7.2. Ja sabemos (veja Curso de Andlise, Vol. | de E. Lima, pag. 237) que se
f: I — R é uma fungao continua injetora definida num intervalo I, entdo f(I) = J € um intervalo
e f':] — R é continua, ou seja, f : I — ] &€ um homeomorfismo.

Mas, em geral, uma bijegao f : X C R™ — Y C R™ pode ser continua sem que sua inversa o
seja.

Exemplo 7.2. Seja f: [0,2nr) — S' c R? a aplicagéo definida por f(t) = (cost,sent). Pelo
teorema 6.2, f € continua. Além disso, f € uma bije¢cdo. Mas sua inversa f~! : S' — [0,2n) é
descontinua no ponto p = (1,0).

e zi. = f(ty). Entao lim f(ty) = kIim zZx = p, Mas
— 00

k— o0

&=

De fato, para cada k € N, sejam t, = 2t —
lim f'(z) = lim tey =240 =1"(p).

k— o0 k—o0

» No entanto, f: (0,2r) — S' — {p} € um homeomorfismo.

De fato, seja (zi) uma sequéncia de pontos de S’ — {p} tal que kIim z=q¢€S'—{p).
Como f € uma bijecao, para cada k € N, existe um unico t, € (0,27) tal que f(ty) = zy.
Afirmacao: A sequéncia (ty) € convergente e seu limite b pertence ao intervalo (0, 27).

Com efeito, sendo (ti) uma sequéncia limitada, ela possui pelo menos um valor de aderéncia,
e todos os seus valores de aderéncia pertencem ao intervalo [0, 27].

Seja (ti)ren Uma subsequéncia convergente e seja b = ]lirlg .
e !

Entao f(b) im f(ty) = l!irIQ zi=qeS'"—{pl. Logo b € (0,2n) e, pela injetividade, b = f'(q).
e !

= |
keN’
Portanto, b = f~'(q) é o Unico valor de aderéncia da sequéncia limitada (t;).

Pelo teorema 4.3, (t) é convergente e ]I!rg t, =1 '(q), ou seja, ]I!rg f(ze) =1 '(q).
S S

Assim, do teorema 6.3, obtemos que f~' : S —{p} — (0,2m) ¢é continua e, portanto,
f:(0,2r) — S" —{p} é um homeomorfismo.

» De modo analogo, podemos provar que a aplicagdo f : (a,a + 2m) — S' —{q}, onde
q = (cos a,sena), € um homeomorfismo. [

Observacao 7.3. Os homeomorfismos desempenham na Topologia um papel analogo aos
movimentos rigidos na Geometria Euclidiana: dois conjuntos homeomorfos sao indistinguiveis
do ponto de vista topoldgico.
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Vejamos, agora, outros exemplos de homeomorfismos.

Exemplo 7.3. As translagdes T, : R™ — R™, To(x) = a + x, s4o homeomorfismos, pois T, e
(Ta) ™' = T_, séo isometrias e, portanto, sdo continuas.

Exemplo 7.4. As homotetias Hy : R™ — R™, Ha(x) = Ax, com A # 0, sdo homeomorfismos,
pois cada H, é uma transformagao linear invertivel com (Hx) ™" = Hy-1.

Exemplo 7.5. Duas bolas abertas ou duas bolas fechadas ou duas esferas quaisquer no
espacgo R™ sao homeomorfas.

De fato, dados a,b € R™ e r > 0, s > 0 nimeros reais, temos que a aplicacdo ¢ = T,oH;/yoT 4:
R™ — R™ é um homeomorfismo tal que:
¢(B(a,r)) =B(b,s), ¢(Bla,r]) =Blb,s] e ¢(Sla,r)] =SIb,s],

pois, como @(x) = ; (x —a) + b, entédo ||[o(x) —b| = % |x — al| e, portanto:
lo(x) =Dl <s = [lx —al <73
lo(x) —b|| <s =[x —a| <7;

[@(x) =bl|=s =[x —al| =7.7

Exemplo 7.6. Toda bola aberta em R™ é homeomorfa ao espago euclidiano R™.

Como duas bolas abertas em R™ sao homeomorfas, basta mostrar que R™ € homeomorfo a bola
aberta B(0, 1) de centro na origem 0 e raio 1.

Para isso, considere as aplicacbes f : R™ — B(0,1) e g : B(0,1) — R™ definidas por:

fx:L, ortanto ||f(x)]| <1, e =Y
Entdo f e g sdo continuas,
B X x0T+ D
goflx) =g ( 1 +||x||) BEGEIC IS
1—1yl) ,
fogly) =f( Y ): v/ —y, pois 1 — [ly|| > 0.
9v) (1—\\yu T ol — e~ Y Pos T vl

Logo f : R™ — B(0,1) € uma bijecdo continua, cuja inversa € a aplicagcao continua
g:B(0,1) — R™ Portanto, f e g sao homeomorfismos.

Exemplo 7.7. Seja f: X ¢ R™ — R™ uma aplicagao continua. Seu grafico é o conjunto
G = Graf(f) ={(x,f(x)) [x € X} C R™ x R™ = R™™,

Afirmacao: O dominio X e o grafico G da aplicagao continua f sdo homeomorfos.
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Considere a aplicacdo f : X — G, definida por f(x) = (x, f(x)).

Como f e a aplicagao identidade 1d : R™ — R™ sao continuas, temos, pelo corolario 6.1, que
f é uma bijecao continua. Sua inversa g : G — X, dada por g((x,f(x))) = x, é continua, pois
g = mg, onde 7ty : R™ x R™ — R™ é a projecao m;(x,y) = x.

e Em particular, R — {0} € homeomorfo a hipérbole
H={(xy) eR*xy=11={(x,1) IxeR—{0} },

pois H é o grafico da fungdo continua f : R — {0} — R dada por f(x) = 3—(

e Também, usando o resultado acima, podemos provar que o hemisfério norte
St={xeR™[|x]| =1exmu >0}

da esfera m—dimensional € homeomorfo a bola aberta B(0,1) ={x € R™|||x|| <1} C R™.

De fato, ST* = {(x, /1 —||x]|?)|x € B(0,1)} e, portanto, ST é o grafico da aplicagio continua
f:B(0,1) C R™ — R dada por f(x) = /1 —|x]|? .

Exemplo 7.8. (Projecéo estereografica)

Seja S™ = {x € R™'|(x,x) = 1} a esfera m—dimensional de centro na origem e raio 1 e
p=1(0,...,0,1) € S™seu pdlo norte.

A projecao estereografica é a aplicagdo ¢ : S™ — {p} — R™, onde ¢(x) € o0 ponto em que a
semi-reta ﬁ c R™"! corta o hiperplano x,..1 = 0, o qual identificamos com R™.

p

Sm

Fig. 5: Projecao estereografica

ComopxX ={(1—t)p+tx|t>0}={p+t(x—p)|t >0}, temos queumpontoy = (1—t)p+tx €
pX pertence ao hiperplano R™ x {0} ¢ R™*! se, e s0 se,

J. Delgado - K. Frensel 31



Andlise

Ymi1 = Tmp1 (P + tx = P)) = Pmp1 + txmi1 = Pmy1) =T+ tlxmyr — 1) =0.

— 1
Logoy=(1—t)p+txepx N(R™x {0}) se, e somente se, t = T e, portanto,
- X*m+1
/
©(x) = @x1,. .., Xmy Xmp1) = 7————,8€ndo x" = (x1,...,%m).
T—Xmgr’

Assim, ¢ : S™ —{p} — R™ é uma aplicagao continua.

Seja agora a aplicacao ¢ : R™ — S™ — {p} definida pelo processo inverso, ou seja, &(x) é a
—
interseccao de S™ — {p} com a semi-reta p x*, onde x* = (x, 0).
Entdo £(x) =p +t(x*—p),ondet >0e [|[p+t(x*—p || = 1. Assim,
[(tx1, .., txm, 1T =t))IP=1 &= 2xF+...+x3)+1-2t+t?2=1
= PO+ -2t+1=1 & t{(I+|x]|*)t—-2)=0& t=0o0u t=

2 2x [x]|? — 1
Logot:ea(x):( , )
1+ ||| T [Ix[]2" 1+ [Ix]12

Como & :R™ — S™—{p} é continua,

2
1+ [x[|2

2x 1
po&(x) = : =X,
Tz ]2 =1
Ix[[2+1
e
2x’ T+ X g
B x' _ 1 —Xm41 T — Xm — (y! _
EO(P(X)—a(]_XmH)— 1+Xm—|—1 ) 1+Xm+1 _(X>Xm+1)_x>
1+ +1
T —Xmy1 T —Xmi
pois,
! 1|12 2
x N 1 G et -V R B e
T —Xmi (1 —Xmp1)? (1T —Xmp1)? T—Xmy1’

temos que ¢ é a inversa de ¢, e, portanto, ¢ : S™ — {p} — R™ & um homeomorfismo.

8 Limites

Definicao 8.1. Sejam a aplicagdo f: X c R™ — R™e a € X'. Dizemos que b € R™ é o limite
de f(x) quando x tende para a, e escrevemos
b = lim f(x),

X—a

se, para todo ¢ > 0 dado, podemos obter 6 > 0 tal que
x€X,0<|x—al| <= |f(x) —b| <e.

Ou seja, f( XN (B(a,d) —{a}) C B(b,¢).
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Observacao 8.1. Para que tenha sentido a existéncia do limite b = lim f(x), ndo é necessario
Xx—a

que a pertenga a X, ou seja, que f esteja definida no ponto a, € mesmo que a € X, o valor f(a)

nao desempenha papel algum na definicao de limite. Importam apenas os valores f(x) para x

proximo, porém diferente de a.

Observacao 8.2. (Unicidade do limite)

SeaecX,limf(x)=belimf(x)=c,entaob =c.

Xx—a Xx—a

De fato, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

xeXe 0<||x—ay|<5;x|yf(x)—b||<§ e |[f(x) —c| < <.

2
Como a € X', existe x5 € Xtalque 0 < [|xs —al| < 5.

Logo,
b —cll < [[f(xs) —cl[ +[[b = flxs) < ¢,

para todo ¢ > 0. Assim, b = c.

Observacao 8.3. A continuidade se exprime em termos de limite.

Se a € X é um ponto isolado de X, entao toda aplicagao f: X ¢ R™ — R™ € continua no ponto

a.

Mas, se a € XN X', f: X C R™ — R™ é continua no ponto a se, e s6 se, f(a) = lim f(x).

X—a

Observacao 8.4. limf(x) =b <= para toda sequéncia (x;) de pontos de X —{a} com
lim x, = a, tem-se kIim f(xy) = b.

k— o0

Este resultado prova-se de modo analogo ao teorema 6.3.

Teorema 8.1. Existe lim f(x) & para toda sequéncia (x,) de pontos de X —{a} com

X—a

lim x, = a, existe lim f(xy).
k—o00

k— o0

Prova.
Pela observacao anterior, basta mostrar que se (xx) € (yx) sdo duas sequéncias em X — {a}
com limxy = limyy, = a, entao lim f(xy) = lim f(yy).

Sejam b =lim f(xy) e ¢ = lim f(y).

Consideremos a sequéncia (zy)ken = (X1,Y1,%X2,Y2,--+,Xn,Yn,--.), OU S€jA, Z2p 1 = Xy €
ZZk:yk,k:1,...,TL,....
Como limzy = limz, 1 = a, temos que limz, = a. Logo, pela hipétese, a sequéncia (f(zy)) &

convergente. Assim, b = c, pois limf(zz_1) =b elimf(zx) =c. g
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Observacao 8.5. No caso em que f : X ¢ R — R é uma funcéo real de variavel real e
a € X' (ou a € X,) podemos provar que 0 Xirgﬁ f(x) (respectivamente, Xﬂ)rg+ f(x)) existe se, e
somente se, para toda sequéncia (x;) crescente (respectivamente, decrescente) de pontos de
X —{a}comlimx, = a, o limite ]JLngo f(xy) existe.

Observacao 8.6. Sejam a € X’ c R™e f: X — R™ uma aplicagao cujas fungbes coordena-
das sao fy,...,f,: X — R. Entao, lim f(x) =b = (by,...,b,) se, e somente se, lim fi(x) = by,

i=1,...,n

A demonstragao se faz de modo analogo ao teorema 6.2.

Observacao 8.7. Sejam X ¢ R™, a € X/, b,c € R, f,g: X — R™"e A : X — R tais que
lim f(x) = b, lim g(x) =c e limA(x) = Ay. Entao:
X—a Xx—a

X—a

(1) lim (f(x) + g(x)) = b +c;
(2) lim A(x) f(x) =Apb;

(3) lim (£(x), g(x)) = (b,¢);

As afirmagoes decorrem do corolario 4.1 e da caracterizagao de limite por meio de sequéncias
(ver observacao 8.4).

Observacao 8.8. Seja ¢ : R™ x RP — R9 uma aplicagéo bilinear. Se f : X ¢ R™ — R" e
g : X — RP sao aplicagdes com lim f(x) =0, a € X’, e g € limitada, entao lim ¢(f(x), g(x)) = 0.
Xx—a

Xx—a

De fato, basta observar que
o (f(x), g(x))[| < M[f(x)]| [la(x)]l,

para todo x € X, onde M é uma constante positiva que depende apenas da aplicacao bilinear ¢
e das normas consideradas em R™, R? e R9.

» Como caso particular, temos que lim (f(x), g(x)) = 0 e lim «(x) f(x) = 0 se um dos fatores €
Xx—a X—a
limitado e o outro tende para zero.

2

Exemplo 8.1. Se f:R2—{0} — R é a fungéo f(x,y) = ﬁyyz centdo  lim  f(x,y) = 0.

(x,y)—(0,0)
- p Xy . . ~
De fato, a funcao f(x,y) é o produto de x por ————, sendo lim x = 0 e a aplicagao
G (x,y) P p 2+ 2 o N00) plicag
Xy - .
(x,y) — S limitada, pois, para (x,y) # (0,0),
2 2
xyl < 2[x|ly| <XtV
X2+y2 — XZ_l_yZ — XZ_l_yZ
]
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Observacao 8.9. (Relagao de limite e composicéo de aplicagdes)

Sejamf: X — R™, g: Y — RP,ae X', beY ef(X)CY. Entdo:

(1) Se )I(iLnaf(x) = b, 1lm) gly) =cex#a= f(x) # b, entdo )I(iLna(g of)(x) =c.

De fato, dado ¢ > 0, existe u > 0 tal que
yeYeO0<|y=b<p=lgly)—cl<e.

Como lim f(x) =b e x # a = f(x) # b, existe 6 > 0 tal que
xeXel<|x—al|<d=0<|f(x)—D| <.

Logox e Xe O < [[x—a|]| <d= |lg(f(x)) —c| < e.

(2) Se lim f(x) = b e g é continua no ponto b, entao lim g(f(x)) = g(b).

A demonstracao se faz de modo analogo ao resultado anterior.

» Como consequéncia de (2), temos que se lim f(x) = b entdo lim ||f(x)|| = ||b||, pois a fun¢ao
Xx—a Xx—a
norma| | :R™— R é continua.

» E como consequéncia de (1), temos que se lim f(x) = b, entao lirrg)f(athu) = b, para qualquer
x—a —
vetor u # 0.

Xy

Seque dai que nao existe im ———, pois, para u = («,B), o valor do limite
g q o0 X2+ u2 P p (o, B)

. «f .

limf(tx,tp) = ———5, quevariacom «x e f3.

150 ( ) B) O(2+ Bz q B

Observacao 8.10. Sejam f,g : X ¢ R™ — R, a € X/, tais que f(x) < g(x) para todo
x € X—{a}. Se limf(x) =be limg(x) =c,entao b < c.
b—c
2
Entdo existe 6 > Otalquex e XeO0< |[x—a|]| < d = f(x) € (b—¢,b+e)eg(x) € (c—e,c+e).

De fato, suponhamos que b > c e seja e = > 0.

Como b —¢ = c+ ¢, temos que g(x) < f(x) paratodo x € {x € X|0 < ||[x — a|| < 8} # &, pois
a € X', uma contradigao.

Observacao 8.11. Se f: X ¢ R™ — R™ é uma aplicagdo uniformemente continua e (x) €
uma sequéncia de Cauchy de pontos de X, entao (f(xx)) € uma sequéncia de Cauchy.

De fato, dado ¢ > 0, existe 6 > Otalque x,y € Xe |[[x —y|| < d = [|f(x) — f(y)]| < e.
Como (xk) € de Cauchy, existe k, € N tal que ||xx — x|| < & para k, £ > k.

Logo ||f(xk) — f(x¢)|| < € para k, £ > k.
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Teorema 8.2. Sejaf: X c R™ — R™ uma aplicacdo uniformemente continua. Entdo, para
fodo a € X', existe lim f(x).

Xx—a

Prova.
Seja (xi) uma sequéncia de pontos de X —{a}, com limx, = a. Como (xy) € uma sequéncia de
Cauchy e f € uniformemente continua, entao (f(xx)) € uma sequéncia de Cauchy e é, portanto,
convergente. Entdo, pelo teorema 8.1, existe lim f(x). g

Xx—a
Observacao 8.12. A fungéo continua f : R2—{(0,0)} — R definida por f(x,y) = ﬁyyz nao
é uniformemente continua em qualquer conjunto X ¢ R? —{(0,0)} do qual (0,0) seja um ponto

de acumulagao, pois nao existe Iim  f(x,y).
(x,y)—(0,0)

Corolario 8.1. Sgjaf : X ¢ R™ — R™ uma aplicagdo uniformemente continua e seja
X = XU X'. Entdo existe uma Unica aplicacdo uniformemente continua f : X — R™ tal que
fx = f.

Isto é, toda aplicagao uniformemente continua definida em X se estende de modo Unico a
uma aplicacdo uniformemente continua em X = X U X'.

Prova.

Para cada x € X' — X, fagca f(x) = lim f(x), o qual existe pelo teorema anterior. E se x € X,
X—X

faca f(x) = f(X).

Entdo f : X — R™, assim definida, é uma aplicacdo que estende f.

Observe que se x € X' N X, entdo f(x) = f(x) = lim f(x). Ou seja, f(x) = lim f(x), para todo
x e X\

Afirmacéo: f : X — R™ é uniformemente continua.

Dado ¢ > 0, existe > 0 tal que x,y € X e |[x —y|| < 6 = [|f(x) — f(y)|| < g

Sejam X,y € X tais que ||x —y|| < 6. Como X = XU X, lim f(x) = f(x),sex e X, e lLrT]gf(x) =
f(y), sey € X/, existem 0 < &y < z_)_”z_y”

I —x|l <80, [[U—yll <8, I[fx)—Ffx)|<

e x,y € X tais que

S [ —f) <

(Se x € X, bastatomar x =X, e se y € X, basta tomary =7y).

£
3

Logo,
Ix =yl < llx =X+ X =Yl + [[U -yl <o+ S0+ [[x Tl <& —|x -1l + [x -7l =9,

e, portanto,
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17630 = @) < IF) = F0) |+ [[F60) = Fw)ll + 1Flw) = F@)ll < 5 + 5+ 5 =e.
Assim,se X,y € X, |[x—1y| <& = [[f(X) — f(¥)| < e.
Unicidade: Seja g : X — R™ uniformemente continua tal que g|x = f.

Entéo, se x € X, g(x) = f(x) = f(x). Ese x € X' — X, seja (xx) uma sequéncia de pontos de X
com limxy, =X.

Logo g(x) = lim g(xi) = lim f(xi) = lim f(x) = f(X) .

xX—X

9 Conjuntos abertos

Definicao 9.1. Seja X ¢ R™ Um ponto a € X é um ponto interior a X se existe & > 0 tal que
B(a,d) C X.

Observacao 9.1. A definicao de ponto interior independe da norma considerada em R™.
Definicao 9.2. O interior de X é o conjunto intX formado pelos pontos interiores a X.
Observacao 9.2. intX c X

Definicao 9.3. Dizemos que um conjunto V é uma vizinhanca do ponto a quando a € intV.

Definicao 9.4. Um conjunto X C R™ é aberto quando todos os seus pontos sdo pontos interi-
ores a X, ou seja, quando para todo a € X existe > 0 tal que B(a,d) C X.

Assim, X é aberto & intX = X.

Observacao 9.3. Toda bola aberta B(a,r) & um conjunto aberto de R™.

De fato, seja b € B(a,r), ou seja, |[b—a|]| <r. Entdo 6 =r—|b—al| > 0 e B(b,8) C B(a,r),
poisse |[x —b||<d=|x—qa| <|x—Db||+[b—a|]|<d+|b—a] =T

Observacao 9.4. O complementar R™ — Bla, ] de uma bola fechada é um conjunto aberto
emR™

De fato, dado b € R™ — Bla,r], entdo |[b —a| > 1. Sejad = ||b —al]| — 7 > 0.

Entdo B(b,§) C R™—Bla, 1], poisse ||[x—b|| < & = ||[b—al| < [|[b—x||+|x—a| < §+]|x—a| =
Ix—a|| >|b—al]|—0=r.
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Observacao 9.5. Paratodo X ¢ R™, intX é um conjunto aberto.
De fato, se a € intX, existe r > 0 tal que B(a,r) C X. Seja x € B(a,r).
Entdo, pondo 6 =r—||x — a|| > 0, temos que B(x, ) C B(a,r) C X.

Logo, se x € B(a,r) entdao x € int X, ou seja, B(a,r) C intX, o que prova que int X é aberto.

Observacao 9.6. Se X C Y entao intX cC intY.

De fato, se xq € int X, existe r > 0 tal que B(xo, 1) C X. Logo B(xy, 1) C Y €, portanto, xq € intY.
» Com isso, podemos provar a observacao 9.5 da seguinte maneira:

Seja xo € int X. Entao existe r > 0 tal que B(x,, 1) C X.

Logo, pelo provado acima, int(B(xo, 1)) C intX, e, portanto, B(xo,r) C intX, pois B(xo, ) € um
conjunto aberto.

Observacao 9.7. Uma bola fechada B[a, ] € R™ ndo é um conjunto aberto.

De fato, seja xo € S[a, r]. Entao, existe u € R™ vetor unitario (de norma 1) tal que xo = a + ru.
Sejae>0etomex=a+ (r+§> u.

Entdo |[x—xo|| = [[a+Tu—a—(r+¢/2)ul = %
mas x ¢ Bla, r]. Ou seja, se xo € Sla, ] entdo xo & intBla, r].

<ee|x—aqa :r+§ > 71, ouseja, x € B(xg,¢),

Portanto, int B[a, r] = B(a, r), uma vez que B(a,r) =intB(a,r) C intBla, .
Definicao 9.5. Sejam X ¢ R™ e a € R™. Dizemos que a é ponto fronteira de X se, para todo
r>0,Bla,r)NX#TeB(ar)N(R*"—X) #£ 2.

O conjunto 0X formado pelos pontos fronteira de X é chamado fronteira de X.
Observacao 9.8. aX = d(R™ — X).

Observacao 9.9. Dados X ¢ R™e a € X, ha trés possibilidades que se excluem mutuamente:
acintX, ou xecint(R*—X) ou xe€oX.

Ou segja,
R™ = intX U int(R™ — X) U dX,

sendo int X, int(R™ — X) e 09X dois a dois disjuntos.

Exemplo 9.1. Como R™ — B[a, 1] é aberto e intB[a,r] = B(a, 1), temos que 9dB[a,r] = S[a,r].
]
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Exemplo 9.2. Como R™ — Bla,r] é aberto e R™ — Bla,r] c R"™ — B(a,r), temos que
R™ — Bla,r] C int(R™— B(a,r)). Logo,
0B(a,r) =R"™— (intB(a,r) Uint(R™ - B(a,r))) = R™— (B(a,r) Uint(R™ - B(a,r))) C Sla,r].

E se x € Sla, 1], ou seja, x = a+ru, |[ul| =1, entdo, paratodo 0 < ¢ <,
x € B(x,e)N(R*"—B(a,r)) e y=a+(r—e/2)ueB(x,e)NB(a,r),
£

pois [y — x| = 5

<eely—ada| = r—% <. Logo, Sla, 7] C 9B(a,t). Assim, 3B(a,r) = Sla, 7.

Observacao 9.10. Um conjunto A C R™ é aberto se, e s6 se, nenhum de seus pontos é
ponto fronteira de A, ou seja, se, e s6 se, ANJA = .

Teorema 9.1. Os conjuntos abertos do espaco euclidiano R™ possuem as sequintes proprie-
dades:

(1) @ e R™ sdo conjuntos abertos;

(2) A interseccao A = A1 N ...N Ay de um numero finito de conjuntos abertos A4, ...,Ax é um
conjunto aberto.

(3) A reunido A = J,.; Ax de uma familia qualquer (A)\)\c1 de conjuntos abertos A, € um
conjunto aberto.

Prova.
(1) R™ é obviamente aberto, e @ é aberto, pois um conjunto s6 pode deixar de ser aberto se
contiver algum ponto que nao seja interior.

(2)Sejaace A=A1N...NAg,0useja,ac A, paratodoi=1,...,k. Como cada A; é aberto,
existe 8; > 0 tal que B(a,d;) C A;. Seja & = min{dy,...,8) > 0. Entdo B(a,d) C A; para todo
i=1,...,ke, portanto, B(a,d) C A. Logo A é aberto.

(3) Seja a € A =J,. Ax- Entéo existe Ao € L tal que a € A,,. Como A,, é aberto, existe & > 0
tal que B(a,d) C Ay, C A. Logo A é aberto. g

Definicao 9.6. Seja X ¢ R™. Dizemos que A C X é aberto em X quando, para cada a € A,
existe 6 > 0 tal que B(a,d) N X C A.

Observacao 9.11. Um conjunto A C X é aberto em X se, e s6 se, existe um aberto B ¢ R™
talque A =BnX.
De fato, para cada a € A, existe 6, > 0 tal que B(a, d,) N X C A. Tome B = U B(a,d4).

acA
Entao B é abertoem R*"e BN X = A.
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Reciprocamente, se A = BN X, onde B é aberto em R™, dado a € A = BN X, existe 4 > 0 tal
que B(a,8) C B. Logo B(a,d) N X € BN X = A. Portanto, A é aberto em X.

Observacao 9.12. Se X ¢ R™ é aberto, entdo A C X é aberto em X se, e s se, A é aberto
em R™.

De fato, se A € aberto em X, existe B aberto em R™ tal que A = XN B. Como X e B sao abertos
em R™, temos que A também & aberto em R™.

Reciprocamente, se A é aberto em R™, entdo A = A N X € aberto em X.

Exemplo 9.3. A =(0,1] é aberto em X = [0, 1], pois A = (0,2) N[0, 1], onde (0,2) é aberto em
R. [

Observacao 9.13. Um resultado analogo ao do teorema 9.1 vale para os abertos em X:
(1) @ e X sao abertos em X, pois @ =2@nNXe X =R"NX, com & e X abertos em R™.

(2) Umainterseccao finita A = A;N...NA de conjuntos Ay, ..., A, abertos em X é um conjunto
aberto em X, pois, para cada A;, i =1,...,k, existe B; aberto em R™ tal que A; = B; N X. Entdo
A=BNnX)Nn...Nn(BxNX) = (ByN...NnB)N X, onde By N...N By é aberto em R™. Logo
A=A;N...NALé abertoem X.

(3) Uma reunido A = |J,.; A\ de abertos A, em X & um conjunto aberto em X, pois para cada
A A € L, existe B, aberto em R™ tal que A, = BANX. Entdo A = J,.; (BANX) = (Urer BA) NX,
onde [ J,; Bx € aberto em R™ Logo A = [J,.; Ax € aberto em X.

Teorema 9.2. Uma aplicacdo f : X ¢ R™ — R™ é continua se, e s se, a imagem inversa
f~1(A), de todo aberto A C R™, é um aberto em X.

Prova.
(=) Seja xo € f'(A). Entao f(xo) € A. Como A é aberto em R", existe ¢ > 0 tal que
B(f(xo0),€) C A, ou seja, [y —f(xo)|| <e =y € A.

Sendo f continua no ponto x, € X, existe 6 > 0tal que x € X, ||[x —xo|| < &8 = ||f(x) —f(x0)|| < e.

Logo f(X N B(xo,8)) C B(f(xo),e) C A, e, portanto, X N B(xo, ) C f~'(A). Provamos, assim, que
f~1(A) é aberto em X.

(&) Seja xo € X e seja ¢ > 0. Entdo, como por hipdtese, f1(B(f(xo),e)) € aberto em X,
existe 5 > 0 tal que B(xo,8) N X C f'(B(f(xo),e). Logo, se x € X e [x — x| < 6 =
f(x) € B(f(xo),e) = ||f(x) — f(x0)|| < €, ou seja, f é continua no ponto x, € X. Como xy € X €
arbitrario, f € continua. g
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Observacao 9.14. Uma aplicagdo f : X ¢ R™ — Y c R™ é continua se, e s se, para todo
conjunto A C Y abertoem Y, f~1(A) é aberto em X.

De fato, se A C Y é aberto em Y, existe B aberto em R™tal que A = BNY. Como f~'(A) = f~'(B)
e f é continua, temos, pelo teorema anterior que f~'(B) = f~'(A) é aberto em X. Reciproca-
mente, se A é aberto em R™, entdo ANY é aberto em Y. Logo, por hipétese, f'(ANY) = f1(A)
€ aberto em X. Assim, pelo teorema anterior, f é continua.

Observacao 9.15. Se f : R* — R é uma fungéo continua, entdo, para todo a € R,

f1((—o0,a)) ={x € R™|f(x) < a} é aberto em R™, pois (—oo, a) é aberto em R.
Mais geralmente, se fy,...,fi: X C R™ — R sao fun¢des continuas, entao

fﬁ((—oo, a)) N f;I((—oo, a))N... ﬂf[]((—oo, ay)) ={x € X|f1(x) < ar,f2(x) < az, ..., fi(x) < ax}
€ um conjunto aberto em X, pois cada conjunto f;‘ ((—o00,ai)),i=1,...,k, éaberto em X.

Com isso, podemos provar novamente que a bola aberta B(a, ) € um conjunto aberto de R™,
pois

B(a, 1) ={x e R"|||x —a|| < v} ={x € R™|f(x) < T},
onde f: R — R € a fungado continua dada por f(x) = ||x — a| .
Observacao 9.16. Se A; ¢ R™,..., A, C R™ sdo abertos, entdo o produto cartesiano
Al X ... x Ax CR™ x ... x R™ é aberto.

De fato, considerando as projegdées 7; : R™ x ... x R™ — R™ i=1,... k, que sao aplicagoes
continuas, temos que
(A =RY X X RMT x Ay x R+ x o x R i=1,...k

sao conjuntos abertos. Logo,
A XX Ap =1 (AN L N (A

€ um conjunto aberto.

Definicao 9.7. Dados X ¢ R™, Y c R™, dizemos que f : X — Y é uma aplicacdo aberta
qguando para cada A C X aberto em X, sua imagem f(A) é um subconjunto aberto em Y.
Observacao 9.17. As projegdes 7; : R™ — R, i=1,...,n, sdo funcdes abertas.

De fato, considerando a norma do maximo em R™, temos que se A C R™ € aberto e a; = m;(a),
a=(a,...,a,) €A, existe 6 > 0 tal que
Bm(a,d) =(a;—98,a1+8) x -+ x (an—90,an+0) CA,

e, portanto, 7t;(Bm(a, d)) = (a; — d,a; + 6) C mi(A). Logo mt;(A) € aberto em R.
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10 Conjuntos fechados

Definicao 10.1. Seja X ¢ R™. Dizemos que um ponto a € R™ é aderente a X quando a é
limite de uma sequéncia de pontos de X.

Observacao 10.1. Todo ponto a € X é aderente a X, pois a = limx,, com x, = a para todo
k € N. Mas um ponto a pode ser aderente a X sem pertencer a X. Neste caso, a € X'.

Logo a € aderente a X se, e s0se, a € Xoua € X',ouseja, aec XUX'.

Observacao 10.2. Um ponto a € R™ é aderente a X <= paratodo ¢ > 0, B(a, &) N X # 2.
De fato, se a € R™ € aderente a X, existe uma sequéncia (x;) de pontos de X tal que limx;, = a.

Entdo, dado ¢ > 0, existe ko € N tal que ||xx — a|| < ¢ para todo k > ko, ou seja x, € B(a,e) N X
para todo k > kq. Logo B(a,e) N X # @.

Reciprocamente, para todo k € N, temos, por hipotese, que existe x, € B <a, ;) N X, ou seja,
existe x, € X com ||x, — a|| < %
Logo (xx) € uma sequéncia de pontos de X que converge para a. Portanto, a € aderente a X.

Definicao 10.2. O fecho de X é o conjunto X formado pelos pontos aderentes a X.
Observacao 10.3. X = Xu X’ (ver observacédo 10.1).

Observacao 10.4. b ¢ X & 35 >0; B(b,5)NX =2 & 35 >0; B(b,§) CR"— X &
b € int(R™ — X).
Como R™ = int X U int(R™ — X) U aX (uni&o disjunta), temos que X = int X U 9X.

o Em particular

B(a,r) =intB(a,r) U0B(a,r) = B(a,r) U S[a,r] = Bla, r]
e Bla,r] =intBla,r] UdBla,r] = B(a,r) U S[a,r] = Bla, r].

Ou seja, B(a,r) = Bla,r] = Bla,].

Exemplo 10.1. Se X = Q", entdo X = R™, pois todo nimero real é o limite de uma sequéncia
de ndmeros racionais, e, portanto, todo ponto (as,...,a,) € R™ é o limite de uma sequéncia de
pontos de Q™.

Observacao 10.5. O conceito de ponto aderente a X pode ser reformulado com abertos, em
vez de bolas:
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e a € X & para todo aberto A, contendo a, tem-se A N X # @.
b ¢ X & existeumaberto AcombecAeANX=a.

Para provar a primeira afirmacao, basta observar que toda bola aberta € um conjunto aberto, e
qgue todo conjunto aberto A contendo a, contém também uma bola aberta de centro a.

Definicao 10.3. Dizemos que um conjunto X C R™ é fechado quando contém todos os seus
pontos aderentes, ou seja, quando X = X.

Observacao 10.6. X ¢ R™ é fechado <= "se limx;, =a e x. € X paratodo k € N =
aeX”.

Exemplo 10.2. Toda bola fechada B[a, ] € um conjunto fechado, pois, pela observagéo 10.4,
Bla,r] = Bla,r].

Ou, mais diretamente, se (x;) € uma sequéncia de pontos de Bla,r], € limx, = b, entdo
|b—al <r, pois ||xx—a|] <r paratodo ke N e |b—a| = kIim Ixk —all.
Observacao 10.7. XcYCR*= X C Y.

De fato, se a € X, existe uma sequéncia (x,) de pontos de X tal que limx, = a. Como X C Y,
(xx) € uma sequéncia de pontos de Y com limxy, = a. Logo a € Y.

Observacao 10.8. Se X c R™ é limitado, entao X ¢ limitado.
De fato, como X é limitado, existe r > 0 tal que X c B[0, r]. Logo X C B[0, ] = B[0, 1] e, portanto,
X é limitado.

Proposicao 10.1. Seja X c R™. Entdo R™ — X é aberto em R™.

Prova.

Sejab € R™ — X, ou seja, b ¢ X. Entdo existe 5 > 0 tal que B(b,8) N X = @. Sejay € B(b,d).
Como B(b, §) € um aberto que contém y tal que B(b,6) N X = &, temos, pela observacao 10.5,
quey ¢ X, ou seja, y € R™— X. Logo B(b,5) c R™ — X, provando, assim, que R™ — X é aberto.

Teorema 10.1. Um conjunto X c R™ é fechado se, e sé se, R™ — X é aberto.

Prova.
(=) Se X é fechado, entdo X = X. Logo R™ — X = R™ — X é aberto.
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(=) Suponhamos que R™ — X é aberto e seja a ¢ X, ou seja, a € R™ — X. Entao existe 6 > 0
tal que B(a,d) C R™— X. Logo B(a,d) N X = @, e, portanto, a ¢ X. Assim, todo ponto aderente
a X deve pertencer a X. Entdo X é fechado. g

Observacao 10.9. A c R™é aberto <= R™ — A é fechado.
Corolario 10.1. O fecho de todo conjunto é um conjunto fechado. Ou seja, X = X.

Teorema 10.2. Os conjuntos fechados do espaco euclidiano possuem as sequintes proprie-
dades:

(1) @ e R™ sgo conjuntos fechados;

(2) AreunidoF = F1U...UF, de um numero finito de conjuntos fechados F4, ..., F € um conjunto
fechado;

(3) A intersecgdo F = (1, Fa de uma familia qualquer (F))»cL de conjuntos fechados F, é um
conjunto fechado.

Prova.
(1) o e R™ sao conjuntos fechados, pois R* = R™ — & e & = R™ — R™ sao conjuntos aber-
tos.

(2) Se Fq,..., F sao conjuntos fechados, entao R™—F4, ..., R™—F, sdo conjuntos abertos. Logo
(R™—F)N...N (R™—Fy) é aberto.

Assim, F = F; U... U F € um conjunto fechado, pois
R'—F=R"—(FU...UR)=(R"—F)n...Nn(R"—Fy)

€ um conjunto aberto.

(3) Se (Fa)acr € uma familia de conjuntos fechados, entdo (R™—F,)ac1r € uma familia de conjuntos

abertos. Logo U(]RTL — F,) € um conjunto aberto. Assim, F = ﬂ F, é fechado, pois
AeL A€l

R"—F=R"— A= J®R"-F))

Ael AcL

€ um conjunto aberto. g

Observacao 10.10. Seja x € R™. Entdo o conjunto unitario {x} é fechado. De fato, se y # x,
[x—yl|

Bly,

R™— {x} € um conjunto aberto e, portanto, {x} € um conjunto fechado.

A {x) = @ (pois [x — yll > |x—u[l/2), ou seja, B (y, ’;””) € R™— {x}. Logo,
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Observacao 10.11. Uma reunido infinita de conjuntos fechados pode ser um conjunto fe-

chado ou nao, pois todo conjunto X C R™ é reuniao de seus pontos: X = U{x}. Como ha

xeX
conjuntos em R™ que nao sao fechados, ha reunides infinitas de conjuntos fechados que nao

sao fechados

Observacao 10.12. Se X c R™entdo a € 0X se, e s se, a € XNR™ — X,

Ou seja, 90X = X NR™ — X. Em particular, a fronteira de todo conjunto X ¢ R™ é um conjunto
fechado.

Definicao 10.4. Seja X ¢ R™ Dizemos que um conjunto F C X é fechado em X quando F
contém todos os seus pontos aderentes que pertencem a X, ou seja, quando F = Fn X.

Observacao 10.13. F c X é fechado em X = existe G C R™ fechado tal que F = G N X.
De fato, se F é fechado em X entdo F = Fn X, onde G = F é fechado em R™.
Reciprocamente, se F = G N X, com G C R™ fechado, entdo F C G e, portanto, F € G = G. Logo

FCFNXcGnNX=F ouseja, F=FnX.

Exemplo 10.3. Ointervalo J = (0, 2] é fechado no intervalo I = (0, 3], pois ] = [0,2] N (0,3] e
[0,2] C R é fechado. Mas ] ndo é fechado em R.

Observacao 10.14. Seja X c R™ fechado. Entdo F ¢ X é fechado em X se, e sO se, F é
fechado em R™.

De fato, se F € fechado em X, existe G ¢ R™ fechado tal que F = GN X. Como G e X sao
fechados em R™, temos que F é fechado em R™.

Reciprocamente, se F é fechado em R™, entdo F é fechado em X, pois F = FN X. A reciproca é
valida para todo X C R™.

Observacao 10.15. Os conjuntos fechados em X possuem propriedades analogas as de-
monstradas no teorema 10.2 para os conjuntos fechados em R™.:

(1) @ e X sao fechados em X, pois @ = @ N Xe X=R"N X, onde & e R" sao fechados em R™.

(2) Uma reuniao finita de conjuntos Fy, ..., F, fechados em X é um conjunto fechado em X, pois,
paracadai=1,...,k, F; = GiN X, onde G; é fechado em R™. Logo,
FFU...UFR=(GINX)U...U(GNX)=(G1U...UG) NX,

onde Gy U...U Gy é fechado em R™.
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(3) A interseccao F = ﬂ F, de uma familia arbitraria de conjuntos F, fechados em X é um

AeL
conjunto fechado em X, pois, para cada A € L, F, = G, N X, com G, fechado em R™. Logo,

F=[\FA=[)(GaNX) = <ﬂGA) nx,

A€l Ael AcL

onde (,.; Gx é fechado em R™.

Observacao 10.16. Seja F ¢ X ¢ R™ Entdo F é fechado em X se, e sése, A =X —F, 0
complementar de F em X, é aberto em X.

De fato, se F é fechado em X, entdo F = G N X, com G fechado em R™. Logo,
X—F=X—-(GnX)=XN((R*"—G)U (R*=X)) =XnN(R*—G)

é aberto em X, pois R™ — G é aberto em R™.

Reciprocamente, se X — F € aberto em X, X — F = AN X, onde A é aberto em R™.

Logo F = (R™— A) N X. Como R™ — A é fechado em R™, F é fechado em X.

Teorema 10.3. Uma aplicagdo f : X ¢ R™ — R™ é continua se, e s6 se, a imagem inversa
f~1(F) de todo conjunto fechado F ¢ R™ é um conjunto fechado em X.

Prova.

(=) Seja f : X — R™ continua e seja F ¢ R™ fechado em R™. Entdo A = R™ — F é aberto
em R™ e, portanto, pelo teorema 9.2, f~1(A) é aberto em X. Mas, como f'(A) = f (R —F) =
X — f~1(F), temos, pela observagao anterior, que f~'(F) é fechado em X.

(&) Seja A C R™ aberto em R™. Entdao F = R™ — A é fechado em R™, e, por hipdtese,
f1(F)=f " (R*—A) =X—f'(A) é fechado em X. Logo f~'(A) é aberto em X, e pelo teorema
9.2, f € continua. g

Observacao 10.17. Uma aplicagdo f : X ¢ R™ — Y C R™ é continua se, e so se, para todo
F C Y fechado em Y, o conjunto f~'(F) é fechado em X.

De fato, suponhamos f continua e seja F C Y fechado em Y. Entdo F = F,NY, com F, fechado
em R™ Como f~'(F) = f~'(F,), temos, pelo teorema 10.3, que f~'(F) é fechado em X.

Reciprocamente, seja Fy C R™ fechado em R™. Entdo F = FyNY € fechado em Y e, por hipotese,
f~1(F) é fechado em X. Mas, como f~'(Fy) = f~'(F), temos que f~'(F,) é fechado em X e,
portanto, pelo teorema 10.3, f é continua.

Observacao 10.18. Se fy,...,f : R* — R sdo fungdes continuas e a, ..., a, € R, entdo
0 conjunto
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F={xeR"fi(x) <ai,..., fx(x) < a}
é fechado em R™, pois F = ;' ((—oo,ai]) N ... N f ' ((—o0,ai]) € (—o0,ail,...,(—00, ai] s&o
conjuntos fechados em R.
Em particular, se f : R* — R é a fung¢éo continua dada por f(x) = ||[x — al|| € r € um numero real

positivo, entdo Bla, ] = f~'((—oo,1]) € fechado em R™.

Observacao 10.19. Sefy,...,fi : R™ — R sdo fungdes continuas e ay, .. ., a, sS40 ndmeros
reais, entao o conjunto
F={xeR"fi(x) =ai,..., filx) = a}

é fechado em R™, pois
= {a)n...nfl({ad) e {ai)... {ad
sao fechados em R.

Em particular, se f : R™ — R é a fung&o continua dada por f(x) = ||x—al|, entdo Sla, ] = f~'({r})
é fechado em R™.

Observacao 10.20. Se F; ¢ R™,... , F, ¢ R™ s&o conjuntos fechados, entdo o produto
cartesiano F; x ... x Fx CR™ x ... x R™ = R™ ™+t & fechado.

De fato, como as projecdes 7t; : R™ x ... x R™ — R™, dadas por 7t;(x1,...,Xi, ..., Xx) = Xi,
sao continuas e
T (F) =R™ x .. xR x Fyx RM x xR i=1,... k,

temos que 71;‘ (F;) é fechado paratodoi=1,...,k e, portanto,
Fix...x Fk:n]_](ﬂ) ﬂ...ﬂﬂ]:1(Fk)

é fechado em R™ T+

Observacao 10.21. Se f : X ¢ R™ — R™ é uma aplicacdo continua, entdo seu gréfico
G ={(x,f(x))|x € X} & um subconjunto fechado de X x R", pois, a aplicagdo g : X x R* — R™
dada por g(x,y) =y — f(x) é continua e
g7'({0) = {(xy) eXxR™g(x,y)=0}={(x,y) e XxR" |y =f(x)}
= {(x,f(x))[xeX}=G
Em particular, se X ¢ R™ é fechado, temos que G é fechado em R™ x R™, pois X x R™ & fechado
emR™x R™.

Definicao 10.5. Dizemos que uma aplicagdo f : X ¢ R™ — Y C R™ é fechada quando f(F) é
fechado em Y para todo F C X fechado em X.
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Exemplo 10.4. A fungdo f : R — R, f(x) = e, é continua, mas ndo é fechada, pois
F = (—o0, 1] é fechado em R, mas f(F) = (0, 1] ndo é fechado em R.

Exemplo 10.5. Aprojegéo mt; : R™xR™ — R™ n&o transforma necessariamente um conjunto
fechado F ¢ R™ x R™ num conjunto fechado 7t;(F) ¢ R™.

Por exemplo, a hipérbole H = {(x,y) € R?|xy = 1} é um subconjunto fechado de R?, pois H é
a imagem inversa do fechado {1} C R pela fung¢ao continua (x,y) — xy, mas sua projecao no
eixo das abscissas m;(H) = R — {0} ndo é fechada em R.

Definicao 10.6. Sejam Y ¢ X ¢ R™ O fecho de Y relativamente a X é o conjunto Yx = Y N X
dos pontos aderentes a Y que pertencem ao conjunto X.

Observacao 10.22. Y c X é fechado em X se, e sé se, Yx = Y, ou seja, se, e sO se, Y = YNX.
De fato, se Y = YN X, temos que Y é fechado em X, pois Y é fechado em R™.

Reciprocamente, se Y é fechado em X, entdao Y = G N X, G fechado em R™ Logo Y C G e,

portanto, Y C G = G. Assim,YCYNXC GNX=Y,ouseja,Y=YNX = Yx.

Definicao 10.7. Sejam Y ¢ X c R™. Dizemos que Y € denso em X quando Yx = Y N X = X,
isto €, quando o fecho de Y relativamente a X é todo o conjunto X.

Observacao 10.23. Y ¢ X ¢ R™ é denso em X &= X C Y &= todo ponto de X ¢ limite de
uma sequéncia de pontos de Y < toda bola aberta com centro em algum ponto de X contém
pontos de Y.

Proposicao 10.2. Sejamf,g: X c R™ — R™ aplicagbes continuas e Y C X um subconjunto
denso em X. Se f(y) = g(y) paratodoy € Y, entao f(x) = g(x) para todo x € X, ou seja, f = g.

Prova.
Seja x € X. Entao existe uma sequéncia (yy) de pontos de Y tal que limy; = x.

Logo f(x) =limf(yy) =limg(yi) = g(x). g

Proposicao 10.3. Todo subconjunto X c R™ contém um subconjunto enumeravel E denso
em X.

Prova.
A colecao B das bolas abertas B(q,r) com centro num ponto q € Q™ e raio r > 0 racional,
com B(q,r) N X # &, é enumeravel. Seja B ={Bq,...,By,...} uma enumeragao de B.
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Para cada i € N, escolhemos um ponto x; € B; 1 X. O conjunto E dos pontos x;, assim obtidos,
€ um subconjunto enumeravel de X.

Para mostrar que E é denso em X, basta verificar que B(xo, ¢) N E # & para todo xo € X e para
todo € > 0.

Sejar>0,reQ,talquer< % e sejaq € Qtal que ||g — x| < . Entdo xo € B(q,7) N X e,

portanto, B(q,r) N X # &, ou seja, B(q,r) = By, para algum i € N. Existe, entdo, x; € BiNE.
Logo [jxi — xol| < [[xi — gl + |la — %o < 2 < ¢, ou seja, x; € B(xo,e) NE. g

Observacao 10.24. E é finito &= X é finito. Neste caso, E = X. De fato, se E ¢ finito, entdo
E=FEe, portanto, X =Ex =ENX=E.

Reciprocamente, se X € finito, entao E é finito, pois E C X.

11 Conjuntos Compactos

Definicao 11.1. Dizemos que um conjunto K ¢ R™ é compacto quando ele ¢é limitado e
fechado.

Exemplo 11.1. As bolas fechadas, as esferas e os conjuntos finitos de R™ sdo conjuntos
compactos.

Exemplo 11.2. R", n > 1, ndo é compacto, pois nao é limitado.
Observacao 11.1. K ¢ R™ é compacto < toda sequéncia (x;) de pontos de K possui uma
subsequéncia que converge para um ponto de K.

De fato, se K € compacto e (x;) € uma sequéncia de pontos de K, entao (xx) € uma sequéncia
limitada, pois K € limitado.

Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, existe N’ C N infinito tal que (xy)xen’ CcOnverge. Mais
ainda, ]!irTN1 x € K, pois K é fechado.
e !

Reciprocamente, suponhamos que K nao € limitado Entao, para todo k € N, existe x; € K tal
que [|xx|]| > k. Logo (xx) € uma sequéncia de pontos de K que nao possui uma subsequéncia
convergente, pois toda subsequéncia de (x;) é ilimitada, o que contradiz a hipotese.

Assim, K é limitado.

Suponhamos agora que K nao é fechado.
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Ent&o existe x € K—K. Como x € K, existe uma sequéncia (xy) de pontos de K tal que limx;, = x.
Logo, (xi) € uma sequéncia de pontos de K tal que toda subsequéncia converge para x ¢ K, o
que contradiz a hipotese. Assim, K é fechado.

Observacao 11.2. Ky,...,K, compactos em R = K; U ... UK, compacto.

Observacao 11.3. A intersecgdo de uma familia qualquer de compactos Ky ¢ R, A € L, é
um conjunto compacto.

Observacao 11.4. Ky c R™,...,K, € R™ compactos = K; x ... x K, CR™ x ... x R™ é
compacto.

De fato, Ky x ... x K,, é fechado em R™**™ pois cada K; é fechadoem R™,i=1,...,p.
Sendo cada K; limitado, existe r; > 0 tal que ||x||s < v paratodo x € Ki,i=1,...,p.
Logo ||(x1,...,Xp)|ls < [[x1lls + -+ [|xplls <11+ ...+1p paratodo (xi,...,%x,) € Ky x ... x K,

ou seja, K; x ... x K, € limitado.

Teorema 11.1. (Propriedade de Cantor)

SeK; DKy D ... DKy D...éuma sequéncia decrescente de compactos nao-vazios, entao a
interseccao ﬂ Ky € um conjunto compacto ndo-vazio.

keN
Prova.

Pela observacao 11.3, temos que ﬂ Ky € compacto. Basta, entdo, mostrar que ﬂ Ky # 2.

. keN keN
Para isso, tome x; € Ky para cada k € N.

Como x, € K; para todo k € N, a sequéncia (xx)xen POSSUi uma subsequéncia (xy, )ien que
converge para um ponto x € Kj.
Além disso, dado k € N, temos que x,, € Ky para todo k; > k. Logo x = I,irg xi, € Ky para todo
IS

k € N, ou seja, x € ﬂKk. m

keN
Teorema 11.2. Segjaf: X ¢ R™ — R uma aplicagdo continua. Se K ¢ X é compacto entdo
f(K) é compacto.

Prova.
Seja (yx) uma sequéncia de pontos de f(K). Entao, para todo k € N, existe x; € K tal que

Yi = f(xi).
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Como (xx) € uma sequéncia de pontos de K e K é compacto, (xx)xen POSSUi uma subsequéncia

(xk, )ien que converge para um ponto x € K.
Assim, sendo f € continua, temos que lim f(x,) = f(x), ou seja, (f(xx, ))ieny € UMa subsequéncia
1— 00

de (yx) que converge para um ponto f(x) € f(K).

Logo, pela observagédo 11.1, f(K) € compacto. g

Observacao 11.5.
e Uma aplicagao continua pode transformar um conjunto limitado num conjunto ilimitado.
Por exemplo, a fungao f(x) = % leva o intervalo limitado (0, 1) no intervalo ilimitado (1, +o0).

o E, também, uma aplicacao continua pode transformar um conjunto fechado num conjunto que
nao é fechado.

Por exemplo, a funcao f(x) = 1:)(2 transforma R, fechado, no intervalo (0, 1) que nao é fechado.

Corolario 11.1. (Weierstrass)

Seja K ¢ R™ um conjunto compacto. Toda fungao real continua f : K — R atinge seu valor
maximo e seu valor minimo em pontos de K, isto €, existem x,x; € K tais que
f(xo) < f(x) < f(xq) para todo x € K.

Prova.
Como f é continua e K é compacto, f(K) é compacto em R.

Sejam m = inf{f(x)|x € K} e M = sup{f(x)|x € K}. Entao existem sequéncias (x;) e (yy) de
pontos de K tais que f(xx) — m e f(yx) — M.

Como K é compacto, existem N’ ¢ N e N” C N infinitos, xq,x; € K, tais que ‘lirlr\) Xk = Xo €
E I
klérIy”yk =x7. Entao m = ]ller&]/f(xk) =f(xo) €M = klérly f(yx) = f(x1).

Portanto, f(xo) < f(x) < f(xq) paratodo x € K. g

Exemplo 11.3. A fungdo continua f : R — R dada por f(x) = %‘X'
f(R) = (-1, 1). Portanto, nenhum valor f(x) & menor nem maior do que todos os demais valores

tem imagem

de f. Neste exemplo, o dominio R é fechado mas n&o € limitado.

Observacao 11.6. Toda aplicagéo continua f : K ¢ R™ — R™ definida num compacto K é
limitada, isto é, existe ¢ > 0 tal que ||f(x)|| < ¢ para todo x € K.

Observacao 11.7. Se f: K ¢ R™ — R é uma fungéo continua e f(x) > 0 para todo x € K,
entao existe ¢ > 0 tal que f(x) > ¢ para todo x € K.
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Se K nao é compacto, pode nao existir ¢ > 0 tal que f(x) > c para todo x € K.

Por exemplo, a fungcao f : (0,+00) — R, dada por f(x) = % € continua e positiva, mas
f((0,400)) = (0, +00).

Corolario 11.2. Toda aplicacdo continua f : K — R™ definida num compacto K ¢ R™ é
fechada, isto é, F C K fechado em K — {(F) fechado em R™.

Prova.

Seja F C K fechado em K. Como K é fechado em R™, temos que F € fechado em R™. Além
disso, como K ¢ limitado e F C K, temos que F € limitado. Portanto, F € compacto. Logo f(F) é
compacto, uma vez que f € continua. Assim, f(F) é fechado em R™. g

Corolario 11.3. Toda bijecdo continua f : K ¢ R™ — L ¢ R™ definida num compacto K é um
homeomorfismo sobre sua imagem.

Prova.
Seja f : K — L uma bijecao continua. Como K é compacto, f(K) = L é compacto.

Sejag=f"':L — KesejaF c K fechado em K. Entdo g~ '(F) = f(F) é fechado em R™ pelo
corolario 11.2 e, portanto, g~ '(F) é fechado em L. Logo, pela observagédo 10.17,g: L — K é
continua e, portanto, f : K — L € um homeomorfismo. g

Corolario 11.4. Sejaf : K ¢ R™ — L uma aplicacdo continua do compacto K sobre o
conjunto (necessariamente compacto) L = f(K). Dado F C L, se sua imagem inversa f~'(F) é
fechada, entao F é fechado.

Prova.
Como f é sobrejetora e F C L, temos que f(f'(F)) = F. Portanto, pelo corolario 11.2, F é
fechado. g

Corolario 11.5. Seja ¢ : K — L uma aplicagdo continua do compacto K c R™ sobre o
compacto L ¢ R™. Entdo uma aplicacdo f : L — RP¥ é continua se, e so se, fo @ : K — RP &
continua.

Prova.
(=) E evidente.

(=) Suponhamos f o ¢ : K — RP continua e seja F C RP fechado. Entdo o conjunto
@ '(f7'(F)) = (fo @) '(F) é fechado em K. Logo, pelo corolario 11.4, f~'(F) é fechado em
L. Assim, pelo teorema 10.3, f : L — RP & continua. jg
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Aplicacao: Seja g : [0,2n1] — R™ uma aplicagdo continua com g(0) = g(2n). E seja a
aplicagdo f : S' — R™ definida por f(e') = f(cost,sent) = g(t), que esta bem definida, pois
g(0) = g(2m).

Como a aplicagao ¢ : [0,2nr] — S', dada por ¢(t) = (cost,sent), é continua do compacto
[0, 271] sobre 0 compacto S' e fop = g é continua, temos, pelo corolario anterior, que a aplicagio
f: S — R™ é continua.

Teorema 11.3. Sef: X c R™ — R™ é continua e K C X é compacto, entéo, para todo € > 0,
existe 5 > 0, talquex € X,y € K, |[x —y|| < d = ||f(x) — f(y)|| < e.

Prova.
Suponhamos, por absurdo, que existe ¢y > 0 tal que para todo & > 0 podemos obter x5 € X
e ys € Ktais que ||xs —ysl| < 0 e ||f(xs) — f(us)| > €o-

Entdo, para todo k € N, existem x, € X e yx € K tais que ||xx — yi|| < % e [[f(xx) — f(yw)|| > €o-

Como (yi) € uma sequéncia de pontos do compacto K, existe N’ C N infinito tal que a sub-
sequéncia (yx)xens converge para um ponto x € K. Logo (xi)wen: converge, também, para
x e, portanto, pela continuidade de f, ilerlg If(xx) — f(yx)|| = ||If(x) — f(x)]] = 0, 0 que € uma
contradicéo, pois ||f(xi) — f(yx)|| > €0, paratodo k € N. g

Observacao 11.8. Toda aplicagéo continua f : K — R™ definida num compacto K ¢ R™ é
uniformemente continua.

Teorema 11.4. Sejaf: X x K — R™ continua, onde X é compacto, e seja x, € X. Entao,
para todo ¢ > 0, existe & > 0, tal que x € X, ||[x — xo|| < 8 = ||f(x,y) — f(x0,Y)|| < € para todo
y € K.

Prova.
Suponhamos, por absurdo, que existe ¢o > 0 tal que, para todo & > 0, podemos obter x5 € X e
Ys € K tais que ||xs — xo|| < & e ||f(xs,us) — f(x0,Us)|| > €o.

Entao, para todo k € N, existem x,, € X e yy € K tais que

1
l[xx — Xo|| < L e (I (%1, Ui) — f(x0, Y1) || > €o.

Como x, — xo € (yx) possui uma subsequéncia (yy)xen’ que converge para um ponto yo € K,
temos, pela continuidade de f, que f(xy, yx) — f(x0,Yo) € f(x0,yx) — f(x0,yo). LOQO,
k e N’ k € N/
€0 S lim Hf(xkvyk) - f(XO)yk)H - O)
keN/

0 que € uma contradigao. g
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Aplicacao: Seja f : X x [a,b] — R continua. Definimos ¢ : X — R, para cada x € X, por
b
Q(x) = J f(x,t)dt.

a

Entao ¢ é continua em todo ponto xo € X. De fato, pelo teorema anterior, dado ¢ > 0, existe
d>0,talque x € Xe|x—xol <d=|f(x,t) — f(x0,t)]| < ﬁ para todo t € [a, b]. Logo,
b

!@(X)—@(XO)ISJ o, 1) — F(xo, )] dt < —

£

Definicao 11.2. Uma cobertura de um conjunto X ¢ R™ é uma familia (Cy)acr de subconjun-
tos C» € R™tal que X C | J Ca.

AEL
Uma subcobertura de uma cobertura (Cy)acr € uma subfamilia (Cy)aerr, L' € L, para a qual

ainda se tem X c | J Ca.
Ael’

Dizemos que a cobertura X C U C)é
A€EL

e aberta, quando os C, sao todos conjuntos abertos;
e finita, se L € um conjunto finito;

e enumeravel, se L € um conjunto enumeravel.

Teorema 11.5. (Lindeléf)

Seja X ¢ R™ Toda cobertura aberta X C U A, possui uma subcobertura enumeravel

AeL
XCA)\] U...UA)\kU...
Prova.
Se E = {x1,...,xx,...} C X & um subconjunto enumeravel denso em X e B é a colegdo de

todas as bolas abertas B(x,r), com x € E e r € QF, tais que cada uma delas esta contida em
algum A,, entdo B € um conjunto enumeravel de bolas abertas.
Afirmagdo: X C | J B.

BeB
Dado x € X, existe A € L tal que x € A,. Como A, é aberto, existe r > 0 racional tal que
B(x,2r) C A,, e sendo E denso em X, existe x; € E tal que ||x — x4|| < r, ou seja, x € B(xy, 7).

Sey € B(x;,1), temos que |ly —xi| < v = |ly —x|| < [y —xi| + [[xt —x|| < 2r. Logo
y € B(x,2r) C A,. Ou seja, B(xi, 1) € B.
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Tomando uma enumeracao {Bq,...,By,...} de B, e escolhendo para cada i € N, um indice
A\ € Ltalque B; C Ay, temosque X C | JBuC | JAN. m
keN keN

Teorema 11.6. (Borel-Lebesgue)

Seja K ¢ R™ compacto. Entao toda cobertura aberta K C U A, possui uma subcobertura finita

AeL
KCA)\1 U...UA)\k.

Prova.
Pelo teorema de Lindeldf, podemos obter uma subcobertura enumeravel K C A, U...UA, U....

Seja Ky = KN (R*— (A, U...UA, ), 1€ N. Como R"— (A, U...UA, ) éfechado e K é
compacto, temos que cada K; &€ compacto. Além disso, K; D K; D ... D K¢ D ... é uma

sequéncia decrescente, pois R™ — (A), U...UA, ,) CR™— (A, U...UA,, ) paratodoie N.

M

Dado x € K, existe i, € N tal que x € A;;. Logo x ¢ K;, para todo j > i,. Portanto, ﬂ K = 2.
ieN

Assim, pela propriedade de Cantor, existe jo € N tal que K;, = &, ou seja, K C Ay, U...UAy .m

Teorema 11.7. Se toda cobertura aberta do conjunto K C R™ possui uma subcobertura finita,
entao K é compacto, ou seja, K é limitado e fechado.

Prova.
As bolas abertas de raio 1 centradas em pontos de K constituem uma cobertura aberta

K C U B(x, 1), que, por hipétese, possui uma subcobertura finita K € B(x;,1) U... UB(xy, 1).

xeK
Assim, K é limitado por estar contido numa reunido finita de conjuntos limitados.

Seja xo € R™ — K. Entao, para todo x € K, temos que v, = ||[x — x| > 0e K C U B (x r").

"2
xeK
Por hipotese, existem x;,...,x, € K tais que K C B <X1, %) U...UB (Xk» %) .
. o . TX] Txk}
=mins =%, ..., =% 0.
Sejar {2, 5 [

Entao B(xo, ) C R™—K, pois se y € B(xo,7) N K, existiriaj € {1,...,k}talquey € B (xj, %) e,
portanto,

Tx.
ry =[x = xoll < [xo =yl + ly = xill <7+ - <7y,
ou seja, T, < T, Uma contradigao.

Provamos, assim, que se xo € R™ — K, existe v > 0 tal que B(xo,7) € R™— K. Logo R* — K é
aberto, e, portanto, K é fechado. g
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Observacao 11.9. Os teoremas 11.6 e 11.7 mostram que poderiamos ter definido um con-
junto compacto K pela condicao de que toda cobertura aberta K C U A, possui uma subcober-
turafinita K C Ay, U...UA,.

Corolario 11.6. Se o aberto U contém a intersecgdo K = ﬂ K; de uma sequéncia decres-
ieN
centeK; D K, D ... D K; D ... de conjuntos compactos, entdo existe i, € N tal que K, C U.

Prova.
Como () K: C U, temos que R"—U € R™— () K; = [ J(R"—Kj). Logo os abertos U; = R™—K;,

ieN ieN ieN
juntamente com U, constituem uma cobertura aberta de K;, da qual podemos extrair uma sub-

cobertura finita Ky c UU Uy, U... U Uy, .

Sejai=max{iy,...,i,}. Como U; Cc U, C...temos que U; = U;, U...UU;,. Logo Ky C LU Uy
e, portanto, K; ¢ UUU;. Mas, como K;NU; = @, temos que K; C U, como queriamos provar. g

» O nosso objetivo, agora, é demonstrar o teorema de Baire. Mas antes precisamos dar algumas
definicoes e provar alguns resultados preliminares.

Definicao 11.3. Sejam Y ¢ X c R™ Dizemos que xo € Y é um ponto interior de Y em X
quando existe 6 > 0 tal que B(xo,d) N X C Y.

O interior de' Y em X é o conjunto intx Y formado pelos pontos interiores de Y em X.

Observacao 11.10. Y ¢ X é aberto em X & intxY =Y.

De fato, se Y C X é aberto em X, existe A C R™ aberto tal que Y = AN X. Logo, dado yo € YV,
existe 6 > 0 tal que B(yo, d) C A, e, portanto, B(yo,d) N X C AN X =Y. Entao x, € intx Y.

Reciprocamente, se intx Y =Y, dado y € Y, existe 4, > 0 tal que B(y,d,) N X C Y.

Logo Y = (U B(y, 59)) N X, onde U B(y, &,) € um conjunto aberto de R™. Assim, Y é aberto

yey yey

em X.

Definicao 11.4. Dizemos que um conjunto X c R™ é completo quando toda sequéncia de
Cauchy (xy) de pontos de X converge para um ponto x € X.

Observacao 11.11. X c R™ é completo <= X é fechado em R™.

Definicao 11.5. Sejam X ¢ Y c R™. Dizemos que X é magro em Y se existe uma sequéncia

Fq,...,Fy, ... de subconjuntos de Y fechados com interior vazio em Y tal que X C U F;
ieN

56 Instituto de Matematica UFF



Conjuntos Compactos

Observacao 11.12. Todo subconjunto de um conjunto magro em Y é também magro em Y.

Observacao 11.13. Toda reunido enumeravel de conjuntos magros em Y é ainda um con-
junto magro em Y.

Observacao 11.14. Nem sempre um conjunto magro em Y tem interior vazio em Y.

Por exemplo, o conjunto Q dos ndmeros racionais € magro em Q, pois Q é a reuniao enumeravel

U{x}, onde {x} € fechado e into{x} = @, para todo x € Q. Mas, int; Q = Q.
xeQ
Entretanto, Q € magroem R e intg Q = @.

Isto ocorre apenas porque Q nao é completo (fechado) em R, conforme resulta do teorema de
Baire a sequir.

Observacao 11.15. O conjunto unitario {x} C Y tem interior vazio em Y se, e s6 se, x ndo é
isolado em Y.

De fato,
{x} tem interiorvazioemY <= x inty{x} <= Vd >0, B(x,0)NY ¢ {x}
& V6 >0,B(x,8)NY #{x} & xnado éisoladoem Y.

Observacao 11.16. Seja X c Y. Entdo intyX = @ &= Y — X é denso em Y.

De fato, inty X = @ <= B(x,0) N Y ¢ X paratodox € Xe d >0 <= B(y,d) N (Y —X) # & para
todoyeVYed>0&=Y—-XédensoemY.

Teorema 11.8. (Baire)
SejaY C R™" fechado. Todo conjunto magro emY tem interior vazio em'Y.

Equivalentemente, se F = U Fi, onde F; é fechado e tem interior vazio em Y, entao inty F = &.
ieN

Ou ent3o: toda intersecao enumeravel de abertos densos emY é um subconjunto denso em'Y.

Prova.

Sejam A4, ..., A4, ... subconjuntos abertos e densos em Y.
Para provar que A = ﬂ A; € denso em Y, basta mostrar que B(x,0) N A # g paratodox € Y e
ieN

todo & > 0.

Seja B; = B(x, d) a bola aberta de centro x € Y e raio 6 > 0.
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Como A; é aberto e denso em Y, A; N B; é nao-vazio e aberto em Y. Entao existe uma bola
aberta B, de raio < %tal queB,NY#@eB,NYCA;NB; (= B,NYCBNY).

Por sua vez, sendo A, aberto e denso em Y, A, N B, é ndo-vazio e aberto em Y. Logo existe
uma bola aberta B3 de raio < %tal queB;NY#@eB;NYCA,NB, (= B3;NYCB,NY).

Prosseguindo desta maneira, obtemos uma sequéncia de bolas fechadas B; de raio ; < %
i> 2, tais que:
BiNYD>B,NYD...OBiNYD...; BiguNYCA{NB; e BiNnY#gparatodoiecN.
Sendo a bola fechada um conjunto compacto, temos, pelo teorema 11.1, que ﬂ(E nY) # .
ieN
Como o raio r; da bola B; é menor do que % i > 2, temos que se a,b € ﬂ(E NY), entao
ieN
la—D| < % para todo i > 2, e, portanto, ﬂ(B_m Y) = {a} € um conjunto unitéario.
ieN
Além disso, como Bi;; N Y C A;NB;paratodoi € N, temos que a € A;paratodoi € N, e
a € B;.

Logoae A = ﬂ Aie a € By, ouseja, AN By # @, como queriamos provar. g
ieN

Corolario 11.7. SejaF c R™ fechado. Se F = U F;, onde cada F; é fechado em F (e, portanto
ieN

em R™), entéo existe i, € N tal que inty Fy, # @.

Prova.

Se intF; = o para todo i € N, temos, pelo teorema de Baire, que intrF = &, 0 que é uma

contradicéo, pois intrF =F. g

Corolario 11.8. Todo conjunto F ¢ R™ fechado enumeravel possui um ponto isolado.

Prova.

Como F = U{Xi}’ F = {x1,...,xq...}, temos que F é uma reuniao enumeravel de conjuntos
ieN
fechados. Entdo, pelo corolario 11.7, existe i, € N tal que intg{x;,} # 2.

Ou seja, x;, € um ponto isolado de F. g
Exemplo 11.4. O espago R™, n > 1, ndo é enumeravel.
Exemplo 11.5. O conjunto Q dos nimeros racionais nao é uma intersegdo enumeravel ﬂ Aq

ieN
de conjuntos abertos da reta, pois, caso contrario, cada A; seria denso em R. Entédo, o conjunto
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R—Q dos numeros irracionais seria uma reuniao enumeravel de conjuntos fechados com interior
vazio em R, ou seja, R — QQ seria magro em R.

Como Q é magro em R, teriamos que R = Q U (R — Q) seria magro em R, e, pelo teorema de
Baire, teria interior vazio em R, uma contradi¢ao.

Definicao 11.6. Um conjunto X ¢ R™ é perfeito quando é fechado e todo ponto de X é ponto
de acumulacao de X, ou seja, quando X é fechado e ndo possui pontos isolados.

Observacao 11.17. X é perfeito &= X=X =XuUX'eX C X' &= X' = X.
Corolario 11.9. Todo conjunto X c R™ perfeito ndo-vazio é infinito ndo-enumeréavel.

Exemplo 11.6. O conjunto de Cantor K é fechado, sem pontos isolados e com interior vazio
(ver Curso de Analise, Vol. I de E. Lima). Logo K é magro e perfeito e, portanto, infinito nao-
enumeravel.

12 Distancia entre dois conjuntos; diametro de um conjunto

Definicao 12.1. Sejam S, T c R™ conjuntos n&o-vazios. Definimos a distdncia d(S, T) entre S
e T por:
d(S,T) =inf{|x —y|[xecSeyeT}
Observacao 12.1.
©d(5,T) =d(T,S);
e SNT#£2 = d(S,T) =0;
51 CSeTh T, = d(S,,T2) <d(S1,Th).

Observacao 12.2. Adistancia d(S, T) é caracterizada pelas duas propriedades abaixo:
(1) d(S,T) <|[x —y|| parax € Sey € T arbitrarios;
(2) Dado ¢ > 0, existemx € Sey € T tais que ||[x —y| < d(S,T) +e.
Um caso particular de distancia entre dois conjuntos ocorre quando um deles consiste de
um unico ponto.

Dados x € R" e T ¢ R™ nao-vazio, temos:
dix, T) =inf{|[x —y|[ly € T}.
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Observacao 12.3.

exeT = d(x,T)=0;

eThCT=d(x,T2) <d(x,T1);

A distancia d(x, T) é caracterizada pelas propriedades:
(1) d(x,T) < |]x —y| paratodoy € T;

(2) Dado ¢ > 0, existe y € T tal que [|[x —y|| < d(x, T) +«.

Observacao 12.4.

e d(x,T) =0 & Ve >0, Jy e Ttalque |[x —y| < ¢ & Ve > 0, Jy e T tal que
yeB(x,e) &= xeT.

e Em particular, se T ¢ R™ é fechado, temos que d(x, T) =0 &= x € T.
Observacao 12.5. Como dT=TN(R*—T),x € 0T &= d(x,T) = d(x,R*—T) =
Teorema 12.1. 4(S,T) =4d(S, T).

Prova.

ComoScSeTcCT,temos que d(S,T) < d(S,T).

Sejamx € S e y € T. Entao existem sequéncias (x,) de pontos de S e (yy) de pontos de T tais
que limx, =xelimyy, =1.

Como ||xk—vyi|]| — |[x—1]| e d(S, T) < ||xx —yx|| paratodo k € N, temos que d(S,T) < [[x—71||.
Logo d(S, T) é uma cota inferior do conjunto { |[x—y|| |x € Sey € T } e, portanto d(S, T) < d(S, T).

Assim, d(S,T) =d(S,T). m
Corolario 12.1. d(x,T) = d(x,T).

Teorema 12.2. Se K c R™ é compacto e F ¢ R™ é fechado, entdo existemx, € K eyo € F
tais que d(K, F) = ||xo — yol-

Em particular, d(K,F) =0 se, e s6 se, KNF # @.
Prova.

Como d(K,F) = inf{||x —y|||x € Key € F} existem sequéncias (x;) de pontos de K e (yy)
de pontos de F tais que d(K, F) = kIim Xk — yxl-
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Como as sequéncias (xi) € (||xx — yx/|) s@o limitadas (pois os seus termos x, pertencerem ao
compacto K e (||xx — yi||) € uma sequéncia convergente) resulta da desigualdade

[yl < lyse =l + [Ixad]
que a sequéncia (yi) também é limitada. Entao existe N’ ¢ N infinito tal que ]llerlr\; XK = Xo €
]lierlg,yk = Yo-
Sendo K e F fechados, temos que xo € K e yo € F.

Assim, d(K, F) = lim xc— yill = [Ixo— voll - m
Corolario 12.2. Sex € R™ e F ¢ R™ é fechado, entdo existe y, € F tal que d(x,F) = ||x — yo.

Corolario 12.3. Sejam K ¢ R™ compacto e U C R™ aberto. Se K C U, existe 56 > 0 tal que
x € K= B(x, ) C U, para todo x € K. Em particular,
xeK,yeR", |[x—y|| <déd= [x,yl C U.

Prova.

SejaF = R™—U. Como F € fechado e FNK = &, temos, pelo Teorema 12.2, que d(F,K) =& > 0.
Sejam x € K ey € B(x,8). Entao |[x —y|| < ¢, e, portanto, y ¢ F, ou seja, y € U,

Logo B(x, 8) C U para todo x € K.

Em particular, se x € K e y € R™ so tais que ||x — y|| < 8, entdo, para todo t € [0, 1], temos:
[(T=tx+ty — x| = tx —y)|| < [x =yl <9,

ouseja, (1 —t)x+ty € B(x,d) C Uparatodo t € [0,1]. Logo [x,y] C U. g

Corolario 12.4. Sejam S,T ¢ R™, com S limitado. Entdo, existem x, € S e yo € T tais que
d(S,T) = [[xo — yoll-

Prova.
Como S é compacto, T é fechado e d(S,T) = d(S,T), temos, pelo teorema 12.2, que existem
X0 € Seyo € Ttaisque d(S,T) =d(S,T) = |xo—voll- m

Observacao 12.6.

e Em geral, dados um conjunto fechado F C R™ e um ponto x € R™, podem existir muitos
pontos de F que estdo a uma distancia minima do ponto x. Por exemplo, se F = Sla, r], entao
d(a,F) = |la —x|| para todo x € F.

e Mas, quando F é fechado e convexo e a norma de R™ provém de um produto interno, existe,
para cada x € R™, um Unico yo € F tal que d(x, F) = ||x — yol|-
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X0 + Yo

De fato, sejam xo,yo € F tais que d(x,F) = ||[x — xo|| = ||x — yo||. Entéo, tomando z, = P
temos que z, € F, pois F é convexo, e, portanto,

X X X0 Yo [x —xol| | |x—yoll

< — = — _— — — — < -
dxF) < lx—zo = | 3+3-5 =5 H— 7 T2 d(x, F),

ou seja,

e ot x=xoll - [lx = yol|

d(x,F) = ||x — zo|| = 5t

Como a norma considerada em R™ provém de um produto interno, temos que x — xo € x — Yo
sdo LD e existe A > 0 tal que x — xo = A(x —yo). Mas, como ||x — xo|| = ||[x — yol| , temos que

A=1e, portanto, X0 = Yo

Observacao 12.7. Dados dois conjuntos fechados ilimitados F,G < R", podemos ter
d(FFG)=0comFNG =a.

De fato, basta tomar F = {(x,0) |[x € R} e G ={(x, 1/x) |x > 0}, pois, como
1 1
n n

temos que d(F,G) =0,comFN G = &, F e G fechados.
Teorema 12.3. |d(x,T) — d(y, T)| < ||x —y.

Prova.
Pelo corolario 12.2, existem xo,yo € T tais que
d(X>T) = d(X)T) = HX _XOH e d(y)T) = d(y)T) - ||y _UOH

Entao,
o d(x,T) =[x = xoll < [Ix = yol < llx =yl + [y = yol = [Ix =yl + d(y, T),
ou seja, d(x,T) —d(y,T) < ||x —yl[;
°d(y,T) = [ly = ol < lly —xol <[y —x[| + [Ix —xol = lly —x|[ + d(x,T),
ouseja, d(x,T) —d(y, T) > —|x —y]|.
Logo —[x —y|| < d(x,T) —d(y,T) < [x —y| (&= 1d(xT)—dy, NI < |x—v|) m

Corolario 12.5. A fungao f : R™ — R definida por f(x) = d(x, T) é uma contragdo fraca. Em
particular, f é uniformemente continua.

Observacao 12.8. Sejam F,G c R™ dois subconjuntos fechados, disjuntos e ndo-vazios. A
funcao de Urysohn do par (F,G) € a fungao f : R™ — R definida por:

f(x) = d(x, F)
©d(x,F) +d(x,G)
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Observe que f esta bem definida, pois FN G = @ = d(x,F) + d(x,G) > 0 para todo x € R™,
umavez que d(x,F) + d(x,G) =0 & d(x,G) =d(x,F) =0 <= x € FNG.

Além disso: f é continua; f(x) =0 &= d(x,F) =0 &= xc F;f(x) =1 & d(x,G) =0 & x €
G.

Logo, A = f'((—o00,1/2)) e B =f"1((1/2,+0)) s&o dois abertos disjuntos tais que F C A e
G C B.

Provamos, assim, que dados dois fechados disjuntos F,G C R™, existem sempre dois abertos

disjuntos A,B C R*taisque FC A e G C B.

Definicao 12.2. Seja T ¢ R™ um conjunto limitado nao-vazio. O didmetro de T € o nimero
real dado por:
diam(T) = sup{ [lx —yl|Ix,y € T}
» O diametro de um subconjunto T C R™ é caracterizado pelas seguintes propriedades:
(1) diam(T) > ||x — y|| para quaisquer x,y € T.

(2) Dado ¢ > 0, existem x,y € T tais que ||x —y|| > diam(T) — e.

Observacao 12.9. Existem x,,yo € T tais que diam(T) = ||xo — yol|.

De fato, como diam(T) = sup{||x —y|||x,y € T}, existem sequéncias (x), (yi) de pontos de T
tais que lim ||xx —y/ = diamT.

k—o00
Sendo T limitado, existe N’ C N infinito tal que as subsequéncias (xi)xen’ € (Y )rens CONvVergem.

Entdo lim xx = T, lim yy = T e diam(T) = lim ||xi — yl| = lIxo — yoll-
taokeN/Xk Xo € ,keN,yk yo € T ediam(T) keN’“Xk Yill = [|x0 — yo|

e Quando T é compacto, temos que xq,yo € T, ou seja, o didmetro de um conjunto compacto €
a maior distancia entre dois dos seus pontos.

Observacao 12.10. S ¢ T = diam(S) < diam(T).

Observacao 12.11. O diametro da bola fechada B[a, 1] é igual a 2r.

De fato, x,y € Bla,7l = |[x —a[| <1 e |[y—a| <r= [x—y| < |x —a|]| + |la—y| < 2.
Logo diam(Bla, r]) < 2r.

Sejau € R*com norma |ju|| =r. Entdo a+u e a—u pertencema Bla,r] e
lla+u) —(a—ul| = I2uf| =2 [uf| = 2r.

Logo diam(Bla,r]) > 2r. Assim, diam(Bla, r]) = 2r.
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Observacao 12.12. T c Bla,r] = diam(T) < 2r.

Observacao 12.13. Se diam(T) = re a € T, entdo ||x — a|| < r para todo x € T. Logo
T C Bla,r].

Teorema 12.4. SejaT c R™ limitado e ndo-vazio. Entdo diam(T) = diam(T).

Prova.

Como T C T, temos que diam(T) < diam(T).

Sejam xo,yo € T tais que diam(T) = ||xo — Yo

Entao existem sequéncias (x;) e (yyx) de pontos de T tais que limx, = x¢ € limyyx = yo.

Logo diam(T) > ||xx — yx|| para todo k € N e, portanto,
diam(T) > lim ||xk — yil| = [[xo — Yol = diam(T),

ou seja, diam(T) > diam(T). Assim, diam(T) = diam(T). g
Teorema 12.5. Sejam K ¢ R™ compacto, U Cc R™ aberto e f : K — U uma aplicacdo

continua. Entao existem ¢,6 > 0 tais que a imagem f(T) de qualquer subconjunto T C K com
diam(T) < & esta contida em alguma bola aberta B C U de raio «.

Prova.
Como f(K) & um conjunto compacto contido no aberto U, existe, pelo corolario 12.3, ¢ > 0
tal que B(f(x),e) C U para todo x € K.

E, pela continuidade uniforme de f, existe 6 > 0tal que x,y € K, [|[x—y|| < d = ||f(x)—f(y)]| < e.
Seja T € K um subconjunto com diam(T) < 6 e tome xo € T.

Entaox € T = ||x — xo|| < & = [|f(x) — f(x0)|| < e = f(x) € B(f(x0),e) =B.
Logof(T)CcBC U. g

Definicao 12.3. Dizemos que um nimero & > 0 é numero de Lebesgue de uma cobertura
X C U C, quando todo subconjunto de X com diametro < & esta contido em algum C,.

A€eL
Observacao 12.14. Uma cobertura, mesmo aberta e finita, pode n&o ter nimero de Lebes-
gue algum.

Por exemplo, R —{0} = (—o0,0) U (0, +00) € uma cobertura aberta e finita de R —{0}. Dado 6 > 0,
o conjunto {—56/4,5/4} tem diametro < 6, mas nao esta contido em (0, 4+oc0) nem em (—o0,0).
Logo nado existe nimero de Lebesgue para tal cobertura.
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Teorema 12.6. Se K ¢ R™ é compacto, entdo toda cobertura aberta K C U A, possui um

AcL
numero de Lebesgue.

Prova.
Suponhamos, por absurdo, que para todo k € N, exista um subconjunto S, ¢ K com diam Sy, < %
que ndo esta contido em algum A,.

Para cada k € N, tome x, € Sy. Como x; € K para todo k € N, existe N’ C N infinito tal que a
subsequéncia (xi)ens CONverge para um ponto a € K.

Logo existe Ao € L tal que a € A,,. Seja d > 0 tal que B(a,d) C A,, e seja ko € N’ tal que
1 1) o
k—0<zekao—aH <3

- 1 )
Entdio y € Si, = [y — all < [y —xill + g —all < & +35 <8 = v € Bla,8) = y € Ay,.

Assim, Sy, C A,,, 0 que € uma contradicdo. g

13 Conexidade

Definicao 13.1. Seja X ¢ R™ Uma cisdo de X é uma decomposi¢do X = A UB, onde A e B
sao abertosem Xe ANB = 2.

Observacao 13.1. Todo subconjunto X C R™ possui pelo menos a ciséo trivial X = X U @.
Exemplo 13.1. R—{0} = (—o0,0) U (0, +00) é uma cisdo néo-trivial de R —{0}.

Definicao 13.2. Dizemos que um conjunto X C R™ é conexo quando s6 admite a cis&o trivial.

Ou seja, se X é conexo, X = A U B, com A e B abertos disjuntos em X, entdo A = @ ou B = @.
Exemplo 13.2. @ e {x} s&o conjuntos conexos.

Exemplo 13.3. Todo intervalo aberto da reta é conexo (ver Teorema 13.2). Em particular, R
é conexo.

Definicao 13.3. Dizemos que X é desconexo, quando existir uma cisdo n&o-trivial X = A UB.

Exemplo 13.4. R — {0} é desconexo.
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Observacao 13.2. Todo subconjunto discreto X ¢ R™ com mais de um elemento, é desco-
nexo.

De fato, se x € X, entao {x} & aberto em X, pois existe 6 > 0 tal que B(x, ) "X = {x}. Assim, todo
subconjunto de X é aberto em X, pois € reuniao de seus pontos. Entdo, se A C X e @ # A # X,
X =AU (X —B) é uma cisao nao-trivial de X.

Observacao 13.3. O conjunto Q dos nimeros racionais néo é discreto, mas X c Q é conexo
se, e sO se, X possui um Unico elemento.

De fato, seja X ¢ Qtalque a,b € X, a < b, e seja & um numero irracional entre a e b. Entao,

€ uma cisao nao-trivial de X.

Observacao 13.4. Se X = AUB é umacisdo de X, entdo B = X—A e A = X— B, e, portanto,
A e B sao, também, fechados em X.

Ou seja, se X = A UB € uma cisao de X, entdao A e B sdo abertos e fechados em X. Assim:

e X =A UB éumacisao de X & A e B sao disjuntos e fechados em X.

e X € conexo & @ e X sao 0s Unicos subconjuntos de X que sao abertos e fechados em X,

pois se A é aberto e fechadoem X e @ # A # X, entdo X = AU (X — A) € uma cisao nao-trivial.

Teorema 13.1. Sejaf: X c R™ — R™ uma aplicagdo continua. Se X é conexo, entdo f(X) é
conexo.

Prova.
Se A C f(X) é aberto e fechado em f(X), entdo f~'(A) é aberto e fechado em X. Pela co-
nexidade de X temos que f~'(A) =@ ou f'(A) =X, e, portanto, A = @ ou A = f(X). g

Corolario 13.1. Todo subconjunto homeomorfo a um conjunto conexo é também conexo.

Teorema 13.2. X c R é conexo se, e s6 se, X é um intervalo.

Prova.
(=) Seja X C R conexo e sejam a,b € X, a < b.

Suponhamos, por absurdo, que existe c € R, a < ¢ < b, tal que ¢ € X.

Entdo X = ((—o0,c)NX) U ((c,+00) N X) € uma cisdo nao-trivial, pois a € (—oo,c) N X €
b € (c,+00) N X, 0 que € uma contradicao.
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(&) Seja I ¢ R um intervalo.Suponhamos, por absurdo, que existe uma cisao nao-trivial
I=AUBdel.

Sejama € A, b € B, a <b. Entdo [a,b] c T e [a,b] = (AN [a,b]) U (BN [a,b]) &uma cisao
nao-trivial de [a, b].

Como K = An|a,b] e L = BN [a,b] sao fechados no compacto [a, b], temos que K e L sao
fechados em R e, portanto, compactos, pois K, L C [a, b].

Logo existem xy € K e yo € L tais que d(K,L) =[x — yol-
Seja c o0 ponto médio do intervalo de extremos x, € yo. Entdo ¢ € [a, b].

Mas, como [xo—c| < [xo—Yol € [yo—c| < [xo—Yyol, temos que c € Ke c £ L, e, portanto, ¢ & [a, b],
uma contradigao.

Assim, I s6 possui a ciso trivial sendo, portanto, conexo. g

Corolario 13.2. Se X ¢ R™ é conexo e f : X — R é uma aplicagdo continua, entdo f(X) é
um intervalo.

» Uma reformulacao do corolario acima é o seguinte teorema.

Teorema 13.3. (do valor intermedidrio)
SejaX C R™ conexo e f : X — R uma aplicagao continua. Se existem a,b € X e d € R tais que

f(a) < d < f(b) (ou f(b) < d < f(a)), entdo existe c € X tal que f(c) = d.

Exemplo 13.5. O circulo S' = {(x,y) € R?|x?> + y?> = 1} é conexo, pois f(R) = S', onde
f: R — R? é a aplicagéo continua f(t) = (cos t,sent), definida no conjunto conexo R.
Aplicacao: Dada f: S' — R continua, existe u € S' tal que f(u) = f(—u).

De fato, seja g : S' — R a fungéo continua definida no conexo S' por g(z) = f(z) — f(—z).

Como ¢g(z) = —g(—z), temos, pelo Teorema do Valor Intermediario, que existe u € S' tal que
g(u) =0, ou seja, f(u) = f(—u).

Em particular, nenhuma fungao continua f : ST — R é injetiva e, portanto, S ndo é homeomorfo
a um subconjunto da reta.
Teorema 13.4. (da alfandega)

Seja X € R™ um conjunto arbitrario e seja C C R™ conexo. SeCNX #zeCn(R—X) # @,
entao C contém algum ponto da fronteira de X.
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Prova.
Suponhamos, por absurdo, que CNoX = @. Entdo XN C é aberto em C, pois XN C = (intX)NC,
e (R™—X)N C é aberto em C, pois (R*—X)NC =int(R*—X)NC.

ComoCéconexoe C=(CNnX)U(CnN(R™—X)) éuma cisao de C, temos que CNX = & ou
CN(R™"—=X) =g, ouseja, C C R"—Xou C C X, uma contradi¢ao. g

Observacao 13.5. Se X c YCR"“e A C Y é aberto em Y, entdo A N X é aberto em X.
De fato, como A C Y é aberto em Y, existe A, C R™ aberto em R™ talque A = ApNY.

Logo ANX=A,NYNX=A,NX, e, portanto, A N X & aberto em X.

Teorema 13.5. A reunido C = U C, de uma familia de conjuntos conexos Cx, A € L, com um

AcL
ponto em comum, é um conjunto conexo.

Prova.
Seja a € R*tal que a € C) paratodo A € L e seja C = A UB uma cisao de C. Sem perda
de generalidade podemos supor a € A.

Como A e B sao abertos em C e C, C C temos, pela observacao 13.5,que ANC, e BNC, sao
abertos em C, paratodo A € L.

Logo C, = (ANC,y) U (BN C,)éumacisao de C,.

Como C, é conexo e AN C, # &, temos que BN C, = @ paratodo A € L.

Assim,B=BmC=Bm<UC>\> = JBNnCy) =2.

A€l A€l

Provamos, entéo, que C s possui a cisdo trivial. Portanto, C é conexo. g

Corolario 13.3. Um conjunto X c R™ é conexo se, e sé se, para quaisquer a,b € X, existe
um conjunto conexo C.p C X tal que a,b € Cgyp.

Prova.
(=) E evidente.

(&) Seja a € X fixo. Entao, para todo x € X existe um conjunto conexo C,, C X tal que
a,x € Cqx. Logo X = U Cax

xeX
Como os conjuntos C,, Sa0 conexos e tém em comum o ponto a, temos, pelo Teorema 13.5,
que C é conexo. g
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Corolario 13.4. Dados X c R™ e Y c R™, o produto cartesiano X x Y é conexo se, e s6 se, X
e 'Y sdo conexos.

Prova.
(=) Se X x Y é conexo, temos que X e Y sd0 conexos, pois as projecoes 1 : X x Y — X e
m,: X X Y — Y sdo continuas, (X x Y) =Xem(X xY) =Y.

(=) Sejam a = (aj,az),b = (by,by) € X x Y arbitrérios e Cqp, = ({a1} x Y) U (X x {by}).
Entdo a,b € C,p. Além disso, como {a;} x Y € homeomorfo ao conjunto conexo Y, X x {b,} é
homeomorfo ao conjunto conexo X e esses conjuntos tem o ponto (a;, b,) em comum, temos,
pelo teorema 13.5, que C,y, € conexo. Logo, pelo corolario 13.3, X x Y € conexo. g

Observacao 13.6. O mesmo vale para um produto cartesiano X; x ... x X, de um nimero
finito de fatores.

Em particular, R® =R x ... x R é conexo. Portanto, & e R™ sdo 0s Unicos subconjuntos de R™
que sao simultaneamente abertos e fechados em R™.

Observacao 13.7. Todo conjunto X ¢ R™ convexo & conexo.

De fato, seja xo € X fixo. Entao, para todo x € X, [xo, x] € conexo, pois é a imagem da aplicagao
continua o, : [0, 1] — X, ax(t) = (1 — t)xo + tx, definida no conjunto conexo [0, 1] C R.

Como X = U[xo,x] € 0S CoNnexos [xy, x], x € X, possuem em comum 0 ponto x,, temos, pelo

xeX
teorema 13.5, que X € conexo.

Em particular, toda bola aberta e toda bola fechada em R™ s&o conjuntos conexos.

Observacao 13.8. Aintersecdo de conjuntos conexos pode ndo ser um conjunto conexo.

Por exemplo, sejam G; = {(x,x?) |x € R} e G, = {(x,x)|x € R}. Como G; é o grafico da funcao
continua f; : R — R, f;(x) = x?, G, é o grafico da fungdo continua f, : R — R, f,(x) =x, e R
€ conexo, temos que G; e G, sao conexos, pois G; e G, sao homeomorfos a R.

Mas, G; N G, ={(0,0),(1,1)}. Logo G; N G, é desconexo.

Teorema 13.6. A intersecdo K = ﬂ K; de uma sequéncia decrescente K; DK, D ... D K; D
i=1

... de conjuntos compactos conexos em R™ é um conjunto compacto e conexo.

Prova.
Seja K = A UB uma cisao. Como A e B sao fechados em K e K é fechado em R™, temos que A
e B sao fechados em R™, e, portanto, compactos disjuntos, pois A C K, BCKe ANB = 2.
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Pela Observacao 12.8, existem U e V abertosem R*taisque AC U, BCcVelUNV =g.
Logo K = ﬂKi =AUB C UUYV e, pelo Corolario 11.6, existe i, € N tal que K;, C UU V.

Portanto, K;, = (Ky, N U) U (Ky, N V) é uma cisdo de K;,. Como K;, é conexo, temos que
Ki NU=2oukKi, NV=g.Logo A= 0ouB=g,poisA CK,NnUeBcCK; NV.Ouseja, K
s6 possui a cis3o trivial e, portanto, K € conexo. g

Observacao 13.9. O mesmo néo vale para uma sequéncia decrescente F; DF, > ... D F; D
... de conjuntos fechados conexos.

Por exemplo, os conjuntos F; = R x {0} UR x {1} U [i,+00) x [0,1], 1 = 1,2,..., formam uma
sequéncia decrescente de conjuntos fechados conexos, pois R x {0}, R x {1} e [i,+o00) x [0, 1]
sao produtos cartesianos de dois conjuntos conexos da reta, R x {0} e [i,+o0) x [0, 1] possuem
um ponto em comum e R x {0} U [i,4+o0) x [0, 1] € R x {1} possuem um ponto em comum.

-~

Fig. 6: Conjuntos F;

Mas, F = ﬂ F. =R x{0}UR x {1} ndo é conexo, pois F = R x {0}UR x {1} € uma cisao nao trivial
de F, uma vez que R x {0} e R x {1} sdo fechados disjuntos em R? e, portanto, em F.

Teorema 13.7. Sefam X c Y ¢ X emR™. Se X é conexo, entdo Y é conexo.

Prova.
Seja A C Y aberto ndo-vazioem Y e seja a € A.

Entdo existe & > 0 tal que B(a,8) N Y c A. Como Y C X, temos que a € X e, portanto,
B(a,d) N X # @. Logo AN X # .

SejaY = AUB uma cisdo. Como A e B sdo abertosem Y e X C Y, temos que X = (XNA)U(XNB)
€ uma cisdo de X. Logo XN A = @ ou XN B = @. Assim, pelo provado acima, A = @ ou B = &,
ou seja, Y s6 possui a cisjo trivial e, portanto, & conexo. g

Corolario 13.5. O fecho de um conjunto conexo é conexo.

Exemplo 13.6. A esfera S™ = {x € R™"|(x,x) = 1} é conexa para todon > 1.
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Primeiro observe que todo ponto x € S™ € ponto de acumulagao de S™.

De fato, existe i € {1,...,n+ 1}, (n+ 1 > 2) tal que x e e; ndo sao LD.
x + & x + b x

Portanto, —&— # x paratodo k € N, e k =
[+ % R I

Logo, como S™ é fechado, temos que (S™)" = S™.

Além disso, como S™—{pn} (onde pn = (0,0,...,0,1) é o pdlo norte) € homeomorfo aR™, através
da projecao estereografica, temos que S™ — {px} € um conjunto conexo. Sendo S™ — {pn} = S™,
pois S™ — {pn} C S™— {pn) C S™ e pn é ponto de acumulacédo de S™, temos, pelo corolario 13.5,
que a esfera S™ é conexa.

Observe que a esfera i, = {x € R""'|||x|| = 1}, com respeito a qualquer norma || || de R, é
9 I

também conexa, pois f : S™ — Sm, dada por f(x) = ﬁ € um homeomorfismo, uma vez que
1. S| — S™, dada por f(y) = ﬁ é continua, onde || ||o € a norma euclidiana.
0

Exemplo 13.7. Seja a fungéo continua f : (0,1] — R dada por f(x) = sen % Como o gréfico

de f, G(f) = { (x,sen l) \x € (0,1] } € homeomorfo ao intervalo (0, 1], G(f) é conexo.

Temos que G(f) = G(f)UL, onde I ={(0,t) [t € [-1,1]}. yl‘

De fato, G(f) C G(f) U I, pois se (xqo,yo) € G(f), existe uma

sequéncia (xk, sen )3) de pontos de G(f) que converge a (xo, Yo)-
k

Logo xo € [0,1] e yo € [-1,1]. Se xo € (0,1], temos que

1 1 . 1
sen — — sen —, ou seja (xp,yo) = [ xo,5eN— | € G(f) e,
Xk X0 X0

se xo =0, (x0,Y0) € L.

— -

Seja, agora, yo € [—1,1]. Entao existe & € [0,27) tal que
sen & = Yo.

Logo (xk =

Eo+27ﬂ<> € uma sequéncia em (0, 1] tal que
-1

Xk Fig. 7: G(f) se acumulando num segmento

(xk, sen ]> — (0,yo0).

Portanto, (0,yo) € G(f). Assim, G(f) UT C G(f).

Como G(f) é conexo, temos que G(f) é conexo e, também, paratodo T C I, G(f) UT & conexo.
Em particular, G(f) U {(0,0)} € conexo.

J. Delgado - K. Frensel 71



Andlise

Este exemplo destoa da intuicao, que nos sugere um conjunto conexo como aquele for-
mado por "um s6 pedaco”. Daremos, por isso, uma nog¢ao mais ampla de conexidade.

Definicao 13.4. Um caminho em X c R™ é uma aplicago continua f : I — X definida no
intervalo I.

Exemplo 13.8. Dados x,y € R™, o caminho f : [0, 1] — R™, dado por f(t) = (1 —t)x + ty, é
chamado o caminho retilineo que liga x a y. As vezes, vamos nos referir a ele como o caminho
[Xay]- ]

Definicao 13.5. Dizemos que a,b € X podem ser ligados por um caminho em X quando
existe um caminho f: I — X tal que a,b € f(I).

Exemplo 13.9. Se X c R™ é convexo, dois pontos quaisquer a,b € X podem ser ligados pelo
caminho retilineo [a, b].

Observacao 13.10. Se a,b € X podem ser ligados por um caminho f : I — X, entdo existe
um caminho g : [0,1] — X tal que g(0) = a e g(1) = b. Basta tomar g(t) = f((1 — t)x + tp),
onde f(x) =aef(f)=h.

Definicao 13.6. Sejam f,g : [0,1 — X caminhos em X com f(1) = g(0). Definimos o
caminho justapostoh = fV g :[0,1] — X, pondo

f(2t) sete [O,
g2t—1) sete BJ} .

N —

Como f(2t) e g(2t — 1) definem o mesmo valor para h em t = - e hi 1}, hl;x ;) s&o continuas,

N —

entao h é continua.

Fig. 8: Caminho h obtido pela justaposi¢ao de f com g

Observacao 13.11. Sejam a,b,c € X € R™ Se a e b podem ser ligados por um caminho
f: 0,1 — X, f(0) = a, f(1) = b, e 0s pontos b e ¢ podem ser ligados por um caminho
g:[0,11 — X, g(0) = b, g(1) = c, entdao a e c podem ser ligados pelo caminho fVVg : [0,1] — R.
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Definicao 13.7. Dizemos que um conjunto X C R™ é conexo por caminhos quando dois pon-
tos quaisquer a, b € X podem ser ligados por um caminho em X.

Observacao 13.12. Todo conjunto convexo X C R™ é conexo por caminhos. Em particular,
toda bola aberta e toda bola fechada em R™ sao conjuntos conexos por caminhos.

Observacao 13.13. A esfera S™ = {x € R™'|||x|| = 1} é conexa por caminhos.

De fato, dados a,b € S™ pontos nao-antipodas, isto €, a # —b, entdo «(t) = (1 —t)a+ t(b) #0
para todo t € [0, 1], pois se existisse to € (0, 1) tal que «(to
portanto, (1 —to) = (1 —to) ||a]| = to = to ||b]|, ou seja, to =

= 0, teriamos (1 — tg)a = —tob e,
e a = —b, uma contradigao.

Y

Logo f: [0,1] — S™ dada por f(t) = Hzg\l € um caminho em S™ que liga f(0) = aa f(1) =b.
Agora, se a = —b, a,b € S™, tomamos um ponto ¢ € S™ — {a,—a}, ligamos a com c € ¢ com

b = —a pelo processo acima. O caminho justaposto ligara, entdao, o ponto a com seu antipoda
b=—a.
Observacao 13.14. Se X ¢ R™ é conexo por caminhos, entdo X é conexo.

De fato, sejam a,b € X. Entao existe um caminho f : [0,1] — X tal que f(0) = a e f(1) = b.
Como f([0,1]) é conexo e a,b € f([0,1]), provamos que dados a,b € X, existe um conjunto
conexo Cqy, = f([0,1]) € X tal que a,b € Cqp. Logo, pelo corolario 13.3, X € conexo.

» A reciproca é falsa, pois G(f) U{(0,0)}, onde
1
G(f) = {(x,sen ;> |x € (0,1]}
€ o grafico da fungao f(x) = sen % € um conjunto conexo que nao é conexo por caminhos.

De fato, seja A : [0,1] — G(f) U{(0,0)} um caminho com A(0) = (0,0). Seja «(t) = m;(A(t)), ou
seja, A(t) = (x(t), f(x(t))), onde estamos fazendo f(0) = 0.

Seja A ={t €[0,1]|x(t) = 0}. Entdo A é fechado e nao-vazio.
Afirmacao: A é aberto em [0, 1].

Seja tp € A, ou seja, ty € [0,1] e a(ty) = 0. Como A é continua em t,, existe 6 > 0 tal que
te[0,1]et—to <d= A(t)] =IA(t) —A(to)| < 1.

Seja] =10,11N(ty—5,to+ 6). Entdo J &€ um intervalo que contém t,.
Além disso, ] é aberto em [0, 1].
Logo «(]J) € um intervalo que contém 0 = x(t,). Se «(]J) nao é degenerado, existe n € N tal que

1 .
En = m € «(]) e, portanto, existe t, € J tal que «(t,) = &n.
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Entao A(tn) = (x(tn), sen(e(tn))) = (&n, £1).
Assim, |A(t,)| > 1, uma contradi¢cdo. Portanto, «(]J) = {0}, ou seja, «(t) = 0 paratodo t € J.

Como A é nao-vazio, aberto e fechado em [0, 1] e [0, 1] é conexo, temos que A = [0, 1], ou seja,
«(t) =0 paratodo t € [0, 1], e, portanto, A(t) = (0,0) para todo t € [0, 1].

Entao ndo existe um caminho em G(f) U {(0, 0} que liga (0,0) a um ponto do grafico de f.

Definicao 13.8. Dizemos que f : [0,1 — X é um caminho poligonal em X quando f é a
justaposicao de um numero finito de caminhos retilineos.

Teorema 13.8. Se A ¢ R™ é aberto e conexo, entdo dois pontos quaisquer de A podem ser
ligados por um caminho poligonal contido em A.

Prova.
Seja a € A fixo, e seja U o conjunto formado pelos pontos de A que podem ser ligados ao
ponto a por um caminho poligonal contido em A.

Entdo U é nao-vazio, pois a € U, jaque f : [0,1] — A, f(t) = a paratodo t € [0,1], € um
caminho em A que liga o ponto a ao ponto a.

Afirmacao: U é aberto.

Seja b € U. Entao existe um caminho poligonal que liga o ponto a ao ponto b. Comob e U C A
e A é aberto, existe 6 > 0 tal que B(b,d) C A. Dado y € B(b, ), o caminho retilineo que liga b
a y esta contido em B(b, ), pois B(b, d) é convexo. Logo todo ponto y € B(b, 8) pode ser ligado
ao ponto a por meio de um caminho poligonal em A, ou seja, B(b, ) C U.

Afirmacao: A — U é aberto.

Sejac € A—Uesejad > 0tal que B(c,d) € A. Entao todo ponto y € B(c,d) ndo pode ser
ligado ao ponto a por meio de um caminho poligonal, pois, caso contrario, ¢ poderia ser ligado
ao ponto a, uma vez que o caminho retilineo que liga y a c esta contido em B(c, d) e, portanto,
em A. Logo B(c,8) Cc A — L

Como U € nao-vazio, aberto e fechado em A e A € conexo, temos que U = A, ou seja, todo
ponto de A pode ser ligado ao ponto a por meio de um caminho poligonal contido em A. g

Observacao 13.15. No enunciado acima, podemos trocar caminhos poligonais por cami-
nhos poligonais formados por segmentos paralelos aos eixos coordenados. Para tanto, basta
verificar que isso é possivel para quaisquer dois pontos x = (x1,...,xn) €Yy = (y1,...,Yn) per-
tencentes a bola aberta B(a,d) = (a1—5%,a;+8) x...x (an—9d,a,+06)decentroa = (ay,...,a,)
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e raio §, na norma do maximo.

De fato, como [xi,yi C (a;—9,a;+d) paratodoi=1,...n, temos que o caminho formado pela
justaposicao dos caminhos retilineos
[(x1,%2, - o %), (Y1, %2, - %)l [y, %2, %), (U1, Y2, %3, -0, X ]
o lUn Y2y Yo e, (U Y2, - Yo, Unldl
€ um caminho poligonal em B(a, 8), formado por segmentos paralelos aos eixos coordenados,
que liga o ponto x = (xq,...,x,) @0 pontoy = (y1,...,Yn) -

Corolario 13.6. Um aberto A c R™ é conexo se, e s se, é conexo por caminhos.

Observacao 13.16. O problema central da topologia é determinar se dois conjuntos X e Y
dados sao ou nao sao homeomorfos.

Para afirmar que X e Y sao homeomorfos € necessario definir um homeomorfismo entre eles.
Para garantir que X e Y nao sdo homeomorfos, deve-se lancar mao de invariantes topoldgicos
como a compacidade e a conexidade.

2

2
Exemplo 13.10. SejamC = {(x,y) € R?|x?+y? = 1}umcirculo, £ = {(x,y) € R?| % + % = 1}

2
Yy —1
dz

2
uma elipse, H = {(x,y) € R?| % — } uma hipérbole e P = {(x,y) € R?|y = px?} uma

parabola.

e C e £ sao homeomorfos e h: C — £ dada por h(x,y) = (ax, by) € um homeomorfismo entre
eles.

e C e £ nao sao homeomorfos a H nem a P, pois C e £ sao compactos, enquanto que H e P
nao sao compactos.

* H e P ndo sdo homeomorfos, pois H € desconexo e P & conexo. ]

Exemplo 13.11. O intervalo fechado X = [a,b], a < b e a bola fechada Y = Blc,t] ¢ R? ndo
sdo homeomorfos, apesar de ambos serem compactos e conexos.

De fato, se x € (a,b), entdo X — {x} = (X N (—o0,x)) U (X N (x,+00)) é desconexo, mas se
y € B(c, 1), Blc, ] — {y} continua sendo conexo, pois se:

ey =cezc Sl,r], entao
Ble,r] —{c} = U (Sle, s] U [z, zol)

s€(0,1]

S S , '~
onde z; = (1 — ;> c+ S20 € S[c, s], € uma reuniao de conexos, S(c, s] U [z, zol, s € (0,7], que
possuem em comum o ponto z,
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Fig. 9: Blc, r] —{c} como reunido de conjuntos conexos com um ponto em comum

ey#ceyo=(1—to)c+toy, to= Rk temos que
Ble,l —{yl = | J (Sle,slUle,yol) U ((Sle,sol — {y}) Ule,yol ),
sel0,7]
S#Sp

onde sy = |ly — c||, € uma reunido de conjuntos conexos que possuem o ponto ¢ em comum.

Yo

Fig. 10: Blc, r] —{y} como reunido de conjuntos conexos com um ponto em comum

Logo, se existisse um homeomorfismo f : [a,b] — Blc, r], teriamos que [a,b] —{d}, a < d <
b, e Blc,r] — {f(d)} seriam homeomorfos, uma contradicdo, ja que [a,b] — {d} & desconexo e
Blc, ] —{f(d)} € conexo.

Observacao 13.17. Se tentarmos provar, usando um raciocinio anéalogo ao do exemplo an-
terior, que a bola Bla,r] C R? ndo é homeomorfa a bola B[b, s] C R3, ndo chegariamos a nada,
pois as bolas Bla, ] e B[b, s] permanecem conexas ao retirar delas um ponto qualquer.

E verdade que uma bola em R™ s6 & homeomorfa a uma bola em R™ quando m = n. Mas
a demonstracao desse fato requer o uso de invariantes topoloégicos mais elaborados, que sao
estudados na Topologia Algébrica ou na Topologia Diferencial.

Exemplo 13.12. O conjunto X = {(x,y) € R?|x?> = y?} (um par de retas que se cortam na
origem) e a pardbola Y = {(x,y) € R?|y = x?} ndo sdo homeomorfos, pois se retirarmos um
ponto a de Y, o conjunto Y — {a} possui dois "pedagos” conexos, enquanto a retirada da origem
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(0,0) faz com que o conjunto X — {(0, 0)} tenha quatro "pedagos” conexos.

Yi (77

X —1{(0,0)}

- Y — {a}

=Y

Fig. 11: X —{(0,0)} tem 4 pedagos, enquanto Y — {a} tem apenas 2 pedagos
Na seguinte definicdo vamos tornar precisa a idéia de dividir um conjunto em "pedacos”

conexos.

Definicao 13.9. Sejam x € X ¢ R™. A componente conexa do ponto x no conjunto X é a
reunido C, de todos os subconjuntos conexos de X que contém o ponto x.

Exemplo 13.13. Se X = Q c R, entdo a componente conexa de qualquer ponto x € X é {x},
pois todo subconjunto de Q com mais de um elemento € desconexo.

Exemplo 13.14. Se X c R™ é conexo, entdo C, = X para todo x € X. 7

Exemplo 13.15. Se X = (—o0,0) U (0,+0c0), entdo a componente conexa de —1 em X é
(—oc0,0) e a componente conexa de 1 em X é (0,+o0), pois qualquer subconjunto de X que
contém pontos de (—o0,0) e (0, +o0) é desconexo.

Observacao 13.18. Dados x € X ¢ R™, a componente conexa C, € 0 maior subconjunto
conexo de X que contém o ponto x.

De fato, dado um subconjunto conexo C de X que contém o ponto x, temos que C C C,, pois Cy
€ a reuniao de todos os subconjuntos conexos de X que contém x.

Por outro lado, pelo teorema 13.5, C, & conexo, pois € uma reuniao de conjuntos conexos que
possuem um ponto em comum.

Em particular, nenhum subconjunto conexo de X pode conter C, propriamente.

Mais ainda, se C C X € conexo e tem algum ponto em comum com C, entdao C C C,, pois CUC,
€ um conjunto conexo que contém x e, portanto, C U C, C C,, ou seja, C C C,.

Observacao 13.19. Sejam x e y dois pontos de X. Entdo suas componentes conexas C, e
C, ou coincidem ou s3o disjuntas, pois se CyNC, # @, entdo, pela observagao anterior, C,, C C,
e Cx c Cy, ou seja, C, = C,,.
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Assim, a relagao x ey pertencem a um subconjunto conexo de X é uma relagao de equivaléncia
e as classes de equivaléncia sdo as componentes conexas dos pontos de X, ou seja, [x] = C,.

Entdo x e y pertencem a um subconjunto conexo de X < C, = C,,.

Observacao 13.20. Toda componente conexa C, € um conjunto fechado em X.

De fato, como C, ¢ C,N X C C, e C, é conexo, temos, pelo Teorema 13.7, que C, N X é um
subconjunto conexo de X que contém x.

Entdo, pela Observacdo 13.18, C, = C, N X e, portanto, C, é fechado em X.

Observacao 13.21. As componentes conexas de um conjunto aberto U ¢ R™ sdo subcon-
juntos abertos de R™.

De fato, sejam xp € U e yo € Cy,.

Entéao existe 6 > 0 tal que B(yo,5) € U. Como B(y,,d) U Cy, € conexo e contém o ponto xo,
temos que B(yo,8) U Cy, C Cy,, OUseja, B(uo,d) C Cy,. Logo C,, é aberto em R™.
Observacao 13.22. Sejah: X ¢ R™ — Y C R™ um homeomorfismo. Se C, é a compo-
nente conexa de x em X, entao h(C,) € a componente conexade y = h(x) emY.

De fato, seja D,, a componente conexa de y em Y. Como, pelo Teorema 13.1, h(C,) é conexo
e contém y, temos que h(C,) c D,. Por outro lado, como h~'(D,) € um conjunto conexo que
contém x, entdo h~'(D,) c C,, ou seja, D, C h(C,). Logo D, = h(Cy).

Assim, o homeomorfismo h : X — Y estabelece uma bijecao entre as componentes conexas
de X e as componentes conexas de Y.

14 A norma de uma transformacao linear

Fixemos umanorma || |[; emR™ e umanorma || ||em R™. Entdo, dada uma transformacao
linear A : R™ — R™, existe ¢ > 0 tal que ||Ax||2 < c||x||; para todo x € R™.

Assim, se x € R™e [|x|[; =1 = [|Ax|]» < c. Ou seja, A transforma a esfera unitaria de
R™ num subconjunto limitado de R™.

*Se A € LIR™R™) =R™", ou seja, se A : R™ — R™ € uma transformagao linear, entao
|A|| =sup{||Ax|z2]x € R™; ||x][y =1}

€ uma norma em L(R™, R™).
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De fato: se A,B € L(R™ R") e A € R,
(1) (AAL = sup{[AA)(X)[2]x € R™; [Ix[ls =T} =sup{IAl[[A(x)|2]x € R™; [Ix[ls =T}
= Al'sup{[|[A(x)[l2[x € R™; [Ix[li =1} = Al[[A].

(2) [[A+B| < [[Al+][B], pois: [A(x)[]2 < |Af e [BXx)l2<[B] VxeR™; [jx]=1

— A +B)I2 < AR+ B < IA]+ Bl Vx e R™; [[x|l; =1
= [A+BI <[Al+BI.
(3) JJAll=0 < ||A(x)||]2=0 paratodo x € R™; ||x|; =1
& A(x)=0 paratodo x € R™; [|x|; =1
= A(’ZH) =0 paratodo x € R™—{0}
1
& A(x) =0 paratodo x e R™
— A=0.

Além disso, a funcdo A — ||A|| possui as seguintes propriedades:

() [IAGI[2 < IA][ Il para todo x € R™.
<Al Vx e R™—{0} = A2 < [[AH[x]lh vV xeR™

(),

() IAB]| < ||A|l||B], se A € L(R™ R™) e B € £L(R¥,R™), onde a norma em R™ deve ser
tomada a mesma.

De fato,

De fato, sejam || ||1, || ||2, || || @as normas tomadas em R*, R™ e R™, respectivamente.
Por (I), [A(W)[s < [[All [lyll2Yy € R™e ||B(x)2 < [|B]| [|x[l: ¥ x € R¥. Logo,
I (AB)(x)[l3 = [|A(B(x))ls < Al [IB(x)]l2 < |All|B]],
para todo x € R*; ||x||; = 1.

Portanto, ||ABI| < [[A[|[[B]].

Observacao 14.1. Como duas normas no espago vetorial £L(R™ R™) = R™" sZo equivalen-
tes, temos que se Ay € LIR™R"),k € N,e A € LIR™ R"), entdo |[Ay—A| — 0 & a‘fj — Q5
parai=1,...,n,j=1,...,m,onde A, = (af) e A = (ay).

Exemplo 14.1. Considerando R™ e R™ com a norma do méximo, a norma do sup de uma
transformagao linear A : R™ — R™ é dada por
m
Al = ]'2%)1(1 (; |aij|> ;
’):

isto €, € a maior "norma da soma” entre as linhas.
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De fato, seja x = (x1,...,xm) € R™tal que ||x||m = max |x| = 1. Entéo,
1<k<m
m m
A ()] m 1§%n< aijX; > = 1S%n (Z ’aUX]’>

j=1 j=1
m

<  max i

< o Sa).
):

pois |x;| < ||x|[m =1 paratodoj=1,...,m.
m
i < .
Assim, [[A]| < max (; !au>
):

m m
. . . o . O _ O O
Sejaip =1,...,n tal que E] lai,;l = ]rgfag;( 21 |aﬁ|>, e seja x” = (x§,...,x},) € R™tal que
)= )=

)=

IAGO) I < JAT< D laigil < [AG) I,

j=1

XY =1se ay; >0,ex) =—1se ay; <0.
Entdo ||x|m=1e

|A(x%)|]m = max (

1<i<n

m
§ 0

Clinj
=1

m
E 0

aionj
j=1

m
= lail > Al
=1

Logo,

ou seja,
m m
IA]| = Z1 aigj| = max <Z1 ’aij’> :
)= )=

» Para outras escolhas de normas em R™ e R"™, veja a tabela da pagina 66 do livro Curso de
Analise, Vol Il de E. Lima.
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