Capitulo 2

Caminhos no espaco Euclidiano

1 Caminhos diferenciaveis

L. ) ; . ~ ) Nota: Neste capitulo, os
Definicao 1.1. Um caminho em R™ é uma aplicagéo f : I — R™ defi-  caminhos nao serao por
nida num intervalo I ¢ R. Se f(t) = (f1(t),...,fn(t)), t € I, as n fungdes  definicao. continuos. Mas,

. _ a partir do préximo capitulo,
fi: I — R sao chamadas as funcoes coordenadas de f. os caminhos voltardo a ser
continuos.

Observacao 1.1. f = (fy,...,fy) : I — R™ é continuanopontoa € I & f;: I — R &
continua no ponto a € I, paratodoi=1,...,n.

Observacao 1.2. Se f = (f,...,f,) € definida no conjunto X C R e a € X/, entédo
limf(x) =b = (by,...,b,) se, e sése, limfi(x) =b;paratodoi=1,...,n.

Observacao 1.3. Se X ¢ Re a € X/, ou seja, a é ponto de acumulagéo a direita de X,
dizemos que lim f(x) = b quando,
x—at
para todo ¢ > 0, existe 6 > Otalquex € X, a <x < a+d= |[f(x) —b| <e.
De modo analogo, se X € R e a € X', ou seja, a & ponto de acumulacao a esquerda de X,
dizemos que lim f(x) = b quando,
xX—a-

paratodo e > 0, existe 5 >0talquex € X, a— 6 <x < a= |[[f(x) —Db| <e.

Assim, podemos provar que se a € X/, entdao lim f(x) = b = (by,...,b,) se, e s6 se,

x—at

Iimi fi(x) = by, paratodoi=1,...,n.

X—a

Definicao 1.2. O vetor velocidade do caminho f : T — R™ no ponto a € X é, por definicédo, o
limite
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quando tal limite existe. A norma ||f'(a)|| chama-se velocidade escalar de f no ponto a.

» Quando f possui vetor velocidade no ponto a € I, dizemos que f € diferenciavel nesse ponto.
E se existe f'(a) para todo a € I, dizemos que f € um caminho diferenciavel.

e Quando f’(a) # 0, o vetor velocidade f'(a) determina areta L = {f(a) +tf'(a)|t € R}, cha-
mada reta tangente a curva f no ponto a.

f(a) fla+t)

Fig. 1: Reta tangente a curva f no ponto a

Observacao 1.4. A diferenciabilidade de f no ponto a € I e o limite lim f

t—0

(a+ ti —f(a) inde-

pendem da norma considerada em R™.

Observacao 1.5. f = (f;,...,f,) é diferenciavel no ponto a € Ise, es6 se, fi: I — R é
fi(a+ t) — fi(a) ~
¢ sao as coordenadas do vetor

derivavel no ponto a para todo i = 1,...,n, pois

fla+1t) —f(a)
t

Neste caso, f'(a) = (fi(a),..., . (a)).

Yy’ n

paratodot € I.

Observacao 1.6.

e Um caminho f : I — R™ é diferenciavel no ponto a € I se, e sb se, existe um vetor v € R™ tal
que, para a +t € I, temos
fla+t) =f(a)+tv+r(t),

onde lim rt) = 0. Neste caso, v = f'(a).
t—0 t

De fato, a igualdade acima nos da, para t # 0,
flat+t)—fla) T(t)

t t
o Equivalentemente, f € diferenciavel no ponto a € I se, e sb se, existe v € R™ tal que, para
at+tel

fla+t) ="f(a)+ [v+p(t)t,

onde lim p(t) = 0.

t—0
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Basta por p(t) = @ ,set#£0,ep(0)=0.

Observacao 1.7. Se I = [a,b), sé podemos definir a derivada lateral de f a direita no ponto

a:
fl(at) = fim Hert=fla)
t— 01
E se I = (a, b], sé podemos definir a derivada lateral de f a esquerda no ponto b:
P . f(b+1t)—f(b)
f'(b7) = Ilry —
t—0—

Podemos verificar facilmente, que se a € intl, entdo f : I — R ¢é diferenciavel no
ponto a se, e sO se, existem e sdo iguais as derivadas laterais de f no ponto a. Neste caso,
f'(a) =f'(a™) =f'(a).

Exemplo 1.1. Se f : R — R? é o caminho f(t) = (cos(t),sen(t)) = e, para todo t € R,
entdo f é diferenciavel em R, f'(t) = (—sent,cost) = ie', f(R) = S' e ||f'(t)|| = 1, ou seja, a
velocidade escalar é constante igual a 1.

Exemplo 1.2. Seja g : R — R? o caminho dado por g(t) = (t,[t|). Entdo g’(t) = (1,1), para
todot >0eg’'(t)=(1,—1), paratodo t < 0.

Mas g nao possui vetor velocidade no ponto t = 0, pois as “

derivadas laterais g’(0") = (1,1) e g’(07) = (1,—1) sao dife-
rentes.. A imagem de g é o grafico da funcao médulo y = [x],

Graf(h) = Graf(g)

que apresenta um ponto anguloso na origem.

Podemos, no entanto, descrever a mesma imagem por meio de

(@] T

outras "parametrizacdes”. Por exemplo, consideremos o cami-
nho h: R — R? dado por h(t) = (t3,t?[t]). Entdo h(R) = g(R), Fig. 2: h(R) = g(R)
h'/(t) = (3t%,3t%), t > 0, h'(t) = (3t%,—3t?), t < 0 e h'(0) = (0,0), pois h/(0") = h/(0~) = (0,0).

Ou seja, para descrever a rota h(R), o ponto, cuja posicao no tempo t € h(t), precisou dar uma
parada instanténea ao atingir o ponto anguloso (0, 0) de sua trajetoria (ver exercicio 1.15).

Observacao 1.8. Se f,g : I — R™ sdo caminhos diferenciaveis e A : I — R é uma fungéo
diferenciavel, temos que:

(1) %[f(t) +g(t)] =f(t) + g'(t); (3) %<f(t), g(t)) = (f'(t), g(t)) + (f(t), g'(1));
@ SA Ol =N A F0; @ S = TR se 1) 2o,

onde || || € a norma que provém de um produto interno { , ) em R™, ou seja, ||x| = 1/{x,x) para
todo x € R™
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As propriedades acima seguem das propriedades usuais da derivada de uma funcgao real
de uma variavel real aplicadas as fungoes coordenadas de um caminho diferenciavel.

Observacao 1.9. Se uma norma || || ndo provém de um produto interno, podemos ter um
caminho diferenciavel f : I — R™, com f(t) # 0 para todo t € I, para o qual a fungcao
@(t) = [|f(t)|| ndo é diferenciavel.

Por exemplo, seja f : R — R? o caminho diferenciavel dado por f(t) = (1,t). Considerando a
norma do maximo em R?, temos que ||f(t)||m = 1, se [t| < 1 e |f(t)|]m = It|, se |t| > 1. Logo a
fungao t — ||f(t)||m n&o possui derivada nos pontost = —1et=1.

Observacao 1.10. Sempre que tomarmos a derivada de ||f(t)|| estaremos considerando que
|| || provém de um produto interno ( , ).

Observacao 1.11. Seja f : I — R™ um caminho diferenciavel. Entdo f(t) tem comprimento
constante se, e so se, o vetor velocidade f’(t) é perpendicular ao vetor posi¢ao f(t) para todo
tel

De fato, ||f(t)]| = a paratodo t € I & (f(t),f(t)) = a? paratodo t € I & 2(f(t),f'(t)) = 0
paratodot € I & f(t) L f'(t) paratodot € I.

Exemplo 1.3. Seja o caminho diferenciavel f : R — R? dado por f(t) = (cost,sent). Entdo
|If(t)]| =1 paratodot € Re f'(t) = (—sent,cost) é perpendicular a f(t) para todo t € R.

Neste exemplo, temos também ||f’(t)|| = 1 para todo t € R, 4
mas isso € acidental.

Por exemplo, para o caminho diferenciavel g : R — R?, dado
por f(t)
g(t) = (cost?,sent?),

gy

temos ||g(t)|| = 1 paratodot € R, g’(t) = (—2t sent?, 2t cost?)
é perpendicular a g(t) paratodo t € R, mas ||g’(t)|| = 2[t| ndo

e constante. Fig. 3: f(t) L f'(t) paratodo t € R

Definicao 1.3. Seja f : I — R™ um caminho diferenciavel. Se f’ : I — R™ é continuo,
dizemos que f é de classe C'.

E se f’ é diferenciavel no ponto a € I, dizemos que (f')'(a) = f”(a) é a derivada segunda de f
no ponto a ou o vetor aceleragao do caminho f no ponto a.

Tem-se f”(a) = (f/(a), ..., f"(a)).
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Se existe f”(t) para todo t € I, dizemos que f é duas vezes diferenciavel. E se f” é continua,
dizemos que f é de classe C~.

Prosseguindo desta maneira, dizemos que o caminho f : I — R™ é p + 1 vezes diferenciavel
quando o caminho f®) : I — R™ (derivada de ordem p de f) existe e é derivavel. Pde-se, entdo,
fP+1) — (fP))’, Quando f® é de classe C', dizemos que f é de classe CP*.

Se existem as derivadas de todas as ordens do caminho f, dizemos que f é de classe C™.

Por extensao, dizemos que um caminho continuo é de classe C° e que f = f(© é sua propria
derivada de ordem zero.

Definicao 1.4. Dizemos que o caminho f : I — R™ é p—vezes diferenciavel no ponto a ¢ 1
qguando existe & > 0 tal que f é p — 1 vezes diferenciavel no intervalo ] = {t € I||t —a| < 6} e
f(>=1) & diferenciavel no ponto a.

Observacao 1.12. Seja 0 <p < co. Entéo f = (fy,...,f,) € C? (é de classe CP) se, e s0 se,
fie CPparatodoi=1,...,n.

Definicao 1.5. Sejap > 0. Dizemos que o caminho f : I — R™ é de classe CP por partes
quando f € continua e existem t; < ... < ty pertencentes ao interior do intervalo I tais que

ﬂIﬂ(—oo,tﬂ ) ﬂ[h R I ) f|[tk,1 el f|Iﬂ[tk,+oo)

sao de classe CP.

Exemplo 1.4. Paratodo p > 0, considere o caminho f : R — R™ dado por f(t) = (tP* P [t]).

Como tP[t| = tP*! parat > 0 e tP|t| = —tP*! para t < 0, podemos provar, por indugéo, que f é
)=(p+Dt,—(p+1t), parat <0, fP)(t) = ((p+ D!t (p+ 1!t
0).

de classe CP, onde fP)(t
parat >0, e f®(0) = (0,

Entretanto f ndo é p + 1 vezes diferenciavel no ponto t = 0, pois f®*V (0%) = ((p+ 1)!, (p + 1))
e fPH(07) = ((p+ 1D, —(p+1)1).

Apesar disso, f é de classe C* por partes, pois

) S ) LR S N i ) L p+1i)
o1 (1 (up+n—nf BN IRk
e
() (AN iy (D p+1i)
Flossce) (1 (((D+1)—j)!t ’ ((1o+1)—i)!t

()

sao continuas paratodo 0 <j<p+1,e f|§jjoo o = 0 400

, = 0 séo também continuas para todo
i>p+1. 0
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2 Integral de um caminho

Definicao 2.1. Seja f : [a,b] — R™ um caminho limitado definido no intervalo compacto
[a, bl. Uma particao de [a, bl € um conjunto finito P ={to < t; < ... < ty},onde ty = a ety = b,
e a norma da particao P é o nimero |[P| = gr<1.a<>§<(ti —tiq).

Uma particao pontilhada € um par P* = (P, &), onde P é uma particao e & = (&1,...,&;) é tal
quet; 1 <& < typaratodoi=1,... k.

Dados f e uma particao pontilhada P* = (P, &), o somatorio

é chamado soma de Riemann.

e Dizemos que um vetor v € R™ € o limite das somas de Riemann Z(f; P*) quando a norma de
P tende a zero se, para todo ¢ > 0 dado, existe & > 0 tal que
Pl < b= HZ(f;P*) —VH <e.

Neste caso, dizemos que f é integravel no intervalo [a,b] € chamamos v = |im Z(f; P)

[Pl—a

a integral de f no intervalo [a, b]. Usamos a notacao

be(t) dt=v=lim  (f;P").

a [P|—0

Observacao 2.1. O caminho limitado f = (fy,...,f,) é integravel se, e s6 se, f;: [a,b] — R
é integravel paratodoi=1,...,n. Neste caso,

Kf(t) dt = (J;ﬂ(t) dt,... ,szn(t) dt) .

Observacao 2.2. Se f : [a,b] — R" é integravel e ¢ € [a,b], entdo f|joq € flcp SAO in-
tegraveis e

be(t) dt = rf(t) dt + be(t) dt.

a a C

Observacao 2.3. Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade do caminho limitado
f = (f1,...,fn) : [a,b] — R™ e, paracadai = 1,...,n, seja D; o conjunto dos pontos de
descontinuidade da i—ésima funcao coordenada f; : [a,b] — R. Entdio D = D;U...UD,,.

Como f; € integravel se, e s6 se, D; tem medida nula, temos que f € integravel se, e sé se, D
tem medida nula.

De fato, m(D) = 0 & m(D;) = 0 paratodoi = 1,...,n & f; é integravel para todo
i=1,...,n & f éintegravel.
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b
Observacao 2.4. A integrabilidade de f e o valor J f(t) dt ndo dependem da norma consi-

a

derada em R™.

Exemplo 2.1. Sejam f: [0,2n] — R? e g : [0,1] — R? os caminhos C* dados por
f(t) = (cost,sent) e g(t) = (t,t?). Entdo:

27 27 27t
J f(t)dt = <J costdt,J sentdt) =(0,0);
0 0 0 0

e J;g(t)dt = <£tdt,£t2d’c):(;,;>.

Observacao 2.5. Sejam f,g : [a,b] — R™ caminhos integraveis e «, 3 € R arbitrarios.
Segue-se da definicao ou da observacao 2.1, que o caminho «f + 3g € integravel e

b b b
J (ocf+[39)(t)dt—ocj f(t)dt+BJ g(t)dt.

a a

Observacao 2.6. Seja || | uma norma qualquer em R™ e seja f : [a,b] — R™ um caminho
integravel. Como D C Dy, temos que |[f]| : [a,b] — R €& integravel.

De fato, dada qualquer particdo pontilhada Z(f; P*), temos que:

| P | = i(ti—tﬂma)

i=

Além disso, . .
J f(t) dt‘ gJ |f]](t) dt.

a

n

<) (—ta) If(E) =) _(Ifl,P).

i=1

Logo,

lim Y (f;,P*)

b
< i fll; P*) = f(t)|| dt.
lm, < im 3 (1P = | I

R

a

= fim || 37
e Assim, se ||f(t)|| < M para todo t € [a, b], temos que

‘ be(t) dt ‘

a

<M(b—a).

e Porém,sen > 1, f:[a,b] — R™ é continuo e ||f(t)|| > ¢ > 0 paratodo t € [a, b], ndo se pode
b

concluir que J f(t) dt # 0. Veja o exemplo 2.1.

a

Observacao 2.7. Segue-se da definicdo que se f : [a,b] — R™ é um caminho integravel e
A :R™ — R™ é uma transformagao linear, entdo A o f : [a,b] — R™ € integravel e

b b
J (A of)(t) dt:A<J f(t) dt) .

a a
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3 Os teoremas classicos do Calculo

Regra da cadeia

Sejam ¢ : 1 — ] uma fungao real diferenciavel no ponto a € 1 e f : ] — R™ um caminho
diferenciavel no pontob = ¢(a). Entdo f o ¢ : I — R™ é um caminho diferenciavel no ponto a
e

(foe)(a)=¢'(a)f'(@(a)).

» Basta aplicar a regra da cadeia em cada uma das func¢des coordenadas f; o ¢ do caminho
fo .

Observacao 3.1. Afungéo compostat — f(@(t)) pode ser interpretada como uma mudanga
de variavel no caminho f, que equivale a descrever o mesmo percurso de outra maneira, sendo
o vetor velocidade (fog)'(a) = @'(a)f’(¢@(a)) no ponto a um multiplo escalar do vetor velocidade
de f no ponto ¢(a).

o Os seis teoremas abaixo se demonstram observando que se f = (fi,...,fn), entdo

b b b
f' = (f},...,f,) e J f(t)dt = <J fi(t) dt, ,J fa(t) dt), e, aplicando as funcoes

coordenadas, o teorema correspondente para funcoes reais de uma variavel real.

Mudanca de variavel na integral

Se f : [a,b] — R™ é um caminho continuo e ¢ : [c,d] — [a,b] é uma funcdo com derivada
integravel, entao

@(d) d
J f(x)dx = J flo(t)) '(t) dt.

@(c) c

Teorema Fundamental do Calculo

Se f: [a,b] — R™ é um caminho com derivada integravel, entao

b 1
f(b) — f(a) = J /(1) dt = J fla+ (b—a)t) (b—a)dt.

a 0

Definicao 3.1. Seja f : [a,b] — R™ um caminho integravel. A integral indefinida de f é o
caminho F: [a, b] — R™ definido por
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Seja M > 0 tal que ||f(t)|| < M para todo t € [a, b]. Entdo, pela observagao 2.6,

X y x
[F(x) — F(y)]] :‘ J f(t) dt—J f(t) dt J f(t) dt‘

a a y

< M”X_yH>

e, portanto, F é lipschitziana. Em particular, F € continua.

Derivacao da integral indefinida

Sef: [a,b] — R™ é um caminho integravel continuo no ponto c € [a,b], entdo F é diferenciavel
neste ponto e F'(c) = f(c).

Em particular, se f € um caminho continuo, temos
b

F(b) — F(a) :J f(t) dt.

a

Formula de Taylor infinitesimal

Sejaf: 1 — R™ um caminho p vezes diferenciavel no ponto a € 1 e escrevemos, para todo h
talque a +h €1,
fla+h)=f(a)+f(a)h+...+fP(a) — +7,(h).

rp(h)

lim
h—0
Formula de Taylor com resto integral

Seja f : [a,a + h] — R™ um caminho p vezes diferencidvel no intervalo [a,a + h], com f®

integravel. Entéo,
hp-!
(p—1!

fla+h) =fla) +f(a)h+...+ P V(a) + 15,

onde

1 a
S L J (1— )P P a4+ th)dt = — J +h(a+h—x)"*‘ fP)(x) dx
P o, -1 J, '

Definicao 3.2. Dizemos que um caminho f : [a,b] — R™ é uniformemente diferenciavel,
quando, para todo ¢ > 0 dado, existe 6 > 0 tal que

x,x+he[a,b], 0<|h<d= |f(x+h)—f(x) —f'(x)h| < eh].

Teorema 3.1. Um caminho f : [a,b] — R™ é de classe C' se, e s6 se, f é uniformemente
diferenciavel.
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Este teorema decorre do teorema analogo para fungoes reais.
Realmente:

» A diferenciabilidade uniforme de f ndo depende da norma considerada, pois duas normas
quaisquer em R™ sao equivalentes;

e« Um caminho f € uniformemente diferenciavel na norma do maximo se, e s6 se, cada uma de
suas fungdes coordenadas f; é uniformemente diferenciavel;

» Uma funcgéo f; : [a,b] — R é uniformemente diferenciavel se, e sé se, f; € de classe C' (ver
Curso de Analise, Vol. I de E. Lima, pag. 277).

Observacao 3.2. O Teorema do Valor Médio n&o vale para caminhos diferenciaveis em R™,
n>1.

Por exemplo, seja f : [0,2n1] — R? o caminho diferenciavel dado por f(t) = (cost,sent).
Como f(27) — f(0) = (0,0) e [f’(t)] = 1 para todo t € [0,27], nao existe ¢ € (0,2mn) tal que
f(2m) — f(0) = 27t f'(c).

Tem-se, no entanto, na forma de desigualdade.

Teorema do Valor Médio

Seja f : [a,b] — R™ um caminho continuo em [a, b] e diferenciavel em (a,b). Se ||f'(t)]| <M
para todot € (a,b), entdo ||f(b) — f(a)|| <M (b—a).

1¢ Demonstracao: Suponhamos que, além das hipéteses acima, f’ € integravel em cada su-
bintervalo compacto [c,d] C (a,b).

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos .
f(d) —f(c) = J f'(t) dt.

C

Logo ||f(d) — f(c)|| < M(d — c), para todo [c,d] C (a,b).

Como f é continua em [a, b], e existem sequéncias (cy) € (dy) tais que a < ¢x < dix < b, com
limcy = a elimdy, = b, temos que
|f(b) — f(a)]| = lim |[f(cx) — f(di)]| <M lim [cx — di/ = M|b—al,
k—o0 k—o00

ou seja, [[f(b) —f(a)| <M|b—a|. g

2¢ Demonstracao: Suponhamos que a norma || || provém de um produto interno, ou seja,
|x[|* = (x,x) para todo x € R™
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Seja ¢ : [a,b] — R a fungao real dada por ¢(t) = (f(t),f(b) — f(a)). Entdo ¢ € continua em
[a, b], diferenciavel em (a,b) e ¢’(t) = (f'(t), f(b) — f(a)) paratodo t € (a,b).
Logo, pelo Teorema do Valor Médio para funcoes reais, existe ¢ € (a, b) tal que
@(b) — ¢(a) = (b—a)(f’(c), f(b) — f(a)).
Entao, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,
If(b) = f(a)[|> < [[f'(c) [ [|f(b) — f(a)]| (b — a) < M (b~ a) [[f(b) - f(a)]],
ou seja,
[f(b) —fla)| <M(b—a). g

3¢ Demonstracao: (Caso Geral) Se baseia nos dois lemas abaixo.

Lema 3.1. Seja f : I — R™ um caminho diferenciavel no ponto ¢ € 1. Sejam (ay) e (by)
sequéncias tais que ay, by € I, ax # by, ax < ¢ < by, limay, = limby, = ¢. Entao,
i i T(bx) — flak)
f (C) N kll—>rgo bk* Ak '
Prova.
Sejam N’ = {k € Njax = ¢}, N ={k € N|bpy = c} e N” ={k € N|k € Njax < ¢ < by}.
Entao N=N'UN"UN"” e N’, N”, N sao dois a dois disjuntos.

» Se N’ C N ¢ infinito, temos que a subsequéncia
(f(bk) — f(ak)> _ (f(bk) — f(C))
be—ak e be—c  Jyew
converge para f’(c), pois f é diferenciavel em c.
o De modo analogo, se N” C N € infinito, a subsequéncia

(f(bk) — f(ak)) _ <f(C) — f(ﬂk))
bk — ax keN” C—ax keN"

também converge para f'(c).

f(by) — flaw)

» Resta, agora, mostrar que se N” C N ¢ infinito, ( 5 —a
k — Gk

> converge para f'(c).
keN///

Como ay < ¢ < by, podemos escrever

f(bi) — flai) _ (1—t) f(by) — f(c) e flax) —flc)
b — ax bx—c ax—¢C
onde t, = X~ ¢ portanto, 1 — t, = be—c¢
ax — by bx —ax
Logo
f(bk) - f(ak) - f/(C) — (] - tk) (f(bk) - f(C) o f/(C)) + tk (f(ak) - f(C) o f/(C)) )
bk — Qg bk —C ax—=¢C
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ax—c br—c

f(by) — f(ax)
bk — Qg

Assim, como (f(ak)_f(c)> e (f(bk)—f(c)
KEN

) convergem para f'(c) e (ty), (1 — ty)
keN"

sao sequéncias limitadas, temos que ( ) converge para f'(c). g

kENIH
Lema 3.2. Sejam ¢ : [a,b] — R e f: [a,b] — R™ continuas em [a,b] e diferencidveis em
(a,b). Se |If'(t)|| < ¢'(t) e '(t) > 0 paratodo t € (a,b), entédo ||f(b) — f(a)|| < @(b) — @(a).

Prova.
Suponhamos que f e g sdo diferenciaveis no intervalo fechado [a, b] € admitamos que

[f(b) = f(a)[| > @(b) — @(a).
Entao existe A > 1 tal que
[f(b) —f(a)]| > A(@(b) —@(a)) (>0).

Dividindo o intervalo [a,b] ao meio, em pelo menos em uma das metades, digamos, [a;, bq],
temos que

[£(01) — f(ar)]| > A (@(b1) — @(ar)).

Analogamente, em pelo menos uma das metades [a;, b,] de [a;, b;] temos que
[f(b2) — flaa)|| > Al@(b2) — @(az)).

Prosseguindo desta maneira, obtemos uma sequéncia de intervalos
[a,b] D [a;,bi]l D...Dlag, bl D...
tais que

b—
S e llf(bu) = f(a)]| > A ((by) — ¢(ay)), paratodo k € N.

by —ax =

Além disso, as sequéncias (ayx) € (by) convergem para um mesmo ponto ¢ € [a, b], pois (ay) €
nao-decrescente limitada, (by) € ndo-crescente limitada e (b — ax) — 0.

Como ay # by € ax < ¢ < by para todo k € N temos, pelo lema 3.1, que

/ e If(01) —f(a)]| . @(b) —oelax) / ,
I (C)||_1<|Lrgo b — an ZAJLTOW—A(P(C)>(P(C)-

» Se @ e f sao diferenciaveis apenas no intervalo aberto (a,b) temos, pelo provado acima, que
|If(d) — f(c)|| < @(d) — @(c) paratodo [c,d] C (a,b).

Como ¢ e f sdo continuas em [a, b] e existem sequéncias (ci) e (di) de pontos de (a,b) tais
que cx < dy, limc, = a e limd, = b, temos que
[£(6) — f(a)]| = Jim [[f(di) = f(e)]| < lim (o(di) — @(cr)) = @(b) — p(a) g

* A desigualdade do valor médio segue-se do lema 3.2, tomando ¢(t) = Mt.g
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Corolario 3.1. Se o caminho f : [a,b] — R™ é continuo em [a,b] e possui derivada nula em
todos os pontos de (a,b), entao f é constante.

Prova.
Sejam x € (a,b] e n € N. Como |[f'(t)|| < % para todo t € (a,b), temos, pelo Teorema do

Valor Médio, que [[f(x) — f(a)|| < . [x - a]l. Entao,

[0 — f(@)]| < x — al| lim © =0,

ou seja, f(x) =f(a). g

Observacao 3.3. O corolario acima também pode ser demonstrado aplicando-se a cada
funcao coordenada f; de f o resultado analogo para fungoes reais.

Formula de Taylor com resto de Lagrange

Sejaf:[a,a+h] — R™ um caminho de classe CP~', p vezes diferencidvel no intervalo aberto
(a,a+h). Se||f®)(t)|| < M paratodot € (a,a+ h), entdo:

p—1
flah) = fla)+hfla) +...+ o 10 @) 41y,
hP
onde |rpl| <M .
p!
Ou equivalentemente, fazendob = a + h,
_ q)P1
f(b) =f(a)+ (b—a)f'(a)+...+ m fP=1 (a) +1,,
(b—a)?
onde ||| <M '
Prova.
Seja g : [a,b] — R™ 0 caminho dado por
— t)p!
o(t) = f(t) + (b — )F (1) +... + ﬂzp—t)w £ (¢)
_ —1
Entdo g € um caminho continuo em [a, b}, diferenciavel em (a,b) e g'(t) = (}Ep _t)]p)' ()
(b—t)P"
Logo |lg’(t)|| < M ———
go [[g'(t)]| < o1
_ )P
Fazendo ¢(t) = —M (b p;t) , temos, pelo lema 3.2, que
b — P
Iroll = l9(0) — a(@)]l < o(b) — pla) = M= g

p!
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4 Caminhos retificaveis

Definimos o comprimento de um caminho f : [a,b] — R™ como sendo a distancia total
percorrida pelo ponto movel f(t), quando t varia de a até b. Nao € o mesmo que o comprimento
da imagem f([a, b]), pois, para ir de f(a) até f(b), o ponto f(t) pode passar pelo mesmo trecho
varias vezes (até infinitas).

Por exemplo, aimagem do caminho f : [—/7, /7t — R? dado por f(t) = (cos(t?), sen(t?)),
é o semi-circulo S = {(x,y) € S"|y > 0}, cujo comprimento é 7. Mas como f percorre S! duas
vezes quando t varia de —/7t a /7, temos que o comprimento do caminho f é 2.
e Seja f : [a,b] — R™ um caminho. A cada particdo P = {to = a < t; < ... < tx = b} do
intervalo [a, b], associamos 0 numero real nao-negativo

k
URPY =D [If(t) — f(t)] -
i=1

Intuitivamente, £(f; P) & o comprimento da poligonal inscrita no caminho f com vértices nos
pontos f(ti),1=0,...,k.

Fig. 4: £(f;P) € o comprimento da poligonal de vértices f(t;), 1=0,..., k.

Definicao 4.1. Sejam P e Q partigdes do intervalo [a,b]. Dizemos que O é mais fina que P
quando P C Q.

Teorema 4.1. SeP c Q, entdo ((f;P) < ((f; Q).
Prova.
Suponhamos, primeiro, que @ = P U{r}, onde t; 1 < r < t;. Entao,
Uf; Q) — L P) = [[f(t) — ()| + [If(r) — fltia) || — I (t) — f(tia)]l-
Como ||f(ti) — f(ti1)|| < |[f(t) — f(v)|| + [[f(r) — f(ti_q1)||, temos que L(f; Q) > L(f; P).
O caso geral prova-se aplicando o processo acima um numero finito de vezes. g
Definicao 4.2. Sejaf : [a,b] — R™um caminho. Se o conjunto { {(f;P) | P é particdo de [a,b] }

é limitado, dizemos que o caminho f é retificavel e £(f) = sup {(f;P) € chamado o comprimento
P
do caminho f.
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Entao, {(f) é caracterizado por:

(1) £(f) > £(f;P) para toda particao P de [a, b].

(2) Dado ¢ > 0, existe uma particao P de [a, b] tal que £(f;P) > £(f) —
Observacao 4.1. Quando n = 1, um caminho retificavel chama-se uma funcéo de variacéo
limitada e o comprimento £(f) chama-se a variacao total da funcao f no intervalo [a, b].
Observacao 4.2. Todo caminho retificavel f : [a, b] — R™ & limitado.

De fato, seja P ={a,t,b}, onde t € [a, b]. Entao,

1£(t) — f(a)[| + [[f(b) — f(t)]| = L(;P) < £(f).
Logo,

(O] < [[f(t) = fla)]| + [[f(a) ]| < £(f) + [[f(a)]]

para todo t € [a, b] e, portanto, f & limitado.

Lema 4.1. Seja P, uma partigdo de [a,b]. Entao,
sup(%(f P) = sup £(f; Q).

ODPo
Prova.
Como sup {(f;P) > £(f;P) para toda particao P de [a, b], temos que
P

sup {(f; Q) < supe(f P).

9QDPy
Por outro lado, dada uma particao P, temos que Q' = P U P, € uma particao mais fina do que
P e Po. Logo, pelo teorema 4.1,

L, P) < (L(f; Q") < sup {(f;Q),

QDPo
ou seja, sup {(f; Q) € uma cota superior do conjunto { {(f;P) | P é particao de [a, b]}.
QDPy
Assim, supﬂ(f P) < sup {(f; Q} e. portanto, supﬂ(f P) = sup {(f; Q).
9DPo 9ODPoy

Teorema 4.2. Sejac € [a,b]. Entdo o caminho f : [a,b] — R™ é retificavel se, e s6 se, suas
restricoes f1 = f|jqq € f2 = flicn) SE0 retificaveis. Neste caso, {(f) = {(f1) + £(f2).

Prova.
Suponhamos que f € retificavel.

Seja P, uma particao de [c, b] fixa e seja P; uma particao de [a,c]. Entdo P = P; U P, € uma
particao de [a,b] e £(f;P) = L(f1;P1) + L(f2P2) .
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Logo,

Lt Pr) = LUEP) —UfyPr) < UF) —LfP2),
e, portanto, f; € retificavel e

L(f1) < Lf) —L(f2P2).

Além disso, como {(f,; P,) < £(f)—£(f) para toda particao P, de [c, b], temos que f; é retificavel
e £(f2) < L(f) —L£(fq), ou seja, £(fq) + L(f2) < L(f).
Suponhamos agora que f; e f, sao retificaveis. Dada uma particao P de [a, b] que contém c,
temos que P = P; U P,, onde P; € uma particao de [a, c] e P, é uma particao de [c, b].

Como L(f;P) = L(f1;Pq) + LT P2) < L(fq) + £(f2) e, pelo lema anterior, sup £(f; Q) = sup {(f; Q),
Q ceQ
temos que f é retificavel e £(f) < £(f;) + £(f2).

Provamos, assim, que f € retificavel se, e s6 se, f; e f, sdo retificaveis, e, neste caso,
L(f) = L(fy) +0(f2). m

Observacao 4.3.
e Seja f : [0,1] — R™ o caminho retilineo f(t) = (1 —t)A + tB, com A;B € R™, e seja
P={tr=0<t; <...<ty=1}uma particdo de [0, 1]. Como
If(ty) —f(tist)|| = [J[(T—t)A+tB]—[(1T —ti))A+ti Bl
= [[(ti—ti) (B=A) [ = (ti—ti1) [B—A[,

paratodoi=0,...,k, temos que
k k
URBP) =) [If(t) —f(tin) = B—Al D _(ti—tiq) =[B—A|.
i=1 i=1

Logo £(f) = ||B — A||. Aqui, || || € uma norma qualquer de R™.

o Em geral,se um caminho retificavel f : [a,b] — R™ tem extremidades A = f(a) e B = f(b),
entdo {(f) > ||f(b) — f(a)|| = ||B — A||, pois P = {a, b} € uma parti¢céo de [a, b].

e Se {(f) = ||B — A|| e a norma de R™ provém de um produto interno, entao f([a, b]) C [A, BI.

De fato, suponhamos que existe C € f([a, b]) tal que C ¢ [A,B] e sejac € [a, b] tal que f(c) = C.
Como C ¢ [A, B], temos que B — C nao é multiplo positivo de C— A, pois, caso contrario, existiria
A > 0 tal que

A 1

B-C=AC—A)=AC+C=B+ M= (1+N)C=M+B= C=T5A+ ;3B

uma contradicdo, uma vez que C = (1 —t)A + tB, onde t = 1JL)\ e (0,1).

Logo, como a norma || || provém de um produto interno, ||B — C|| + ||C — A|| > ||[B — A].
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Assim, para a particao P ={a, c, b}, temos que:
U P) = If(b) — flc)| + [[f(c) = fla)| = [[B=Cl| + [[C = A[ > [B—A],

uma contradicdo, pois estamos supondo que {(f) = ||B — A]l.

e Suponhamos, agora, que f : [a,b] — R™ & continuo, £(f) = ||B — A|| = ||f(b) — f(a)|| e que a
norma || || provém de um produto interno.

Entdo f([a,b]) = [A, B].
De fato, consideremos a aplicagao g : [0,1] — [A, B] dada por g(t) = (1—t) A+t B. A aplicagao
g é continua, sobrejetora e injetora, e sua inversa g~' : [A, B] — [0, 1], dada por

. [x — Al
g '(x) = :
B — A

também é continua.

Logo a fungdo g~ ' o f: [a,b] — [0, 1] é continua e, portanto, g~'(f[a, b]) € um intervalo contido
no intervalo [0, 1] que contém os extremos 0 e 1, uma vez que f(a) = A e f(b) = B.

Assim, g~ '(f([a, b)) = [0, 1], ou seja, f(la, bl) = g([0,1]) = [A, B].

» Se a norma nao provém de um produto interno, podemos ter ||B — A|| = ||B — C|| + ||C — A]|
sem que C € [A, B], 0 que permite a existéncia de um caminho f com {(f) = ||f(b) — f(a)|| sem
que f([a, b]) esteja contido num segmento de reta.

Por exemplo, consideremos R? com a norma da soma e Y
seja o caminho continuo f : [0,2] — R? dado por
{(0,1’:) sete|0,1] (0,1)
f(t) =
(1—1t,0) setell,2] Y
Entao, pelo teorema 4.2, f é retificavel e
Lf) = Lflon) +L(flnz) . = o -
= (0,1) = (0,0)s +0,0) ~ (-1, 0)f)s =2,  (THO ’
uma vez que f|j1; € fl;1,2 &80 caminhos retilineos. Fig. 5: ¢(f) =2

Portanto, £(f) = 2 = |[(0,1) — (—1,0)||s = ||f(2) — f(0)]||s, apesar de f([a,b]) ndo estar contido
num segmento de reta.

Observacao 4.4. ((f) = 0 & f é um caminho constante.

Observacao 4.5. Ser ou n&o ser retificavel € uma propriedade do caminho f que n&o de-
pende da norma tomada em R™, uma vez que duas normas quaisquer em R™ sdo equivalentes,
mas o comprimento {(f) depende da norma. Por exemplo, o segmento de reta que liga os pontos
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A =(0,1) e B = (1,0) no plano tem comprimento 2 na norma da soma, 1 na norma do maximo
e v/2 na norma euclidiana.

Observacao 4.6. Se f: [a,b] — R™ é um caminho poligonal, temos, pelo teorema 4.2, que

(f) € a soma dos comprimentos dos segmentos de reta que o compdem. Em particular, para
k

toda particao P = {to = a < t; < ... < tx = b} de [a,b], {(f;P) = Z IIf(ti) — f(tiqg)| &,
i=1

realmente, o comprimento da poligonal inscrita em f, com vértices nos pontos f(t;),i=0,...,k.

(t,0) set#1
(1,1) set=1
mas é retificavel e {(f) = 4, considerando R? com a norma euclidiana.

Exemplo 4.1. O caminho f : [0,2] — R? dado por f(t) = { é descontinuo,

De fato, pelo lema 4.1, basta considerarmos as particoes P Y

de [0, 2] que contém o ponto t; = 1. thoo .

Sejam0<d<lel0<e<Ttaisquet,1=1-det1=1+c¢.
Entao, S
UHEP)=(1=8) + V1 +82+/1+e2+1—¢<4,
pois1—6+vV1+4+862<2el—c++1+¢e?<2 umavezque

VI+82<1+8evV1+e2<1+e. Fig. 6: ((f) =4

Logo f é retificavel e {(f) < 4. Mas, dada P,, = { 0,1— %, 1,1+ %,2 } temos que

1 1 1 1
ﬂ(f,Pn)=1—n+\/1+n2+\/1+n2+(1—n) < Le(f),
para todo n € N g, portanto,

. o
14e 2 <«

N R

4= lim 0(f;Pn) < L)

n—oo

Assim, {(f) =4.

Teorema 4.3. O caminho f : [a,b] — R™ é retificavel se, e s6 se, cada uma de suas fungées
coordenadas f; : [a,b] — R, 1 =1,...,n é retificavel, ou seja, tem variacao limitada.

Prova.
Como ser ou nao ser retificavel independe da norma, podemos tomar em R™ a norma da soma.
Logo,

n

URP) =D UfyP).

i=1
Portanto, se f é retificavel, temos que
Ly P) < LHP) <L),
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para toda particao P de [a,b] e todo i = 1,...,n. Entdo f; tem variagdo limitada para todo

i=1,...,n.
Por outro lado, se cada f; tem variagcao limitada, entao

URP) =) UfyP) <) Uf),
i=1 i=1
para toda particédo P de [a, b]. Logo f & retificavel. g

Observacao 4.7. Toda fungdo monétona f : [a, b] — R tem variagao limitada e
L(f) = [f(b) — f(a)l.

De fato, suponhamos que f é nao-decrescente. Dada P = {to = a < t; < ... < tx = b} uma

particao de [a, b], temos que
k k

UfP) =D If(t) — ftia)l = D (f(t) — f(tia)) = f(b) — f(a).

i=1 i=1
Corolario 4.1. Se cada fungdo coordenada do caminho f é mondtona, entéo f é retificavel.

Exemplo 4.2. O caminho f : [0,1] — R, dado por f(t) = t sen (2—71) set#0ef(0)=0,¢é
continuo, mas nao é retificavel.

. 11 1111 .
De fato, paratodo k =4m — 1, m € N, seja P, = {O’m’i"”’g’i’ 1 } Entao:

3
f0) =0; f(k—1H> ﬁc(ﬁ) =0; f(%) - 4m1—1 sen (Mmz_”ﬂ) :_4m]—1 :_%;

1\ IV I (4m-3x\ 11
f(k—1>_4m—zsen(2m_””_o’f(k—z>_4m—3se”( 2 >_4m—3_k—2’

e assim sucessivamente, até
(()=5 () =01 ()= v =0 e =

1T 1 1 1 T 1 1 1

Logo,

e, portanto,
1 1 1 1
. > — - [
LR = DT L B

TR O I L
6 5 4 3 2
Como a série harmoénica Z % diverge, temos que o conjunto { {(f;P); P particao de [0, 1] } ndo
n>1
é limitado e, portanto, f ndo tem variagao limitada.

. tsen ! set#0 |
De modo analogo, podemos provar que g : [0,1] — R, g(t) = t € uma
0 set=0,

funcao continua, mas nao é retificavel.
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Entao, pelo teorema 4.3, o caminho h: [0, 1] — R?, dado por

(t,tsen1> set#0
h(t) = t
(0,0) set=0,
é continuo, mas nao é retificavel. Observe que h € um caminho injetivo (figura 7).

YA YA

(D .
\ z
Fig. 7: Caminho h(t) = (t,tsen %) Fig. 8: Caminho &(t) = (tcos %,tsen %)

O caminho espiralado &, : [0,1] — R? dado por
. 1 1
i/t o o
te¥/t = (tcos t,tsen t) set#0

(0,0) set=0,

&(t) =

também tem comprimento infinito, ou seja, nao é retificavel.

Neste exemplo, quando t — 0, 0 ponto &(t) tende para a origem (0,0) dando infinitas voltas
em torno dela.

Observe que o caminho & também é injetivo (figura 8).

Observacao 4.8. No exemplo 4.1, vimos que um caminho descontinuo pode ser retificavel,
mas, como veremos abaixo, a descontinuidade de um caminho retificavel f : [a,b] — R™ num
ponto ¢ € [a, b] ndo pode ser arbitraria.

Teorema 4.4. Sejaf: [a,b] — R™ um caminho tal que, para cadac < [a,b), a restrigao f|i, q
é retificavel. Se existe K > 0 tal que {(f|.) < K para todo ¢ € [a,b), entdo existe Iing f(t).
t—b-

Analogamente, dado f : (a,b] — R™ tal que fl|.v € retificavel para todo ¢ € (a,bl, com
U(flev) < K segja qual for ¢ € (a,bl, entgo existe lim f(t).

t—at
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Prova.
Vamos provar apenas o primeiro resultado, pois o0 outro demonstra-se de modo analogo.

Sejat; <t;<...<t<...uma sequéncia crescente em [a,b) tal que kIim t, =b.
— 00

Entao, paratodo k € N, Z If(ti) — f(ti1)|| <K, pois P ={a,ts,...,tx} € uma particao de [a, c],

i=2
com ¢ = ty.

Logo a série de nimeros reais Z |If(t;) — f(ti_1)|| € convergente, pois a sequéncia de suas
i>2
reduzidas é nao-decrescente e limitada superiormente por K. Assim, a sequéncia das reduzidas

da série de vetores Z — f(ti_1)) € de Cauchy e, portanto, convergente.
i>2

Como a reduzida de ordem k — 1 desta série é f(t,) — f(t;), temos que existe kIim f(ty). Sendo a
— 00

sequéncia crescente t, — b arbitraria, segue, pela Observacao 8.4 do Capitulo 1, que o limite

lim f(t) existe. g

t—b~

Corolario 4.2. Sejaf : [a,b] — R™ um caminho retificavel. Entdo existem os limites laterais
I|m f(t (sec;éa)e I|m f(t) (sec #b).

Definicao 4.3. Dizemos que um caminho f : [a,b] — R™ é regulado se, para todo ¢ € [a, b],

existem os limites laterais f(c™) = lim f(t) (se ¢ # a) e f(c™) = tIim f(t) (se ¢ # b), ou seja, se
t—c™ —ct

f s6 possui descontinuidade de 1 espécie.

Em particular, o conjunto dos pontos de descontinuidade de um caminho regulado é enu-
meravel (ver Curso de Analise, Vol. I de E. Lima, pag. 233, Teorema 11)

Observacao 4.9. Todo caminho retificavel é regulado.

Definicao 4.4. Dizemos que um caminho f : [a,b] — R™ é bem regulado quando ele é
regulado e, para todo c € (a, b),
[f(c™) —fleT)| = [If(c™) = ()| + [[f(c) — flcT) .

Observacao 4.10. Quando a norma provém de um produto interno, temos
[£(c™) = e = [[f(c™) = fe)[| + [[f(c) = f(cT),
se, e s0 se, f(c) pertence ao segmento de reta cujos extremos sdo f(c™) e f(c™).

Mas, para uma norma arbitraria, podemos apenas afirmar que se f(c) € [f(c™), f(ct)] para todo
€ (a,b), entao f € bem regulado.
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Observacao 4.11. Todo caminho continuo é bem regulado.

Todo caminho regulado, /ateralmente continuo, ou seja, f(c*) = f(c) ou f(c~) = f(c) para todo
€ (a,b), é bem regulado.

Observacao 4.12. Um caminho f : [a,b] — R™ regulado é bem regulado se, e sé se, para
todo c € (a,b), tem-se
lim — ([f(t) = f(c)|| + [If(c) = f(s) | = [[f(t) = f(s)]}) =

t—c
s— ¢

Exemplo 4.3. O caminho retificavel f : [0,2] — R? dado por
(t,0) set#1
(1,1) set=1,

f(t) =

nao é bem regulado, p0|sf( ) f(17) = (1,0) e, portanto,
[f(1T D=0 [f0F) — £ + [[F(17) = f(D][,

para qualquer norma || || considerada em R2.

Neste exemplo, nao existe nl)i‘moe(f;P), pois, se a particao P nao contém o ponto 1, temos que

((f;P) = 2, enquanto que, para particoes Q que contém 1, temos ‘glmoﬁ(f; Q)=4.

Teorema 4.5. As seguintes afirmacgdes a respeito de um caminho f : [a,b] — R™ sdo equi-
valentes:

(1) f € bem regulado e retificavel, com {(f) = L.

(2) existe “I)ilmof(f;P) =L.

Prova.
(1)=—=(2) Dado ¢ > 0 existe uma particao Py, = {to = a,ty,...,tx = b} de [a,b] tal que
L— % <{(f;Po) < L.
Sejald<d< @ilgk{ (ti — ti_q1) } tal que

t—0<s<ti<t<ti+d= |f(t)—f(t)| + [[f(td) — ()| = [If(t) — f(s)] < % ,
paratodoi=1,..., k—1.
Seja P uma particao de [a, b] com |P| < . Entao:

L—% <UfEPUP) <L

pois £(f;Py) < L(f;P U 7?0) e 0<({f;PU PO) — {(f;P) = soma de no maximo k — 1 termos da
forma ||f(t) — f(ty) ]| + ||f(ti) — f(s)|| — [|f(t) — f(s)||, onde [s,t] é um intervalo de P que contém
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algum t; em seu interior, pois os demais intervalos de P sao também de P U P, e, portanto,
desaparecem na diferenca {(f;P U Py) — L(f; P).

Observe que se |P| < 8, entao existe no maximo um t; no interior de seus subintervalos, pois
0<d< min{t; —ti1}
1<i<k

Logose [P| < d,entdo t; —d < s < t; < t < t; + d, para todo intervalo [s,t] de P que contém

algum t; em seu interior, e, portanto, 0 < {(f;P U Py) — L(f;P) < E(kzi ! < %

Assim,

Lzemp)zuﬁpuﬁd—§>L—a

(2)==(1) Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
Pl<bdb=L—e<{fiP)<L+ce.

Seja Py, uma particao de [a, b] fixa com |Py| < d.

Entao, se P O P,, temos que |P| < |Py| < b e, portanto,
L—e<{(f;P)<L+e.

Logo, como sup {{(f;P)} = sup{f(f P)}, temos que f é retificavel e L — e < {(f) < L+ ¢ para todo
PDOPo
e > 0.

Assim, {(f) = L e, pela observacao 4.9, f é regulado.

Vamos provar que f é bem regulado, ou seja, que

(If(c™) = fle) | + [If(c) = fle) = [[f(c™) = fleT)]) =
para todo c € (a,b).
Dado ¢ € (a,b), seja Q, uma sequéncia de particoes com kIim Qx| =0ec ¢ Q.

Seja P, = O, U{c}. Entao kIim Uf;Py) = Iim (f;9)=Le
0 < L(f;Py) — LUf; Qx) = ||f(c) —f (s1) ]| + || f(te) — f(S)|| — [[f(t) — f(si)]| s

onde [sy, ty] € o intervalo de Q, que contém c em seu interior.
Como lim |Qy| =0, temos lim s = lim tx = ¢, onde sx < ¢ < ty.
k—o00 k— o0 k— o0

Entdo lim f(s) =f(c™) e kIim f(tx) = f(c™). Logo,

k— o0
0 = JLngo(E(f'Pk)—e(f'Qk)): lim ([[£(c) — (sl + [f(t) — fle) ]| — [If(ti) — f(si)l])
[t(c) = flecT + [If(c™) —flc H—Hf (c™) —fleT)],

e, portanto, f & bem regulado. u
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Corolario 4.3. Seja f : [a,b] — R™ um caminho continuo. Entdo f é retificavel com compri-
mento L se, e so se, “IJilmoe(f;P) = L.

Observacao 4.13. Seja f : [a,b] — R™ um caminho lipschitziano tal que
[f(s) = f(t)[| < Kls —t|

para s,t € [a, b] quaisquer. Dada uma particao P = {to, t1, ..., tx} de [a, b], temos

k
URP) =D [f(t) —fltn)| <K D (ti—tin) =K(b—a).
i=1

Logo f é retificavel e {(f) < K(b—a).
o Em particular, se f : [a,b] — R™ é um caminho de classe C', entdo f é lipschitziano, pois:

o f'([a, b]) € limitado, ou seja, |f'(t)] < M para todo t € [a, b], uma vez que ' é continuo e
[a, b] € um intervalo compacto;

o e, portanto, pela Desigualdade do Valor Médio, ||f(s) — f(t)|| < M|s —t| para s,t € [a,b]
quaisquer.

Logo todo caminho de classe C' é retificavel.

Teorema 4.6. Todo caminho f : [a,b] — R™ de classe C' é retificavel com

b
) = J 170 dt.

Prova.
Basta mostrar que

b
lim £(f;P) :J |If'(t)] dt.

[P|—0

Pela definicao de integral, dado ¢ > 0, existe 6; > 0 tal que |P| < &1, entao
b
| e X aese

onde P* = (P,¢&), & = (to,...,tk—1), 0U S€ja, & =tig € [tig, til,

k
D P =D I () (4 —tia).
i=1

< £
2’

E, pela diferenciabilidade uniforme de f, existe 5, > 0 tal que
Pl < b2 = flti) — f(tig) = (f'(ti1) + o) (ti — tia),

com |pi] < ,paratodoi=1,... k.

&
2(b—aqa)
Logo se |P| < &,, entao:
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k

k
DOt = Flte)l = > I ()l [t — i |
i=1

i=1

k
— > I (el (t
i=1

K
< Z () — Fltn) | = 1 (tia) [l Tt — tia ||

IN

an — '(ti) (t — tig) |

K
= ZHpi( ti H< Z tiq‘
i=1 i=1

e(b—a) 13

2b—a) 2°
Entao se 6 = min{64,6,} > 0e |P| < 6, obtemos que:

b
S (e — [ e
\ (1) L||f(t>||dt\<2+z .

’E(fP J||f ||dt’§’€(f73 S (11 P*)

Exemplo 4.4. Seja f: [0,2n] — R?, f(t) = (cost,sent). Entdo o comprimento de f é

27 27
o) :J 1@ dt:J 1 dt = 2.
0 0

Eseg:[—vm Vil — R?, g(t) = (cos t?, sent?), temos

VT VT VT NG
ﬂ(g):J ||g'(t)||dt:J |2tdt=2j 2tdt:2t20 =2m.
—/T

7 0

5 O comprimento de arco como parametro

Definicao 5.1. Seja g: [c,d] — R™ um caminho. Uma reparametrizacdo de g é um caminho
go @ :[a,b] — R™, onde ¢ : [a,b] — [c, d] &€ uma fungdo monobtona sobrejetora (e, portanto,
continua, pelo teorema 10 da pag. 232 do livro Curso de Analise, Vol. | de E. Lima).

Quando
e @ € nao-decrescente, ¢(a) =ce @(b) =d;
e @ € nao-crescente, p(a) =de ¢(b) =c;

e @(s) = @(t) coms < t, ¢ € constante em [s, t].
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Observacao 5.1. A reparametrizacdo f = go ¢ : [a,b] — R™ é continua & o caminho
g: [c,d] — R™ é continuo.

Essa observacao segue-se do corolario 11.5 do Capitulo 1, pois ¢ : [a,b] — [c,d] é uma
funcao continua do compacto [a, b] sobre o compacto [c, d].

Teorema 5.1. A reparametrizacdof = go ¢ : [a,b] — R™ é retificavel se, e s6 se, o caminho
g: [c,d] — R™ é retificavel. Neste caso, {(g o ¢) = {(g).

Prova.
(=) Suponhamos que g é retificavel. Seja P = {so,s1,...,sx} uma particao de [a,b]. Se
@(si-1) = @(si), temos que |lg(¢(si)) — gle(si-1))[ = 0.

Logo, para calcularmos o comprimento de g o ¢, basta considerarmos as particoes P de [a, b]
tais que ¢|p seja injetora. Neste caso Q = @(P) é uma particao de [c,d] e

l(go@;P) = leg e(si1))]| =0g; Q) < Ug).

Assim, g o @ € retificavel e £(g o (p) < {(g).

(=) Suponhamos que g o ¢ é retificavel e seja Q = {to, t1,. .., tx} uma particao de [c, d].
Entdao paratodoi=0,1,...,k, existe s; € [a,b] tal que @(s;) = t;.

Se ¢ é nao-decrescente, podemos tomar s, = a, sy = b, e teremos s; ; < s;, para todo

1=0,1,...,k, ou seja, P ={sop, s1,..., Sk} € uma particao de [a, b]. Logo,

k k
Q) = Z lg(ti) —g(tia)| = Z lg(e(si)) —gl@(si))[| =Llgo@;P).
i=1 i=1
Se ¢ é nao-crescente, podemos tomar s, = b, s,y = a, e teremos s;_; > s; para todo
i=0,1,...,k.

Entdo P = {&o,&1,..., &}, onde &; = sy, € uma particao de [a, b] tal que

k

k
0g:Q) = Y ot =gt =D lalels) —glelsi))]
i=1

i=1

k k
= ) llge@(éi)—goeEc i)l =D lgoe&) —goel& )

i=1 j=1
= {go@;P).
Logo {(g; Q) = L(g o @;P) < {(g o ¢) para toda particao Q de [c, d].

Entdo g é retificavel e £(g) < {(g o ¢) e, portanto, £(g) ={(go ¢). g
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Definicao 5.2. Dizemos que um caminho retificavel f : [a,b] — R & parametrizado pelo
comprimento de arco ou cadenciado, quando {(f|j,y) =t — a paratodo t € [a, b].

Neste caso, se s < t, entao {(f|sy) =t —s.

Teorema 5.2. Um caminho f : [a,b] — R de classe C' é parametrizado pelo comprimento
de arco se, e sO se, ||f'(t)|| =1 paratodot € [a,b].

Prova.
t
Se f é parametrizado pelo comprimento de arco, entao J |[f'(s)|| ds =t — a paratodo t € [a, b].

dt

a

d (.,
Logo If (1) = = | [[F(s)] ds = 1.

Reciprocamente, se ||f'(t)|| = 1 para todo t € [a, b], entao
t

t
(flian) :J 1€(s)]| ds :J 1ds—t—a.

a

Exemplo 5.1. O caminho f: [0,2n] — R?, f(t) = (cost, sent), & parametrizado pelo compri-
mento de arco, pois f € C* e ||f'(t)|| = 1 paratodo t € [0, 27].

Lema 5.1. Sef:[a,b] — R™ é um caminho continuo retificavel, entdo a fun¢do o : [a,b] —
[0, L], L = £(f), definida por o(t) = {(f|;4.y), € continua. Como o(b) =L, o € sobrejetiva.

Prova.
Vamos mostrar que o é continua no ponto a. Como ¢ € monétona nao-decrescente, existe
A = lim o(t) =inf{o(t)|t € (a,b]}
t—at

Suponhamos, por absurdo, que A > 0 = ¢(0). Entao existe ¢; € (a,b] talque A < o(cq) < %.

Logo A < o(t) < o(cy) < 4? para todo t € (a,cql, e, portanto, £(fli¢,1) = o(ci) —o(t) < %.
A

Por outro lado, sendo f continua em a, existe ¢, € (a,b) talque t € [a,c;] = ||f(t) —f(a)|| < 3

Seja ¢ = min{cy, c, }. Entao, para toda particao P de [a, c], temos
k
A 2A

A A
UfloiP) = 1(t0) = ()l + 2 (k) = flt)] < 5 +UTls) <5 +3 = 5

Logo o(c) = £(flja,e ) < ZTA < A, uma contradigao.

De modo analogo, podemos provar que
sup{o(t)|t €la,b)}=L=0(b),
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e, portanto,
lim o(t) =sup{o(t)|t€[a,b)}=L=o0(b),

t—b—

ou seja, o € continua no ponto b.

No caso geral, tome t, € (a,b). Como f|jq4,; : [a,t)] — R™ é um caminho continuo e retificavel,
temos, pelo observado acima, que lim o(t) = o(to).

tﬂtg
E, por outro lado, como f|, v : [to, bl — R™ € um caminho continuo retificavel e
P(t) = Ufliy,n) = o(t) — flia,t0)) 5

temos, pelo provado acima, que lim ¥ (t) =P (to) = 0 e, portanto,

ot
lim o(t) = lim (W(t) + Uflar)) = flag) = olto) . m
t—1tg =1t

Teorema 5.3. Todo caminho continuo retificavel f : [a,b] — R™ é a reparametrizacdo de
um caminho parametrizado pelo comprimento de arco g : [0,1] — R", L = {(f), o qual é,
necessariamente, continuo.

Prova.
Consideremos o diagrama abaixo:

[0, L]
Dado s < t em [a, b], temos o(t) = o(s) + £(fl ) -
Portanto, o(s) = o(t) = {(f|s,y) = 0 = f é constante em [s, t| = f(s) = f(t).

Definimos g : [0,L] — R™ da seguinte maneira: dado u € [0,L], existe t € [a,b] tal que
o(t) = u. Pomos, entao, g(u) = f(t). O caminho g esta bem definido, pois se o(t) = o(s) = u,
entao f(s) = f(t).

Comof=goo,f:[a,b] — R™écontinuo e o: [a,b] — [0, L] é continua e sobrejetora, temos,
pelo corolario 11.5 do capitulo 1, que g é continuo. E, pelo teorema 5.1, g € retificavel, uma vez
que f é retificavel.

Para provar que g € parametrizado pelo comprimento de arco, tome s € [0, L] arbitrario. Entao
existe t € [a, b] tal que o(t) = s e, portanto, pelo teorema 5.1,

l(glos)) = tgooliay) = Uflan) =0o(t) =s. g

110 Instituto de Matematica UFF



O comprimento de arco como parametro

Corolario 5.1. Um caminho continuo é retificavel se, e sé se, é a reparametrizacdo de um
caminho lipschitziano.

Prova.
(=) Como todo caminho lipschitziano € retificavel, temos, pelo teorema 5.1, que toda repa-
rametrizagdo de um caminho lipschitziano é retificavel.

(=) Se f € um caminho continuo retificavel, entdo f = g o 0, onde g é parametrizado pelo
comprimento de arco.

Como ||g(t) — g(s)|| < gl ) = [t —s|, temos que g € lipschitziano. g

Observacao 5.2. Seja f : [a,b] — R™ um caminho continuo retificavel, e seja um caminho
parametrizado pelo comprimento de arco g : [0, L] — R™, do qual f € uma reparametrizacao.

Entdo, se f = go, onde 1V : [a,b] — [0, L] € mono6tona ndo-decrescente e sobrejetora, temos:

P(t) = glowwy) =g oWlayg) = Uflay ) -

Logo € determinada de modo Unico e, portanto, o caminho g : [0,L] — R™ parametrizado
pelo comprimento de arco tal que f = g o\, com 1 nao-decrescente, também o é.

Agora, se V : [a,b] — [0, L] € mondtona nao-crescente e sobrejetora, temos que
P(t) = Lglowwn) = Ug oWl ) = Uflep ) = Lflap ) — Ufleyg) =L —o(t),
onde o(t) = £(flay )-

Logo f(t) = g(P(t)) = g(L — o(t)) e, portanto, dado s = o(t) € [0, L], temos que
g(L—s) =1(t) = g(o(t)) = g(s),
onde g : [0,L] — R™ é 0 caminho parametrizado pelo comprimento de arco tal que f = go o.

Assim, g(s) = g(L — s) para todo s € [0,L], ou seja, g € o caminho g percorrido em sentido
contrario.

Observacao 5.3. Um caminho pode ser retificavel sem ser lipschitziano. Por exemplo, o
caminho f : [0,1] — R2, dado por f(t) = (t,/t) é retificavel, pois suas funcdes coordenadas
sdo mondtonas, mas ndo é lipschitziano, uma vez que a fungdo t — V/t, t € [0,1], ndo é
lipschitziana.

Definicao 5.3. Dizemos que um caminho diferenciavel f : [a,b] — R™ é regular quando
f'(t) #0 paratodo t € [a, b].
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Observacao 5.4. Seja f : I — J uma funcéo regular, ou seja, diferenciavel com f'(t) # 0,
paratodo t € I, onde f(I) =], I, J intervalos da reta.

Entao, pelo Teorema do Valor Intermediario para a derivada (teorema de Darboux), temos que
ouf’(t) > 0paratodot € I ef é, entdo, monodtona crescente, ou f'(t) < 0 paratodo t € I, sendo
f, portanto, mondtona decrescente.

Em particular, para n = 1, um caminho f : I — R™ regular é injetivo, o que nao € verdade, em
geral, quandon > 1.

Por exemplo, o caminho f : [a,b] — R? dado por f(t) = (cost,sent), é regular, mas nao é
injetivo se b — a > 27

Sef:1— ] éregulare f(I) =], temos, pelo Teorema da Funcao Inversa (ver Curso de Analise,

Vol I de E. Lima, pag. 274, corolario 6), que f~' : ] — 1 é diferenciavel e
1

.‘:71 / =
)= s
paratodoy € J.
E, também, se f € C, entdo f~! € C¥, pois:
e Sefc C',entdo f' o f~! é continua, e, portanto, (f~')’ = 1 ¢ continua, ou seja, f~' é de

flof-1
classe C'.

» Suponhamos, por indugo, que se f € C* ', entdo f~' ¢ C .
Assim, se f € C¥, entdo f' € C*', e, portanto, (f 1)’ = _ 1 &declasse Ck ', ou seja, f' é

fof
de classe Ck.

Definicao 5.4. Dizemos que uma fungao diferenciavel bijetora f : I — ] é um difeomorfismo
quando f~': ] — I é diferenciavel.

Em particular, todo difeomorfismo f : I — ] é regular, pois f o f~! = 1d e, pela regra da
cadeia, f'(f'(y))(f")/(y) =1 paratodoy < J.

E, reciprocamente, se f : I — ] = f(I) € uma fungao regular, entao, pela observacao
acima, f € um difeomorfismo.

No teorema abaixo, vamos considerar R™ com a norma euclidiana.

Teorema 5.4. Sejam f : [a,b] — R™ um caminho regular de classe C* (k > 1), L = ((f) e
g : [0,L] — R™ um caminho parametrizado pelo comprimento de arco do qual f = go o é uma
reparametrizagdo. Entdo g € C* e o : [a,b] — [0,L] é um difeomorfismo de classe C*. Em
particular, g = f o 0! é uma reparametrizagdo de f pelo comprimento de arco.
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Prova.

» Se o € monodtona nao-decrescente, temos, pela observacao 5.2, que
t

o(t) = U(Flia) :J 1#(s)]] ds.

a

Logo o’(t) = ||f'(t)|| > O para todo t € [a,b]. Como || || € a norma euclidiana, temos que o’ €

diferenciavel e : >
niey . (F7(2), F(t)
oY= e

caso f € Ck, k > 2.

Entdo, se f € C', o : [a,b] — [0,1] € um difeomorfismo de classe C', pois ¢/ = || || o f' é
continua.

E,se f c CK k > 2, o édeclasse C*', ou seja, o : [a,b] — [0,L] & um difeomorfismo de
classe Ck.

(" (1), f'(1)

De fato, se k = 2, ¢” é continuo, pois ¢”(t) = @l

, t € [a,b], e as funcoes f' e f” sao

continuas. Entdo o é de classe C2.
Suponhamos, por indugéo, que se f € Ck, k > 2, entdo o’ € C* 1.

Seja f € C**1. Entéo f/, f” e o’ sdo de classe C¥! e, portanto, o” é de classe C*'. Assim, o’ é
de classe Ck.

» No caso em que o é monotona nao-crescente, ou seja,
t

o(t) =L —J If"(s)] ds,

verifica-se, de modo analogo ao anterior, que o : [a,b] — [0, L] € um difeomorfismo de classe
Ck,

Em qualquer caso, g = fo o' : [0,L] — R™ & um caminho de classe C*, pois f e o' sdo de
classe C*. g

6 A funcao-angulo

Seja z : [a,b] — R? um caminho tal que ||z(t)|| = 1 para todo t € [a,b], onde || || é a
norma euclidiana. Podemos, portanto, escrever z : [a,b] — S'.

Uma funcao-angulo para o caminho z : [a,b] — S' é uma funcéo 0 : [a,b] — R tal que
z(t) = (cos O(t),senO(t)) paratodo t € [a, b].
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Seja & : R — S' a fungao exponencial dada por &(t) = (cost,sent) = e't.

Entdo 0 : [a, b] — R & uma fungao-angulo para o caminho z se, e s6 se, z = £ 0 0.

Teorema 6.1. Todo caminho z : [a,b] — S' de classe C", r > 1, possui uma fung¢do-angulo
de classe C". Mais precisamente, dado 6, € R tal que z(a) = (cos 0y, senBy), z admite uma
unica funcdo-angulo 0 : [a,b] — R de classe C" tal que 6(a) = 0.

Prova.
Unicidade (valida também para fungdes-angulo continuas).

Sejam 0, ¢ : [a,b] — R duas fungdes continuas tais que £ 00 = £ 0 @ = z.

Entao 06(t) — ¢(t) € um multiplo inteiro de 27t para todo t € [a, b].

O — el & continua e S =M
27 21
0(t) — @(t) = 27k para algum k € Z fixo.

Como a fungao t — € Z para todo t € [a,b], temos que

Logo, se ¢(a) =0(a) = 0y, temos k = 0 e, portanto, ¢(t) = 0(t) paratodo t € [a, b].
Existéncia
Seja z: [a,b] — S um caminho de classe C™ tal que z(a) = &(0,).

Entao, se z(t) = (x(t),y(t)), as fungdes coordenadas x,y : [a,b] — R sao de classe C", com
x(a) =cos 0y e y(a) = seno,.
Como |z(t)| = 1 para todo t € [a, b], temos que
/ _1d
<Z (t)»z(t)> - 2 dt
paratodo t € [a,b], ou seja, z/(t) L z(t), paratodo t € [a, b].

(z(t),2(t)) =0,

Portanto, z'(t) € um multiplo do vetor w(t) = (—y(t), x(t)) paratodo t € [a, b].

Assim, para todo t € [a, b], existe A(t) € R tal que z’(t) = A(t) w(t), ou seja, x'(t) = —A(t) y(t)
ey’(t) = A(t) x(t).

Além disso, como A(t) = (w(t),z/(t)), para todo t € [a,b], temos que A é de classe C™.

Seja 0 : [a, b] — R definida por

Entdo 0(a) =0y e 0'(t) = A(t) paratodo t € [a,b]. Logo 6 é de classe C".
Agora vamos provar que x(t) = cos 0(t) e y(t) =sen 0(t) paratodo t € [a, b].

De fato, como 0’ = A, x’ = —Ay e y’ = Ax, temos que:
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A fungéo-angulo

e (x(t)cosB(t)+uy(t)send(t)) = x'(t) cos O(t) —x(t)6’(t) sen O(t)
+y’(t) sen O(t) +y(t)0’(t) cos O(t)
= —A(t)y(t) cos O(t) — x(t)A(t) sen O(t)

)y (
+A(t) x(t) sen O(t) +y(t) A(t) cos B(t) =0

e (y(t)cosB(t)—x(t) sen B(t)) = y’(t) cos O(t) —y(t)0’(t) sen O(t)
—x'(t) sen B(t) — x(t) 0’(t) cos O(t)
= A(t)x(t) cos 0(t)

)
—y(t)At) sen 0(t)
+A(t)y(t) sen O(t) — x(

x(t)A(t) cos O(t) =0,
para todo t € [a, b]. Entao,
e x(t)cos O(t)+y(t) sen 6(t) = x(a) cos 0(a)+y(a) sen 0(a)

= c0S? 0y +sen? 0y=1 ()
e
e y(t) cos O(t) —x(t) senB(t) = y(a) cos B(a) —x(a) sen O(a)

= sen O(a) cos O(a) —cos O(a) sen 6(a) =0, (1)
para todo t € [a, b].

Como, paratodo t € [a, b],
{(cos O(t),sen O(t)), (—sen O(t),cos O(t) )}

€ uma base ortonormal de R?, temos que
z(t) = (x(t),y(t))
= ((x(t),y(t)), (cosO(t),senBd(t))) (cosO(t),senBO(t))
+((x(t),y(t)), (—senO(t),cosO(t))) (—senb(t),cosd(t))

para todo t € [a, b].

Logo, por (1) e (ll), obtemos
z(t) = (cos0O(t),senb(t)) ,

paratodot € [a,bl. g

Corolério 6.1. Sejaf: [a,b] — R? —{0} um caminho de classe C", + > 1. Dado 0, € R tal

que f(a) = ||f(a || cos 0y, sen 0y), existe uma unica fungao de classe C', 0 : [a,b] — R, tal que
f(a) = 90 e f(t) = ||f(t)|| (cosO(t),senB(t)), para todot € [a,b].
Prova.

f(t)

Basta tomar a fungao-angulo 6 do caminho z(t) = T com 0(a) = 0y, uma vez que, pela

observagao 1.8,z é declasse C'. g
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Andlise

Corolario 6.2. Sejaf : [a,b] — R2—{0} um caminho de classe C" por partes. Dado 6, € R tal
que f(a) = ||f(a)|| (cos 8o, s€n 0,), existe uma unica fungao de classe C' por partes 6 : [a,b] —
R tal que 6(a) = 0, e f(t) = ||f(t)||(cosO(t),senB(t)), para todo t € [a,b].

Prova.
SejaP ={to =a < t; <...< tx = b} uam particdo do intervalo [a,b] tal que f|y, ,+,; € de
classe C", paratodoi=1,..., k.

Entao, pelo teorema anterior, f|(4+,) possui uma fungao-angulo 6 : [a,t;] — R de classe C" tal
que 6;(a) = 68o. Como fl, +,] € de classe C", existe uma fungdo-angulo 6, : [t;, t,] — R, com
02(t1) = 04(ty), para o caminho fl, 1,1

Prosseguindo deste modo, obtemos, para cada i = 2,...,k, uma funcdo-angulo de classe C"
0i : [tig, ti§ — R para o caminho fly, | 1,1, com 0;(ti_1) = 61 (ti_1)-

Entéo, a fungédo 0 : [a, b] — R, definida por 6(t) = 0i(t), se t € [ti_1,t:], &€ continua e 0]y, , 1+, é
de classe C" paratodoi=1,...,k. Logo 0 é de classe C" por partes e € a Unica fungao-angulo
de classe C" por partes do caminho f tal que 6(a) = 0,. g

Observacao 6.1. Seja f: [a,b] — R2—{0} um caminho de classe C", r > 1. Se uma fungéo
continua 0 : [a,b] — R é tal que f(t) = ||f(t)|| (cosO(t),senB(t)) paratodo t € [a,b], entdo 6 é
uma funcao de classe C".

De fato, seja ¢ : [a,b] — R a fungdo-angulo de classe C™ para o caminho z(t) = LG

—If]
que @(a) = 0(a). Como a unicidade no teorema 6.1 foi provada para fungdes-angulo continuas,

temos que 0 = ¢ e, portanto, 0 € de classe C".

Observacao 6.2. Se z: [a,b] — S' & um caminho continuo e z(a) = (cos 8y, sen 8), entdo
existe uma Unica fungao-angulo 0 : [a,b] — R continua tal que 6(a) =6, €
z(t) = (cosO(t),senB(t)),

para todo t € [a, b] (ver exercicio 7.1).
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